
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 365, 2009 Ç.î. ÷. çÒÁ×ÉÎ, ä. à. ûÉÒÑÅ×áâîïòíáìøîùå ðïäçòõððù÷ ëìáóóéþåóëéè çòõððáè,óïï�÷å�ó�÷õàýéåúáíëîõ�ùí ðïäíîïöåó�÷áí ëïòîåê1. ÷×ÅÄÅÎÉÅðÕÓÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ G { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á, É B 6 G. äÌÑ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ⊆ G ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ 〈X〉 { ÜÔÏ �ÏÄÇÒÕ��Á,�ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ X . ðÏÄÇÒÕ��Á B 6 G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÂÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G ×Ù�ÏÌÎÅÎÏg ∈ 〈B; gBg−1〉:ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÏ× ÁÂÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ��.
• ìÀÂÁÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á × G ÌÉÂÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, ÌÉÂÏ ÁÂ-ÎÏÒÍÁÌØÎÁ.
• îÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ ÓÉÌÏ×ÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù × ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Å ÁÂÎÏÒ-ÍÁÌÅÎ (ÁÒÇÕÍÅÎÔ æÒÁÔÔÉÎÉ).
• úÎÁÍÅÎÉÔÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÉÔÓÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÁÑ �ÏÄ-ÇÒÕ��Á B(�;K) × ÇÒÕ��Å ûÅ×ÁÌÌÅ G(�;K) ÁÂÎÏÒÍÁÌØÎÁ × ÎÅÊ.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÁÄÇÒÕ��Á P , B 6 P 6 G, ÁÂÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ �ÏÄ-ÇÒÕ��Ù B 6 G ÓÁÍÁ ÁÂÎÏÒÍÁÌØÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÉÍÅÎÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÁÂÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù. úÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ ÇÒÕ��Á B(�;K) ÎÅ �ÒÏÓÔÏ ÁÂÎÏÒÍÁÌØÎÁ ×G(�;K), ÎÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÒÅÄÉ ÁÂÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ��(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1℄). éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÄÇÒÕ��Ù B(�;K), Ô.Å. �ÁÒÁÂÏ-ÌÉÞÅÓËÉÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù, ÉÇÒÁÀÔ ÏÇÒÏÍÎÕÀ ÒÏÌØ × ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-ÓËÉÈ ÇÒÕ��.óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ, × �ÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÄÁÞÏ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÁÂ-ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ��, ÓÍ. ÎÁ�ÒÉÍÅÒ [1℄.ðÒÏÂÌÅÍÁ 1. ëÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÁÂÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ �ÏÄ-ÇÒÕ��Ù × ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÇÒÕ��ÁÈ É ÇÒÕ��ÁÈ ÔÉ�Á ìÉ.151



152 î. ÷. çòá÷éî, ä. à. ûéòñå÷õÖÅ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÎÅÏÂÙÞÁÊÎÏ ÔÒÕÄÎÁ,ÔÁË ËÁË ÔÁËÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÄÁÌÁ ÂÙ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÏ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ÎÁËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÀ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ�� × ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ��ÁÈ ÔÉ�ÁìÉ. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ�� × ËÏÎÅÞÎÙÈÇÒÕ��ÁÈ ÔÉ�Á ìÉ ÎÁÈÏÄÉÌÁÓØ × �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÑ × �ÅÎÔÒÅ ×ÎÉÍÁ-ÎÉÑ ÍÎÏÇÉÈ ×ÅÄÕÝÉÈ Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÏ× �Ï ÔÅÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ��, × ÔÏÍÞÉÓÌÅ áÛÂÁÈÅÒÁ, úÅÊÔ�Á, ìÉÂÅËÁ É ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ. éÚ ÒÁÂÏÔ �Ï Ï�É-ÓÁÎÉÀ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ�� ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÅÒ×ÏÇÏ ÛÁÇÁ ËÒÅÛÅÎÉÀ ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÇÒÕ��ÁÈ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÅÛÉÔØÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ Ï �ÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ��ÁÈ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁ-ÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ. üÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ ÎÁÓ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊÚÁÄÁÞÅ.ðÒÏÂÌÅÍÁ 2. ëÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÁÂÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ �ÏÄ-ÇÒÕ��Ù × �ÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ��ÁÈ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁ-ÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ.ïÄÎÁËÏ, ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ×ÓÅ ÅÝÅ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÔÒÕÄÎÁ. éÚ ÔÏÊ ÒÏÌÉ, ËÏÔÏ-ÒÕÀ ÉÇÒÁÀÔ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù × ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈÇÒÕ��, ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÁÖÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÎÏ×ÙÈ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÁÂÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ�� ÉÍÅÌÏ ÂÙ ÏÇÒÏÍÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ÷ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÁÍÙÈ �ÅÒ×ÙÈ ÛÁÇÏ× × ÜÔÏÍÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.ðÒÏÂÌÅÍÁ 3. ëÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÁÂÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ �ÏÄ-ÇÒÕ��Ù × ÇÒÕ��ÁÈ ûÅ×ÁÌÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÒÁÓÝÅ�ÉÍÙÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊÔÏÒ.éÚ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÎÁÄÇÒÕ�� ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÔÏÒÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ × ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈÔÅÒÍÉÎÁÈ. á ÉÍÅÎÎÏ, × ÒÁÂÏÔÁÈ úÅÊÔÓÁ (ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÌÑ) É âÏÒÅ-×ÉÞÁ, ÷Á×ÉÌÏ×Á, äÙÂËÏ×ÏÊ É ï.ëÉÎÇÁ (ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÌÑ) ÂÙÌÏ�ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÌÅ K ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÁÌÏ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÙH , T 6 H 6 G, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏËÏÒÎÅÊ S ⊆ �, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ G(S) 6 H 6 N(S).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÁÂÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ��,ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ T , Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ�ÒÏ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ.ðÒÏÂÌÅÍÁ 4. ï�ÉÓÁÔØ ÚÁËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÒÎÅÊ S ⊆ � ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ w ∈ W (〈S ∪ w(S)〉r)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ w ∈W .



áâîïòíáìøîùå ðïäçòõððù 153÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅ-ÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ËÏÒÎÅÊ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.2. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ É ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑðÕÓÔØ � { ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ, S ⊆ � { ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅÊ, Ô.Å.�; � ∈ S; �+ � ∈ � ⇒ �+ � ∈ S:îÁ�ÏÍÎÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÝÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. òÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÞÁ-ÓÔØÀ ÚÁÍËÕÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÒÎÅÊ S ⊆ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏS ∩ −S, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ Sr. òÅÄÕËÔÉ×ÎÁÑ ÞÁÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÓÉÓÔÅÍÏÊËÏÒÎÅÊ × �. çÒÕ��ÏÊ ÷ÅÊÌÑ W (S) ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÒÎÅÊS ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��Á ÷ÅÊÌÑW (Sr) �ÏÄÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ Sr. âÕÄÅÍ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕ��Ù ÷ÅÊÌÑ w ÎÁ ËÏÒÅÎØ � ËÁË w(�), ÉÎÁ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÒÎÅÊ S ËÁË w(S). úÁÍÙËÁÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ S ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ 〈S〉.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ. ÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Sw = 〈S ∪ w(S)〉.úÁÄÁÞÁ, ÓÔÏÑÝÁÑ �ÅÒÅÄ ÎÁÍÉ, Ú×ÕÞÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ. ï�ÉÓÁÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÒÎÅÊ S ⊆ �ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ w ∈ W (Sw) =W (〈S ∪ w(S)〉r)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ w ∈W .�ÁËÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á S ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÈÏÒÏÛÉÍÉ, Á×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÌÏÈÉÍÉ.ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ × ÎÁÛÅÊ ÒÁÂÏÔÅ, Ú×ÕÞÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ:�ÅÏÒÅÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ � { ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ, Ô.Å. ÔÉ�ÁAn; Bn; Cn ÉÌÉ Dn, É �ÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅÊS ⊆ �. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:1: îÁÊÄÅÔÓÑ w ∈ W (�) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ w =∈W (Sw).2: îÁÊÄÅÔÓÑ w ∈ W (�) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ w =∈W (Sw); w2 = 1.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.1. �ÅÏÒÅÍÁ 2.1 ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÅÔ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÀ ÈÏ-ÒÏÛÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ËÏÒÎÅÊ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ, ÔÁË ËÁË ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÅ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÊ ÎÁ S ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ×ÅÓÏ×ÙÈ



154 î. ÷. çòá÷éî, ä. à. ûéòñå÷ÇÒÁÆÏ×. éÍÅÎÎÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÑÚÙËÅ ÍÙ É ÂÕÄÅÍ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ-×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈÓÉÓÔÅÍ ËÏÒÎÅÊ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ É ÔÅÏÒÅÍÕ 2.1.îÁ�ÏÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÓÏ×ÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.÷ÅÓÏ×ÏÊ ÇÒÁÆ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á S ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ � { ÜÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ×ÅÒÛÉÎÁÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÅÓÁ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ, Á ÓÔÒÅÌËÁ ÉÚ ×ÅÓÁ u × ×ÅÓ v �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ u−vÑ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÌÅÖÉÔ × S.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ. ÷ÅÓÁ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÂÕÄÕÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ �ÅÌÙÍÉ ÞÉ-ÓÌÁÍÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÔÒÅÌËÕ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ i × ×ÅÒÛÉÎÕ j ×ÅÓÏ×ÏÇÏÇÒÁÆÁ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ (i; j) (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÚÑÔÙ ÉÚ ÓÔÁÔØÉ íÁÌÙ-ÛÅ×Á [2℄, ÈÏÔÑ × ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ Á×ÔÏÒ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌ ÄÒÕÇÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÓÉÓÔÅÍ ËÏÒÎÅÊ × ×ÉÄÅ ÇÒÁÆÏ×). åÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ S �ÒÏ×ÅÄÅÎÁ ÓÔÒÅÌËÁ(i; j), ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ (i; j) ∈ S, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ É ÄÌÑ ÒÅÂÅÒ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÂÕÄÅÍ Ï�ÕÓËÁÔØ ÓÌÏ×Ï ×ÅÓÏ×ÏÊ É ÇÏ×ÏÒÉÔØ �ÒÏÓÔÏ ÇÒÁÆ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÒÎÅÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÈÏÒÏÛÉÍ ÇÒÁÆ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÊ ÈÏÒÏÛÅÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ËÏÒÎÅÊ × �, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ É�ÌÏÈÏÊ ÇÒÁÆ. çÒÁÆ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ËÏÒÎÅÊ, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÔØ ÔÏÊ ÖÅ ÂÕË×ÏÊ, ÞÔÏ É ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. óÔÒÅÌËÉ (i; j) É (j; i) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. òÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÇÒÁÆÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÓÔÒÅÌÏË, ÏÂÒÁÔÎÙÅË ËÏÔÏÒÙÍ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ (ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÑÔÉÀ ÒÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÞÁ-ÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÒÎÅÊ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.4. ëÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ (× ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ×) ÅÇÏ ÒÅ-ÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÞÁÓÔÉ. ëÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ×ÅÓÏ×ÏÇÏ ÇÒÁÆÁ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ËÏÒÎÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ × ÜÔÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÏÄ-ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ. äÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÅÒÛÉÎ A ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÔØ A . 3. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÞÁÓÔØ3.1. óÌÕÞÁÊ � = An. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÓÏ× ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ An { ÜÔÏ ÏÒÔÏ-



áâîïòíáìøîùå ðïäçòõððù 155ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ
{ei; 1 6 i 6 n+ 1} ⊂ R

n+1;É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉ-ÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ n+ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ An { ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÅËÔÏÒÏ×
{ei − ej ; 1 6 i 6= j 6 n+ 1}:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. çÒÁÆ S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ,ÅÓÌÉ ÏÎ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ ÅÓÔØ�ÕÔØ �Ï ÓÔÒÅÌËÁÍ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ i × ×ÅÒÛÉÎÕ j, ÔÏ × ÎÅÍ ÅÓÔØ ÓÔÒÅÌËÁÉÚ i × j, Ô.Å. (i; j) ∈ S.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.1. úÁÍÙËÁÎÉÀ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÒÎÅÊ × An ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÇÒÁÆÁ. úÁÂÅÇÁÑ ×�ÅÒÅÄ, ÏÔÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ Cn ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ×ÅÒÎÏ, Á ×ÏÔ × ÓÌÕÞÁÑÈ Bn ÉDn ÚÁÍÙËÁÎÉÀ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÒÎÅÊ ÂÕÄÅÔ ÓÏÏ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÉÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÇÒÁÆÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅÊ Bn É DnÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.çÒÕ��ÏÊ ÷ÅÊÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ An Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��Á Sn+1 �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏËÎÁ n + 1 ÜÌÅÍÅÎÔÅ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÎÁ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ (×ÅÓÏ×ÙÈ)ÇÒÁÆÏ× { ÜÔÏ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅ ÉÈ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ, Ô. Å. (×ÅÓÏ×ÏÊ) ÇÒÁÆ, ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÅÂÅÒ ÉÓÈÏÄÎÙÈÇÒÁÆÏ×. îÁ ÑÚÙËÅ ÇÒÁÆÏ× Sw = 〈S ∪ w(S)〉 ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ: ÍÙ ÂÅÒÅÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÇÒÁÆÏ× S∪w(S) É ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÚÁÍÙËÁÅÍ�ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.2. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÓÔÅÍÙ An ÇÒÕ��Á ÷ÅÊÌÑ �ÏÄÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒ-ÎÅÊ S { ÜÔÏ �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÇÒÕ�� �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁ ËÏÍ-�ÏÎÅÎÔÁÈ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ S.�ÅÏÒÅÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅÊ S ⊆ An.óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:1: îÁÊÄÅÔÓÑ w ∈W (An) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ w =∈W (Sw).2: îÁÊÄÅÔÓÑ w ∈W (An) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ w =∈W (Sw); w2 = 1.3: íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ×ÅÓÏ×ÏÇÏ ÇÒÁÆÁ S ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, B, C, D, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ä×ÕÍ ÕÓÌÏ-×ÉÑÍ.(a) íÎÏÖÅÓÔ×Á B É C ÓÏÄÅÒÖÁÔ �ÏÒÏ×ÎÕ ×ÅÒÛÉÎ, ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÅÔÓÔÒÅÌÏË, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B É C ÎÅ �ÕÓÔÙ.



156 î. ÷. çòá÷éî, ä. à. ûéòñå÷(b) îÅÔ ÓÔÒÅÌÏË ÉÚ A × A É ÉÚ D × D; ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É D ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ�ÕÓÔÙÍÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.3. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ (1 ⇒ 3) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÌÏÈÏÊ ÇÒÁÆ É ÅÇÏÍÁÔÒÉ�Á ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÕÀ ÎÁ òÉÓ. 1:
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DòÉ
. 1. ðÌÏÈÏÊ ÇÒÁÆ É ÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�Á ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1. éÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (2 ⇒ 1) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. äÏ-ËÁÖÅÍ (3 ⇒ 2). ðÕÓÔØ × ÇÒÁÆÅ S ÎÁÛÌÉÓØ ÎÁÂÏÒÙ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉA, B, C, D, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (a), (b). ðÏÓÔÒÏÉÍ (ÎÅÔÒÉ×É-ÁÌØÎÕÀ) ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÀ w ∈ W (�) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. õÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÂÉÅË-ÔÉ×ÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ B É ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ C (ÉÚÕÓÌÏ×ÉÑ (a) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ). ðÕÓÔØ w �ÏÓÙÌÁÅÔ ËÁÖÄÕÀ×ÅÒÛÉÎÕ ÉÚ B × ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÅÊ ×ÅÒÛÉÎÕ ÉÚ C, ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕÉÚ C × ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÅÊ ×ÅÒÛÉÎÕ ÉÚ B, Á ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ A∪D ÏÓÔÁ-×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ w2 = 1. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ w =∈W (Sw),ÇÄÅ Sw = 〈S ∪w(S)〉.ìÅÍÍÁ 3.1. ÷ ÇÒÁÆÅ Sw ÎÅÔ ÓÔÒÅÌÏË ÍÅÖÄÕ B É C.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ w(S) ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ,ÞÔÏ É ÇÒÁÆ S, Ô.Å. ÇÒÁÆ w(S) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (a), (b) (Ó ÔÅÍÉÖÅ A, B, C, D). üÔÏ ÌÅÇËÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÉÚ òÉÓ. 1 Ó ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÇÒÁÆÁ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ÇÒÁÆÅ w(S) �ÏÄÇÒÁÆÙ ÇÒÁÆÁ S ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ B ÉC ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ. óÔÒÅÌËÉ ×ÎÕÔÒÉ A ∪D ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ. óÔÒÅÌËÁÇÒÁÆÁ S ÉÚ A × B × ÇÒÁÆÅ w(S) �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÓÔÒÅÌËÕ ÉÚ A × C, ÉÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÓÔÒÅÌÏË ÉÚ B ÉÌÉ C ×D. ðÏÜÔÏÍÕ É ÇÒÁÆ S∪w(S), ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, Á ÔÏÇÄÁ É ÅÇÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅSw ÔÏÖÅ. ðÏÜÔÏÍÕ × Sw ÎÅÔ ÓÔÒÅÌÏË ÍÅÖÄÕ B É C, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.



áâîïòíáìøîùå ðïäçòõððù 157ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ w �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ B Ó ×ÅÒÛÉ-ÎÁÍÉ ÉÚ C. ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.1 ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÅÖÁÔ × ÒÁÚÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÈÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ Sw, Á ÚÎÁÞÉÔ × ÓÉÌÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 3.2 w =∈ W (Sw), ÞÔÏÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ (1 ⇒ 3). ðÕÓÔØÇÒÁÆ S { �ÌÏÈÏÊ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ w ∈ W (An), w =∈W (Sw).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. ëÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ Sw ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÑÝÉËÁÍÉ.éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÇÒÁÆ Sw ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÍ. òÉÓ. 2). ÷ÅÒÛÉÎÁÍ ÇÒÁÆÁÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÉ, ÓÔÒÅÌËÁÍ { ÓÔÒÅÌËÉ, ÑÝÉËÁÍ { �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-ÎÉËÉ, ÄÅÊÓÔ×ÉÑÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ w { �ÕÎËÔÉÒÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ. éÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ× ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÓÔÒÅÌËÉÂÙÌÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÙ (ÎÅÓÔÒÏÇÏ) Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ, �ÒÉÞÅÍ Ó ËÁÖÄÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎ-ÔÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ × ÇÒÁÆÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÎÅÊ ÓÔÒÅÌËÁ. íÙÉÚÏÂÒÁÚÉÍ ÎÁÛ ÇÒÁÆ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. éÔÁË, ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÑÝÉËÉÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÑÈ, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÎÕÔÒÉ ÏÄ-ÎÏÇÏ ÑÝÉËÁ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ, É ×ÓÅ ÓÔÒÅÌËÉ ÍÅÖÄÕ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÑÝÉËÏ× ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÙ ÓÔÒÏÇÏ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ.
Q

BB

B

B

C CòÉ
. 2. éÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ Sw ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B É C..ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3. îÁÚÏ×ÅÍ ÑÝÉË ÏÓÏÂÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ × ÎÅÍ ÎÁÊÄÅÔÓÑ×ÅÒÛÉÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏËÉÄÁÅÔ ÜÔÏÔ ÑÝÉË �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ w.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.4. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÓÔÅÍÙ An ÕÓÌÏ×ÉÅ w =∈ W (Sw) ÒÁ×ÎÏ-ÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ × ÇÒÁÆÅ Sw ÎÁÊÄÅÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÏÓÏ-ÂÅÎÎÙÊ ÑÝÉË (ÜÔÏ ÑÓÎÏ ÉÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 3.2 Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÒÕ��Ù ÷ÅÊÌÑ�ÏÄÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ × An).



158 î. ÷. çòá÷éî, ä. à. ûéòñå÷äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁSw ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÁÍÙÊ ÎÉÖÎÉÊ ÉÚ ×ÓÅÈ ÏÓÏÂÅÎÎÙÈ ÑÝÉ-ËÏ×, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏ Q (�Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 3.4 ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÔÏÇÏ, ÞÔÏ S { �ÌÏÈÏÊ ÇÒÁÆ). ï�ÒÅÄÅÌÉÍB = {b =∈ Q | w(b) ∈ Q}; C = {
 ∈ Q | w(
) =∈ Q};A = {a =∈ B ∪ C | ∃x ∈ B ∪ C : (a; x) ∈ S}; D = A ∪B ∪ C:ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ A, B, C, D Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ×ÓÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ B ÌÅÖÁÔ × ÏÓÏ-ÂÅÎÎÙÈ ÑÝÉËÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ×ÙÛÅ ÑÝÉËÁ Q. äÏËÁÖÅÍ Ä×Å×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÌÅÍÍÙ.ìÅÍÍÁ 3.2. ÷Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (a) × �ÕÎËÔÅ 3 ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1, Ô.Å. ×ÇÒÁÆÅ S ÍÅÖÄÕ B É C ÎÅÔ ÓÔÒÅÌÏË, × ÎÉÈ �ÏÒÏ×ÎÕ ×ÅÒÛÉÎ É ÏÎÉ ÎÅ�ÕÓÔÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÒÁÚÕ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ C ÎÅ �ÕÓÔÏ, Ô.Ë. ÑÝÉË Q {ÏÓÏÂÅÎÎÙÊ. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ × B ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ×ÅÒÛÉÎ, �Ï-�ÁÄÁÀÝÉÈ × Q ÉÚ×ÎÅ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ w, Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï×ÅÒÛÉÎ × C ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ×ÅÒÛÉÎ, �ÏËÉÄÁÀÝÉÈ Q �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍw, �ÏÜÔÏÍÕ ÜÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÒÁ×ÎÙ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ô. Ë. C ÎÅ �ÕÓÔÏ, BÔÏÖÅ ÎÅ �ÕÓÔÏ. äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ × S ÎÅÔ ÓÔÒÅÌÏË ÍÅÖÄÕ B É C.óÔÒÅÌËÉ ÉÚ C × B ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÉÎÁÞÅ ÏÎÁ ÂÙ ÛÌÁ ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ, ÁÎÁÛ ÇÒÁÆ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÔÁË, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÔÒÅÌËÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÒÅÌËÉ ÉÚ B × C. ïÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ, �ÕÓÔØ(b; 
) ∈ S, ÇÄÅ b ∈ B, 
 ∈ C. �ÏÇÄÁ (w(b); w(
)) ∈ Sw, Ô. Ë. Sw ⊇ w(S).îÏ ×ÅÄØ w(b) ÌÅÖÉÔ × Q, Á w(
) × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÄÒÕÇÏÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÍ ÑÝÉËÅ(ÏÓÏÂÅÎÎÙÊ ÏÎ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ w × ÎÅÇÏ ÞÔÏ-ÔÏ �Ï�ÁÄÁÅÔÉÚ×ÎÅ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÞÔÏ-ÔÏ ÅÇÏ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ w �ÏËÉÄÁÅÔ). úÎÁÞÉÔ, w(
)ÌÅÖÉÔ ×ÙÛÅ w(b), É ÓÔÒÅÌËÁ (w(b); w(
)) × ÇÒÁÆÅ Sw ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÁ ÓÎÉÚÕ××ÅÒÈ { �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ.ìÅÍÍÁ 3.2. ÷ ÇÒÁÆÅ S ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÙ x =∈ B∪C, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÅÌÁ ÂÙ ÓÔÒÅÌËÁ × B∪C É × ËÏÔÏÒÕÀ ÂÙ ×ÈÏÄÉÌÁ ÓÔÒÅÌËÁÉÚ B ∪ C.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÔÁËÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ xÎÁÛÌÁÓØ, Ô.Å. × B ∪ C ÎÁÛÌÉÓØ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ y É z ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ(y; x); (x; z) ∈ S. åÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ y, z ÌÅÖÉÔ × B, Á ÄÒÕÇÁÑ × C,
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Q

B

C
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w(b) c

w(c)

òÉ
. 3. éÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÌÅÍÍÙ 3.2, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÕ-ÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÓÔÒÅÌÏË ÍÅÖÄÕ B É C.ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÕÔØ ÍÅÖÄÕ B É C (�ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ x), É �Ï ÔÒÁÎ-ÚÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ × S ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÅÌËÁ ÍÅÖÄÕ B É C, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ×ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 3.2. úÎÁÞÉÔ, ÌÉÂÏ ÏÂÅ ×ÅÒÛÉÎÙ y É z ÌÅÖÁÔ × B, ÌÉÂÏ ÏÂÅ× C. òÁÚÂÅÒÅÍ Ä×Á ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑ.1. y; z ∈ B. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (w(y); w(x)); (w(x); w(z)) ∈ Sw. îÏw(y); w(z) ∈ Q { Á ÚÎÁÞÉÔ É w(x) ∈ Q, ÉÎÁÞÅ �ÏÑ×ÉÌÁÓØ ÂÙ ÓÔÒÅÌËÁ,ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ { (w(y); w(x)) ÉÌÉ (w(x); w(z)). éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏw(x) ∈ Q, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x ∈ B ∪Q. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÅÍÍÙ x =∈ B, ÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, x ∈ Q. îÏ ÔÏÇÄÁ ÓÔÒÅÌËÁ (x; z) ×ÅÌÁ ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ { �ÒÏÔÉ×ÏÒÅ-ÞÉÅ.
Q

B

By

z
x

w(y)w(x)w(z)òÉ
. 4. éÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÌÅÍÍÙ 3.3, ÞÁÓÔØ 1.2. y; z ∈ C. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, y; z ÌÅÖÁÔ × ÑÝÉËÅ Q. �ÁË ËÁË(y; x); (x; z) ∈ S, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ x ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ × Q (ÉÎÁÞÅ ÏÄÎÁ ÉÚÓÔÒÅÌÏË (y; x) É (x; z) ÂÙÌÁ ÂÙ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÁ ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ). ÷ÅÒÛÉÎÁ zÌÅÖÉÔ × C, �ÏÜÔÏÍÕ w(z) ÌÅÖÉÔ ×ÙÛÅ Q × ÓÉÌÕ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ C. îÏ



160 î. ÷. çòá÷éî, ä. à. ûéòñå÷ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ × ÇÒÁÆÅ S ÓÔÒÅÌËÉ (x; z) ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ×ÇÒÁÆÅ Sw ÓÔÒÅÌËÉ (w(x); w(z)), �ÏÜÔÏÍÕ w(x) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÅÝÅ ×ÙÛÅ,ÞÅÍ w(z), Ô.Å. ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ×ÙÛÅ Q. îÏ ÔÏÇÄÁ x �ÏËÉÄÁÅÔ Q �ÏÄ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÅÍ w, Ô.Å. x ∈ C, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÌÅÍÍÙ Ï ÔÏÍ,ÞÔÏ x =∈ B ∪ C. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ.
Q yz x

w(x)
w(z)

C CòÉ
. 5. éÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÌÅÍÍÙ 3.3, ÞÁÓÔØ 2.éÔÁË, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁA, B, C,D �Ï ÌÅÍÍÅ 3.2 ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (a). ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (b).äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × A ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÅÓÔÉ ÓÔÒÅÌËÁ ÉÚ B∪C × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 3.3.éÚ D ÎÅ ÍÏÇÕÔ ×ÅÓÔÉ ÓÔÒÅÌËÉ × B ∪ C �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A.óÔÒÅÌÏË ÉÚ D × A ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÉÎÁÞÅ × ÓÉÌÕ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÊ ÚÁÍËÎÕ-ÔÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ S ÎÁÛÌÁÓØ ÂÙ ÓÔÒÅÌËÁ ÉÚ D × B ∪C. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂÁÕÓÌÏ×ÉÑ (a), (b) ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ, É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ (1 ⇒ 3) ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÅÓ ÔÅÍ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1.3.2. óÌÕÞÁÊ � = Cn.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÓÏ× ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ Cn { ÜÔÏ {±ei; 1 6 i 6 n+1}, ÇÄÅ eiÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × R
n+1.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÅÓÏ×ÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÍÙ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ n+1 (ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØÓÌÅ×Á É ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÅ×ÙÍÉ, ÉÌÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ) É ÏÔ −1 ÄÏ −n − 1(ÉÈ ÂÕÄÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ Ó�ÒÁ×Á É ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÁ×ÙÍÉ, ÉÌÉ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÙÍÉ). òÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ÌÅ×ÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ ÏÄÎÕ �ÏÄ ÄÒÕÇÏÊ ×�ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ, Á �ÒÁ×ÙÅ ÎÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ Ó�ÒÁ×Á ÏÔÌÅ×ÙÈ × �ÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ÎÁ ÏÄÎÏÊÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ i ÏËÁÖÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ −i.



áâîïòíáìøîùå ðïäçòõððù 161ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.4. ÷ÅÒÛÉÎÙ, ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎ-ÔÁÌÉ, Ô.Å. ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÏÍÅÒÁ i É −i, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ (�ÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ). íÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ, Ä×ÏÊ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ë ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X , ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ä×ÏÊ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ë X É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ −X .úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.5. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Cn { ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÅËÔÏÒÏ×
{±ei ± ej ; ±2ei; 1 ≤ i < j ≤ n+ 1} ⊂ R

n+1;�ÒÉÞÅÍ �ÌÀÓÙ É ÍÉÎÕÓÙ �ÅÒÅÄ ei É ej ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ëÏÒÎÀ ±ei±ej ÓÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÁÒÁ ÓÔÒÅÌÏË (±i; ∓j) É (±j; ∓i), ËÏÒÎÀ 2ei ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔÓÔÒÅÌËÁ (i;−i).ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ An, × ÓÌÕÞÁÅ Cn ËÁÖÄÏÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Õ ËÏÒÎÅÊ S ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÇÒÁÆ S, ÏÂÌÁ-ÄÁÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:(i; j) ∈ S ⇔ (−j;−i) ∈ S:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.5. îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ × ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ Ó×ÑÚ-ÎÏÓÔÉ (ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ) ÇÒÁÆÁ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ×ÍÅÓÔÅ Ó Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ Ë ÎÉÍ (ÔÁËÉÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ�ÏÌÎÙÍÉ), ÌÉÂÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ �ÁÒÙÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ (ÎÁÚÏ×ÅÍ ÉÈ ÎÅ�ÏÌÎÙÍÉ). õ ÌÀÂÏÊ ÎÅ�ÏÌÎÏÊËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÅÓÔØ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ,Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ë ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÜÔÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.6. çÒÕ��Á ÷ÅÊÌÑ W (Cn) = Sn+1 ⋉ Z=2Zn+1, �ÒÉÞÅÍSn+1 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ (É ÔÅÍÉ ÖÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÔ-ÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ), Á Z
n+12 ÍÅÎÑÅÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÚÎÁËÉ ×ÅÒ-ÛÉÎ (Ô.Å. �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÈ Ó Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ). ñÓÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏ

∀w ∈ W (Cn) ÅÓÌÉ w(i) = j, ÔÏ w(−i) = −j. çÒÕ��Á ÷ÅÊÌÑ �ÏÄÓÉ-ÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ S { ÜÔÏ �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÇÒÕ�� ÷ÅÊÌÑ �ÏÄÓÉÓÔÅÍ ËÏÒÎÅÊ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ×ÅÓÏ×ÏÇÏ ÇÒÁÆÁ S, �ÒÉÞÅÍ× ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ�ÏÌÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ�ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÅÓÔØ ÇÒÕ��Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË Sk ÎÁ ÜÔÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ (ÉÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ Ë ÎÅÊ), Á × ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÎÏÊ ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÜÔÏ Sk ⋉Z=2Zk, É ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÜÔÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ ËÁËÇÒÕ��Á ÷ÅÊÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ Ck−1.÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ×ÅÓÏ×ÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ ÓÉÓÔÅÍÙ An.



162 î. ÷. çòá÷éî, ä. à. ûéòñå÷�ÅÏÒÅÍÁ 3.2. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅÊ S ⊆ Cn.óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ô×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:1: îÁÊÄÅÔÓÑ w ∈W (Cn) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ w =∈ W (Sw).2: îÁÊÄÅÔÓÑ w ∈W (Cn) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ w =∈ W (Sw); w2 = 1.3: íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ×ÅÓÏ×ÏÇÏ ÇÒÁÆÁ S ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, B, C, D, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÔÒÅÍ ÕÓÌÏ-×ÉÑÍ.(a) íÎÏÖÅÓÔ×Á B É C ÓÏÄÅÒÖÁÔ �ÏÒÏ×ÎÕ ×ÅÒÛÉÎ, ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÅÔÓÔÒÅÌÏË, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B É C ÎÅ �ÕÓÔÙ.(b) îÅÔ ÓÔÒÅÌÏË ÉÚ A × A É ÉÚ D × D; ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É D ÍÏÇÕÔÂÙÔØ �ÕÓÔÙÍÉ.(
) éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÒÅÈ ÓÉÔÕÁ�ÉÊ:
• B = −C
• −B ⊆ A, −C ⊆ A
• B = −B, C = −C.ïÔÌÉÞÉÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÏÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1 ÌÉÛØ × ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÔÒÅ-ÔØÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ (3), ÞÔÏ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÏ ÎÁÌÉÞÉÅÍ × ÇÒÁÆÅ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3.2. éÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (2 ⇒ 1) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. äÏ-ËÁÖÅÍ (3 ⇒ 2). ðÕÓÔØ ÎÁÛÌÉÓØ A, B, C É D, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ-×ÉÑÍ (a), (b), (
). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Õ (3 ⇒ 2) × ÔÅÏÒÅÍÅ 3.1. åÓÔØ ÌÉÛØ Ä×Á ÎÅÂÏÌØÛÉÈ ÏÔÌÉÞÉÑ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ w ∈ W (Cn), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ�ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ B É C ÍÅÓÔÁÍÉ. ÷ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÔÒÅÈ ÓÉÔÕÁ�ÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÑ (Ó)ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, �ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× B É C ÔÁËÖÅÍÅÓÔÁÍÉ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á −B É −C, É ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÞÔÏÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÒÁÆÁ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÔÁËÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.ï�ÑÔØ ÖÅ, × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÔÒÅÈ ÓÉÔÕÁ�ÉÊ × ÕÓÌÏ×ÉÉ (Ó) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ −B É −C ÔÁËÖÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÇÒÁÆÁ (ÚÄÅÓØ�ÏÄ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ËÁË É �ÒÅÖÄÅ, ÍÙ �ÏÎÉÍÁÅÍ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ(a) É (b)). ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, w2 = 1.äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ (1⇒ 3). äÏËÁÖÅÍ Ó�ÅÒ×Á ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÌÅÍÍÕ.ìÅÍÍÁ 3.4. åÓÌÉ i ∈ [1; n+1℄ ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ (i;−i); (−i; i) =∈ S, ÔÏ ÄÌÑÇÒÁÆÁ S ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (3) ÔÅÏÒÅÍÙ 3.2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å B ×ÏÚØÍÅÍ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ i, × ËÁÞÅÓÔ×Å C { ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ −i. ðÏÓËÏÌØËÕ(i;−i); (−i; i) =∈ S, ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ B É C { Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ, ÚÎÁÞÉÔ B = −C



áâîïòíáìøîùå ðïäçòõððù 163É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (
). õÓÌÏ×ÉÀ (a) ÇÒÁÆ S ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ �Ï �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ× B É C É �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ i É −i ÓÔÒÅÌÏËÎÅÔ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÍÅÖÄÕ B É C ÉÈ ÎÅÔ). íÎÏÖÅÓÔ×Á A É D Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å (1⇒3)ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ B É C { ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ S,ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 3.3, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÕÓÌÏ×ÉÅ(b) × ÇÒÁÆÅ S ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÅÍÍÁ 3.4 ÄÏËÁÚÁÎÁ.ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ S { �ÌÏÈÏÊ, É �ÕÓÔØ, ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ×ÅÒÛÉÎ ÎÅ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÕÖÎÙÍ ÎÁÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ðÏÌÅÍÍÅ 3.4 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÏÊ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅÒ-ÛÉÎ �ÒÏ×ÅÄÅÎÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÓÔÒÅÌËÁ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÁÍÙÊ ÎÉÖÎÉÊ ÑÝÉËQ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁA, B, C ÉD ËÁË É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å (1⇒3) ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1:B = {b =∈ Q | w(b) ∈ Q}; C = {
 ∈ Q | w(
) =∈ Q};A = {a =∈ B ∪ C | ∃x ∈ B ∪ C : (a; x) ∈ S}; D = A ∪B ∪ C:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍ 3.2 É 3.3 × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ �Ï×ÔÏÒÑÀÔÓÑ,�ÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ (a) É (b) × ÞÁÓÔÉ (3) ÔÅÏÒÅÍÙ 3.2 ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ. ïÓÔÁ-ÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (
). äÏËÁÖÅÍ Ä×Å ÌÅÍÍÙ × ÔÅÒ-ÍÉÎÁÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ× A, B, C, D.ìÅÍÍÁ 3.5. B ∩ −C = ∅.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ, �ÕÓÔØ ÎÁÛÌÁÓØ ×ÅÒÛÉÎÁ x ∈ B,ÔÁËÁÑ ÞÔÏ −x ∈ C. ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.4 ×ÅÒÛÉÎÙ x É −x ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÓÔÒÅÌËÏÊ× S. îÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÕÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ (a), Ô. Ë. ÍÅÖÄÕB É C × S ÓÔÒÅÌÏË ÎÅÔ.ìÅÍÍÁ 3.6. ìÉÂÏ {B∪C}∩{−B∪−C} = ∅, ÌÉÂÏ B = −B É C = −C.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �ÅÒ×ÏÅ, Ô. Å. {B ∪C}∩ {−B∪
−C} 6= ∅, ÄÏËÁÖÅÍ ×ÔÏÒÏÅ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.5 B ∩−C = ∅, Á ÚÎÁÞÉÔ, É C ∩
−B = ∅. ïÓÔÁÅÔÓÑ Ä×Å ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ: ÌÉÂÏ B∩−B 6= ∅, ÌÉÂÏ C∩−C 6=
∅. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÎÏÓÔØÀ �Ï×ÔÏÒÑÀÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ× �ÅÒ×ÏÍ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÌÅÍÍÙ × �ÅÒ×ÏÍÓÌÕÞÁÅ. éÔÁË, �ÕÓÔØ B ∩ −B 6= ∅. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ x ∈ B ÔÁËÏÊ, ÞÔÏÉ −x ∈ B. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ B = −B É C = −C.÷ÅÒÛÉÎÙ w(x) É w(−x) ÌÅÖÁÔ × Q, �ÒÉÞÅÍ w(−x) = −w(x), �ÏÜÔÏÍÕ ×Q ÌÅÖÉÔ �ÁÒÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, Á ÚÎÁÞÉÔ Q { �ÏÌÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ Sw, Ô. Å. Q = −Q.



164 î. ÷. çòá÷éî, ä. à. ûéòñå÷1: äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ B = −B. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÒÛÉÎÕ y ∈ B. äÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ −y ∈ B. ÷ÅÒÛÉÎÙ x; y ∈ B, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, w(x); w(y) ∈ Q, É Ô. Ë.Q { ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ Sw, ÔÏ (w(x); w(y)); (w(y); w(x)) ∈Sw. �ÏÇÄÁ É �ÁÒÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ë ÜÔÉÍ ÓÔÒÅÌÏË ÅÓÔØ × ÇÒÁÆÅ Sw,Ô. Å. (w(−x); w(−y); (w(y); w(x)) ∈ Sw, ÎÏ w(−x) ∈ Q, Á ÚÎÁÞÉÔ, Éw(−y) ∈ Q (Ï�ÑÔØ ÖÅ, × ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Q { ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉÇÒÁÆÁ Sw). úÎÁÞÉÔ, −y �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ w �Ï�ÁÄÁÅÔ × Q, É ÌÉÂÏ ÌÅÖÉÔ× B (ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ), ÌÉÂÏ ÌÅÖÉÔ × Q. îÏ × Q ×ÅÒÛÉÎÁ −yÌÅÖÁÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÔÁË ËÁË Q = −Q, É ÉÚ −y ∈ Q ÓÌÅÄÕÅÔ y ∈ Q {�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ×ÙÂÏÒÏÍ y ∈ B. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏy ∈ B ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ −y ∈ B, Á ÚÎÁÞÉÔ, B = −B.2: äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ C = −C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÒÛÉÎÕ z ∈ C. äÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ −z ∈ C. �ÁË ËÁË Q = −Q É C ⊆ Q, ÔÏ −z ∈ Q. ïÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ,�ÕÓÔØ −z =∈ C, Ô. Å. −z ÎÅ �ÏËÉÄÁÅÔ Q �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ w. éÎÙÍÉ ÓÌÏ-×ÁÍÉ, −w(z) = w(−z) ∈ Q. îÏ Q = −Q, É ×ÍÅÓÔÅ Ó −w(z) × Q ÌÅÖÉÔ Éw(z). ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, Ô. Ë. z ∈ C. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ z ∈ C �ÏÌÕÞÁÅÍ
−z ∈ C, Á ÚÎÁÞÉÔ C = −C.÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.2, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØÄÏËÁÚÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ (
). ðÕÓÔØ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ B = −B, C = −C.�ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 3.6 {B ∪C} ∩ {−B ∪−C} = ∅, ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, −B ∪
−C ⊆ A∪D. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ−B∩D = ∅. ïÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ, �ÕÓÔØ ÎÁÛÅÌÓÑx ∈ −B∩D. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ−x ∈ B. ÷ ÇÒÁÆÅ S ÓÔÒÅÌËÉ (x;−x)ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ (Ô. Ë. ÎÅÔ ÓÔÒÅÌÏË ÉÚ D × B), ÚÎÁÞÉÔ, × S ÅÓÔØ ÓÔÒÅÌËÁ(−x; x) �Ï ÌÅÍÍÅ 3.4. �ÏÇÄÁ × ÇÒÁÆÅ Sw ÅÓÔØ ÓÔÒÅÌËÁ (w(−x); w(x)),�ÒÉÞÅÍ w(−x) ∈ Q. ÷ÅÒÛÉÎÁ w(x) ÌÅÖÉÔ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏÍ ÑÝÉËÅ(Ô. Ë. x ∈ −B), ÏÔÌÉÞÎÏÍ ÏÔ Q (Ô. Ë. B ∩ −B = ∅). ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ,Ô. Ë. ÓÔÒÅÌËÁ (w(−x); w(x)) ×ÅÄÅÔ ÉÚ Q × ÄÒÕÇÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÙÊ ÑÝÉË, ÁÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÁ ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ
−B ∩D = ∅, Á ÚÎÁÞÉÔ, −B ⊆ A. îÅÓËÏÌØËÏ �ÒÏÝÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ
−C ⊆ A, É ÕÓÌÏ×ÉÅ (
) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, Á ÉÍÅÎÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ
−B ⊆ A, −C ⊆ A. �ÅÏÒÅÍÁ 3.2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.3.3. óÌÕÞÁÊ � = Bn. óÉÓÔÅÍÁ ×ÅÓÏ×Bn ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅÓÏ×Cn ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅÓÁ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ BnÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ×

{±ei ± ej ; ±ei; 1 ≤ i < j ≤ n+ 1} ⊂ R
n+1;�ÒÉÞÅÍ �ÌÀÓÙ É ÍÉÎÕÓÙ �ÅÒÅÄ ei É ej ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ëÏÒÎÀ ±ei ×ÇÒÁÆÅ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ �ÁÒÁ ÓÔÒÅÌÏË (±i; 0), (0;∓i). úÁÍÙËÁÎÉÀ �ÏÄ-



áâîïòíáìøîùå ðïäçòõððù 165ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÒÎÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÚÁÍÙ-ËÁÎÉÑ ÇÒÁÆÁ Ó ÇÒÁÆÏÍ Bn, Ô. Å. ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÇÒÁÆÁ ÎÁ ×ÓÅÈ ÓÔÒÅÌËÁÈ,ËÒÏÍÅ ÓÔÒÅÌÏË ÍÅÖÄÕ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 3.3. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅÊ S ⊆ Bn.óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:1: îÁÊÄÅÔÓÑ w ∈W (Bn) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ w =∈W (Sw).2: îÁÊÄÅÔÓÑ w ∈W (Bn) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ w =∈W (Sw); w2 = 1.3: ìÉÂÏ × S ÎÁÊÄÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ i 6= 0, ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ Ó 0 ÓÔÒÅÌËÏÊ, ÌÉÂÏS �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ X ⊔−X ⊔ 0, �ÒÉÞÅÍ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ X×ÅÄÅÔ ÓÔÒÅÌËÁ × 0, É X ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, B, C,D, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ä×ÕÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ.(a) íÎÏÖÅÓÔ×Á B É C ÓÏÄÅÒÖÁÔ �ÏÒÏ×ÎÕ ×ÅÒÛÉÎ, ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÅÔÓÔÒÅÌÏË, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B É C ÎÅ �ÕÓÔÙ.(b) îÅÔ ÓÔÒÅÌÏË ÉÚ A × A É ÉÚ D × D; ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É D ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ�ÕÓÔÙÍÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (2 ⇒ 1) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. äÏËÁÖÅÍ (3 ⇒ 2).òÁÚÂÅÒÅÍ Ó�ÅÒ×Á ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ × ÇÒÁÆÅ S ÎÁÛÌÁÓØ ×ÅÒÛÉÎÁ i, ÎÅ ÓÏ-ÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÏÊ Ó 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ w, ÍÅÎÑÀÝÉÊ ÍÅÓÔÁÍÉ i É −i, ÁÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ w2 = 1. äÏËÁ-ÖÅÍ, ÞÔÏ w =∈ W (Sw). ïÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ, ÅÓÌÉ w ∈W (Sw), ÔÏ × S ∪w(S)ÄÏÌÖÎÁ �ÏÑ×ÉÔØÓÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÍÅÖÄÕ i É 0. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÊÓÔÒÅÌËÉ ÎÅÔ, ÔÏ ÌÉÂÏ i É −i ÌÅÖÁÔ × ÒÁÚÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÈ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉÇÒÁÆÁ Sw (É ÔÏÇÄÁ ÓÒÁÚÕ w =∈ W (Sw)), ÌÉÂÏ × ÏÄÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ ÔÉ�ÁDk, Ô. Å. ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅÊ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÒÁÚÕÅÔ �ÏÄÓÉÓÔÅÍÕËÏÒÎÅÊ ÔÉ�Á Dk. îÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ w =∈W (Sw) × ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ w ÍÅ-ÎÑÅÔ ÚÎÁË Õ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÅ ÔÉ�Á Dk. úÎÁÞÉÔ, × S∪w(S) ÄÏÌÖÅÎ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ �ÕÔØ ÍÅÖÄÕ iÉ 0. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÓÁÍÙÊ ËÏÒÏÔËÉÊ ÓÒÅÄÉ �ÕÔÅÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
{i∪−i} Ó 0, ÎÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ �ÕÔØ ÉÚ i × 0, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ �Ï
−i. üÔÏÇÏ �ÕÔÉ ÎÅ ÂÙÌÏ × ÇÒÁÆÅ S, ÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÎÁ ÜÔÏÍ�ÕÔÉ, ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÇÌÏ ÎÅ ÂÙÔØ × ÇÒÁÆÅ S { ÜÔÏ �ÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÎÁ �ÕÔÉ,ÓËÁÖÅÍ, (i; j). îÏ ÔÏÇÄÁ × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÂÙÌÁ ÓÔÒÅÌËÁ (−i; j), ÁÚÎÁÞÉÔ, É �ÕÔØ ÉÚ −i × 0 { �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ × ÇÒÁÆÅ ÎÅÔÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ Ó 0. �ÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ(3), ÇÒÁÆ S = X ⊔−X ⊔ 0, X = A⊔B ⊔C ⊔D, É ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ(a), (b). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ An, ÔÏÌØËÏÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÒÁÆÁ ÔÁËÁÑ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 6.îÁ ÜÔÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ ×ÓÅ ÓÔÒÅÌËÉ ÉÚX × 0, Á ×ÏÔ ÓÔÒÅÌËÉ ÉÚ 0
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. 6. óÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÒÁÆÁ S × ÔÅÏÒÅÍÅ 3.3.× X ÉÄÕÔ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ × D, ÉÎÁÞÅ �Ï ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ × S �ÏÑ×ÉÔÓÑÓÔÒÅÌËÁ ÍÅÖÄÕ B É C. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÓÔÒÅÌËÉ ÉÚ −d ∈ −D ×
−X \ −D ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÉÎÁÞÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÔÒÅÌËÁ (0;−d), Á ××ÉÄÕÎÁÌÉÞÉÑ ÓÔÒÅÌËÉ (d; 0) É ÓÔÒÅÌËÁ ÉÚ d ∈ D × X \ D { �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.�ÁËÖÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÒÅÌÏË ÉÚ x ∈ −X \ −D × X , Ô. Ë. ÉÎÁÞÅ �ÏÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ (x; 0) ∈ S, Á ÚÎÁÞÉÔ, É (0;−x) ∈ S, ÇÄÅ −x ∈ X \D, ÁÉÚ 0 × X \D ÓÔÒÅÌÏË ÎÅÔ. �ÁËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÒÁÆÁ ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÔÓÑ �ÏÄÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ w ∈ W (Bn), �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ B É C (Á ÔÁËÖÅ −B É −C)ÍÅÓÔÁÍÉ, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ An, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ w { ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ w =∈W (Sw).äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ (1 ⇒ 3).ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ S { �ÌÏÈÏÊ, Ô. Å. ÎÁÛÅÌÓÑ w ∈ W (Bn), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏw =∈ W (Sw). åÓÌÉ × S ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ Ó 0, ÔÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (3) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ. ïÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ, ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊÉ 0 ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÓÔÒÅÌËÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ, × ÌÀÂÏÊ �ÁÒÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ×ÅÒÛÉÎ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÄÅÔ ÓÔÒÅÌËÁ × 0. ÷ÙÂÅÒÅÍ× ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÔÕ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÄÅÔ ÓÔÒÅÌËÁ× 0 (ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ ×ÅÒÛÉÎ Ä×Å, ÔÏ ÂÅÒÅÍ ÌÀÂÕÀ ÉÚ Ä×ÕÈ), É �ÏÍÅÓÔÉÍÅÅ × X . �ÏÇÄÁ S = X ⊔ −X ⊔ 0, �ÒÉÞÅÍ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ X ×Å-ÄÅÔ ÓÔÒÅÌËÁ × 0. äÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X { ÜÔÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÏ ÓÍÅÎÉÍ ÚÎÁËÉ ÕÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ × X { ÇÒÁÆ S ÎÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÅÔ ÂÙÔØ �ÌÏÈÉÍ).ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ w × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ � ◦ w1, ÇÄÅ w1 ∈ Sn+1, a � ∈ Z

n+12 ,Ô. Å. w1 �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÎÕÔÒÉ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÅÊ ÇÒÁÆÁ,Á � ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÓÔÁÍÉ �ÁÒÙ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ w1ÔÏÖÅ �ÌÏÈÏÊ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, Ô. Å. w1 ∈ W (Sw1). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏSw ⊇ Sw1 , Ô. Ë. ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ×



áâîïòíáìøîùå ðïäçòõððù 167S �ÒÏ×ÅÄÅÎÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÓÔÒÅÌËÁ, É �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ � Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎ-ÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ, ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÜÌÅÍÅÎÔ �, ÚÁ �̂. �. Ë. Sw ⊇ Sw1 É Ô. Ë. ×ÅÒÛÉÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÅÎÑÅÔ ÍÅ-ÓÔÁÍÉ � × ÇÒÁÆÅ Sw, ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÓÏ Ó×ÏÉÍÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ W (Sw) ⊇ 〈W (Sw1); �̂〉. îÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, 〈W (Sw1); �̂〉 ⊇ w. ðÏ-ÜÔÏÍÕ, W (Sw) ⊇ w { �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ w { �ÌÏÈÏÊ. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ w �ÌÏÈÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÌÏÈÉÍÑ×ÌÑÅÔÓÑ w1. îÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ w1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÁ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ, É ÄÁÌÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏÓÌÏ×ÎÏ �Ï×ÔÏÒÑÅÔÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÓÔÅÍÙ An.3.4. óÌÕÞÁÊ � = Dn. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÓÏ× × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÓÏ× × ÓÌÕÞÁÅ Cn, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅÊ ÅÓÔØ
±ei ± ej ; 1 ≤ i < j ≤ n+ 1 ⊂ R

n+1;ÇÄÅ �ÌÀÓÙ É ÍÉÎÕÓÙ �ÅÒÅÄ ei É ej ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. úÁÍÙËÁÎÉÀ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ËÏÒÎÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑÇÒÁÆÁ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍDn, Ô. Å. ÓÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÓÔÒÅÌÏË, ËÒÏÍÅ ÓÔÒÅ-ÌÏË ÍÅÖÄÕ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ × ÓÉÓÔÅÍÅ Dn.óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÔÌÉÞÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ Dn ÏÔ ÓÉÓÔÅÍ Cn É Bn Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÔÒÏÅÎÉÅ ÅÅ ÇÒÕ��Ù ÷ÅÊÌÑ. çÒÕ��Á ÷ÅÊÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ Dn ÜÔÏ Sn+1 ⋉ Z
n2 ,ÇÄÅ Sn+1, ËÁË É �ÒÅÖÄÅ, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÅÖÄÕÓÏÂÏÊ, Á Z

n2 ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Õ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ.�ÅÏÒÅÍÁ 3.4. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅÊ S ⊆ Dn.óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:1: îÁÊÄÅÔÓÑ w ∈W (Dn) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ w =∈ W (Sw).2: îÁÊÄÅÔÓÑ w ∈W (Dn) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ w =∈ W (Sw); w2 = 1.3: ìÉÂÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÁÒÁ ÎÅÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ i É j ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ
{i;−i} É {j;−j} ÎÅÔ ÓÔÒÅÌÏË, ÌÉÂÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁS ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, B, C, D, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÔÒÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ.(a) íÎÏÖÅÓÔ×Á B É C ÓÏÄÅÒÖÁÔ �ÏÒÏ×ÎÕ ×ÅÒÛÉÎ, ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÅÔÓÔÒÅÌÏË, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B É C ÎÅ �ÕÓÔÙ.(b) îÅÔ ÓÔÒÅÌÏË ÉÚ A × A É ÉÚ D × D; ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É D ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ�ÕÓÔÙÍÉ.(
) éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÉÔÕÁ�ÉÊ.

• B = −C, �ÒÉÞÅÍ × B ÞÅÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ.
• −B ⊆ A, −C ⊆ A.



168 î. ÷. çòá÷éî, ä. à. ûéòñå÷äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (2 ⇒ 1) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. äÏËÁÖÅÍ (3 ⇒ 2).ðÕÓÔØ ÎÁÛÌÁÓØ �ÁÒÁ ÎÅÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ i É j ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ
{i;−i} É {j;−j} ÎÅÔ ÓÔÒÅÌÏË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ w ∈ W (Dn), �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀ-ÝÉÊ i 
 −i É j Ó −j. äÁÌÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ(3 ⇒ 2) ÔÅÏÒÅÍÙ 3.3, ÎÕÖÎÏ ÌÉÛØ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÍÅÓÔÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ0 ×ÅÓ ÎÁ �ÁÒÕ ×ÅÓÏ× {j;−j}.åÓÌÉ ÖÅ ÔÁËÏÊ �ÁÒÙ ×ÅÒÛÉÎ i É j × ÇÒÁÆÅ ÎÅÔ, ÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ×ÔÏÒÁÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (3). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ × ÓÌÕÞÁÅ Cn, Ô. Å. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ(3 ⇒ 2) ÔÅÏÒÅÍÙ 3.2. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ { ÎÕÖÎÏ �ÒÏÓÌÅÄÉÔØ,ÞÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ B É C ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÇÒÕ��ÙW (Dn), Ô. Å. �ÏÍÅÎÑ× ÚÎÁË Õ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ {ÜÔÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (Ó).äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ (1 ⇒ 3). ðÕÓÔØ ÎÁÛÅÌÓÑ w ∈ W (Dn) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏw =∈W (Sw). ÷ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ×ÉÄÁ w ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ:1:ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ w ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ×ÎÕÔÒÉ ÑÝÉËÏ×, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ x (w(x); x); (x;w(x)) ∈ Sw.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÉÞÉÎÁ, �Ï ËÏÔÏÒÏÊ w ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÌÅ-ÖÁÔØ × W (Sw), ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÎÙÊ ÑÝÉË Q,× ËÏÔÏÒÏÍ w ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Õ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ.îÏ ×Ï ×ÓÅÍ ÇÒÁÆÅ w ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Õ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ×ÅÒÛÉÎ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÅÝÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ �ÏÌÎÙÊ ÑÝÉË R,× ËÏÔÏÒÏÍ w ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Õ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ.îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÖÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÇÒÁÆÅ Sw ÎÁÛÌÏÓØ Ä×Á �ÏÌÎÙÈ ÑÝÉËÁ.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ q ∈ Q É r ∈ R. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ �ÏÌÎÙÍÉÑÝÉËÁÍÉ Q É R ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÒÅÌÏË, Ô. Ë. ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÓÔÒÅÌËÁ ÉÚ Q× R, ÔÏ ÅÓÔØ É ÓÔÒÅÌËÁ ÉÚ −R × −Q, Ô. Å. ÉÚ R × Q, Á ÚÎÁÞÉÔ, Q É R {ÏÄÎÁ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÍÅÖÄÕ {q;−q} É
{r;−r} ÎÅÔ ÓÔÒÅÌÏË, É ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �ÅÒ×ÁÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ(3) (�ÏÌÏÖÉ× i = q, j = r).2. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ w ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ×ÎÕÔÒÉ ÑÝÉËÏ×, Ô. Å. ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÀÔ ÏÓÏÂÅÎÎÙÅ ÑÝÉËÉ.ñÝÉË Q, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B É C Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É × ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Å (1 ⇒ 3) ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1, É ÕÓÌÏ×ÉÑ (a), (b) ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÁÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÏ.2.1. ðÕÓÔØ B∩−B 6= ∅ ÉÌÉ C∩−C 6= ∅. ðÒÏ×ÏÄÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÌÅÍÍÙ 3.6, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ B = −B, C = −C,É ×ÚÑ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ i ∈ B, j ∈ C, ÍÙ ×Ù�ÏÌÎÑÅÍ �ÅÒ×ÕÀ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÕÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (3).



áâîïòíáìøîùå ðïäçòõððù 1692.2. ðÕÓÔØ B ∩ −B = ∅, C ∩ −C = ∅. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ X = B ∩ −C (XÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÕÓÔÙÍ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ B0 = B \X , C0 = C \ −X .2.2.1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ B0 6= ∅. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÏ×ÙÈ B = B0É C = C0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (a). ðÏÓÔÒÏÉÍ A0 ÉD0 ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,Ô. Å.A0 = {a =∈ B0 ∪ C0 | ∃x ∈ B0 ∪ C0 : (a; x) ∈ S}; D0 = A0 ∪B0 ∪ C0:äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ −B0 ⊆ A0. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ B0 É C0, −B0 ∪ −C0 ⊆A0 ∪ D0. ðÕÓÔØ ÎÁÛÌÁÓØ ×ÅÒÛÉÎÁ x ∈ −B0 \ A0, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ y ∈ C0. åÓÌÉ (x; y) ∈ S, ÔÏ x ∈ A0. ðÒÉ ÜÔÏÍ(y; x) =∈ S, Ô. Ë. ÜÔÁ ÓÔÒÅÌËÁ ×ÅÄÅÔ ÉÚ Q × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÄÒÕÇÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÙÊÑÝÉË (ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ −B0), Ô. Å. ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÁ ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ. úÎÁÞÉÔ, ÍÅÖÄÕx É y ÓÔÒÅÌÏË ÎÅÔ. îÏ É ÍÅÖÄÕ −x É y ÓÔÒÅÌÏË ÎÅÔ, �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ (a)(Ô. Ë. −x ∈ B0, y ∈ C0). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅÔ ÓÔÒÅÌÏË ÍÅÖÄÕ {x;−x} É
{y;−y}, É ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �ÅÒ×ÁÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (3) (i = x,j = y). éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ B0 ⊆ A0, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ C0 ⊆ A0, É×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (
). ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ A0, B0, C0, D0×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (b), Á ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑB = B0 É C = C0 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 3.3. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏ-ÇÄÁ x =∈ X ∪−X , ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ �Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ. îÏ x =∈ X ∪−X ,�ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÉÚ B0 ∪C0 ÎÅÔ ÓÔÒÅÌÏË × X ∪−X , ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ (a). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×Ù-�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ (a), (b), (
) ×ÔÏÒÏÊ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Ù ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (3),Á ÚÎÁÞÉÔ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (3) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ.2.2.2. B0 = ∅. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, B = −C. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ w({Q ∪
−Q}) = {Q ∪ −Q}. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÒÏÍÅ −Q É Q ÄÒÕÇÉÈ ÏÓÏÂÅÎÎÙÈÑÝÉËÏ× ÎÅÔ. ïÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ, ×ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ y ÉÚÏÓÏÂÅÎÎÏÇÏ ÑÝÉËÁ, ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ Q∪−Q, ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÖÅ x ∈ C. åÓÌÉ(x; y) ∈ S, ÔÏ (w(x); w(y)) ∈ Sw, ÎÏ w(x) ∈ Q, Á w(y) { × ËÁËÏÍ-ÔÏÄÒÕÇÏÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÍ ÑÝÉËÅ, É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ × Sw ÓÔÒÅÌËÕ, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÕÀÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ { �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. úÎÁÞÉÔ, (x; y) =∈ S, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ É (x;−y) =∈S. åÓÌÉ (y; x) ∈ S, ÔÏ (−x;−y) ∈ S, �ÒÉÞÅÍ −x ∈ C0 ⊆ Q, Á −y { ×ÙÛÅQ, ÓÎÏ×Á �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. úÎÁÞÉÔ, (y; x) =∈ S, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (y;−x) =∈ S.îÏ ÔÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÅÒ×ÁÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (3), ÇÄÅ i = x,j = y.ïÓÔÁÌÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ËÒÏÍÅ −Q É Q ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈÏÓÏÂÅÎÎÙÈ ÑÝÉËÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å S \{Q∪−Q} ÜÌÅÍÅÎÔ w ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÅÔ ×ÎÕÔÒÉ ÑÝÉËÏ×. é ÅÓÌÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Q∪−Q ÜÌÅÍÅÎÔ w ÍÅÎÑÅÔ



170 î. ÷. çòá÷éî, ä. à. ûéòñå÷ÚÎÁË Õ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÔÏ É ÎÁ S\{Q∪−Q} ÏÎÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Õ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, É ÄÌÑ ÇÒÁÆÁS \ {Q∪−Q} �ÒÏÊÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÚ �ÕÎËÔÁ 1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, wÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Õ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ × Q∪−Q. ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × B ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ C ′ = w(C),B′ = w(B). �. Ë. C = −B, ÔÏ C ′ = −B′. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ×ÅÒ-ÛÉÎ �, ÍÅÎÑÀÝÕÀ ÚÎÁËÉ Õ ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ B′ É C ′. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÎÁ ÍÅÎÑÅÔÚÎÁË Õ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍ�Ï-ÚÉ�ÉÀ � ◦ w. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÊ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÄÏÌÖÅÎ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ÍÅÎÑÔØ ÚÎÁËÉ Õ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ. ó ÄÒÕÇÏÊÓÔÏÒÏÎÙ, � ◦ w ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ×ÎÕÔÒÉ Q É −Q ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, É ÅÓÌÉ ×Q ÏÎ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Õ k �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, Ô. Å. ÏÔ�ÒÁ×ÌÑÅÔ ÉÈÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï, ÔÏ ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÏÔ�ÒÁ×ÌÑÔØ × Q É k ×ÅÒÛÉÎ Ó�ÒÁ×Á ÎÁ-ÌÅ×Ï, Á ÚÎÁÞÉÔ, × −Q ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÏÔ�ÒÁ×ÌÑÔØ k ×ÅÒÛÉÎ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï, ÉÚÎÁÞÉÔ, ×ÓÅÇÏ ÏÎ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Õ 2k ×ÅÒÛÉÎ, Ô. Å. Õ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ { �ÒÏ-ÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. úÎÁÞÉÔ, × B { ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÍÅÓÔÏ ×ÔÏÒÁÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (3): × ÕÓÌÏ×ÉÉ (
) ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ�ÅÒ×ÁÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á, Á ÕÓÌÏ×ÉÑ (a) É (b) ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÓÌÕÞÁÀ Cn.3.5. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2.1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ (1 ⇒ 2), ÞÔÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.1.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. N. Vavilov, Intermediate subgroups in Chevalley groups. Groups of Lie type andtheir geometries (Como, 1993), 233{280, London Math.So
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