
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 365, 2009 Ç.ó. ÷. ÷ÏÓÔÏËÏ×, í. á. é×ÁÎÏ×, ç. ë. ðÁËë ïäîïê òáâï�å èáóóå ï úáëïîå÷úáéíîïó�é üêúåîû�åêîá1. ÷×ÅÄÅÎÉÅG. Eisenstein × ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ÉÚÕÞÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ×
(��) É ( ��) × ËÒÕÇÏ×ÏÍ �ÏÌÅ Q(�), ÇÄÅ � { �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ �ÒÏ-ÓÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ p ÉÚ 1, Á � É � { ÞÉÓÌÁ ÉÚ ËÏÌØ�Á Z[�℄. ïÎ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÏÔÄÅÌØÎÏ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ:1. � = 1− �.2. � = a, ÇÄÅ a { �ÅÌÏÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ Ó p.éÍÅÎÎÏ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ �ÏÌÕÞÁÅÔ ÜÌÅÇÁÎÔÎÙÊ ÚÁËÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ:
(�a) = ( a�) ; ÅÓÌÉ � ≡ b mod (1− �)2; ÇÄÅ b ∈ Z; (b; p) = 1:H. Hasse ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÚÁËÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅËÒÕÇÏ×ÏÅ �ÏÌÅ É �ÏÌÕÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (
Í. [2℄).ðÕÓÔØ K = Q(�), � := �n, n = ∏ri=1 pmii , mi > 0. ðÕÓÔØ q { �ÒÏÓÔÏÅÞÉÓÌÏ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ qpi−1 ≡ 1 mod pmii , i = 1; 2; : : : ; r; pi { �ÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌÎÁÄ (pi) × ËÒÕÇÏ×ÏÍ �ÏÌÅQ(�pmii ), � { ÞÉÓÌÏ ÉÚ ËÏÌØ�Á Z[�℄ ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ(�; nq) = 1, a ≡ �pii mod p2i �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �i ÉÚ K, i = 1; : : : ; r.�ÅÏÒÅÍÁ (Hasse). äÌÑ ÓÉÍ×ÏÌÏ× n-ÙÈ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ n=4) ÓÔÅ�ÅÎ-ÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× × K ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÚÁËÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ

(�q )n = ( q�)n ; ÅÓÌÉ n 6≡ 0 mod 4
(�q )n=4 = ( q�)n=4 ; ÅÓÌÉ n ≡ 0 mod 4:òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ éî�áó, Á ÔÁËÖÅ ÇÒÁÎÔÁ òææé 08-01-00777-Á, É SFB 478 M�unster, \Geometris
he Strukturen" .122



ë ïäîïê òáâï�å èáóóå 123÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ n = pm ÉÍÅÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ � ≡ �p mod p2, � ∈ K, É �ÒÉp 6= 2: (�q ) = ( q�), ÅÓÌÉ qp−1 ≡ 1 mod pm.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ-×ÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× (�a)n É ( a�)n × ËÒÕÇÏ×ÏÍ �ÏÌÅ
Q(�n), 2 ∤ n, ÄÌÑ �ÅÌÙÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ a, (a; n) = 1.ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × §2 (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÁ 1). ÷ §3 ÄÏËÁÚÙ-×ÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ (Erg�anzungss�atze).2. �ÅÏÒÅÍÁ Ï ÇÌÏÂÁÌØÎÏÍ ÚÁËÏÎÅ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ × ËÒÕÇÏ×ÏÍ �ÏÌÅïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ

• 2 ∤ n =∏ri=1 pmii , ni = n=pmii ;
•
∑ri=1 aini ≡ 1 (mod n) (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ∑ri=1 aini = 1, ÉÌÉaini + bipmii = 1);

• Tri : Q(�ni) → Q;
• �i := �pmii , �i = �i − 1, 1 6 i 6 r;
• � ′i = �p1:::pi−1pi+1:::pr ;
• {��11 : : : ��rr , 0 6 �i < '(pmii )} { ÂÁÚÉÓ Z[�℄ ÎÁÄ Z, ÇÄÅ � := �n;
• �(X1; : : : ; Xr) ∈ Z[X1; : : : ; Xr℄ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �(�1; : : : ; �r) = � ∈ Z[�℄É (�(0; : : : ; 0); n) = 1;
• resi := resXi ;
• �i = ��Xi .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÑÄÁ �i1.1. ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ Z[X1; : : : ; Xr℄:X△ik = △i(Xk) = { Xpii ; k = i;(1 +Xk)pi − 1; k 6= i; 1 6 i 6 r:1.2. `i(f) = 1pi log(fpi=f△i) ÄÌÑ f ∈ Z[X1; :::; Xr℄, (f(0; :::; 0); n) = 1;�i(�; �) = `i(�)�i`i(�)− `i(�)�i log�+ `i(�)�i log�.



124 ó. ÷. ÷ïó�ïëï÷, í. á. é÷áîï÷, ç. ë. ðáë�ÅÏÒÅÍÁ (÷ÏÓÔÏËÏ×, [3℄). äÌÑ �; � ∈ Z[�n℄, (��; n) = 1, (�; �) = 1ÉÍÅÅÍ
(��)n(��)−1n = �Sn ;S = r

∑i=1 ainiTri(resi �i(�; �)
(�pmiii − 1)∣∣∣∣∣Xk=�k;k 6=i): (1)3. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ÷ÓÌÅÄ ÚÁ èÁÓÓÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ {�; �}n := (��)n (��)−1n .éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÉÍ×ÏÌÁ {; }.1. {�1�2; �}n = {�1; �}n{�2; �}n,

{�; �1�2}n = {�; �1}n{�; �2}n.2. åÓÌÉ n′ | n, ÔÏ {�; �}n=n′ = {�; �}n′n .3. {�; �}n = r
∏i=1{�; �}aipmii .4. åÓÌÉ �r : �n → �r−1n × Q(�n), ÔÏ {��r ; ��r}n = {�; �}r−1n .ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ n = ∏ri=1 pmii , n′ = n=p1 : : : pr, � := �n, � ′ = �n=n′ {�ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ n É n=n′ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.Tr := TrQ(�)=Q.�ÏÇÄÁ Tr (� ′) = (−1)rn′.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. r = 1, n = pm, n′ = pm−1. �ÏÇÄÁ � ′ { ËÏÒÅÎØÓÔÅ�ÅÎÉ n=n′ = p ÉÚ 1, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÍÕ ÎÁÄ

Q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ 1+X+ · · ·+Xp−1, �ÏÜÔÏÍÕ TrQ(�′)=Q(� ′) = −1, É ÚÎÁÞÉÔ,Tr (� ′) = −pm−1 = −n′.2. r = 2, n = pmqk, n′ = pm−1qk−1. ðÕÓÔØ � ′ = �pq = �p�q . éÍÅÅÍÂÁÛÎÀ �ÏÌÅÊ:
Q − Q(�pm)− Q(�pm)(�qk ) = Q(�n):éÚ �. 1 �ÏÌÕÞÁÅÍTr (� ′) = Tr (�p�q) = TrQ(�pm )=Q(�pTrQ(�n)=Q(�pm )(�q))= TrQ(�pm )=Q(−qk−1�p) = pm−1qk−1:3. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ { ÉÎÄÕË�ÉÑ �Ï r. �ðÕÓÔØ a| ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏ-ÓÔÏÅ Ó n.



ë ïäîïê òáâï�å èáóóå 125�ÅÏÒÅÍÁ 1. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ1. {a; �}n = 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ Z[�n℄, (�; n) = 1.2. {a; 1 − � ′i(�i − 1)}n = 1, 1 6 i 6 r (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊÓÍ. §1).3. api−1−1pi ≡ 0 mod pmii , 1 6 i 6 r.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ i-ÔÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ si ×ÆÏÒÍÕÌÅ (1) ÔÅÏÒÅÍÙ §1:si = ainiTri(resi �i(a; �)
(�pmiii − 1)∣∣∣∣∣Xk=�k;k 6=i);É �ÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏsi = aini api−1 − 1pi 
iTri(resi �i log��pmiii − 1 ∣∣∣∣∣Xk=�k;k 6=i); (2)
i ∈ Z∗p.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ `i(a) ÉÍÅÅÍ`i(a) = 1pi log api−1 = 1pi log(1 + api−1 − 1pi pi)= api−1 − 1pi (1− 12 api−1 − 1pi pi + 13 (api−1 − 1pi pi)2 − · · ·

) :ïÔËÕÄÁ `i(a) = api−1 − 1pi 
i; (3)ÇÄÅ 
i ∈ Z∗p. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ô.Ë. `i(a) ∈ Zp, ÔÏ�i`i(a) = 0É, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �i log a = a−1�ia = 0;Ô.Ë. a ∈ Z. úÎÁÞÉÔ, �i(a; �) = `i(a)�i log�:



126 ó. ÷. ÷ïó�ïëï÷, í. á. é÷áîï÷, ç. ë. ðáëïÔÓÀÄÁ É ÉÚ (3) ÓÌÅÄÕÅÔ (2).ðÒÉÓÔÕ�ÉÍ ÔÅ�ÅÒØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ 2) { ÞÁÓÔ-ÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ 1).äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ 2)⇒3). äÌÑ ÜÔÏÇÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å � × ÆÏÒÍÕÌÅ (2)×ÏÚØÍÅÍ ÞÉÓÌÏ � := 1− � ′i(�i − 1)É �ÏÄÓÞÉÔÁÅÍdi = Tri(resi �i log��pmii − 1 ∣∣∣∣∣Xk=�k;k 6=i) mod pi:÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÑÄ1=(�pmii − 1) = 1=((1 +Xi)pmii − 1) ≡ X−pmiii mod pi:äÁÌÅÅ,
− log� = − log(1− � ′iXi) = � ′iXi + 12(� ′iXi)2 + · · ·+ 1pmii (� ′iXi)pmii + · · ·

−�i log� = � ′i + (� ′i)2Xi + · · ·+ (� ′i)pmii (Xi)pmii −1 + · · · :úÎÁÞÉÔ, resi ((�i logi �)X−pmiii ) = −(� ′i)pmii :úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (� ′1)pmii { �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅ�ÅÎÉp1 : : : pi−1pi+1 : : : prÉÚ 1, É, ÚÎÁÞÉÔ, �Ï ÌÅÍÍÅTri(� ′i)pmii = (−1)r−1n′i;ÇÄÅ n′i = pm1−11 : : : pmi−1−1i−1 pmi+1−1i+1 : : : pmr−1r { ÞÉÓÌÏ, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ Ópmii . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (di; pi) = 1 É, ÚÎÁÞÉÔ, s ≡ 0 (mod n) ⇒ si ≡0 mod pmii ⇒ aini api−1−1pi 
i ≡ 0 mod pmii ⇒ api−1−1pi ≡ 0 mod pmii ÉÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ 2)⇒3).éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ 3) ÔÅÏÒÅÍÙ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ i-ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅsi, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ si ≡ 0 mod pmii ni, ÔÏ ÅÓÔØ si ≡ 0 mod n,É ÚÎÁÞÉÔ �sin = 1, 1 6 i 6 r, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ 1) ÔÅÏÒÅÍÙ. �



ë ïäîïê òáâï�å èáóóå 1274. Erg�anzungss�atzeëÁË É × ÏÂÝÅÍ ÚÁËÏÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÏ�ÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ � := �n. �ÏÇÄÁ1. ( �a)n = 1 ⇔ api−1pi '(ni) ≡ 0 mod pmii , ÇÄÅ n = r
∏i=1 pmii .2. (ab)n = 1 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÅÌÙÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ a É b, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏ-ÓÔÙÈ Ó n É ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ.3. {a; � − 1}n = 1 ⇔ api−1pi '(ni) ≡ 0 mod pmii .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. îÁÍ ÎÁÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ-×ÉÊ �. 1) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï {a; �}n = 1, ÔÁË ËÁË, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÏÇÄÁ

( �a)n = (a� )n = 1, ÔÁË ËÁË � ∈ Z[�℄∗.úÁ�ÉÛÅÍ ËÏÒÅÎØ � × ×ÉÄÅ � = �ni · �i, ÇÄÅ �ni (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �i){ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅ�ÅÎÉ ni (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ pmii ) ÉÚ 1, É ×ÏÚØÍÅÍ × ÆÏÒ-ÍÕÌÅ (2) × ËÁÞÅÓÔ×Å � ÞÉÓÌÏ �ni · �i. ðÒÉ ÜÔÏÍ �i ∈ Z[Xi℄, Á �ni ∈
Z[X1; : : : ; Xi−1; Xi+1; : : : ; Xn℄.ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ, ËÁË É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1,di = Tr(resi �i log ��pmii −1i ∣

∣

∣

∣

∣Xk=�k;k 6=i):ó�ÅÒ×Á ×ÙÞÉÓÌÉÍ 
i = resi �i log ��pmiii − 1 mod pi:÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ,1=(�pmiii ) ≡ X−pmiii mod piÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,�i log � = �−1�i� = �−1i �i� i = (1 +Xi)−1�i(1 +Xi) = (1 +Xi)−1;É ÚÎÁÞÉÔ, 
i { �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ 
i ≡ resi(1 +Xi)−1X−pmii ≡ 1 mod pi, ÏÔËÕÄÁ (
i; pi) = 1.



128 ó. ÷. ÷ïó�ïëï÷, í. á. é÷áîï÷, ç. ë. ðáë÷ ÉÔÏÇÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ di = Tri
i = '(ni)
i.ðÏÜÔÏÍÕ i-ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ si × ÆÏÒÍÕÌÅ (1) ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (2)si = aini api−1 − 1pi '(ni)
i; (
i; pi) = 1;É, ÚÎÁÞÉÔ,si ≡ 0 mod pmii ⇔
api−1 − 1pi '(ni) ≡ 0 mod pmii :2. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ×ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ a É b {�ÅÌÙÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÏÜÔÏÍÕ ÒÑÄ �i(a; b) = 0, É, ÚÎÁÞÉÔ, si =0, 1 6 i 6 r, ÏÔËÕÄÁ {a; b}n = 1, ÔÏ ÅÓÔØ (ab)n = ( ba)n. õÞÉÔÙ×ÁÑ×ÚÁÉÍÎÕÀ �ÒÏÓÔÏÔÕ ÞÉÓÅÌ a É b, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁÛÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.3. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÅÒ×ÏÍÕ �ÕÎËÔÕ: ÚÁ�ÉÛÅÍ ËÏÒÅÎØ � × ×ÉÄÅ � = �ni ·�i,ÇÄÅ �ni (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �i) { ËÏÒÅÎØ ÓÔÅ�ÅÎÉ ni (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ pmii )ÉÚ 1, É ×ÏÚØÍÅÍ × ÆÏÒÍÕÌÅ (2) × ËÁÞÅÓÔ×Å � ÞÉÓÌÏ �ni ·�i−1. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ,ËÁË É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1,di = Tr(resi �i log(� − 1)�pmii −1i ∣

∣

∣

∣

∣Xk=�k;k 6=i):ó�ÅÒ×Á ×ÙÞÉÓÌÉÍ
i = resi �i log(� − 1)�pmiii − 1 �Ï mod pi:÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ,1=(�pmiii − 1) ≡ X−pmiii mod piÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,�i log(� − 1) = �i(� − 1)� − 1 = �ni� − 1 = �ni�ni(1 +Xi)− 1= ( �ni�ni − 1) 11 +Xi( �ni�ni−1) :



ë ïäîïê òáâï�å èáóóå 129�ÏÇÄÁ 
i = ( �ni�ni − 1)pmii (−1)pm1i −1(1 + kp); k ∈ Z[�ni ℄:�ÏÇÄÁ si ≡ 0 mod n ⇔ di ≡ 0 mod pmii ⇔ api−1−1piTri( �ni�ni − 1)pmii (−1)pm1i −1 ≡ 0 mod pmii :îÏ Tri( �ni�ni−1)pmii
≡ '(ni)=2 (mod pmii ), �ÏÜÔÏÍÕ �ÏÌÕÞÁÅÍ,api−1 − 1pi '(ni) ≡ 0 mod pmii ;ÔÁË ËÁË (2; n) = 1. �ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. G. Eisenstein, �Uber ein einfa
hes Mittel zur AuÆndung der h�oheren Re
ipro
it�ats-gesetze und der mit ihnen zu verbindenden Erg�anzungss�atze. | J. f�ur die reine u.ang. Mathematik 39 (1850), 351{364.2. H. Hasse, Das Eisensteins
he Reziprozit�atsgesetz der n-ten Potenzreste. | Math.Ann. 97 (1927), 599{623.3. ó. ÷. ÷ÏÓÔÏËÏ×, ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÚÁËÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ×, ËÁËÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÁÂÅÌÅ×ÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ. | áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÚ 20 (2008), No. 6,1{10.Vostokov S. V., Ivanov M. A., Pak G. K. On a paper by Hasse 
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