
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 365, 2009 Ç.M. A. áÎÔÉ�Ï×ó�òõë�õòá ó�áâéìøîïê çòõððùçòï�åîäéëá óéííå�òéþåóëïê SB-áìçåâòù÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ×ÙÞÉÓÌÅÎ �ÏÒÑÄÏË ÇÒÕ��Ù çÒÏÔÅÎÄÉËÁ K0(stmod (�))ÓÔÁÂÉÌØÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÂÉ-ÒÑÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ �. äÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÅÍ [1℄ É �ÏÓ×Ñ-ÝÅÎÁ ÔÏÞÎÏÍÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ K0(stmod (�)).1. ïÂÝÉÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑîÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ stmod (�) ËÏÌØ�Á � ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÏÂßÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÔØ ËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÅ �-ÍÏÄÕÌÉ, É ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ X;Y ∈ stmod (�) ÉÍÅÅÍHomstmod (�)(X;Y ) = Hom�(X;Y )=P (X;Y );ÇÄÅ P (X;Y ) ⊂ Hom�(X;Y ) { �ÏÄÇÒÕ��Á ÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÈ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ f = gh, ÇÄÅ h ∈ Hom�(X;P ), g ∈ Hom�(P; Y ) ÉP { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á çÒÏÔÅÎÄÉËÁ K0(C) (ÓËÅÌÅÔÎÏ-ÍÁÌÏÊ) ÔÒÉÁÎ-ÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÆÁËÔÏÒÇÒÕ��Á Ó×ÏÂÏÄ-ÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ ×ÉÄÁ [X ℄, X ∈ Ob(C),�Ï �ÏÄÇÒÕ��Å, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ×ÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ [X ℄+[Z℄− [Y ℄, ÇÄÅX → Y → Z → X [1℄{ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË (ÔÁËÏÊ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÞÁÓÔÏÉÚÏÂÒÁÖÁÅÍ ÔÁË: X → Y → Z →).îÁ�ÏÍÎÉÍ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ � { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÆÒÏÂÅÎÉÕÓÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÁ.�ÏÇÄÁ K0(stmod (�)) = K0(mod-�)=P (�);ÇÄÅ P (�) { �ÏÄÇÒÕ��Á, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÉÄÁ [P ℄, ÇÄÅP �ÒÏÅËÔÉ×ÅÎ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. CÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2℄.29



30 M. A. áî�éðï÷ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÕ��Á K0(stmod (�)) { ÜÔÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á,ÂÁÚÉÓÏÍ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÙ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ �, ÞÁÓÔÏ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.1:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.2. ðÕÓÔØ � { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÆÒÏÂÅÎÉÕÓÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÁÓ n �ÒÏÓÔÙÍÉ ÍÏÄÕÌÑÍÉ, K0(stmod (�)) { ÇÒÕ��Á çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÓÔÁÂÉÌØ-ÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
Zn f

→ Zn
→K0(stmod (�))→ 0;ÇÄÅ f { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ëÁÒÔÁÎÁ ÁÌÇÅÂÒÙ �.îÁ�ÏÍÎÉÍ ÔÅ�ÅÒØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÂÉÒÑÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ (ÄÁÌÅÅ, ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ, SB-ÁÌÇÅÂÒ).óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ (ÍÕÌØÔÉ)ÇÒÁÆÕ � ÅÇÏ ÏÒÇÒÁÆ �ÏÌÕÒÅ-ÂÅÒ �o ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ×ÅÒÛÉÎÙ �o ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É Õ �, Á ÒÅÂÒÁ �o�ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ � ÎÁ �ÁÒÕ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏ ÎÁ-�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÓÔÒÅÌÏË. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÁÖÄÁÑ �ÅÔÌÑ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ × Ä×Å�ÅÔÌÉ.çÒÁÆÏÍ Ó ×ÒÁÝÅÎÉÑÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (ÍÕÌØÔÉ)ÇÒÁÆ � Ó k ×ÅÒÛÉ-ÎÁÍÉ v1; v2; : : : ; vk É ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÁÂÏÒÏÍ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË(f1; f2; : : : ; fk), ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ fi ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å �ÏÌÕÒÅÂÅÒ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ vi.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÁÒÕ (�; f), ÇÄÅ � { (ÍÕÌØÔÉ)ÇÒÁÆ, Á f : V (�) → N{ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÍÅÞÅÎÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, (ÓÍ.,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1℄), ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÂÉÅË�ÉÑÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ËÌÁÓÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ Ó×ÑÚÎÙÈ �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÇÒÁ-ÆÏ× Ó ×ÒÁÝÅÎÉÑÍÉ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ËÌÁÓÓÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉ-ÍÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ SB-ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ �ÏÌÅÍK. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ � ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ËÌÁÓÓÏ×ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÙÈ �-ÍÏÄÕÌÅÊ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Ò£ÂÅÒ ÇÒÁÆÁ �(�),ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÅ �. çÒÁÆ �(�) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆÏÍ âÒÁÕÜÒÁÁÌÇÅÂÒÙ �.ðÕÓÔØ V (�) = {b1; b2; : : : ; bk} { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ, Á E(�) =

{1; 2; : : : ; n} { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ �(�). CÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ×ÅÒÛÉÎÅ b ÇÒÁÆÁ �(�), �ÏÍÅÞÅÎÎÏÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ lb, ÍÁÔÒÉ�ÕAb = (a(b)ij )ni;j=1 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÂÒÁ i ÇÒÁÆÁ �(�)ÞÅÒÅÚ vb(i) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÎ�Ï× ÒÅÂÒÁ i, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÈ Ó b



ó�òõë�õòá ó�áâéìøîïê çòõððù çòï�åîäéëá 31(Ô.Å. vb(i) = 2, ÅÓÌÉ i { �ÅÔÌÑ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ b, vb(i) = 1 ÅÓÌÉ b ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÁÒÅÂÒÕ i, ÎÏ i ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÔÌÅÊ, É vb(i) = 0 ÄÌÑ ÎÅÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÈ b É i).ðÏÌÏÖÉÍ a(b)ij = lbvb(i)vb(j).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3. ðÕÓÔØ A { ÍÁÔÒÉ�Á ëÁÒÔÁÎÁ ÁÌÇÅÂÒÙ �. �ÏÇÄÁ,×Ï ××ÅÄÅÎÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, A = Ab1 +Ab2 + · · ·+Abk .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÍ. [1℄.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.4. éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÉÄ ÍÁÔÒÉ�Ù ëÁÒ-ÔÁÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ SB-ÁÌÇÅÂÒÙ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÇÒÁÆÁ âÒÁÕÜÒÁËÁË �ÏÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (ÂÅÚ ÕÞÅÔÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ×ÒÁÝÅÎÉÊ). ðÏÜÔÏÍÕ× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ �ÒÏÓÔÏ Ï ÍÁÔÒÉ�Å ëÁÒÔÁÎÁ �Ï-ÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÔÒÏË (É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÔÏÌÂ-�Ï×) ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÂÉÅË�ÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÒÅ-ÂÅÒ ÇÒÁÆÁ. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å �ÏÌÏÖÉÔØ ×ÓÅËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÙÍÉ 1, �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÒÏÓÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ÒÅÂÅÒ-ÎÏÇÏ (ÍÕÌØÔÉ)ÇÒÁÆÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.2. òÅÛÅÔËÁ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù ëÁÒÔÁÎÁúÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ � { ÇÒÁÆ âÒÁÕÜÒÁ (ÎÅ�ÏÍÅÞÅÎÎÙÊ), ×ÅÒÛÉÎÙËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ i1; i2; : : : ; im(ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ). íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÅÍÕ\ÍÁÔÒÉ�Õ ëÁÒÔÁÎÁ" A ∈ Mn(Q[li1 ; li2 ; : : : ; lik ℄). úÄÅÓØ li1 ; li2 ; : : : ; lik {ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÎÅ�ÏÍÅÞÅÎÎÏÇÏÇÒÁÆÁ Ë �ÏÍÅÞÅÎÎÏÍÕ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÒÏÓÔÏ ÚÁÍÅÎÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ ÎÁ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ lir .äÁÌÅÅ ×ÓÀÄÕ, ÇÄÅ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÁÈ, ÓÉÍ×ÏÌÙ lir ÂÕÄÕÔÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á ÔÁÍ, ÇÄÅ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÎÅ�ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÇÒÁ-ÆÁÈ { ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ×ÓÀÄÕ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÇÒÁÆÏ× ËÁË-ÔÏ �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÕËÁÖÅÍ ÕÄÏÂÎÏÅ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÔËÉÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù ëÁÒÔÁÎÁ ÇÒÁÆÁ �.ðÕÓÔØ Li { ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÍÁÔÒÉ�Ù Ai (× ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕ-ÝÅÇÏ �ÕÎËÔÁ), ×ÙÂÒÁÎÎÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÇÒÁÆÁ � ÎÅÔ �ÅÔÅÌØ, ÔÏ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÔÒÏËÉ × ÍÁÔÒÉ�ÅAi ÒÁ×ÎÙ, ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÍÙ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Li; × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÊ-ÄÕÔÓÑ Ä×Å ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÔÒÏËÉ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ 2 { ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÉÈ Li É 2Li.



32 M. A. áî�éðï÷éÔÁË, ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ Li ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÁÇÒÁÆÁ �, Á ÓÔÒÏÞËÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ëÁÒÔÁÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÅ-ÂÒÏ × ÇÒÁÆÅ �. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L(A) ÒÅÛÅÔËÕ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÓÔÒÏ-ËÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Á �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÄÏÌÉ)ÔÁË, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×, ÉÌÉ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ �ÉËÌ × ÇÒÁÆÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÔ-ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÅÂÅÒ (ÉÍÅÅÔ ÞÅÔÎÕÀ ÄÌÉÎÕ).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2. (1) ðÕÓÔØ × Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ � ÅÓÔØ �ÉËÌ ÎÅÞÅÔÎÏÊÄÌÉÎÙ (Ô.Å. ÜÔÏÔ ÇÒÁÆ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÍ). �ÏÇÄÁL(A) = {∑niLi|ni ∈ Z; ∑ni = 0 (mod 2)}:(2) ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ � Ä×ÕÄÏÌÅÎ É V � = V1∪V2 ÅÓÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ ÎÁ ÄÏÌÉ. �ÏÇÄÁL(A) = {∑niLi|ni ∈ Z; ∑Ci∈V1 ni = ∑Ci∈V2 ni}:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÓÔÒÏËÁÍÁÔÒÉ�Ù A ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ� Ai. ðÏ-ÓËÏÌØËÕ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÓÏ-×�ÁÄÁÀÝÉÈ) A-�ÉËÌÁ, ÔÏ × ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÒÁ×ÎÙÈ)ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, Ô.Å. ËÁÖÄÁÑ ÓÔÒÏÞËÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÉÍÅÅÔ ×ÉÄLi + Lj ;ÇÄÅ i; j ∈ {1; 2; : : : ; k} { ÎÏÍÅÒÁ ËÏÎ�Ï× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÒÅÂÒÁ × �.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ÓÔÒÏÞËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A (É ×ÓÑ ÒÅÛÅÔËÁ L(A)) ÓÏÄÅÒ-ÖÁÔÓÑ × ÒÅÛÅÔËÅ, ÕËÁÚÁÎÎÏÊ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. þÔÏÂÙÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÉËÌ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙCi1 ; Ci2 ; : : : ; Ci2t+1 × �. óÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÅÂÒÁÍÜÔÏÇÏ �ÉËÌÁ, ÉÍÅÀÔ ×ÉÄm1 = Li1 + Li2 ;m2 = Li2 + Li3 ; : : : ;m2t+1 = Li2t+1 + Li1 ;ÏÔËÕÄÁ 2Li1 =∑mi −∑m2i ∈ L(A). äÁÌÅÅ ÅÓÌÉ Ci, Cj { ËÏÎ�Ù ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ÒÅÂÒÁ × � É 2Li ∈ L(A), ÔÏ É 2Lj = 2(Li + Lj) − 2Li ∈ L(A),



ó�òõë�õòá ó�áâéìøîïê çòõððù çòï�åîäéëá 33Li − Lj = (Li + Lj)− 2Lj ∈ L(A). ïÔÓÀÄÁ × ÓÉÌÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ � ÍÙ �Ï-ÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ 2Li ∈ L(A), Li−Lj ∈ L(A) �ÒÉ ÌÀÂÙÈ i; j ≤ k. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ÒÅÛÅÔËÕ.2. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ Ci, Cj { ËÏÎ�Ù ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ× �, ÔÏ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ × ÒÁÚÎÙÈ ÄÏÌÑÈ, �ÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÓÔÒÏÞËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A(×ÉÄÁ Li + Lj) ÌÅÖÁÔ × ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÒÁÔ-ÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÉÄÁ Li + Lj , ÇÄÅ Ci, Cj{ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÄÏÌÅÊ, É ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÉÄÁ Li − Lj , ÇÄÅ Ci, Cj { ÉÚ ÏÄ-ÎÏÊ ÄÏÌÉ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ L(A) { ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �ÏÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÍÅÖÄÕ Ci É Cj × �. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÒÅÛÅÔËÕ.þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ Ci, Cj ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÄÏÌÅÊ É �ÕÓÔØ Ci = Ci0 , Ci1 ; : : : ; Cis = Cj ÓÕÔØ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÕÔÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍ Ci É Cj .ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ t, 0 ≤ t ≤ s − 1 ×ÅÒÛÉÎÙ Cit É Cit+1 ÌÅÖÁÔ ×ÒÁÚÎÙÈ ÄÏÌÑÈ, ÔÏ s { ÎÅÞÅÔÎÏ ÉLi+Lj=(Li0+Li1)−(Li1+Li2)+(Li2+Li3)−· · ·+(Lis−1+Lis)∈L(A):�ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ Li − Lj ∈ L(A), ÇÄÅ Ci, Cj { �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÄÏÌÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ×ÉÄÏ× �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÒÅÛÅÔËÕ.óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÇÒÁÆÕ � ÅÇÏ �ÏÄÇÒÁÆ �1 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓÌÉ �Ä×ÕÄÏÌÅÎ, ×ÙÂÅÒÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å �1 �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÓÔÏ×ÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÇÒÁÆÁ� (Ô.Å. ÄÅÒÅ×Ï T ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ V (T ) = V (�) É E(T ) ⊂ E(�)). åÓÌÉ � ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÍ, ×ÙÄÅÌÉÍ ÉÚ ÎÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÓÔÏ×ÎÏÅ ÄÅÒÅ×ÏÉ ÄÏÂÁ×ÉÍ Ë ÎÅÍÕ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ (ÇÒÁÆÁ �) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÌÓÑ �ÉËÌÎÅÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ (Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ É n ÒÅÂÒÁÍÉ) ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÚÁ �1.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3. óÔÒÏÞËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÅÂÒÁÍ �1, �ÏÒÏ-ÖÄÁÀÔ L(A).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ Li+Lj , ÇÄÅ (Ci; Cj) �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ ÏÓÔÏ×ÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á, ÍÏÖÎÏ (ËÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ × �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÉÉ 2.2) �ÏÌÕÞÉÔØ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÉÄÁ Li + Lj , ÇÄÅ Ci, Cj { ÉÚÒÁÚÎÙÈ ÄÏÌÅÊ ÄÅÒÅ×Á, É ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÉÄÁ Li − Lj , ÇÄÅ Ci, Cj { ÉÚÏÄÎÏÊ ÄÏÌÉ ÄÅÒÅ×Á. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ � Ä×ÕÄÏÌÅÎ, ÍÙ ÕÖÅ �ÏÌÕÞÉÌÉ,ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÄÌÑ L(A) (ÄÏÌÉ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ



34 M. A. áî�éðï÷ÇÒÁÆÁ É ÅÇÏ ÏÓÔÏ×ÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÜÔÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ). åÓÌÉ � ÎÅ Ä×ÕÄÏÌÅÎ,ÔÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ × �1 ÅÓÔØ ÎÅÞÅÔÎÙÊ �ÉËÌ, ÍÙ É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÅÍ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.3 (�ÏÌÕÞÉ× ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ A′0 ÍÁÔÒÉ�Õ, ÓÔÒÏËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÔØ ÓÔÒÏËÉ A, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÅÂÒÁÍ �1, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ (Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ) ÍÁÔÒÉ�ÕA0, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù A′0, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÅÂÒÁÍ �1.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L
ol(A′0) É L
ol(A0) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÓÔÏÌÂ�Ï×.ìÅÍÍÁ 2.4. L
ol(A′0) = L
ol(A0).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ�Ù A0 ÓÕÔØ �ÏÄÓÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ�ÙA. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅ�ÅÒØ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.3 É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉÍÁÔÒÉ�Ù ëÁÒÔÁÎÁ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.5. ðÕÓÔØ B { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ �ÏÄÍÁÔÒÉ�ÁA. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄÇÒÁÆ H , �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÒÅ-ÂÒÁÍÉ � (Ô.Å., ÅÇÏ ÒÅÂÒÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÔÏÌÂ�ÁÍ B, Á ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÕÔØ×ÅÒÛÉÎÙ �, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÅÂÅÒ; ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑÒÅÂÅÒ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ.) �ÏÇÄÁ B { ÍÁÔÒÉ�Á ëÁÒÔÁÎÁ ÄÌÑ H . ðÁÒÁ (A0;�1)ÅÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.6. ÷ÓÑËÉÊ ÍÉÎÏÒ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÅÓÔØ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÌÉ-ÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÍÉÎÏÒÏ× ÔÏÇÏ ÖÅ �ÏÒÑÄËÁ ÅÅ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Ù A0.ëÏÑÄÒÏ ÍÁÔÒÉ�Ù ëÁÒÔÁÎÁ A �ÏÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (Ô.Å, ËÏÑÄÒÏ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.2) ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÞÅÒÅÚ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-ÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ A. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 2.6, ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ó×ÅÓÔÉ ÎÅÏÂ-ÈÏÄÉÍÙÅ ÎÁÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ÇÒÁÆ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊÌÉÂÏ ÄÅÒÅ×Ï, ÌÉÂÏ Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ÏÄÎÉÍ �ÉËÌÏÍ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.üÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÍÙ É ÉÚÕÞÁÅÍ ÄÁÌØÛÅ.3. òÁÎÇ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù ëÁÒÔÁÎÁðÕÓÔØ A { ÍÁÔÒÉ�Á ëÁÒÔÁÎÁ ÇÒÁÆÁ âÒÁÕÜÒÁ. éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.3ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÉÎÏÒ m-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù A ÒÁ×ÅÎ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÓÔÅ�ÅÎÉ m ÏÔ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ.ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÅ�ÅÎØ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �Ï ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÅ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ 1.



ó�òõë�õòá ó�áâéìøîïê çòõððù çòï�åîäéëá 35ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1. ÷ÓÑËÉÊ ÍÉÎÏÒ l-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ 
i1i2:::il li1 li2 : : : lil , ÇÄÅi1; i2; : : : ; il { �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÍ. [1℄.éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÍÉÎÏÒÁÍÉ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù A ÍÏÖÎÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ × ËÏÌØ�ÅRk = Z[l1; l2; : : : ; lk℄=〈l21; l22; : : : ; l2k〉;ÇÄÅ k { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ �. �ÁË ÍÙ É ÂÕÄÅÍ �ÏÓÔÕ�ÁÔØ. ðÒÉp < q ËÏÌØ�Ï Rp ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÏÄËÏÌØ�Ï Rq.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.2. éÄÅÁÌ Ir ËÏÌØ�Á Rk, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ×ÓÅÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉr-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÉÄÅÁÌÅ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ×ÓÅ×ÏÚ-ÍÏÖÎÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ li1 li2 : : : lir , ÇÄÅ 1 ≤ i1 < i2 < · · · <ir ≤ k { �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ×ÙÞÉÓÌÅÎ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù ëÁÒÔÁÎÁ Ó×ÑÚÎÏÇÏ�ÏÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó k ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ É n ÒÅÂÒÁÍÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ k ≤n+1, ÔÁË ËÁË Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó n+1 ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n ÒÅÂÅÒ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3. (1) ðÕÓÔØ n > k. �ÏÇÄÁ det(A) = 0;(2) �ÒÉ n = k ÉÍÅÅÍ det(A) = 
l1l2 : : : lk, ÇÄÅ 
 { �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÒÁ×ÎÁÑ0 ÉÌÉ 4 × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÎÅÞÅÔÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÏÇÏ �ÉËÌÁ × ÇÒÁÆÅ � (Ô.Å. ÎÁÌÉÞÉÑ ÉÌÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÓÔÉ);(3) �ÒÉ k = n+ 1 ÉÍÅÅÍdet(A) = l1l2 : : : lk ( 1l1 + 1l2 + · · ·+ 1lk) :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÍ. [1℄.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.4. åÓÌÉ ÇÒÁÆ âÒÁÕÜÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÍ, ÔÏ ÒÁÎÇÍÁÔÒÉ�Ù ëÁÒÔÁÎÁ ÒÁ×ÅÎ k − 1; × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÒÁ×ÅÎ k.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÍ. [1℄.4. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÉÎÏÒÏ×: Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊóÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 2.6, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-ÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ (ÍÁÔÒÉ�Ù ëÁÒÔÁÎÁ) �ÏÍÅÞÅÎÎÏÇÏ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ,



36 M. A. áî�éðï÷ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÄÌÑ ÅÇÏ ÏÓÔÏ×ÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á. óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ �Ï ÞÉÓÌÕ ×ÅÒÛÉÎ × ÄÅÒÅ×Å.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÄÅÒÅ×Á �1, �2 
 n − 1 É n ÒÅÂÒÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏÔÁËÉÅ, ÞÔÏ �2 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ �1 ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÉÓÑÞÅÊ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ (Ó ÎÏÍÅÒÏÍ n + 1). ðÕÓÔØ A1, A2 { ÉÈ ÍÁÔÒÉ�Ù ëÁÒÔÁÎÁ. ÷ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ A1 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ A2 ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÅÍ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂ�Á,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ e. ðÒÅÄ�Ï-ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ 1; 2; : : : ; n+ 1 { ÎÏÍÅÒÁ ×ÅÒÛÉÎ �2, �ÒÉÞÅÍ n + 1 { ÎÏÍÅÒÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ × �1 ×ÅÒÛÉÎÙ, n { ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÓÍÅÖÎÏÊ Ó ÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ.ðÕÓÔØ I(1)r , I(2)r { ÉÄÅÁÌÙ ËÏÌÅ� Rn É Rn+1, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ×ÓÅÍÉ ÍÉÎÏ-ÒÁÍÉ r-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉ� A1 É A2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ìÅÍÍÁ 4.1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ r < n − 1ÉÄÅÁÌ I(1)r ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÉÄÅÁÌÏÍ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ li1 li2 : : : lir , ÇÄÅ i1 < i2 < · · · < ir ≤ n { �Ï�ÁÒÎÏÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ r < n − 2 ÉÄÅÁÌI(2)r+1 ÔÁËÖÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÉÄÅÁÌÏÍ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ li1 li2 : : : lir+1 , ÇÄÅ i1 < i2 < · · · < ir+1 ≤ n + 1 {�Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ r < n − 2. ðÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 3.2, ÉÄÅÁÌI(2)r+1 ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÉÄÅÁÌÅ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ×. äÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÉÎÏÒ r-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ M ÍÁÔÒÉ�Ù A1;�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ M = xlk + y, ÇÄÅ x; y ∈ Rk−1. äÏÂÁ×ÉÍ Ë ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Å ÓÔÒÏËÕ É ÓÔÏÌÂÅ�, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ e; ÎÁÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÓÔÏÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ lk + lk+1, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÄÏÂÁ×ÌÅÎ-ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ ÌÉÂÏ 0, ÌÉÂÏ lk. �ÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ l2k = 0,�ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÍÉÎÏÒ ÒÁ×ÅÎ(lk + lk+1)(xlk + y) = lky + lk+1M ∈ I(2)r+1:ðÏÓËÏÌØËÕ r+1 < n−1, ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ lky ∈ I(1)r+1 ∈I(2)r+1 (ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÍÏÎÏÍÏ× ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ×ÉÄÁ), ÚÎÁÞÉÔ, lk+1M ∈ I(2)r+1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÉÎÏÒÁ r-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉ�ÙA1. úÎÁÞÉÔ, �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÌÀÂÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÉÄÁ lk+1li1 li2 : : : lir ∈I(2)r+1 É ÌÀÂÏÅ ÔÁËÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ lk+1, ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ ×I(2)r+1 �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ (Ô.Ë. r + 1 < n− 1).äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÄÌÑ r = n− 2 ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏ-ÂÉÔÓÑ ÔÏÞÎÅÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÉÎÏÒÙ.



ó�òõë�õòá ó�áâéìøîïê çòõððù çòï�åîäéëá 37ìÅÍÍÁ 4.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ A3, �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÉÚ A2 ÕÄÁÌÅÎÉÅÍÓÔÏÌÂ�Á, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÒÅÂÒÕ e É ÓÔÒÏÞËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÒÅ-ÂÒÕ e1 6= e. �ÏÇÄÁ
| det(A3)| = l1l2 : : : lk ( 1li1 + 1li2 + · · ·+ 1lis) ;ÇÄÅ i1; i2; : : : ; is { ÎÏÍÅÒÁ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ó×ÑÚÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ,ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈÓÑ �ÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÉÚ ÇÒÁÆÁ �1 ÒÅÂÒÁ e1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Cn = Cj1 ; Cj2 ; : : : ; Cjm { ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ �ÕÔØ× ÄÅÒÅ×Å ÍÅÖÄÕ Cn É ×ÅÒÛÉÎÏÊ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÊ e. ðÒÉÂÁ×ÉÍ Ë ÓÔÒÏÞËÅA3, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ e (× ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ ln,Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ { ÎÕÌÀ), ÓÔÒÏËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÅÂÒÁÍ Cj2Cj3 ; : : :ÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ. úÁÔÅÍ ×ÙÞÔÅÍ ÉÚ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ ÓÔÏÌÂ�Á ÓÔÒÏËÉ, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÅÂÒÁÍ Cj1Cj2 ; Cj3Cj4 ; : : : ÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �Ï-ÌÕÞÉÔÓÑ ÓÔÒÏËÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ ljm , ÌÉÂÏ×ÓÅ ÒÁ×ÎÙ −ljm (× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ �ÕÔÉ); ×Ï ×ÔÏÒÏÍÓÌÕÞÁÅ �ÏÍÅÎÑÅÍ ÚÎÁË �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ ÓÔÏÌÂ�Á.ðÕÓÔØ i1; i2; : : : ; is { ÎÏÍÅÒÁ ×ÅÒÛÉÎ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ �3 ÇÒÁÆÁ�1 \ {e1}, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ Cjm , e2; e3; : : : ; es { ÒÅÂÒÁ ÜÔÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ.�ÁË ËÁË ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÜÔÉÍ ÒÅÂÒÁÍ,ÓÏ ÓÔÒÏËÁÍÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÒÅÂÒÁÍ (×ËÌÀÞÁÑ ÒÅÂÒÏe1) ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉ×ÛÁÑÓÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÉÍÅÅÔ ÂÌÏÞÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÂÌÏËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ ëÁÒÔÁÎÁ: ÏÄÉÎ {ÄÌÑ �3 Ó ÕÎÁÓÌÅÄÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ, Á ÄÒÕÇÏÊ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ, �ÏÌÕ-ÞÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �1 \ {e1} ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ×ÉÓÑÞÅÊ (ÉÎ-�ÉÄÅÎÔÎÏÊ Cjm) ×ÅÒÛÉÎÙ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 0. ðÒÉÍÅÎÉ× Ë ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3 É �ÅÒÅÍÎÏÖÉ× ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.3. éÄÅÁÌ I(1;5)n−1 , �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÉÎÏÒÁÍÉ n − 1-ÇÏ �Ï-ÒÑÄËÁ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÍÉÓÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�Ù A2 ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÓÔÒÏÞËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÒÅÂÒÕ e É ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÉÄÅÁÌÏÍ, �Ï-ÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ li1 li2 : : : lin−1 , ÇÄÅi1 < i2 < · · · < in−1 ≤ n { �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ i1; i2; : : : ; is { ÎÏÍÅÒÁ ×ÓÅÈ ×ÅÒ-ÛÉÎ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÇÒÁÆ �1 ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ�ÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÅÂÒÁ, ÔÏl1l2 : : : lk ( 1li1 + 1li2 + · · ·+ 1lis ) ∈ I(1;5)n−1 :



38 M. A. áî�éðï÷üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4.2 É ÔÏÇÏ, ÞÔÏl1l2 : : : lk ( 1l1 + 1l2 + · · ·+ 1lk) = det(A1) ∈ I(1;5)n−1 : (1)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ i É �ÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ 4.2ËÏ ×ÓÅÍ ÒÅÂÒÁÍ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÍ i É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍ, ÎÅÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ i. ÷ÙÞÉÔÁÑ ÓÕÍÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ (1),�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ l1l2:::lnli ∈ I(1;5)n−1 �ÒÉ ÌÀÂÏÍ i = 1; : : : ; n.ìÅÍÍÁ 4.4. ÷ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÌÅÍÍÙ 4.1 ÉÄÅÁÌ I(2)n−1 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÉÄÅ-ÁÌÏÍ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ li1 : : : lin−1 ,ÇÄÅ i1 < i2 < · · · < in−1 ≤ n+ 1 { �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÎÏ×Ø, ËÁË É × ÌÅÍÍÅ 4.1, ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÌÉÛØÏÄÎÏ ÉÚ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ. ëÁË É × ÌÅÍÍÅ 4.1, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÉÎÏÒÁ (ÔÅ-�ÅÒØ n − 2-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ) M = xlk + y; x; y ∈ Rk−1 ÍÁÔÒÉ�Ù A1 ÉÍÅÅÍlky+ lk+1M ∈ I(2)n−1. ïÔÓÀÄÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ l1l2:::lnlilj × ×ÉÄÅËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÍÉÎÏÒÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù A1 (ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ i < j < n), �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ l1l2:::lnln+1lilj ∈ I(2)n−1, Ô.Å. ×ÓÑËÉÊ ÍÏÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ n − 1, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÉ ln, É ln+1, ÌÅÖÉÔ × I(2)n−1. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ l1l2:::lnli × ×ÉÄÅËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÍÉÎÏÒÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù A1 (ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i < n), �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏl1l2:::ln−1(ln+ln+1)li ∈ I(2)n−1.îÏ �Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 4.3 ÉÍÅÅÍl1l2 : : : ln−1lnli ∈ I(1;5)n−1 ⊂ I(2)n−1;ÚÎÁÞÉÔ É l1l2 : : : ln−1ln+1li ∈ I(1;5)n−1 ⊂ I(2)n−1;l1l2 : : : ln−1 ∈ I(1;5)n−1 ⊂ I(2)n−1{ ÔÁËÖÅ �Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 4.3. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏ ×ÓÅ ÍÏ-ÎÏÍÙ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × I(2)n−1.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.5. ðÕÓÔØ � { �ÏÍÅÞÅÎÎÙÊ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó k ×ÅÒÛÉ-ÎÁÍÉ É n ÒÅÂÒÁÍÉ, dr = dr(A) { ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÉÎÏÒÏ×r-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉ�Ù ëÁÒÔÁÎÁ A ÇÒÁÆÁ �. �ÏÇÄÁ



ó�òõë�õòá ó�áâéìøîïê çòõððù çòï�åîäéëá 39(1) ðÒÉ r < k − 1 dr ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁli1 li2 : : : lir , ÇÄÅ i1 < i2 < · · · < ir { �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ.(2) ðÒÉ r = k − 1 dr = l1l2 : : : lk( 1l1 + 1l2 + · · ·+ 1lk ).(3) ðÒÉ r > k − 1 dr = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 2.6 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ rÉÍÅÅÍ dr(A) = dr(A0), ÇÄÅ A0 { ÍÁÔÒÉ�Á ëÁÒÔÁÎÁ ÏÓÔÏ×ÎÏÇÏ ÄÅ-ÒÅ×Á ÇÒÁÆÁ �. �ÁË ËÁË ÅÅ �ÏÒÑÄÏË ÒÁ×ÅÎ k − 1, ÔÏ �ÒÉ r > k − 1dr = 0. ðÒÉ r = k − 1 ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÉÎÏÒ r-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÒÁ×ÅÎdet(A0) = l1l2 : : : lk( 1l1 + 1l2 + · · ·+ 1lk ) �Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.3. ðÅÒ×ÏÅ ÖÅ ÉÚÔÒÅÂÕÅÍÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ (ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÄÅÒÅ×Á) ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑÉÚ ÌÅÍÍ 4.1 É 4.2 Ó �ÏÍÏÝØÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ �Ï k.5. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÉÎÏÒÏ×: �ÉËÌ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ � { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ (Ó×ÑÚÎÙÊ) ÇÒÁÆ Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ Én ÒÅÂÒÁÍÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÍÉÎÏÒ �ÏÒÑÄËÁ n− 1ÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�Ù ëÁÒÔÁÎÁ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ëÁÒÔÁÎÁ ÄÅÒÅ×Á, �ÏÌÕ-ÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÒÅÂÒÁ. ïÔÓÀÄÁ × ÓÉÌÕÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 4.5 �ÏÌÕÞÁÅÍðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.1. ðÕÓÔØ k ≤ n−2. éÄÅÁÌ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÉÎÏÒÁÍÉ�ÏÒÑÄËÁ k ÍÁÔÒÉ�Ù ëÁÒÔÁÎÁ n-×ÅÒÛÉÎÎÏÇÏ �ÉËÌÁ, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÉÄÅÁ-ÌÏÍ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ×ÓÅÍÉ k-�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ×ÅÒÛÉÎ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÉËÌ × � ÉÍÅÅÔ ÎÅÞÅÔÎÕÀÄÌÉÎÕ. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÍÉÎÏÒÙ n− 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A.ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ � { ÇÒÁÆ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ �ÉËÌÏÍ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. åÇÏÍÁÔÒÉ�Á ëÁÒÔÁÎÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄA = 






li1 + li2 li2 0 : : : : : : 0 li1li2 li2 + li3 li3 0 : : : : : : 00 li3 li3 + li4 li4 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 : : : : : : 0 lin−1 lin−1 + lin linli1 0 : : : : : : 0 lin lin + li1  :âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ li �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ (Ô.Å., ÉÎÄÅËÓÙÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ n).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.2. ðÕÓÔØ Aij { ÍÁÔÒÉ�Á, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ A ×ÙËÉÄÙ-×ÁÎÉÅÍ i-ÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ É j-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á. �ÏÇÄÁdet(Aij) = l1l2 : : : ln( ∑r=i+1;:::;j 1lir −
∑r=j+1;:::;i 1lir ): (∗)



40 M. A. áî�éðï÷äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ \�ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ" ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÍÁÔÒÉ�Ù AÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ i = 1. íÁÔÒÉ�Á A1i ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (B1 B2B3 B4 ),ÇÄÅB1 = 




li2 li2 + li3 li3 0 : : : 00 li3 li3 + li4 li4 0 : : :: : : : : : : : : : : : : : : : : :: : : : : : 0 lik−2 lik−2 + lik−1 lik−1: : : : : : : : : 0 lik−1 lik−1 + lik: : : : : : : : : : : : 0 lik














;
B2 =  0 : : : : : : 00 : : : : : : 0: : : : : : : : : : : :lik+2 0 : : : 0  ;B3 =  0 : : : : : : lik+20 : : : : : : 0: : : : : : : : : : : :li1 0 : : : 0 




;B4 =



lik+1+lik+2 lik+2 0 ::: ::: ::: 0lik+2 lik+2+lik+3 lik+3 0 ::: ::: 00 lik+3 lik+3+lik+4 lik+4 0 ::: 0::: ::: ::: ::: ::: ::: :::0 ::: ::: 0 lin−1 lin−1+lin lin0 0 ::: ::: 0 lin lin+li1  :ðÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.1, × ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÜÔÏÊÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅ ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÌÉÛØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ×ÉÄÁ ±
∏nj=1 ljlk ,ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ �ÏÎÑÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÉ Ó ËÁËÉÍ ÚÎÁËÏÍ ÏÎÏ ×ÈÏÄÉÔ × ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÓÕÍÍÕ.åÓÌÉ k = 1, ÔÏ ÉÚ 1-ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÌÉÛØ ÜÌÅÍÅÎÔ l2 ÉÄÁÌÅÅ ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ \ÌÁÄÅÊÎÁÑ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ"× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÌÅÔÏË ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (�ÒÉ ËÁÖÄÏÍ s ÉÚ s-ÇÏÓÔÏÌÂ�Á ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ls+1). �Ï ÖÅ ÓÁÍÏÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÄÌÑ ×ÓÅÈ k = i + 1; i + 2; : : : n, ÎÏ �ÒÉ s < k − 1 ÉÚ s-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÜÔÏÊÍÁÔÒÉ�Ù ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ls+1, Á �ÒÉ s ≥ k − 1 { �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀls+2; ×ÓÅ ÜÔÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ×ÈÏÄÑÔ × Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ +. ÷ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÖÅ k = 2; : : : ; i ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ \ÌÁÄÅÊÎÁÑ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ"× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÌÅ×ÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ËÌÅÔËÉ É ÎÁÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈËÌÅÔÏË �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÉ s < k ÉÚ s-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ



ó�òõë�õòá ó�áâéìøîïê çòõððù çòï�åîäéëá 41�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ls, Á �ÒÉ s ≥ k { �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ls+1. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ �Å-ÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÅÞÅÔÎÁ (× ÓÉÌÕ ÞÅÔÎÏÓÔÉ �ÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A1j), ÔÁË ÞÔÏÔÁËÉÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ×ÈÏÄÑÔ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ.÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅJn−1 = { n
∏m=1 lm(a1l1 + · · ·+ anln ) | ai ≡ aj (mod 2) ∀i; j}:ðÕÓÔØ In−1(A) { ÉÄÅÁÌ ËÏÌØ�Á Rn, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÉÎÏÒÁÍÉ n−1-ÇÏ�ÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.3. ðÕÓÔØ A { ÍÁÔÒÉ�Á ëÁÒÔÁÎÁ �ÉËÌÁ. �ÏÇÄÁ In−1(A)= Jn−1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ×ÉÄÁ (∗),ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÌÉÛØ ÚÎÁËÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ i 2 j=n

∏j=1 ljli ∈ In−1(A):óËÌÁÄÙ×ÁÑ ×ÓÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ×ÉÄÁ (∗), × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ+ ÎÁ ÏÄÉÎ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ −, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏl1l2 : : : ln( ∑r=1;:::;n 1lir ) ∈ In−1(A):ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ Jn−1. ïÂÒÁÔÎÏÅ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ.÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ.ìÅÍÍÁ 5.4. ðÕÓÔØ A { ÍÁÔÒÉ�Á ëÁÒÔÁÎÁ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó n ×ÅÒÛÉ-ÎÁÍÉ É n ÒÅÂÒÁÍÉ, B { ÍÁÔÒÉ�Á, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÚÁÍÅÎÏÊ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÒÏËÍÁÔÒÉ�Ù A, ÉÍÅÀÝÅÊ ×ÉÄ Li + Lj (× ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ [2℄) ÎÁ ÓÔÒÏËÕ Li.�ÏÇÄÁ(1) det(B) ∈ 2Rn.(2) åÓÌÉ ÚÁÍÅÎÅÎÎÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌÁ ÒÅÂÒÕ, ÌÅÖÁÝÅÍÕ ÎÁ�ÉËÌÅ, ÔÏ det(B) = 2 i=n
∏i=1 li:



42 M. A. áî�éðï÷äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÉÚÍÅÎÅÎÎÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï-×ÁÌÁ ÒÅÂÒÕ ÎÅ ÉÚ �ÉËÌÁ, ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÌÅÍÍÙ4.2 { ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÂÌÏÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ, ÏÄÉÎ ÉÚ ÂÌÏËÏ× ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØÍÁÔÒÉ�Á ëÁÒÔÁÎÁ ÇÒÁÆÁ Ó l ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ É l ÒÅÂÒÁÍÉ; ÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ 2Rn (�Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.3). ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÉÚÍÅÎÅÎÎÏÅÒÅÂÒÏ ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÉËÌÅ, ÄÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �ÏÞÉÓÌÕ ×ÅÒÛÉÎ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ �ÉËÌÅ.âÁÚÁ ÉÎÄÕË�ÉÉ: ÅÓÌÉ ÔÁËÏ×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÎÅÔ, Ô.Å. ÇÒÁÆ ÅÓÔØ �ÉËÌ,ÓÒÁ×ÎÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ B 
 ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ëÁÒÔÁÎÁ ÜÔÏÇÏ �ÉËÌÁ. ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÅ ÍÏÎÏÍÙ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ�Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ×ÚÁÉÍÎÏ ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÔÓÑ, É ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÓ×ÅÄÕÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ l1l2 : : : lm ÂÕÄÅÔ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ × ÜÔÏÊÓÕÍÍÅ ÎÅ ÞÅÔÙÒÅÖÄÙ, Á Ä×ÁÖÄÙ { ÏÂÁ ÒÁÚÁ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ +.éÎÄÕË�ÉÏÎÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Ù ëÁÒÔÁÎÁ A1, A2 ÇÒÁ-ÆÏ×, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ ×ÉÓÑÞÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ Ck+1, ÓÍÅÖÎÕÀ Ó ×ÅÒ-ÛÉÎÏÊ Ck; B1; B2 { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÚÍÅÎÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù.ðÕÓÔØ det(B1) = 2l1l2 : : : lk ÔÏÇÄÁ (ÓÒ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 4.1)det(B2) = (lk + lk+1)2l1l2 : : : lk = 2l1l2 : : : lklk+1 ∈ 2Rn:�Ï ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÏÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.5. ðÕÓÔØ A { ÍÁÔÒÉ�Á ëÁÒÔÁÎÁ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÎÅÄ×ÕÄÏÌØ-ÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ É n ÒÅÂÒÁÍÉ. �ÏÇÄÁ In−1(A) ⊃ Jn−1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 5.3, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍ �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ Ë ÇÒÁÆÕ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉC1; : : : ; Ck ×ÉÓÑÞÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Ck+1 ËÒÁÔÎÏÓÔÉ lk+1, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó Ck ÒÅ-ÂÒÏÍ e. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÙËÉÄÙ×ÁÑ ÉÚ ÂÏÌØÛÅÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A2 ÓÔÒÏÞËÕÉ ÓÔÏÌÂÅ�, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÎÁ �ÉËÌÅ, ÍÙ �Ï-ÌÕÞÉÍ ÍÉÎÏÒ, ÒÁ×ÎÙÊl1l2 : : : ln( ∑r=1;:::;n 1lir ) ∈ In−1(A)(× ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.3). äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ 2∏ j=kj=1 ljli �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÍÉÎÏÒÏ× ÍÅÎØÛÅÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ëÁÒÔÁÎÁ, ÔÏ, ÄÏÂÁ×É× Ë ËÁ-ÖÄÏÊ ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÏÄÍÁÔÒÉ� ÓÔÒÏËÕ É ÓÔÏÌÂÅ�, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÅ e, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÍÉÎÏÒÙ ÂÏÌØÛÅÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ëÁÒÔÁÎÁ, ÎÅËÏÔÏÒÁÑ



ó�òõë�õòá ó�áâéìøîïê çòõððù çòï�åîäéëá 43ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 4.1)(lk + lk+1)2∏j=kj=1 ljli = lk+1 2∏j=kj=1 ljli = 2∏j=k+1j=1 ljli× ÓÌÕÞÁÅ i 6= k É(lk + lk+1)2∏j=kj=1 ljlk = 2 j=k+1
∏j=1 lj ( 1lk + 1lk+1)�ÒÉ i = k.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÉÎÏÒ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉÅÍ�ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á É ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÓÔÒÏËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÌÅÖÁ-ÝÅÍÕ ÎÁ �ÉËÌÅ ÒÅÂÒÕ. �ÏÞÎÏ ÔÁËÉÍÉ ÖÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ, ÞÔÏ É × ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 4.2, �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÍÁÔÒÉ�Õ Ë ×ÉÄÕ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÍÕ × ÆÏÒÍÕ-ÌÉÒÏ×ËÅ ÌÅÍÍÙ 5.4. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÊÍÉÎÏÒ ÒÁ×ÅÎ 2 j=k

∏j=1 lj = 2∏j=k+1j=1 ljlk ∈ Ik(A2);ÚÎÁÞÉÔ, É 2∏j=k+1j=1 ljlk+1 ∈ Ik(A2):éÔÁË, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÉÄÅÁÌÁ Jk, Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ × ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 5.3, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Ik(A2).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.6. ðÕÓÔØ A { ÍÁÔÒÉ�Á ëÁÒÔÁÎÁ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÎÅÄ×ÕÄÏÌØ-ÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ É n ÒÅÂÒÁÍÉ. �ÏÇÄÁIn−1(A) = Jn−1:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ In−1(A) ⊂ Jn−1. ñÓÎÏ(ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.1), ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ In−1(A) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ× ×ÉÄÅ n
∏m=1 lm(a1l1 + · · ·+ anln );ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÙ ai ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÞÅÔÎÏÓÔØ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ



44 M. A. áî�éðï÷�ÉËÌÏÍ, ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ × ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 5.3; ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÅ-ÂÕÅÍÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÉÓÑÞÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ.ðÕÓÔØ A1, A2 { ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ×ÉÄÁ, ÍÁÔÒÉ�Á A2 �ÏÌÕ-ÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�Ù A1 n-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÎÏ×ÙÈ { �ÏÓÌÅÄÎÉÈ{ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂ�Á (�ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏ×ÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ln+1).ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù A1 ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÉÎÏÒ M n-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A2.óÌÕÞÁÊ 1. M �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ A2 ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÓÔÒÏËÉ ÉÓÔÏÌÂ�Á. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÉÎÏÒ ÒÁ×ÅÎdet(A1) = 4 i=n
∏i=1 li ∈ 2Rn ⊂ Jn:óÌÕÞÁÊ 2. ÷ÙËÉÎÕÔÙ ÎÅ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ É ÎÅ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÔÏÌÂÅ�.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÉÎÏÒ ÒÁ×ÅÎ(lk + lk+1)(xlk + y) = lky + lk+1M1 ∈ I2r+1;ÇÄÅ M1 = n

∏m=1 lm(b1l1 + · · ·+ bnln ){ ÍÉÎÏÒ n − 1-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ × A2. ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÓÕÍÍÅ,�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ M1, ×ÓÅ n ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÉÍÅÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÞÅÔÎÏÓÔØ,ÔÏ É × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÕÍÍÅ ÄÌÑ M ×ÓÅ n + 1 ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÉÍÅÀÔÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ (ÔÕ ÖÅ) ÞÅÔÎÏÓÔØ.óÌÕÞÁÊ 3. ÷ÙËÉÎÕÔ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÔÏÌÂÅ� É ÎÅ�ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÔÒÏÞËÁ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù A2. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÉÍÉ ÖÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ, ÞÔÏ É × ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 4.2, �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÍÁÔÒÉ�Õ Ë ×ÉÄÕ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÍÕ × ÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÌÅÍÍÙ 5.4. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÊÍÉÎÏÒ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ 2Rn ⊂ Jn.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.7. ðÕÓÔØ � { ÎÅÄ×ÕÄÏÌØÎÙÊ �ÏÍÅÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó k ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ É n ÒÅÂÒÁÍÉ, dr = dr(A) { ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÉ-ÎÏÒÏ× r-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉ�Ù ëÁÒÔÁÎÁ A ÇÒÁÆÁ �. �ÏÇÄÁ(1) ðÒÉ r < k − 1 dr ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁli1 li2 : : : lir , ÇÄÅ i1 < i2 < · · · < ir { �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ.



ó�òõë�õòá ó�áâéìøîïê çòõððù çòï�åîäéëá 45(2) ðÒÉ r = k − 1 dr ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ2li1 li2 :::likli , ÇÄÅ 1 ≤ i ≤ k, É ÞÉÓÌÁ l1l2 : : : lk( 1l1 + 1l2 + · · ·+ 1lk ).(3) ðÒÉ r = k dr = 4l1l2 : : : lk.(4) ðÒÉ r > k dr = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÏËÁÚÁÎÏ × �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÉÉ 5.1, ÔÒÅÔØÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 2.5 É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.3, ÞÅ-Ô×ÅÒÔÏÅ { ÉÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 2.5. ÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÌÏ-ÖÅÎÉÑ 5.6. 6. óÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÒÕ��Ù çÒÏÔÅÎÄÉËÁðÕÓÔØ � { ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ SB-ÁÌÇÅÂÒÁ, � { ÅÅ �ÏÍÅ-ÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ âÒÁÕÜÒÁ, k { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï A-�ÉËÌÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ �, n { ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ × ÅÅ ËÏÌÞÁÎÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ l1; : : : ; lk { ËÒÁÔÎÏÓÔÉA-�ÉËÌÏ×, ÞÅÒÅÚ p1; p2; : : : ; pr { ×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÞÉÓÅÌ l1; : : : ; lk,É �ÕÓÔØ 0 ≤ ai;1 ≤ ai;2 ≤ · · · ≤ ai;k { pi-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ �ÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÞÉÓÅÌl1; l2; : : : ; lk, Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ �Ï ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ × ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉ-ÎÁÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÎÅÞÎÏ�ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù K0(stmod (�)).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Kp p-ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ K0(stmod (�)). ðÕÓÔØ ai { pi-ÁÄÉÞÅÓËÉÊ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ l1l2 : : : lk( 1l1 + 1l2 + · · ·+ 1lk ); ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏai ≥∑k−1j=1 ai;j .�ÅÏÒÅÍÁ 6.1. ÷ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ(1) ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÒÁÎÇ ÇÒÕ��Ù K0(stmod (�)) ÒÁ×ÅÎ n−k × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÄ-×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ � É n− k + 1 × ÓÌÕÞÁÅ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ �.(2) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ � Ä×ÕÄÏÌÅÎ. �ÏÇÄÁKpi ∼= ⊕k−2j=1Z=pai;ji Z ⊕ Z=pai−∑k−2j=1 ai;ji Z:(3) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ � ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÍ É pi ÎÅÞÅÔÎÏ. �ÏÇÄÁKpi ∼=⊕k−2j=1 Z=pai;ji Z ⊕ Z=pmin{ai;∑k−1j=1 ai;j}−∑k−2j=1 ai;ji Z

⊕ Z=p∑kj=1 ai;j−min{ai;∑k−1j=1 ai;j}i Z:(4) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ � ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÍ É pi = 2 �ÒÉ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÍ i. �ÏÇÄÁK2 ∼=⊕k−2j=1 Z=2ai;jZ ⊕ Z=2min{ai;∑k−1j=1 ai;j+1}−ai;k−2Z
⊕ Z=2ai;k+2−min{ai;∑k−1j=1 ai;j+1}Z:



46 M. A. áî�éðï÷(òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ × ÕËÁÚÁÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÍÏ-ÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ.)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. üÔÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 3.4.2{4. îÁÂÏÒ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ Kp ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ir = drdr−1 , ÇÄÅ dr { ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÉÎÏÒÏ×r-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉ�Ù ëÁÒÔÁÎÁ ÇÒÁÆÁ �. üÔÉ ÞÉÓÌÁ dr ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑÈ 4.5 É 5.7; ÏÓÔÁÌÏÓØ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÊ �ÏËÁÚÁÔÅÌØîïä ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ r-�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÞÉÓÅÌ l1; l2; : : : ; lk ÅÓÔØ ai;1+ai;2+
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