
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 365, 2009 Ç.á. ó. áÎÁÎØÅ×ÓËÉÊ, î. á. ÷Á×ÉÌÏ×, ó. ó. óÉÎÞÕËïâ ïðéóáîéé îáäçòõðð E(m;R) ⊗ E(n;R)
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ úÅÎÏÎÁ âÏÒÅ×ÉÞÁ É ×ÔÏÒÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ [3, 4℄, Ï�ÉÓÁÎÙ �ÏÄ-ÇÒÕ��Ù �ÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕ��Ù GL(n;R) ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ-�ÏÍ R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ��E(n1; R)⊕ : : :⊕ E(nt; R) 6 H 6 GL(n;R);ÇÄÅ n = n1 + : : : + nt. ðÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÚÄÅÓØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÒÑ-ÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕ��. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÇÏ×ÙÛÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈÍÁÔÒÉ� ×ÉÄÁx1 ⊕ : : :⊕ xt = diag(x1; : : : ; xt); xi ∈ E(ni; R):÷ ÒÁÂÏÔÅ [4℄ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÔÁËÉÈ �ÏÄÇÒÕ�� H �ÏÌÕÞÅÎÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅni > 3. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÜÔÏ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ �ÅÒÅÄÏËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ ÉÏÂÏÂÝÁÌÏÓØ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × V-Ê ÇÌÁ×Å ÄÉÓÓÅÒÔÁ�ÉÉ ×ÔÏÒÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ [5℄ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ��.ó ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÒÅÞØ ÚÄÅÓØ ÉÄÅÔ ÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÉ ÎÁÄÇÒÕ��subsystem subgroups.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ �ÏÌÕÞÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ �ÏÄÇÒÕ�� H �ÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕ��Ù GL(n;R) ÎÁÄËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ��E(n1; R)⊗ : : :⊗ E(nt; R) 6 H 6 GL(n;R);ÇÄÅ n = n1 : : : nt. ëÁË É ×ÙÛÅ, ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÚÄÅÓØ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕ��. éÎÙÍÉ ÓÌÏ-×ÁÍÉ, ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ H ⊗G ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÒÏ-ÎÅËÅÒÏ×ÓËÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ x⊗ y, ÇÄÅ x ∈ H , y ∈ G.òÁÂÏÔÁ ×ÔÏÒÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ ÂÙÌÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ îû-8464.2006.1 É �ÒÏÅËÔÏÍòææé 08-01-00756, 09-01-00762, 09-01-00784, 09-01-00878, 09-01-91333, Á ÔÁËÖÅ EP-SRC EP/D03695X/1 (�rst grant s
heme òÕÚÂÉ èÁÚÒÁÔÁ × ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ âÅÌÆÁÓÔÁ)É SFB-701 �ÒÉ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ âÉÌÅÆÅÌØÄÁ .5



6 á. ó. áîáîøå÷óëéê, î. á. ÷á÷éìï÷, ó. ó. óéîþõë�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÏÌÕÞÉÔØ ÄÌÑ ÎÁÄÇÒÕ�� tensored sub-groups ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÉ ÎÁÄÇÒÕ��subsystem subgroups. éÚ ÏÂÝÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏÏÂÏÂÝÅÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÙÓÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÒÁ×ÄÏ�ÏÄÏÂÎÏÊ É ÏÔ-ÍÅÞÁÌÁÓØ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × [37, 39, 40℄.îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÒÁÂÏÔÅ [40℄ ÜÔÏ ÁÒÔÉËÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:\there is no doubt, that : : : one 
an obtain analogous results for an ar-bitrary 
ommutative ring R and arbitrary number of fa
tors t under as-sumption n1; : : : ; nt > 3." ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÜËÓ-ÔÒÁ×ÁÇÁÎÔÎÏÅ ÚÁÑ×ÌÅÎÉÅ: \The answer involves ideals of R and is similarto, but easier than, that for the 
ase of subsystem subgroups."ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅ� ÎÅÔ ÎÉËÁËÉÈÛÁÎÓÏ× ÏÓÌÁÂÉÔØ ÚÄÅÓØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ni > 3. ëÏÎÅÞÎÏÊ �ÅÌØÀ �ÌÁÎÉ-ÒÕÅÍÏÇÏ ÎÁÍÉ �ÉËÌÁ ÒÁÂÏÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÔÁËÉÈ �ÏÄÇÒÕ���ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ. îÁÓËÏÌØËÏ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÎÁ ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÉÊÍÏÍÅÎÔ ÜÔÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÅ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÁÖÅ × ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÑ.ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ Maximal Subgroup Classi�
ation Proje
t [24℄, ÜÔÏ ×ÔÏÞÎÏÓÔÉ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÎÁÄÇÒÕ�� ÄÌÑ ÇÒÕ�� ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× áÛÂÁÈÅÒÁ C4+C7.íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÁÖÅ �ÙÔÁÔØÓÑ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ÚÄÅÓØ ÜÔÏÔ ÏÂÝÉÊ ËÏÎÔÅËÓÔ,Á ÏÔÏÛÌÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÑ Ë ÏÂÚÏÒÁÍ [40℄ É [13℄, ÇÄÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÓÏÔÎÉÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÓÓÙÌÏË.åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÎÁÍ ÚÁËÏÎÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÌÕÞÅÎ ìÉûÁÎÞÖÙ [30{33℄, ËÏÔÏÒÙÊ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÎÁÄÇÒÕ��Ù E(m;K) ⊗ E(n;K)× ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÑ R = K, × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ m;n > 2. ïÄÎÁËÏ, × ÓÌÕÞÁÅ,ËÏÇÄÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ m ÉÌÉ n ÒÁ×ÎÁ 2, × ÅÇÏ ÏÔ×ÅÔÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÔÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù.îÅÔ ÓÏÍÎÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÒÁÂÏÔÁ ìÉ ûÁÎÞÖÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÏ-×ÅÒÛÅÎÎÏ ×ÙÄÁÀÝÅÅÓÑ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅ. åÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÉ m 6= nÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ É ÎÅ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑÎÁ ËÏÌØ�Á. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ × ÓÌÕÞÁÅ m = n, ÅÇÏÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÆÅÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ,�ÒÏÓÌÅÄÉÔØ ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ. óÁÍ ìÉ ûÁÎÞÖÙ ÇÏ×ÏÒÉÌ ÎÁÍ,ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÁÍÙÊ ÔÒÕÄÎÙÊ �ÉËÌ ÅÇÏ ÓÔÁÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÌ ÄÁÖÅÂÏÌØÛÅ ÒÁÂÏÔÙ, ÞÅÍ ÅÇÏ ÓÔÁÔØÉ �Ï Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÎÁÄÇÒÕ�� ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ áÛ-ÂÁÈÅÒÁ C3. íÎÏÇÉÅ ÄÅÔÁÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÙ ÔÏÌØËÏ × ËÎÉÇÅ[33℄, ÎÏ ÅÓÌÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÒÕÄÎÏ �ÏÎÑÔØ, ÔÏ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏÏÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ �Ï-ËÉÔÁÊÓËÉ.÷ �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ ÎÁÄ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ,ÞÔÏ É ÄÌÑ ËÏÌÅ� × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÅÒ×ÏÇÏ ÛÁÇÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÓ-



ï îáäçòõððáè E(m;R) ⊗E(n;R) 7ÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ t = 2, Á ÉÍÅÎÎÏ, ËÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ �ÏÄÇÒÕ��Ù HÔÁËÉÅ, ÞÔÏ E(m;R)⊗ E(n;R) 6 H 6 GL(mn;R);ÇÄÅ m;n > 3.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ËÕÒÓÏ×ÙÈ ÒÁÂÏÔ�ÅÒ×ÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ Á×ÔÏÒÏ×, ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÙÈ �ÏÄ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÏÍ ×ÔÏÒÏÇÏÁ×ÔÏÒÁ, ÍÙ ËÁË ÒÁÚ É ÎÁÞÉÎÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ�ÅÒ×ÏÇÏ ÛÁÇÁ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÂÁÎÁÌØÎÏ ÄÁÖÅ �ÒÏÓÔÏ�ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÏÔ×ÅÔ.óÒÁÚÕ ÏÔÍÅÔÉÍ Ä×Á �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÙÈ ÏÔÌÉÞÉÑ ÓÌÕÞÁÑ ËÏÌØ�Á ÏÔ ÓÌÕ-ÞÁÑ �ÏÌÑ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ. ïÔÌÉÞÉÑ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× �ÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ.
• �ÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÇÒÕ�� ÔÏÞÅË Ä×ÕÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ��ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕ�� ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÍÅÎØÛÅ ÇÒÕ��Ù ÔÏÞÅË ÉÈ ÔÅÎ-ÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÎÁÄÇÒÕ�� E(m;R)⊗E(n;R) ÄÏÌÖÎÏ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ ÜÆÆÅËÔÙÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ��, ËÁË ÎÅÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏ×ÎÁ ÔÏÞËÁÈ [41℄, [44℄.
• ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔ×ÅÔ ÄÁÅÔÓÑ ÎÅ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÄÎÏÇÏ, ËÁË ËÁÖÅÔÓÑÉÚ ÏÂÝÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, Á × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÒÅÈ ÉÄÅÁÌÏ× ËÏÌØ�Á, Ä×Á ÉÚ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÉÇÒÁÀÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÁËÕÀ ÖÅ ÒÏÌØ, ËÁË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÆÏÒ-ÍÅÎÎÙÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ �ÒÉ Ï�ÉÓÁÎÉÉ �ÏÄÇÒÕ�� × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ��ÁÈÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ Ó ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏÊ 2.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ËÏ-ÔÏÒÙÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ËÁË Ó ÕÞÅÔÏÍ ÜÔÉÈ Ñ×ÌÅÎÉÊ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ, �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÒÁÂÏÔÁÍÉ ìÉ ûÁÎÞÖÙ [30{33℄, ÞÔÏÂÙÏÎ ÉÍÅÌ ÛÁÎÓÙ ÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕ-ÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á.÷ �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊ m = n ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÓÌÏÖÎÅÅ ÓÌÕÞÁÑ m 6= n. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ n > m + 2ÄÌÑ ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÏÂÙÞÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÔÏÌÂ�Á �ÒÉ�ÏÍÏÝÉ ÍÉÎÏÒÏ×, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ �Ï ÄÒÕÇÏÍÕ �Ï×ÏÄÕ × ÄÉÓÓÅÒÔÁ�ÉÑÈáÌÅËÓÅÑ óÔÅ�ÁÎÏ×Á É ×ÔÏÒÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ [22, 5℄. ÷ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÅÎÉÑÈ ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÉÚÌÏÖÅÎ × ÒÁÂÏÔÅ [37℄, ×ÁÒÉÁ�ÉÑ 1, Á ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ × ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÔÍÅÞÅÎÁ × [8℄.üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ n > m + 2 �ÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ìÉûÁÎÞÖÙ É ÎÅ ÉÓ�ÏÌØ-



8 á. ó. áîáîøå÷óëéê, î. á. ÷á÷éìï÷, ó. ó. óéîþõëÚÕÀÝÅÅ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÀ1. �ÏÞÎÅÅ, × ÒÁÂÏÔÁÈ [1, 2℄ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ R { ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, Á m;n > 3, �ÒÉÞÅÍ n >m+ 2. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù H ,E(m;R)⊗ E(n;R) 6 H 6 GL(mn;R);ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁÑ ÔÒÏÊËÁ (A;B;C) ÉÄÅÁÌÏ× ËÏÌØ�ÁR ÔÁËÁÑ, ÞÔÏE(m;n;R;A;B;C) 6 H 6 C(m;n;R;A;B;C):÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÌÉÛØ ××ÏÄÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ,ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ É ÎÁÍÅÞÁÅÍ ÏÂ-ÝÕÀ ÓÈÅÍÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ. äÅÔÁÌØÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÁÎÏÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈÚÄÅÓØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÚÁÎÉÍÁÀÔ ÍÎÏÇÏ ÄÅÓÑÔËÏ× ÓÔÒÁÎÉ� É �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ×[1, 2℄.íÙ Õ×ÅÒÅÎÙ, ÞÔÏ × ÂÌÉÖÁÊÛÅÅ ×ÒÅÍÑ ÎÁÍ ÕÄÁÓÔÓÑ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÕÓÌÏ-×ÉÅ × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÄÏ n 6= m. ëÏÎÅÞÎÏ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÂÏÌÅÅÏÂÝÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÄÏÌÖÎÏ Ï�ÉÒÁÔØÓÑ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ìÉûÁÎÞÖÙ [30{33℄, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ �ÏÌÑ, É ÓÁÍÙÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÀ ÄÌÑ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÊ. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ,× ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÍÙ ÎÅ ×ÉÄÉÍ ÎÉËÁËÉÈ �ÏÄÈÏÄÏ× Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÕÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ2 �ÒÉ m = n.
§2. ÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÓÅ ÏÂÓÔÏÉÔÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ ÔÁË, ËÁË ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÎÁÄÇÒÕ��ÁÈ tensoredsubgroups { ËÁË, ×�ÒÏÞÅÍ, É ÎÅÄÁ×ÎÏ ÒÅÛÅÎÎÁÑ ÷ÉËÔÏÒÏÍ ðÅÔÒÏ×ÙÍ,×ÔÏÒÙÍ Á×ÔÏÒÏÍ ÉàèÏÎÏÍ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÎÁÄÇÒÕ��ÁÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ��[9{11℄, [20, 34, 45, 46℄ { Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÊ, ÞÅÍ ÎÁÍ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌÏÓØ × ÍÏÍÅÎÔ ÎÁ�ÉÓÁÎÉÑ [39℄, × ÍÏÍÅÎÔ ÎÁ�ÉÓÁÎÉÑ [40℄ ÉÄÁÖÅ × ÍÏÍÅÎÔ ÎÁ�ÉÓÁÎÉÑ [37℄.1÷ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÊ.ïÄÎÁËÏ, ×ÓÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÎÁÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÁ Ï�ÉÒÁÀÔÓÑ, × ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊÆÏÒÍÅ, ÎÁ ×ÓÀ ÍÏÝØ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ×.2åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ÇÒÕ��Ù C(m;n;R;A;B;C) ÎÁ ÅÅ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ ×GL(mn;R).



ï îáäçòõððáè E(m;R) ⊗E(n;R) 9óÉÔÕÁ�ÉÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ �ÒÑÍÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÁ ÔÏÍÕ,ÞÔÏ ÚÁÑ×ÌÅÎÏ × ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÎÏÊ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ �ÉÔÁÔÅ ÉÚ[40℄. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÒÁÂÏÔÏÊ[4℄ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ÚÄÅÓØ Ó ÓÁÍÙÈ �ÅÒ×ÙÈ ÛÁÇÏ×.âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÁÖÅ ÍÎÏÇÉÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÎÁÍÉ ÓÌÕÞÁÑ ÔÒÅÂÕÀÔ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÔÅÈÎÉ-ÞÅÓËÏÇÏ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÑ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍÏÇÏ ÔÏÌØËÏ Ó ÔÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÙÞÎÏ�ÒÉÓÕÝÅ ÁÎÁÌÉÚÕ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÇÒÕ��, [6, 7, 15{17℄. ïÔÍÅÔÉÍ ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ.
• ðÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÇÒÕ�� ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÙÞÅÔÁ1 É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÉÈ ÎÁÄÇÒÕ�� ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔÉÚ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÇÒÕ��, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅ×ÙÍÉ �ÏÄÇÒÕ�-�ÁÍÉ. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ×ÙÞÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏÓÑ × ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÇÒÕ��, ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ, É Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÉÈ ÎÁÄÇÒÕ�� Ï�ÉÒÁÅÔÓÑÌÉÂÏ ÎÁ ×ÓÀ ÍÏÝØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ æÒÁÎ�ÅÍ �ÉÍÍÅÓÆÅÌØÄÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ ÔÅÏÒÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ �ÁÒ [38℄, ÌÉÂÏ ÎÁ ÔÒÕÄÎÙÅ É ÍÁ-ÌÏ�ÏÎÑÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ìÉ ûÁÎÞÖÙ [30{33℄.
• ìÉÎÅÊÎÙÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù,ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ, É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÉÈ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÙ, ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑÓÔÅ�ÅÎÉ ÞÅÔÙÒÅ.
• ÷ ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÇÒÕ��Á R-ÔÏÞÅË ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÓÈÅÍÙGLm⊕GLn ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó GL(m;R) ⊕ GL(n;R), ÄÌÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÊ ÜÔÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ. ðÏÄÇÒÕ��Á × GL(mn;R),ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ËÒÏÎÅËÅÒÏ×ÓËÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÍÁÔÒÉ� ÓÔÅ�ÅÎÅÊ m É nÎÁÄ R, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÇÒÕ��Ù R-ÔÏÞÅË ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÒÕ�-�Ï×ÏÊ ÓÈÅÍÙ GLm⊗GLn. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ,GL(m;R)⊗GL(n;R) � (GLm⊗GLn)(R):üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÒÁÂÏÔÙ [4℄, ÇÄÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÏÂÏÊÔÉÓØÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÏÊ, ÚÄÅÓØ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÜÆÆÅËÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ��.
• ÷ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÏÔ×ÅÔ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÕÇÁÄÁÔØ ÉÚÏÂÝÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÎÅ �ÒÏ×ÏÄÑ ÄÅÔÁÌØÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÕÒÏ×ÎÅÊ.âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, �ÒÏÑ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ ÎÅ �ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ �ÏÌÑ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ { × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏËÏÌØ�Á { �ÏÌÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÒÅÄËÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ



10 á. ó. áîáîøå÷óëéê, î. á. ÷á÷éìï÷, ó. ó. óéîþõë2 É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ m ÉÌÉ n. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ �ÁÔÏÌÏÇÉÉ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ�ÒÉ m = 2 ÉÌÉ n = 2 ÎÁÄ �ÏÌÑÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2, Ó�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑÎÁ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù GL(2; R). íÅÖÄÕ ÔÅÍ, × ÓÌÕÞÁÅËÏÌØ�Á ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ Ñ×ÌÅÎÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ m É n É ÄÏÌÖÎÙÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÞÁÓÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ, Á ×Ï×ÓÅ ÎÅ ËÁËÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ3.á ÉÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ, ËÁË É ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ,E(m;R)⊗ E(n;R) 6 H 6 GL(mn;R):òÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÕÑÓØ ÁÎÁÌÏÇÉÅÊ Ó ÒÁÂÏÔÁÍÉ ÷ÉËÔÏÒÁ ðÅÔÒÏ×Á É ×ÔÏÒÏÇÏÁ×ÔÏÒÁ [9{11, 20, 34℄, ÍÏÖÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ m;n > 3,ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù H ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ A ×R ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ H ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ ÇÒÕ��ÏÊEE(m;n;R;A) = (E(m;R)⊗ E(n;R))E(mn;R;A)É ÅÅ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÏÍ × GL(mn;R):EE(m;n;R;A) 6 H 6 NG(EE(m;n;R;A)):ïÄÎÁËÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÁËÏÊ ÏÔ×ÅÔ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÅÓÔÏ ÌÉÛØ �ÒÉÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, ÓËÁ-ÖÅÍ, ÅÓÌÉ m;n ∈ R∗. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔ×ÅÔ ÄÁÅÔÓÑ ÎÅ × ÔÅÒÍÉÎÁÈÏÄÎÏÇÏ, Á × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÒÅÈ ÉÄÅÁÌÏ× ËÏÌØ�Á, Ä×Á ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÇÒÁÀÔ× ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÁËÕÀ ÖÅ ÒÏÌØ, ËÁË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÅÎÎÙÅ �ÁÒÁÍÅ-ÔÒÙ �ÒÉ Ï�ÉÓÁÎÉÉ �ÏÄÇÒÕ�� × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ��ÁÈ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ ÓÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏÊ 2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÅÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ m;n ∈ R∗ ÎÅÂÁ-ÎÁÌØÎÏ ÄÁÖÅ �ÒÏÓÔÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ �ÏÌÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ.
• ëÒÏÍÅ ÏÂÙÞÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ÔÁËÉÈ ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ óÕÓÌÉÎÁ ÉÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ õÉÌÓÏÎÁ{çÏÌÕÂÞÉËÁ Ï ÎÏÒÍÁÌØ-ÎÏÍ ÓÔÒÏÅÎÉÉ, ÍÙ ×ÙÎÕÖÄÅÎÙ Ï�ÉÒÁÔØÓÑ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÔÒÕÄÎÙÅ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÙ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ, ÔÁËÉÅ, ËÁË Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕ��, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ õÏÔÅÒÈÁÕÚÏÍ, ðÅÔÅÞÕËÏÍ, çÏÌÕÂÞÉËÏÍ{íÉÈÁÌÅ×ÙÍ É úÅÌØÍÁÎÏ×ÙÍ, ÉÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ âÁËÏÍ, èÁÚÒÁÔÏÍ É ×ÔÏ-ÒÙÍ Á×ÔÏÒÏÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù E(n;R) ËÁË3õÑÓÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á ÂÙÌÏ ÄÌÑ ÎÁÓ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊÔÒÕÄÎÏÓÔØÀ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏ, ÜÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ �ÒÉÞÉÎ, �Ï ËÏÔÏÒÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ ÎÅ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÒÁÎÅÅ.



ï îáäçòõððáè E(m;R) ⊗E(n;R) 11ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù × GL(n;R). ÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ,ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× Ï�ÉÒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÍÅÔÏÄ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ-�Ï�ÏÌÎÅÎÉÑ, ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ËÏÌØ�Å×ÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É Ô.Ä. ë ÔÏÍÕ ÖÅ,ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÀÔÓÑ × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÌÉÛØ �ÒÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ 2 ∈ R∗, ÞÔÏ ÓÏÚÄÁÅÔ ÎÁÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÍÙ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÄÁ×ÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÉ�ÏÄÇÒÕ�� ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ËÌÁÓÓÏ× áÛÂÁÈÅÒÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÒÁÂÏÔÙ áÌÅËÓÅÑóÔÅ�ÁÎÏ×Á Ï ÎÁÄÇÒÕ��ÁÈ subring subgroups [35, 36℄.
§3. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑéÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ ÎÁÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÅÊ ÞÁÓÔØÀ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙ É ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, Õ�ÏÔÒÅÂÌÑ×ÛÉÍÉÓÑ × [4, 8{11,37℄. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÓÙÌËÏÊ, ÇÄÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÎÁÍÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÆÁËÔÙ, ÓÌÕÖÉÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÑ á. èÁÎÁ Éï. �. ï'íÉÒÙ [28℄. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÓÔÏÑÝÕÀ ÓÔÁÔØÀÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÞÉÔÁÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÜÔÉÈ ÒÁÂÏÔ, ÎÁ�ÏÍÎÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë �ÏÄÇÒÕ��ÁÍ GL(n;R).ðÕÓÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ G { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á, C(G) { ÅÅ �ÅÎÔÒ. ðÏÄËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x; y ∈ G ÍÙ ×ÓÅÇÄÁ �ÏÎÉÍÁÅÍ ÉÈ ÌÅ-×ÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [x; y℄ = xyx−1y−1. þÅÒÅÚ xy = xyx−1É yx = x−1yx ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÌÅ×ÙÊ É �ÒÁ×ÙÊ ÓÏ�ÒÑ-ÖÅÎÎÙÅ Ë y �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ x. úÁ�ÉÓØ H 6 G ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ H { �ÏÄ-ÇÒÕ��Á × G, Á H E G { ÞÔÏ H { ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ. äÌÑ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á X ⊆ G ÞÅÒÅÚ 〈X〉 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÉÍ �ÏÄÇÒÕ��Á. åÓÌÉH 6 G, ÔÏ 〈X〉H ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ ×G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀX É ÎÏÒÍÁÌÉÚÕÅÍÕÀ H . äÌÑ Ä×ÕÈ �ÏÄÇÒÕ�� F;H 6 G ÞÅÒÅÚ [F;H ℄ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÉÈ ×ÚÁÉÍÎÙÊ ËÏÍÍÕÔÁÎÔ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ [f; h℄, f ∈ F , h ∈ H .ëÒÁÔÎÙÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÙ ÔÏÖÅ ÌÅ×ÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,[E;F;H ℄ = [[E;F ℄; H ℄.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍÓ×ÏÉÈ �ÏÄÇÒÕ�� F;H 6 G, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÔÒÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑ:

〈F;H〉 = G; [F;H ℄ = 1; F;H E G:÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÙÞÎÏ �ÉÛÕÔ G = F ◦H . ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ[F;H ℄ = 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏF ∩H = C(F ) ∩ C(H) 6 C(G):



12 á. ó. áîáîøå÷óëéê, î. á. ÷á÷éìï÷, ó. ó. óéîþõëðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ R { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ó 1, ËÏ-ÔÏÒÏÅ �Ï ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ ×ÓÅÇÄÁ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ. þÅÒÅÚM(m;n;R) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ R-ÂÉÍÏÄÕÌØ m × n ÍÁÔÒÉ� Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÁÍÉ ÉÚ R, M(n;R) = M(n; n;R) { �ÏÌÎÏÅ ÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ËÏÌØ�Ï ÓÔÅ-�ÅÎÉ n ÎÁÄ R. äÁÌÅÅ, R• = R \ {0} { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�Á R, R∗ { ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÜÔÏÇÏ ËÏÌØ�Á, ÁG = GL(n;R) = M(n;R)∗ { �ÏÌÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÎÁÄR. åÓÌÉ R ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ, SL(n;R) { Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕ��ÁÓÔÅ�ÅÎÉ n ÎÁÄ R.ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù g ∈ G ÞÅÒÅÚ gij ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÅÅ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔ, ÓÔÏÑÝÉÊ ÎÁ ÍÅÓÔÅ (i; j), Ô.Å. g = (gij), 1 6 i; j 6 n. þÅÒÅÚg−1 = (g′ij) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë g ÍÁÔÒÉ�Á, Á ÞÅÒÅÚ gt { ÔÒÁÎÓ-�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ×ÅÒÈÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ, ÍÙ ÏÂÙÞÎÏ �ÉÛÅÍ g̃ij ×ÍÅÓÔÏ g′ij . þÅ-ÒÅÚ g∗j = (g1j ; : : : ; gnj)t ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ j-Ê ÓÔÏÌÂÅ� ÍÁÔÒÉ�Ù g, Á ÞÅÒÅÚgi∗ = (gi1; : : : ; gin) { ÅÅ i-Ñ ÓÔÒÏËÁ.ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, e { ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, Á eij { ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÞÎÁÑÅÄÉÎÉ�Á, Ô.Å. ÍÁÔÒÉ�Á, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÍÅÓÔÅ (i; j) ÓÔÏÉÔ 1 É ÎÕÌÉ ÎÁ ×ÓÅÈÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ. þÅÒÅÚ tij(�) = e + �eij ÄÌÑ � ∈ R É 1 6 i 6= j 6 n,ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÑ. þÅÒÅÚXij = {tij(�); � ∈ R},i 6= j, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅ×ÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ I E R { ÉÄÅÁÌ × R. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E(n; I)�ÏÄÇÒÕ��Õ × G, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ×ÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÑÍÉÕÒÏ×ÎÑ I : E(n; I) = 〈tij(�); � ∈ I; 1 6 i 6= j 6 n〉:÷ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ I = R ÇÒÕ��Á E(n;R), �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ×ÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÑÍÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ) ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ-ÎÙÅ ÇÒÕ��Ù E(n;R; I). îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ E(n;R; I) { ÜÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅÚÁÍÙËÁÎÉÅ E(n; I) × E(n;R):E(n;R; I) = 〈tij(�); � ∈ I; 1 6 i 6= j 6 n〉E(n;R):ðÕÓÔØ, �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ, I E R, Á R=I { ÆÁËÔÏÒ-ËÏÌØ�Ï R �Ï I . ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �I : R −→ R=I ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÅË�ÉÀ, ÏÔ�ÒÁ×ÌÑÀÝÕÀ� ∈ R × � = � + I ∈ R=I . ðÒÉÍÅÎÑÑ �ÒÏÅË�ÉÀ ËÏ ×ÓÅÍ ËÏÍ�ÏÎÅÎ-ÔÁÍ ÍÁÔÒÉ�, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÒÅÄÕË�ÉÉ �I : GL(n;R) −→GL(n;R=I), ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÍÁÔÒÉ�Å g = (gij) ÅÅ ËÌÁÓÓ g = (gij) �Ï



ï îáäçòõððáè E(m;R) ⊗E(n;R) 13ÍÏÄÕÌÀ I . ñÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �I ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ GL(n;R; I) É ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÏÊ ËÏÎÇÒÕÜÎ�-�ÏÄÇÒÕ��ÏÊ × G ÕÒÏ×ÎÑ I .ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ C(n;R) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÅÎÔÒ ÇÒÕ��Ù GL(n;R), ÓÏÓÔÏ-ÑÝÉÊ ÉÚ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� "e, " ∈ R∗. éÚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÎÅ�ÒÉ×Ï-ÄÉÍÏÓÔÉ E(n;R) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ CGL(n;R)(E(n;R)) = C(n;R) (ÌÅÍÍÁâÅÒÎÓÁÊÄÁ). ðÏÌÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ �ÅÎÔÒÁ ÇÒÕ��Ù GL(n;R=I) ÏÂÏÚÎÁÞÁ-ÅÔÓÑ C(n;R; I) É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÊ ËÏÎÇÒÕÜÎ�-�ÏÄÇÒÕ��ÏÊ ÕÒÏ×ÎÑ I .çÒÕ��Á C(n;R; I) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉ�, ÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÊÍÁÔÒÉ�ÅÊ �Ï ÍÏÄÕÌÀ I .
§4. çÒÕ��Á GL(m;R) ⊗ GL(n;R)÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ Ï�ÉÛÅÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅGL(m;R) É GL(n;R) ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕ�� { ÅÓÌÉ ÂÙÔØ ÓÏ×ÓÅÍ ÔÏÞ-ÎÙÍ, ËÁË ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕ��. ïÄÎÏ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ ÏÔÌÉÞÉÊÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ ÏÔ ÒÁÂÏÔÙ âÏÒÅ×ÉÞÁ É ×ÔÏÒÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ [4℄ ÓÏÓÔÏÉÔÒÏ×ÎÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ GL(m;R) É GL(n;R) ËÁËÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ�� ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍGL(m;R)⊗GL(n;R).äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ l;m; n; p Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ Ï�ÅÒÁ-�ÉÑ

⊗ :M(l;m;R)×M(n; p;R) −→ M(ln;mp;R);ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ �ÁÒÅ ÍÁÔÒÉ� x ∈ M(l;m;R), y ∈ M(n; p;R) ÉÈ ËÒÏ-ÎÅËÅÒÏ×Ï �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ x⊗ y, ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅËÁË ÂÌÏÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ×ÉÄÁx⊗ y = 

x11y : : : x1my: : :xl1y : : : xlmy 

 ∈ M(ln;mp;K):ïÓÏÂÅÎÎÏ ÞÁÓÔÏ ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁ-ÔÒÉ�. óÔÏÉÔ �ÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ M(m;R), y ∈ M(n;R) ÔÏx⊗ y ∈ M(m;M(n;R)); × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË y ⊗ x ∈ M(n;M(m;R)):é ÔÏ É ÄÒÕÇÏÅ ËÏÌØ�Ï ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÓM(mn;R). �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ,×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, x ⊗ y 6= y ⊗ x. ÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÍÁÔÒÉ�Á y ⊗ x�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ x⊗ y �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï×.þÁÓÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÏÂÌÏÞÎÕÀ ÉÎÄÅËÓÁ�ÉÀg = (gijpq); 1 6 i; j 6 m; 1 6 p; q 6 n;



14 á. ó. áîáîøå÷óëéê, î. á. ÷á÷éìï÷, ó. ó. óéîþõëÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ� ÉÚ GL(mn;R), ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÕÀ Ó Ï�É-ÓÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÎÁ m×m ÂÌÏËÏ× ÒÁÚÍÅÒÁ n× n. á ÉÍÅÎÎÏ,×ÅÒÈÎÑÑ �ÁÒÁ ÉÎÄÅËÓÏ× ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÏÚÉ�ÉÀ ÂÌÏËÁ × ÂÌÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÒÁÚÍÅÒÁ m×m, Á ÎÉÖÎÑÑ �ÁÒÁ ÉÎÄÅËÓÏ× { �ÏÚÉ�ÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ×ÎÕÔÒÉÔÁËÏÇÏ ÂÌÏËÁ ÒÁÚÍÅÒÁ n× n.�ÏÌØËÏ ÞÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔ, ÞÔÏgijpq = gn(i−1)+p;n(j−1)+q ; 1 6 i; j 6 m; 1 6 p; q 6 n:÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ g = x ⊗ y ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x ∈ GL(m;R) É y ∈GL(n;R), ÔÏ gijpq = xijypq :÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÆÏÒÍÕÌÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ (fg)ijpq = m∑h=1 n∑r=1 f ihprghjrq :íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁ�ÏÍÉÎÁÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÅ ËÒÏ-ÎÅËÅÒÏ×ÓËÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ. ÷ÓÅÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÌÀÂÏÍ ÈÏÒÏÛÅÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.
§5. çÒÕ��Á (GLm⊗GLn)(R)÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ Ï�ÉÛÅÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅGL(m;R) É GL(n;R) ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ��. á ÉÍÅÎÎÏ,ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á × GLmn ÇÒÕ��ÁGLm⊗GLn Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉgijpqghkrs = ghkpq gijrs:úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ 1 6 i; j; k; l 6 m, 1 6 p; q; r; s 6 n.éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(GLm⊗GLn)(R) = {(gijpq) ∈ GL(mn;R) | gijpqgklrs = gijrsgklpq}:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÞÅÒÅÚ G(R).



ï îáäçòõððáè E(m;R) ⊗E(n;R) 15�ÅÏÒÅÍÁ 1. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï GLm⊗GLn = G ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÓÈÅÍÎÁÄ Z.ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÄÌÑ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÇÒÕ��Ï×ÙÈ ÓÈÅÍ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ÉÈ ÇÒÕ�� ÔÏÞÅË ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÌÏËÁÌØ-ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÅÏÒÅÍÁ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞ-ÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. äÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á R ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á(GLm⊗GLn)(R) = GL(m;R)⊗GL(n;R) = G(R):÷ ÓÉÌÕ ÎÅÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ�� ÎÁÔÏÞËÁÈ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÕ��ÁG(R), ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍGL(m;R)⊗GL(n;R). íÁÔÒÉ�Ù ÉÚ G(R) �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ× ×ÉÄÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ Ä×ÕÈ ÍÁÔÒÉ� ÓÔÅ�ÅÎÅÊ m É n, ÏÄÎÁËÏËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉ� ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÌÅÖÁÔØ × ËÏÌØ�Å R, Á ÍÏÇÕÔÂÒÁÔØÓÑ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÅÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ S, ÒÁÓÝÅ�ÌÑÀÝÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù ðÉËÁÒÁ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÚÁÉÞÅÓËÕÀ�ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á R ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G(R)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ, �ÒÉÞÅÍGL(m;R)⊗GL(n;R) E G(R):ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G(R) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ g = x ⊗ y ÄÌÑ ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÈ x ∈ GL(m;S), y ∈ GL(n; S), ÇÄÅ S { ËÁËÏÅ-ÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅËÏÌØ�Á R.÷ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ËÒÏÍÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ GL(m;R) ⊗GL(n;R) × G(R), ÓÒÁÚÕ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. îÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ ÖÅ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÅÇÏ,ÞÔÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, Á ÕÖÅ ÏÂÁ ÆÁËÔÏÒÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÙ× G(R).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á R ÉÍÅÅÍGL(m;R)⊗ e; e⊗GL(n;R) E G(R):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ (GLm⊗GLn)(R) × ×ÉÄÅ g = x ⊗ y, ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ S ËÏÌØ�Á R É ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x ∈ GL(m;S),y ∈ GL(n; S). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÏÒ-ÍÁÌÉÚÁÔÏÒÁ GL(n;R) × GL(n; S), ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [35℄, [36℄.



16 á. ó. áîáîøå÷óëéê, î. á. ÷á÷éìï÷, ó. ó. óéîþõë
§6. çÒÕ��Á E(m;R) ⊗ E(n;R)çÒÕ��Á E(m;R)⊗E(n;R) �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ä×ÕÍÑ ÔÉ�ÁÍÉÂÏÌØÛÉÈ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÊ:T ij(�) = tij(�) ⊗ e; 1 6 i 6= j 6 m; � ∈ R;É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,Tpq(�) = e⊗ tpq(�); 1 6 p 6= q 6 n; � ∈ R:÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ ÇÒÕ��ÙE(m;R) ⊗ E(n;R) × GL(mn;R). ÷ÁÖÎÙÍ ÛÁÇÏÍ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÅÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ E(m;R)⊗E(n;R)× (GLm⊗GLn)(R).óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÉÇÒÁÅÔ ËÌÀ-ÞÅ×ÕÀ ÒÏÌØ ×Ï ×ÓÅÈ ÎÁÛÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ. ïÎÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×üÎÔÏÎÉ âÁËÁ [26℄, ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÒÁÂÏÔÕ èÁÚÒÁÔÁ{÷Á×ÉÌÏ×Á [29℄ �Ï �Ï×ÏÄÕÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÆÁËÔÁ. îÁÍ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÎÉËÁËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ Ï�É-ÒÁÌÏÓØ ÂÙ ÎÁ ×ÓÀ ÍÏÝØ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ×. æÏÒÍÁÌØÎÏ × [26,29℄ ÎÕÖÎÙÊ ÎÁÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÁË ÎÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌÓÑ, ÎÏ ÓÒÁÚÕ ×ÙÔÅ-ËÁÅÔ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ × ÜÔÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÊÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ GL(n;R).ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ R { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, m;n > 3.�ÏÇÄÁ ÇÒÕ��Á E(m;R) ⊗ E(n;R) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ�ÏÄÇÒÕ��ÏÊ × GL(m;R)⊗GL(n;R).ïÔÓÀÄÁ ÍÏÍÅÎÔÁÌØÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ×ÁÖÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ.ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ R { ÌÀÂÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, m;n > 3. �ÏÇÄÁÇÒÕ��Á E(m;R) ⊗ E(n;R) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×�ÏÌÎÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄ-ÇÒÕ��ÏÊ × GL(m;R)⊗GL(n;R).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,E(m;R)⊗ E(n;R) E GL(m;R)⊗GL(n;R)�ÒÉ m;n > 3. ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÖÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉóÕÓÌÉÎÁ [23℄.÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÏÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÓÒÁÚÕ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÉÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÒÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å.



ï îáäçòõððáè E(m;R) ⊗E(n;R) 17�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ R { ÌÀÂÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï,m;n > 3. �ÏÇÄÁE(m;R)⊗ E(n;R) E (GLm⊗GLn)(R):òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÒÁÂÏÔÙðÅÔÒÏ×Á É óÔÁ×ÒÏ×ÏÊ [21℄. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ, ËÁË × ËÏ-ÎÅÞÎÏÍ ÓÞÅÔÅ É ÎÁÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÏÎÎÙÈÍÅÔÏÄÁÈ.
§7. îÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ E(m;R) ⊗ E(n;R)íÙ �ÏÄÏÛÌÉ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÂÏÔÙ. ïÎ ÉÎÔÅ-ÒÅÓÅÎ ÓÁÍ �Ï ÓÅÂÅ É ÉÇÒÁÅÔ ËÌÀÞÅ×ÕÀ ÒÏÌØ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÁÛÅÇÏÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÉ ÎÁÄÇÒÕ��. ÷ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÉÔÕÁ�ÉÑÈÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÌÉ × ÒÁÂÏÔÁÈ [6, 8, 10,11, 15, 34℄ { Á ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÕÖÅ × [4℄, ÈÏÔÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÉËÁËÉÈ ×ÏÚ×ÙÛÅÎ-ÎÙÈ ÓÌÏ× Ï ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÉ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÁ ÇÒÕ��Ù ÔÏÞÅË Ó ÇÒÕ��ÏÊ ÔÏÞÅËÓÈÅÍÎÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÁ ÔÁÍ ÎÅ �ÒÏÉÚÎÏÓÉÌÏÓØ. þÔÏÂÙ ÎÅ ××ÏÄÉÔØ ÄÏ-�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÏÊ × ÂÏÌÅÅ �ÒÏ-ÓÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ m 6= n, ÎÕÖÎÏÍ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ R { ÌÀÂÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, m;n > 3, m 6=n, E = E(m;R)⊗ E(n;R); � = GL(m;R)⊗GL(n;R);G = GL(mn;R). �ÏÇÄÁNG(E)=NG(�) = TranG(E;�)=TranG(E;NG(E))=(GLm⊗GLn)(R):óÄÅÌÁÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ �Ï �Ï×ÏÄÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏÆÁËÔÁ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ NG(E); NG(�) 6 TranG(E;�). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏ-ÒÏÎÙ, �ÕÓÔØ gEg−1 6 � ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ GL(mn;R). ðÏÄÇÒÕ��ÁgEg−1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × E. �ÁËËÁË ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ×ÅÒÎÏ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ g ÎÁ g−1, ÔÏ gEg−1 = E. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, TranG(E;�) 6 NG(E) É, ÚÎÁÞÉÔ, NG(E) = TranG(E;�).ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ g ∈ NG(E). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ E(m;R) ÉÍÅÅÍg(x⊗ e)g−1 = �(x) ⊗ �(x)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ� : E(m;R) −→ E(m;R); � : E(m;R) −→ E(n;R):



18 á. ó. áîáîøå÷óëéê, î. á. ÷á÷éìï÷, ó. ó. óéîþõëñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ �; � Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ, �ÒÉÞÅÍKer(�) ∩Ker(�) = 1.�ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ E(n;R) ÉÍÅÅÍg(e⊗ y)g−1 = 
(y)⊗ Æ(y)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×
 : E(n;R) −→ E(m;R); Æ : E(n;R) −→ E(n;R)ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ Ker(
) ∩Ker(Æ) = 1.ñÓÎÏ, ÞÔÏE(m;R)⊗ E(n;R) = g(E(m;R)⊗ e)g−1 ◦ g(e⊗ E(n;R))g−1:÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,�(E(m;R)); 
(E(n;R)) E E(m;R); �(E(m;R)); Æ(E(n;R)) E E(n;R);É, ÚÎÁÞÉÔ, ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÑE(m;R) = �(E(m;R))◦
(E(n;R)); E(n;R) = �(E(m;R))◦Æ(E(n;R)):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ, ×Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓÌÏÖÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ õÉÌÓÏÎÁ{çÏÌÕÂÞÉËÁ Ï ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÒÕ��Ù GL(n;R).ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ R ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ, Á n > 3. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏGL(n;R) ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ GL(n;R) =F ◦ H . �ÏÇÄÁ ËÏÌØ�Ï R ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÉÄÅÁÌÏ×R = A⊕B, �ÒÉÞÅÍE(n;R;A) 6 F 6 C(n;R;A); E(n;R;B) 6 H 6 C(n;R;B):òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÓËÁÖÅÍ, �ÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ, ×ÔÏÒÏÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ-×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. éÚ ÌÅÍÍÙ 5 ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏE(m;R;A) 6 �(E(m;R)) 6 ó(m;R;A) ∩ E(m;R);ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ A E R, �ÒÉÞÅÍ ÔÁËÏÇÏ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ×R �ÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ.óÌÕÞÁÊ m 6= n Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÅÖÄÕ ÇÒÕ�-�ÁÍÉ E(m;A) É E(n;B) ÇÄÅ A;B E R { ÉÄÅÁÌÙ × R, ×ÙÄÅÌÑÀÝÉÅÓÑ�ÒÑÍÙÍÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍÉ. ëÁË ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÎÉËÁËÉÈ ÔÁËÉÈ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÏ× ×ÏÏÂÝÅ ÎÅÔ, ÓÍ. × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, [18, 19, 42, 43℄.



ï îáäçòõððáè E(m;R) ⊗E(n;R) 19ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ E(m;A) ∼= E(n;B) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈËÏÌÅ� A É B É m;n > 3. �ÏÇÄÁ m = n.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, m > 4 ÉÌÉ 2 ∈ A∗, ÔÏ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅ-ÓËÉ A ∼= B. ïÄÎÁËÏ, ËÁËÉÅ-ÔÏ ÏÇÏ×ÏÒËÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ,ÔÁË ËÁË ðÅÔÅÞÕË, ìÉ æÕÁÎØ É ìÉ äÚÕÎÓÑÎØ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍSL(3;Z=4Z) ∼= SL(3;F2[d℄), ÇÄÅ F2[d℄ { ËÏÌØ�Ï Ä×ÏÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÄ F2,d2 = 0.üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ �ÒÉ m 6= n ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ NG(E) Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉg(E(m;R)⊗ e)g−1 = E(m;R)⊗ e; g(e⊗ E(n;R))g−1 = e⊗ E(n;R);ËÁË É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌÏÓØ.
§8. çÒÕ��Á E(m;n;R;A;B;C)îÁÛÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÊ × GL(mn;R) ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ××ÅÄÅÎÎÏÊ × §4 �ÏÂÌÏÞÎÏÊ ÉÎÄÅËÓÁ�ÉÉ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,�ÒÉ (i; p) 6= (j; q) ÍÙ �ÉÛÅÍ tijpq(�) ×ÍÅÓÔÏt(i−1)n+p;(j−1)n+q(�) = e+ �eij ⊗ epq :óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÁÖÎÙÈ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, ËÏ-ÔÏÒÙÅ �ÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ. ëÁË ×ÓÅÇÄÁ, ÍÙ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ m;n > 3.ìÅÍÍÁ 5. äÌÑ ÉÄÅÁÌÁ A E R ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏE(mn;R;A) = E(mn;A)E(m;R)⊗E(n;R):ðÕÓÔØ H { �ÏÄÇÒÕ��Á × GL(mn;R), ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ E(m;R)⊗E(n;R).äÌÑ (i; p) 6= (j; q) �ÏÌÏÖÉÍAijpq = {� ∈ R | tijpq(�) ∈ H}:ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ Aijpq Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÍÉ �ÏÄÇÒÕ��ÁÍÉ. ðÏËÁ-ÖÅÍ, ÞÔÏ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÄÅÁÌÁÍÉ. þÔÏÂÙ ÎÅ ÄÅ-ÌÁÔØ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÏÇÏ×ÏÒËÉ (i; p) 6= (j; q), �ÏÌÏÖÉÍ Aiipp = R.ìÅÍÍÁ 6. äÌÑ ÌÀÂÙÈ i; j; p; q �ÏÄÇÒÕ��Á Aijpq E R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ.



20 á. ó. áîáîøå÷óëéê, î. á. ÷á÷éìï÷, ó. ó. óéîþõëìÅÍÍÁ 7. éÄÅÁÌ Aijpq ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ ÏÔ ÓÁÍÉÈ i; j; p; q, Á ÔÏÌØËÏ ÏÔ ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ× i = j É p = q.�ÁË ËÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á i = j É p = q ÎÅ ÍÏÇÕÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅ-ÍÅÎÎÏ, ÉÚ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ÓÒÁÚÕ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.
• ÷ÓÅ ÉÄÅÁÌÙ Aijpq �ÒÉ i 6= j É p 6= q ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍÉÈ ÏÂÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ A.
• ÷ÓÅ ÉÄÅÁÌÙ Aiipq �ÒÉ p 6= q ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈÏÂÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ B.
• ÷ÓÅ ÉÄÅÁÌÙ Aijpp �ÒÉ i 6= j ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈÏÂÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ C.ìÅÍÍÁ 8. éÄÅÁÌÙ A;B;C Ó×ÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:mA;A2

6 B 6 A; nA;A2
6 C 6 A:�ÒÏÊËÁ ÉÄÅÁÌÏ× (A;B;C), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ-×ÁÎÎÙÅ × ÌÅÍÍÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ, ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ.ó ËÁÖÄÏÊ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÇÒÕ��Õ EE(m;n;R;A;B;C), ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ E(m;R) ⊗E(n;R). ïÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË �ÏÄÇÒÕ��Á, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ E(m;R) ⊗E(n;R) É ×ÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÑÍÉ tijpq(�), ÇÄÅ � ∈ A ÉÌÉ� ∈ B ÉÌÉ � ∈ C, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÏÂÏÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× i 6= jÉ p 6= q, ÉÌÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ:EE(m;n;R;A;B;C)= (E(m;R)⊗ E(n;R)) · 〈tijpq(�); (i; p) 6= (j; q); � ∈ Aijpq〉:÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÌÅÍÍÏÊ 5 × ÓÌÕÞÁÅ A=B=C ÜÔÁ ÇÒÕ��Á ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓEE(m;n;R;A) = (E(m;R)⊗ E(n;R)) · E(mn;R;A):�ÁË Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á EE(m;n;R;A;B;C) ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÁ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ m;n > 3. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊÔÒÏÊËÉ (A;B;C) ÉÄÅÁÌÏ× ÇÒÕ��Á EE(m;n;R;A;B;C) ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÁ.ïÄÎÉÍ ÉÚ ÎÅÓÌÏÖÎÙÈ, ÎÏ ×ÁÖÎÙÈ ÛÁÇÏ× × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÁÛÅÊÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ [ÎÉÖÎÅÇÏ℄ ÕÒÏ×ÎÑ �ÏÄÇÒÕ��ÙH > E(m;R)⊗ E(n;R).



ï îáäçòõððáè E(m;R) ⊗E(n;R) 21�ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ R { ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, m;n > 3, Á H { �ÏÄ-ÇÒÕ��Á ×GL(mn;R), ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑE(m;R)⊗E(n;R). �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁÑ ÔÒÏÊËÁ (A;B;C) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏEE(m;n;R;A;B;C) 6 H:ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ tijpq(�) ∈ H ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ (i; p) 6= (j; q), ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ×ËÌÀÞÅÎÉÅ � ∈ A �ÒÉ i 6= j, p 6= q, � ∈ B, ÅÓÌÉ p 6= q, É, ÎÁËÏÎÅ�, � ∈ C,ÅÓÌÉ i 6= j.
§9. çÒÕ��Á C(m;n;R;A;B;C)÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ÌÅ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÆÉÇÕÒÉÒÕ-ÀÝÉÈ × ÎÁÛÅÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÊE(m;n;R;A;B;C) 6 H 6 C(m;n;R;A;B;C):îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÅÝÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÈ �ÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ.äÌÑ ËÌÀÞÅ×ÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ A = B = C ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÓÏ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÏ. áÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÒÅÄÕË�ÉÉ�A : GL(mn;R) −→ GL(mn;R=A)É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C(m;n;R;A) �ÏÌÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ (GLm⊗GLn)(R)ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �A.éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏC(m;n;R;A) = {(gijpq) ∈ GL(mn;R) | gijpqgklrs ≡ gijrsgklpq (mod A)}:äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ �ÏÌÁÇÁÅÍ G = GL(mn;R).�ÅÏÒÅÍÁ 6. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ A E R É ÌÀÂÙÈ m;n > 3, m 6= n,ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏNG(E(m;n;R;A)) = C(m;n;R;A):ïÄÎÁËÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ B < A ÉÌÉ C < A, ÎÕÖÎÙ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅÄÏ×ÏÌØÎÏ ÈÉÔÒÙÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ.



22 á. ó. áîáîøå÷óëéê, î. á. ÷á÷éìï÷, ó. ó. óéîþõëðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, C < A. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ Õ�ÏÒÑ-ÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÉÚ n �ÁÒ ÉÎÄÅËÓÏ×
 = {(i1; j1); (i2; j2); :::; (in; jn)}; 1 6 ik; jk 6 m;É ÍÁÔÒÉ�Ù g ∈ M(mn;R) =M(m;M(n;R)) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍdett(g;
) = det( n∑p=1 eppgipjp):îÁ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÅÔ ÄÌÉÎÎÙÊ �ÉËÌ � = (1 2 : : : n). ï�ÒÅÄÅÌÉÍreq(g;
) = n dett(g;
)− n∑p=1 dett(g; �p
)ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù a ∈ C(m;n;R;A) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ×ËÌÀÞÅ-ÎÉÅ req(g;
) ∈ A ÄÌÑ ×ÓÅÈ 
. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� ÎÏÒÍÁÌÉÚÕÀÝÉÈE(m;n;R;A;B;C) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ.ìÅÍÍÁ 9. ðÕÓÔØ g ∈ C(m;n;R;A) ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ req(g;
) ∈ C ÄÌÑ ×ÓÅÈ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ 
. �ÏÇÄÁ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏh ∈
〈g;EE(m;n;R;A;B;C)〉:By the same token, × ÓÌÕÞÁÅ B < A ÎÕÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÏÓÔÕÌÉ-ÒÏ×ÁÔØ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ req(g;�) ∈ B ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ req(g;�), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×� = {(p1; q1); (p2; q2); : : : ; (pm; qm)}; 1 6 ph; qh 6 n;Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ×ÅÒÈÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏ× ÎÁ ÎÉÖÎÉÅ.çÒÕ��Á C(m;n;R;A;B;C) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ:C(m;n;R;A;B;C)={g ∈ C(m;n;R;A) | req(g;�)∈B; req(g;
)∈C};Ó ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× � É 
.
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§10. óÔÁÂÉÌÉÚÁ�ÉÑ ÓÔÏÌÂ�Á÷ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÍ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ áÌÅËÓÅÑ óÔÅ�ÁÎÏ×Á É ×ÔÏÒÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ [37,Ó. 127{129℄ ÔÒÀË, Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁ�ÉÅÊm ÓÔÏÌÂ-�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÔÅ�ÅÎÉ n > m+2. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [8℄ Õ�ÏÍÉÎÁÅÔÓÑ, ËÁË Õ�ÒÏ-ÓÔÉÔØ É ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔ.ðÕÓÔØ x ∈ M(n;m;R), J ⊆ m = {1; : : : ;m} É I ⊆ n = {1; : : : ; n}.åÓÌÉ |I | = |J | = l, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �JI (x) ÍÉÎÏÒ �ÏÒÑÄËÁ l ÍÁÔÒÉ�Ù x,ÓÔÏÑÝÉÊ ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÓÔÒÏË Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÉÚ I É ÓÔÏÌÂ�Ï× Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉÉÚ J . éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �JI (x) = det (xij)i∈I;j∈J :úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÍÁÔÒÉ�Õ x ∈ M(n;m;R). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ, ËÒÏÍÅÔÏÇÏ, (m+ 1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï L. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏÂÕÄÅÔ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ L ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÌÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊÉÎÄÅËÓ r, ÉÍÅÎÎÏ �ÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ×ÙÎÕÖÄÅÎÙ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅn > m+2. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙìÁ�ÌÁÓÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÅÍÍÕ 9 ÒÁÂÏÔÙ [37℄.ìÅÍÍÁ 10. óÔÏÌÂÅ� w = (ws), ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑÆÏÒÍÕÌÏÊ ws = { (−1)�(L;h)�mL\{s}(x); s ∈ L;0; ÉÎÁÞÅ,ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ËÏ ×ÓÅÍ ÓÔÏÌÂ�ÁÍ (x∗j), 1 6 j 6 m.éÚÇÏÔÏ×ÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÉÚ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á g∗j∗q , 1 6 j 6 m,1 6 q 6 n, ÍÁÔÒÉ�Ù g ∈ GL(mn;R) ÍÁÔÒÉ�Õ x = x(j; q) ∈ M(n;m;R)�Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ:xpi = gijpq; 1 6 p 6 n; 1 6 i 6 m:òÁÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÍÁÔÒÉ�Õ
∏Tqs((−1)�(L;h)�mL\{s}(x))g;ÇÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ËÁËÏÍÕ-ÔÏm+1 ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á n = {1; : : : ; n}, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÕ q. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 9



24 á. ó. áîáîøå÷óëéê, î. á. ÷á÷éìï÷, ó. ó. óéîþõë�ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁ�ÉÑ ×ÓÅÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁ-ÔÒÉ�Ù x ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÓÔÏÌÂÅ� g∗j∗q ÍÁÔÒÉ�Ù g ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ q-Ê ÓÔÏÌÂÅ� × j-�ÏÌÏÓÅ × ÍÁÔÒÉ�Åg−1 ∏Trs((−1)�(L;h)�mL\{s}(x))g;ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÓÔÏÌÂ�ÏÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÔÅ�ÅÎÉmn.
§11. ðÌÁÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙïÂÝÉÊ �ÌÁÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × �ÅÌÏÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ ÔÏÍÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × [4, 9{11, 16, 34℄. äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÎÀÁÎÓ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ,ÞÔÏ (ËÁË É × [7, 12, 27℄) ÏÂÙÞÎÁÑ ÒÅÄÕË�ÉÑ ÕÒÏ×ÎÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØÌÉÛØ ÓÌÁÂÕÀ ÆÏÒÍÕ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÕÀ �ÏÔÏÍ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÕÔÏÞÎÑÔØÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ.á ÉÍÅÎÎÏ, ËÌÀÞÅ×ÙÍ ÛÁÇÏÍ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÁÛÅÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅ-ÏÒÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÅÅ ÓÌÁÂÁÑ ÆÏÒÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 7. ðÕÓÔØ R { ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, Á m;n > 3, �ÒÉÞÅÍn > m+ 2. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù H ,E(m;R)⊗ E(n;R) 6 H 6 GL(mn;R);ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁÑ ÔÒÏÊËÁ (A;B;C) ÉÄÅÁÌÏ× ËÏÌØ�ÁR ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ E(m;n;R;A;B;C) 6 H 6 C(m;n;R;A):÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ (ÒÅÄÕË�ÉÑ ÕÒÏ×ÎÑ)ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 7 Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÁ.ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÌÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ R { ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, Á m;n > 3,�ÒÉÞÅÍ n > m+ 2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á H ,E(m;R)⊗ E(n;R) 6 H 6 GL(mn;R);ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × (GLm⊗GLn)(R). �ÏÇÄÁ ÇÒÕ��Á H ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÔÒÉ-×ÉÁÌØÎÕÀ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÀ.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÓÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÓÔÁ-ÂÉÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÔÏÌÂ�Ï×. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ ÔÁÍ



ï îáäçòõððáè E(m;R) ⊗E(n;R) 25�ÒÏ�ÅÄÕÒÕ É ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÏÄÎÏÉÍÅÎÎÙÅ ÓÔÏÌÂ�Ù × ÄÒÕÇÉÈ ×ÅÒÔÉ-ËÁÌØÎÙÈ �ÏÌÏÓÁÈ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÔÏÌÂ�Ï× g∗h∗q , 1 6 h 6 m. üÔÏ ÍÏÖÎÏÓÄÅÌÁÔØ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ �ÒÉ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÔÏÌÂ�Á Ó ÎÏÍÅÒÏÍ q × ËÁËÏÊ-ÔÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ �ÏÌÏÓÅ × ÔÅÈ ÉÚ ÓÔÏÌÂ�Ï× Ó ÎÏÍÅÒÏÍ q × ÄÒÕÇÉÈ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ �ÏÌÏÓÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÖÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù, ×ÏÏÂÝÅ ÎÉËÁËÉÈ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ �ÒÉ-ÂÁ×ÌÅÎÉÊ ÎÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ.úÁ×ÅÒÛÁÑ ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÌÂ�ÙÓ ÎÏÍÅÒÏÍ q ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ �ÏÌÏÓÁÈ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÍÉ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÏÓÌÅ �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÔÏÌÂ�Ï× É ÓÔÒÏË ÏÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ m × m ÂÌÏËÏ× ÒÁÚÍÅÒÁn × n Ë ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ÎÁ n × n ÂÌÏËÏ× ÒÁÚÍÅÒÁ m × m ÔÁËÁÑ ÍÁÔÒÉ�ÁÂÕÄÅÔ (�ÒÉ j = 1) ÉÍÅÔØ ×ÉÄz = 


e ∗ : : : ∗0 ∗ : : : ∗... ... . . . ...0 ∗ : : : ∗


�Ï, ÞÔÏ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÉÚ×ÌÅËÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÉ, ÉÚ-×ÅÓÔÎÏ, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÅÍÍÕ ÒÁÂÏÔÙ [14℄.ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÓÁÍÁÑ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÔÒÕÄÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁÂÏÔÙ,ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ g ∈ H , ÇÄÅ H {ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á × GL(mn;R), ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ E(m;R) ⊗ E(n;R),�ÒÉÞÅÍ g =∈ (GLm⊗GLn)(R). ðÒÏÂÌÅÍÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ�ÏÎÑÔØ, �ÏÞÅÍÕ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÍÁÔÒÉ�Ù z ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ×ÙÛÅ ×ÉÄÁ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁ�ÉÅÊ ÏÄÎÏÉÍÅÎÎÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× ×Ï×ÓÅÈ �ÏÌÏÓÁÈ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ? ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÏÄ-ÎÁËÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÔÁË, ÔÏ ÕÖÅ ÓÁÍÁ ÍÁÔÒÉ�Á g ÌÅÖÉÔ × �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ�ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Å É ÉÚ ÎÅÅ ÓÁÍÏÊ ÉÚ×ÌÅËÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÍÎÏÇÏÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÈ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÈ,Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ × Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÍÁÔÒÉ�Ù g ÎÁÂÏÌØÛÉÅ ÔÒÁÎÓ×ÅË�ÉÉ gT hk(1)g−1 É gTrs(1)g−1, ×ÁÒØÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ × ÎÉÈ jÉ q É Ô.Ä. ëÁÖÄÙÊ ÒÁÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ �ÒÉ ÓÔÁÂÉ-ÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Á z ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ, ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ÎÏ×ÙÅ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÉÑ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ g. ÷ ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉÈÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ × ÓÁÍÏÊ ÍÁÔÒÉ�Åg ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.



26 á. ó. áîáîøå÷óëéê, î. á. ÷á÷éìï÷, ó. ó. óéîþõëäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ × ÔÅÏÒÅÍÅ 7 ×ËÌÀÞÅÎÉÊ ÚÁ×ÅÒ-ÛÁÅÔÓÑ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÏÂÙÞÎÏÊ ÒÅÄÕË�ÉÉ ÕÒÏ×ÎÑ. ÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅ-ÒÅÄØ, ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÏÔÓÀÄÁ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÓÉÌØ-ÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÚ ÓÌÁÂÏÊ × ÒÁÂÏÔÁÈ [7, 12, 27℄. á ÉÍÅÎÎÏ,ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á g ∈ C(m;n;R;A) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × C(m;n;R;A;B;C) {ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ × §9 ÄÏ�ÏÌÎÉ-ÔÅÌØÎÙÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ { ÔÏ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 9 ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ, ÞÔÏ ÕÒÏ×ÅÎØÇÒÕ��Ù 〈g; E(m;n;R;A;B;C)〉 ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ (A;B;C).÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ Á×ÔÏÒÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑÔ ìÉ ûÁÎÞÖÙ, áÌÅËÓÁÎÄÒÁ ìÕÚÇÁ-ÒÅ×Á, ÷ÉËÔÏÒÁ ðÅÔÒÏ×Á, áÌÅËÓÅÑ óÔÅ�ÁÎÏ×Á É à èÏÎÁ ÚÁ ÍÎÏÇÏÞÉ-ÓÌÅÎÎÙÅ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ �ÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. á. ó. áÎÁÎØÅ×ÓËÉÊ, î. á. ÷Á×ÉÌÏ×, ó. ó. óÉÎÞÕË, ï ÎÁÄÇÒÕ��ÁÈ E(m;R) ⊗E(n;R). I. õÒÏ×ÎÉ É ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÙ (× �ÅÞÁÔÉ).2. á. ó. áÎÁÎØÅ×ÓËÉÊ, î. á. ÷Á×ÉÌÏ×, ó. ó. óÉÎÞÕË, ï ÎÁÄÇÒÕ��ÁÈ E(m;R) ⊗E(n;R). II. óÌÕÞÁÊ n >m + 2 (× �ÅÞÁÔÉ).3. ú. é. âÏÒÅ×ÉÞ, î. á. ÷Á×ÉÌÏ×, ï �ÏÄÇÒÕ��ÁÈ �ÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÁÄ ËÏÍ-ÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ. | äÏËÌ. áî óóóò 267, No. 4 (1982), 777{778.4. ú. é. âÏÒÅ×ÉÞ, î. á. ÷Á×ÉÌÏ×, òÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÏÄÇÒÕ�� × �ÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊÇÒÕ��Å ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ. | �Ò. íÁÔ. ÉÎ-ÔÁ áî óóóò 165 (1984),24{42.5. î. á. ÷Á×ÉÌÏ×, ðÏÄÇÒÕ��Ù ÒÁÓÝÅ�ÉÍÙÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ��. | äÏËÔ. äÉÓÓ.,ìÅÎÉÎÇÒ. çÏÓ. õÎ-Ô (1987), 1{334.6. î. á. ÷Á×ÉÌÏ×, á. à. ìÕÚÇÁÒÅ×, îÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ ÇÒÕ��Ù ûÅ×ÁÌÌÅ ÔÉ�Á E6. |áÌÇÅÂÒÁ É áÎÁÌÉÚ 19, No. 5 (2007), 35{62.7. î. á. ÷Á×ÉÌÏ×, ó. é. îÉËÏÌÅÎËÏ, A2-ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍÄÌÑ ÇÒÕ��Ù ûÅ×ÁÌÌÅ ÔÉ�Á F4. | áÌÇÅÂÒÁ É áÎÁÌÉÚ 20, No. 4 (2008), 27{62.8. î. á. ÷Á×ÉÌÏ×, å. ñ. ðÅÒÅÌØÍÁÎ, ðÏÌÉ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ GLn. | úÁ�.ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 338 (2006), 69{97.9. î. á. ÷Á×ÉÌÏ×, ÷. á. ðÅÔÒÏ×, ï ÎÁÄÇÒÕ��ÁÈ EO(2l; R). | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ.ðïíé 272 (2000), 68{85.10. î. á. ÷Á×ÉÌÏ×, ÷. á. ðÅÔÒÏ×, ï ÎÁÄÇÒÕ��ÁÈ Ep(2l; R). | áÌÇÅÂÒÁ É áÎÁÌÉÚ 15,No. 3 (2003), 72{114.11. î. á. ÷Á×ÉÌÏ×, ÷. á. ðÅÔÒÏ×, ï ÎÁÄÇÒÕ��ÁÈ EO(n;R). | áÌÇÅÂÒÁ É áÎÁÌÉÚ 19,No. 2 (2007), 10{51.12. î. á. ÷Á×ÉÌÏ×, á. ë. óÔÁ×ÒÏ×Á, ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÄÕË�ÉÉ × ÚÁÄÁÞÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÎÏÒ-ÍÁÌØÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ��. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 349 (2007), 30{52.13. î. á. ÷Á×ÉÌÏ×, á. ÷. óÔÅ�ÁÎÏ×, îÁÄÇÒÕ��Ù �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÙÈ ÇÒÕ��. | ÷ÅÓÔÎ. óÁ-ÍÁÒÓËÏÇÏ ÕÎ-ÔÁ, åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÎÁÕÞÎÁÑ ÓÅÒ. No. 3 (2008), 51{95.14. á. é. ëÏÒÏÔËÅ×ÉÞ, ðÏÄÇÒÕ��Ù �ÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕ��Ù, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÒÎÕÀ ÇÒÕ��Õ × �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé272 (2000), 227{233.
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