
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 364, 2009 Ç.á. é. îÁÚÁÒÏ×, ò. ó. ðÕÓÅ×�ïþîáñ áóéíð�ï�éëá íáìùèõëìïîåîéê ÷ L2{îïòíå ó ÷åóïí äìñîåëï�ïòùè çáõóóï÷óëéè ðòïãåóóï÷1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ�ÅÏÒÉÑ ÍÁÌÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÎÏÒÍ ÇÁÕÓÓÏ×ÓËÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× ÉÎÔÅÎ-ÓÉ×ÎÏ ÒÁÚ×É×ÁÅÔÓÑ × �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÂÚÏÒÙ [1{2℄).îÁÉÂÏÌÅÅ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÍ ÚÄÅÓØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ L2-ÎÏÒÍÙ. ðÕÓÔØX(t), a 6 t 6 b, { ÇÁÕÓÓÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÒÅÄÎÉÍ É ËÏ×ÁÒÉ-Á�ÉÅÊ G(t; s) = EX(t)X(s), t; s ∈ [a; b℄, É �ÕÓÔØ  { ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ [a; b℄. ðÏÌÏÖÉÍ
‖X‖ =  b∫a X2(t) (t) dt1=2 :îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ �ÒÉ "→ 0 ×ÅÌÉÞÉÎÙ P{‖X‖ 6"}.îÅÑ×ÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÙÌÏ �ÏÌÕÞÅÎÏ × [3℄. úÁÔÅÍ ÍÎÏÇÉÅ Á×ÔÏÒÙ,ÎÁÞÉÎÁÑ Ó [4{6℄, ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ Õ�ÒÏÝÅÎÉÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉÍÁÌÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ �ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ.÷ ÓÉÌÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ëÁÒÈÕÎÅÎÁ{ìÏÜ×Á ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÏÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

‖X‖2 = b∫a X2(t) (t) dt = ∞∑k=1 �k�2k; (1.1)ÇÄÅ �k, k ∈ N, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÇÁÕÓÓÏ×ÓËÉÅ Ó.×., Á �k > 0,k ∈ N,∑k �k <∞, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �f(t) = b∫a G(t; s)√ (t) (s)f(s) ds; t ∈ [a; b℄: (1.2)òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òææé 07-01-00159 .166



�ïþîáñ áóéíð�ï�éëá íáìùè õëìïîåîéê 167�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë Ï�ÉÓÁÎÉÀ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ�ÒÉ " → 0 ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ P{∑∞k=1 �k�2k 6 "2}. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÚÁ-ËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ Ñ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÚ-×ÅÓÔÎÙ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÎÅÍÎÏÇÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× (ÓÍ. [7{9℄). åÓÌÉ ÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÞÎÁÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ �n, ÔÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÍÁ-ÌÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÁ Ó�ÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÈ × [7℄.÷ ÓÔÁÔØÑÈ [10{12℄ ÂÙÌ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎ ÎÏ×ÙÊ �ÏÄÈÏÄ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ �Ï-ÌÕÞÁÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ ÍÁÌÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ × L2-ÎÏÒÍÅ ÄÌÑ ÇÁÕÓÓÏ×ÓËÉÈ�ÒÏ�ÅÓÓÏ×, ËÏ×ÁÒÉÁ�ÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ çÒÉÎÁ ÓÁÍÏÓÏ-�ÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÉÚ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÛÉÒÏËÏÇÏËÌÁÓÓÁ. îÁÓÔÏÑÝÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ×Ú×Å-ÛÅÎÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×.íÙ ×ÅÓØÍÁ �ÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÙ ñ. à. îÉËÉÔÉÎÕ ÚÁ ×ÎÉÍÁÎÉÅ É ÓÔÉÍÕ-ÌÉÒÕÀÝÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ ÂÅÓÅÄÙ.îÁ�ÏÍÎÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. æÕÎË�ÉÑ G(t; s) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÆÕÎË�ÉÅÊ çÒÉÎÁ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁL, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ LG =Æ(t− s).ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Wmp (0; 1) { ÜÔÏ ÂÁÎÁÈÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (m − 1) ÒÁÚÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ y, Õ ËÏÔÏÒÙÈ y(m−1) ÁÂÓÏ-ÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄ É y(m) ∈ Lp(0; 1).2. áÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÄÌÑ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ L �Ï-ÒÑÄËÁ 2`, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å D(L) ÆÕÎË�ÉÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÉÈ 2` ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ.ìÅÍÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ  ∈ W∞̀(0; 1) É  > 0 ÎÁ (0; 1). ðÕÓÔØG(t; s) | ÆÕÎË�ÉÑ çÒÉÎÁ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉLv = �v ÎÁ [0; 1℄; v ∈ D(L):�ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ
G(t; s) =√ (t) (s)G(t; s) (2.1)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ çÒÉÎÁ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ

Lv ≡  −1=2L( −1=2v) = �v ÎÁ [0; 1℄; v ∈ D(L); (2.2)



168 á. é. îáúáòï÷, ò. ó. ðõóå÷ÇÄÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï D(L) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ v, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ-×ÉÀ  −1=2v ∈ D(L): (2.3)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (2.1)1√ (t)G(t; s) =√ (s)G(t; s);ÚÎÁÞÉÔ, 1√ G(·; s) ∈ D(L):éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ L ÓÌÅÄÕÅÔ
LG(t; s) = √ (s)√ (t)LG(t; s):÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ LG(t; s) = Æ(t− s), �ÏÌÕÞÁÅÍ

LG(t; s) = Æ(t− s):ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. úÁÄÁÞÁ (2.2){(2.3) Ó �ÏÍÏÝØÀ ÚÁÍÅÎÙ y =  −1=2v �Å-ÒÅ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË:Ly = � y ÎÁ [0; 1℄; y ∈ D(L):�ÅÏÒÅÍÁ 2.2. ðÕÓÔØ ËÏ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ GX(t; s) ÇÁÕÓÓÏ×ÓËÏÇÏ�ÒÏ�ÅÓÓÁ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÒÅÄÎÉÍ X(t), 0 6 t 6 1, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ çÒÉÎÁÓÁÍÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ L �ÏÒÑÄËÁ 2`Lv ≡ (−1)`v(2`) + (p`−1v(`−1))(`−1) + : : :+ p0v; (2.4)pm ∈ L1(0; 1); m = 0; : : : ; `− 2; p`−1 ∈ L∞(0; 1);Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉU0j (v) ≡ v(kj )(0) + ∑k<kj �0jkv(k)(0) = 0;U1j (v) ≡ v(k′j )(1) + ∑k<k′j �1jkv(k)(1) = 0; j = 1; : : : ; `; (2.5)



�ïþîáñ áóéíð�ï�éëá íáìùè õëìïîåîéê 169ÇÄÅ �ijk { ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ,0 6 k1 < : : : < k` 6 2`− 1; 0 6 k′1 < : : : < k′` 6 2`− 1:ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ
κ ≡

∑̀j=1(kj + k′j) < 2`2:ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ  ∈ W∞̀(0; 1) É  (x) > 0, x ∈ [0; 1℄. �ÏÇÄÁ �ÒÉ " → 0ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅP(‖X‖ 6 ") ∼ C "
 exp(−2`− 12 ( #`2` sin �2` ) 2`2`−1 "− 22`−1) ; (2.6)ÇÄÅ 
 = −`+ κ + 12`− 1 ; #` = 1∫0  1=(2`)(x) dx;
C = Cdist (2�)`=2(�=#`)`
(sin �2` ) 1+
2(2`− 1)1=2( �2` )1+ 
2 �`(`− κ2` ) : (2.7)÷ (2.7) ËÏÎÓÔÁÎÔÁ \ÒÁÓÈÏÖÄÅÎÉÑ" Cdist ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊCdist = ∞∏n=1 �1=2n

(�=#` · [n+ `− 1− κ2`])` ;ÇÄÅ �n { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉLy = � y; U0j (y) = 0; U1j (y) = 0; j = 1; : : : ; `:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ìÅÍÍÅ 2.1, ÞÉÓÌÁ �n × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (1.1)ÒÁ×ÎÙ �n = �−1n , ÇÄÅ �n { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ
Lv ≡  −1=2L( −1=2v) = �v;U0j ( −1=2v) = 0; U1j ( −1=2v) = 0; j = 1; : : : ; `:



170 á. é. îáúáòï÷, ò. ó. ðõóå÷÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ Lv ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÔÁË:
Lv = (−1)` ( −1v(`))(`) + (q`−1v(`−1))(`−1) + : : :+ q0v;�ÒÉÞÅÍ qk ∈ L1(0; 1), k = 0; : : : ; ` − 2, q`−1 ∈ L∞(0; 1),  −1 ∈W∞̀(0; 1),  −1 > 0 × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ  É ÆÕÎË�ÉÉ pk,k = 0; : : : ; `− 1. úÎÁÞÉÔ, ÍÙ ×�ÒÁ×Å �ÒÉÍÅÎÉÔØ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.2 [10℄,ËÏÔÏÒÏÅ ÄÁÅÔ (2.6). �èÏÔÑ ÍÙ ÎÁ�ÉÓÁÌÉ \Ñ×ÎÏÅ" ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ Cdist, × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅ�ÒÏÓÔÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ËÏ×ÁÒÉÁ�ÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÙ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÉÌÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ, Ñ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ \ÒÁÓÈÏÖÄÅÎÉÑ" ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �Ï-ÌÕÞÅÎÙ ÍÅÔÏÄÏÍ, ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÍ × [11℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [13℄). ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈÒÁÚÄÅÌÁÈ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÙ ÔÁËÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 3 ÍÙ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏ�ÅÓÓÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑÞÅÒÅÚ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÁÈ 4 É 5 ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ�ÒÏ�ÅÓÓÙ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ËÏ×ÁÒÉÁ�ÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑÞÅÒÅÚ ÆÕÎË�ÉÉ âÅÓÓÅÌÑ.3. ðÒÏ�ÅÓÓÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉðÕÓÔØ u 6 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏ�ÅÓÓ W(u)(t) ≡ W (t) − utW (1) �ÒÉ0 6 t 6 1. üÔÏ ÇÁÕÓÓÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÒÅÄÎÉÍ É ËÏ×ÁÒÉÁ�É-ÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ GW(u) (t; s) = s∧ t− (2u− u2)st, ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÉ u ∈ (0; 1℄�ÒÏ�ÅÓÓ W(u) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ �Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ó ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÍ ÎÁ ÏÔ-ÒÅÚËÅ [0; 1℄ ÂÒÏÕÎÏ×ÓËÉÍ ÍÏÓÔÏÍ ÉÚ ÎÕÌÑ × ÎÕÌØ ÄÌÉÎÙ (2u − u2)−1(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [14℄, 4.4.20). ðÒÉ u = 1 ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÂÒÏÕÎÏ×ÓËÉÍ ÍÏÓÔÏÍ, Á �ÒÉ u = 0 { ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ×ÉÎÅÒÏ×ÓËÉÍ �ÒÏ�ÅÓÓÏÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ a > 0.(1) äÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÒÏÕÎÏ×ÓËÏÇÏ ÍÏÓÔÁ W(1) = B �ÒÉ " → 0ÉÍÅÅÍP 1∫0 B2(t)(a2 + t2)2 dt 6 "2

∼ 23=2�1=2(1 + a2)1=4(ar

tg a)1=2 exp(− (ar

tg a)28a2 "−2) :



�ïþîáñ áóéíð�ï�éëá íáìùè õëìïîåîéê 171(2) ðÕÓÔØ u < 1. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ \ÕÄÌÉÎÅÎÎÏÇÏ" ÂÒÏÕÎÏ×ÓËÏÇÏ ÍÏÓÔÁW(u)�ÒÉ "→ 0 ÉÍÅÅÍP 1∫0 W 2(u)(t)(a2 + t2)2 dt 6 "2
∼ 4a1=2(1 + a2)1=4(1− u)�1=2 ar

tg a · " · exp(− (ar

tg a)28a2 "−2) :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1.9 [11℄ É ìÅÍÍÅ 2.1, ÞÉÓÌÁ�k × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (1.1) ÒÁ×ÎÙ �k = �−1k , ÇÄÅ �k { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ






−y′′ = �y(a2+t2)2 ÎÁ [0; 1℄;y(0) = y(1) = 0; ÅÓÌÉ u = 1;y(0) = (y′ + �y)(1) = 0; ÅÓÌÉ u < 1;ÇÄÅ � = (1 − u)−2 − 1. éÚ [15, 2.377℄, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ y(0) = 0,�ÏÌÕÞÁÅÍ y(t) = 
√t2 + a2 sin(√�+ a2a ar
tg ta) :÷ÔÏÒÏÅ ÇÒÁÎÉÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÁÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ�k =  ( ak�ar

tg a)2 − a2; ÅÓÌÉ u = 1;
( axkar

tg a)2 − a2; ÅÓÌÉ u < 1;ÇÄÅ x1 < x2 < : : : { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ� 
os(�) + [1 + �(1 + a2)] ar

tgaa sin(�) = 0:ðÏÌØÚÕÑÓØ �ÅÏÒÅÍÏÊ 1 [16℄, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÒÉu = 1. ÷ ÓÌÕÞÁÅ u < 1, Ó ÕÞÅÔÏÍ �ÅÏÒÅÍÙ 2.2, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ C2dist ≡ ∞∏k=1 ( axkar

tg a)2 − a2
( a�ar

tg a (k − 12))2 = √1 + a2(1− u)2a: (3.1)



172 á. é. îáúáòï÷, ò. ó. ðõóå÷ðÏÌÏÖÉÍ F (�) = 
os(�) + ar

tgaa [1 + �(1 + a2)] sin(�)� :ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ áÄÁÍÁÒÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ (ÓÍ. [17, §8.2.4℄)F (�) ≡ F (0) ∞∏k=1(1− �2x2k) :úÎÁÞÉÔ,
∞∏k=1 x2k − (ar

tg a)2x2k = F (ar

tg a)F (0) = √1 + a2a(1− u)2F (0) : (3.2)äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ∞∏k=1 x2k(�(k− 12 ))2 �ÒÉÍÅÎÉÍË ÆÕÎË�ÉÑÍ F (�) É 	(�) = 
os(�) ÔÅÏÒÅÍÕ éÅÎÓÅÎÁ (ÓÍ. [17, §3.6.1℄).ðÒÉ |�| = �k É k → ∞

|F (�)|
|	(�)| ⇉ 1: (3.3)ðÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ k × ËÒÕÇÅ |�| < �k ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ 2k ËÏÒÎÅÊ ±�2 ,

± 3�2 ; : : : ;± (2k−1)�2 ÆÕÎË�ÉÉ 	(�) É ÒÏ×ÎÏ 2k ËÏÒÎÅÊ ±zj , j = 1 : : : ; k,ÆÕÎË�ÉÉ F (�). úÎÁÞÉÔ, Ó ÕÞÅÔÏÍ (3.3),
∞∏k=1 x2k(� (k − 12))2 = |F (0)|

|	(0)| = |F (0)|: (3.4)éÚ ÆÏÒÍÕÌ (3.2) É (3.4) �ÏÌÕÞÁÅÍ (3.1). �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÒÅÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1.�ÅÏÒÅÍÁ 3.2. ðÕÓÔØ a > 1.(1) äÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÒÏÕÎÏ×ÓËÏÇÏ ÍÏÓÔÁ W(1) = B �ÒÉ " → 0ÉÍÅÅÍP 1∫0 B2(t)(a2 − t2)2 dt 6 "2
∼ 4�1=2(a2 − 1)1=4 (ln a+1a−1)1=2 exp−

(ln a+1a−1)232a2 "−2 :



�ïþîáñ áóéíð�ï�éëá íáìùè õëìïîåîéê 173(2) ðÕÓÔØ u < 1. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ \ÕÄÌÉÎÅÎÎÏÇÏ" ÂÒÏÕÎÏ×ÓËÏÇÏ ÍÏÓÔÁW(u)�ÒÉ "→ 0 ÉÍÅÅÍP 1∫0 W 2(u)(t)(a2 − t2)2 dt 6 "2
∼ 8(a2 − 1)1=4a1=2(1− u)�1=2 ln a+1a−1 · " · exp−

(ln a+1a−1)232a2 "−2 :�ÅÏÒÅÍÁ 3.3. ðÕÓÔØ a > 0.(1) äÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÒÏÕÎÏ×ÓËÏÇÏ ÍÏÓÔÁ W(1) = B �ÒÉ " → 0ÉÍÅÅÍP 1∫0 B2(t)(t+ a)2 dt 6 "2
∼ 2√2(a+ 1)1=4a1=4�1=2 (ln a+1a )1=2 exp(−(ln a+1a )28 "−2) :(2) ðÕÓÔØ u < 1. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ \ÕÄÌÉÎÅÎÎÏÇÏ" ÂÒÏÕÎÏ×ÓËÏÇÏ ÍÏÓÔÁW(u)�ÒÉ "→ 0 ÉÍÅÅÍP 1∫0 W 2(u)(t)(t+ a)2 dt 6 "2

∼ 4(a+ 1)1=4(1− u)a1=4�1=2 ln a+1a · " · exp(−(ln a+1a )28 "−2) :�ÅÏÒÅÍÁ 3.4. ðÕÓÔØ a > 0.(1) äÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÒÏÕÎÏ×ÓËÏÇÏ ÍÏÓÔÁ W(1) = B �ÒÉ " → 0ÉÍÅÅÍP 1∫0 B2(t)(t+ a)4 dt 6 "2 ∼ 2√2√� exp(− (a(a+ 1))−28 "−2) :



174 á. é. îáúáòï÷, ò. ó. ðõóå÷(2) ðÕÓÔØ u < 1. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ \ÕÄÌÉÎÅÎÎÏÇÏ" ÂÒÏÕÎÏ×ÓËÏÇÏ ÍÏÓÔÁW(u)�ÒÉ "→ 0 ÉÍÅÅÍP 1∫0 W 2(u)(t)(t+ a)4 dt 6 "2 ∼ 4a1=2(a+ 1)3=2(1− u)�1=2 ·"·exp(− (a(a+ 1))−28 "−2) :4. ðÒÏ�ÅÓÓÙ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ,Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÆÕÎË�ÉÑÍÉ âÅÓÓÅÌÑîÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï ÆÕÎË�ÉÑÈ âÅÓÓÅÌÑ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ × §§4{5,ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [18, ÇÌÁ×Á 8℄.�ÅÏÒÅÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ a > 0 É � 6= 0.(1) äÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÒÏÕÎÏ×ÓËÏÇÏ ÍÏÓÔÁ W(1) = B �ÒÉ " → 0ÉÍÅÅÍP 1∫0 (t+ a)2�−2B2(t) dt 6 "2 ∼ (a(a+ 1))(�−1)=4
·
( �(a+ 1)� − a�)1=2 2√2√� exp(−((a+ 1)� − a�)28�2 "−2) : (4.1)(2) ðÕÓÔØ u < 1. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ \ÕÄÌÉÎÅÎÎÏÇÏ" ÂÒÏÕÎÏ×ÓËÏÇÏ ÍÏÓÔÁW(u)�ÒÉ "→ 0 ÉÍÅÅÍP 1∫0 (t+ a)2�−2W 2(u)(t) dt 6 "2

∼ (a(a+ 1)−1)(�−1)=4�(1− u) ((a+ 1)� − a�) · 4"√� · exp(−((a+ 1)� − a�)28�2 "−2) : (4.2)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ìÅÍÍÅ 2.1, ÞÉÓÌÁ �k × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (1.1)ÒÁ×ÎÙ �k = �−1k , ÇÄÅ �k { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ




−y′′ = �(t+ a)2�−2y ÎÁ [0; 1℄;y(0) = y(1) = 0; ÅÓÌÉ u = 1;y(0) = (y′ + �y)(1) = 0; ÅÓÌÉ u < 1;



�ïþîáñ áóéíð�ï�éëá íáìùè õëìïîåîéê 175ÇÄÅ � = (1− u)−2 − 1.ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ([18, 8.491.11℄)y(t) = 
1√t+ aJ 12|�|

(√�� (t+ a)�)+ 
2√t+ aN 12|�|

(√�� (t+ a)�) ;ÇÄÅ J� É N� { ÆÕÎË�ÉÉ âÅÓÓÅÌÑ �ÏÒÑÄËÁ � �ÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.äÁÌÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ �ÒÏ×ÅÄÅÎÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ u < 1, ÓÌÕÞÁÊ u =1 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ É �ÒÏÝÅ. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ y(t) × ÇÒÁÎÉÞÎÙÅÕÓÌÏ×ÉÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �k = x2k, ÇÄÅ x1 < x2 < : : : { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉÆÕÎË�ÉÉF (�) = det J� (a��� ) �J ′� ( (a+1)��� )+ �(a+1)+ 12(a+1)� J� ( (a+1)��� )N� (a��� ) �N ′� ( (a+1)��� )+ �(a+1)+ 12(a+1)� N� ( (a+1)��� )



 ;ÇÄÅ � = 12|�| . ÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ # = (a+1)�−a�� . C ÕÞÅÔÏÍ �ÅÏÒÅÍÙ2.2, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏC2dist ≡ ∞∏k=1 x2k#2(� (k − 12))2 = (1 + �)( aa+ 1)(�−1)=2 : (4.3)ðÏÌÏÖÉÍ 	(�) = 
os (#�). �ÏÇÄÁ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ �ÒÉ � > 0 É � → 0J�(�) ∼ 1�(1 + �) (�2)� ; N�(�) ∼ −�(�)� (�2)−� ; (4.4)�ÏÌÕÞÁÅÍ
|F (0)|
|	(0)| = 2�(1 + �)(a + 1)1=2�a1=2(a+ 1)� :úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ F (−�) = F (�). ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ℜ(�) > 0 É |�| → ∞Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑJ�(�) =√ 2�� 
os(� − �2 � − �4) (1 +O(|�|−1));N�(�) =√ 2�� sin(� − �2 � − �4) (1 +O(|�|−1)); (4.5)



176 á. é. îáúáòï÷, ò. ó. ðõóå÷�ÒÉ |�| = �k=# É k → ∞ �ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ �ÏÌÕÞÁÅÍ
|F (�)|
|	(�)| ⇉

2�a�=2(a+ 1)�=2� :ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ éÅÎÓÅÎÁ Ë ÆÕÎË�ÉÑÍ F (�) É 	(�), �ÏÌÕÞÁÅÍ (4.3).�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ðÏÌÁÇÁÑ × ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ (4.1){(4.2) � = −1, �ÏÌÕÞÁÅÍÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÅÏÒÅÍÙ 3.4, Á �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ � → 0 { ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ �ÅÏÒÅÍÙ 3.3. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ ÍÁÌÙÈÕËÌÏÎÅÎÉÊ × L2-ÎÏÒÍÅ ÄÌÑ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× t�W(u)(t) (ÓÍ. [11, �ÅÏÒÅÍÁ 3.3℄)ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ �ÅÒÅÈÏÄÏÍ Ë �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ a→ 0 ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ◦U (�)(t) �ÒÏ�ÅÓÓ ïÒÎÛÔÅÊÎÁ-õÌÅÎÂÅËÁ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚÎÕÌÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÁÕÓÓÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÒÅÄÎÉÍ É ËÏ×ÁÒÉÁ�É-ÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ G ◦U (�)(t; s) = (e−�|t−s| − e−�(t+s))=(2�).�ÅÏÒÅÍÁ 4.2. ðÕÓÔØ � ∈ R É q 6= 0. �ÏÇÄÁ �ÒÉ "→ 0 ÉÍÅÅÍP 1∫0 e2qt ◦U2(�)(t) dt 6 "2 ∼ e�=2eq=4 4q√�(eq − 1) ·"·exp(− (eq − 1)28q2 "−2) :(4.6)�ÅÏÒÅÍÁ 4.2 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4.1.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. ðÏÌÁÇÁÑ × ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ (4.6) � = 0, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ �ÅÏÒÅÍÙ 3.5 [11℄, Á �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ q → 0, �ÏÌÕÞÁÅÍÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ óÌÅÄÓÔ×ÉÑ 3 [13℄.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ U(�)(t) ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ ïÒÎÛÔÅÊÎÁ-õÌÅÎÂÅËÁ, ÔÏÅÓÔØ ÇÁÕÓÓÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÒÅÄÎÉÍ É ËÏ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÅÊ GU(�) (t; s) = e−�|t−s|=(2�).�ÅÏÒÅÍÁ 4.3. ðÕÓÔØ � > 0 É q 6= 0. �ÏÇÄÁ �ÒÉ "→ 0 ÉÍÅÅÍP 1∫0 e2qtU2(�)(t) dt 6 "2
∼ 8√�� e�=2eq=4 ( qeq − 1)3=2

· "2 · exp(− (eq − 1)28q2 "−2) : (4.7)



�ïþîáñ áóéíð�ï�éëá íáìùè õëìïîåîéê 177äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ìÅÍÍÅ 2.1, ÞÉÓÌÁ �k × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (1.1)ÒÁ×ÎÙ �k = �−1k , ÇÄÅ �k { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ
{ y′′ − (�2 − �e2qt)y = 0 ÎÁ [0; 1℄;(y′ − �y)(0) = (y′ + �y)(1) = 0: (4.8)ðÏÓËÏÌØËÕ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ κ = 2`2, ÏÂÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ (2.6) ÎÅ �ÒÉÍÅ-ÎÉÍÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈÚÎÁÞÅÎÉÊ ~�1 = #−2, ~�k = #−2(�(k − 1))2, k > 2 (�ÁÒÁÍÅÔÒ # ×ÙÂÅÒÅÍ�ÏÚÖÅ). �ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ìÉ [7℄ �ÒÉ ÍÁÌÙÈ "P ∞∑j=1 �−1j �2j 6 "2 ∼ #�1=21 ∞∏k=2 #�1=2k�(k − 1) P�20 + ∞∑j=1 �2j�2j2 6

( "#)2 ;(4.9)(�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ), ÇÄÅ �0 { ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ Ó.×., ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ {�k}, k ∈ N.÷ [10, ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.4℄ ÂÙÌÏ �ÏÌÕÞÅÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ "→ 0P�20 + ∞∑j=1 �2j�2j2 6

( "#)2 ∼ 4√2√� ·
( "#)2 · exp(−18 ( "#)−2) :ïÓÔÁÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ \ÒÁÓÈÏÖÄÅÎÉÑ"C̃dist ≡ ∞∏k=1 �1=2k~�1=2k = #�1=21 ∞∏k=2 #�1=2k�(k − 1) :ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (4.8) (ÓÍ. [15, 2.162 (12Á)℄)y(t) = 
1J� (√�q eqt)+ 
2N� (√�q eqt) ;ÇÄÅ � = �

|q| . éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ √�k { �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÆÕÎË�ÉÉF (�) = det �J ′� (1q �) − �J� ( 1q �) eq�J ′� ( eqq �)+ �J� ( eqq �)�N ′� (1q �) − �N� ( 1q �) eq�N ′� ( eqq �)+ �N� ( eqq �) :



178 á. é. îáúáòï÷, ò. ó. ðõóå÷÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÞÉÓÌÁ√~�k Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÆÕÎË-�ÉÉ 	(�) = ((#�)2 − 1) sin(#�)� :éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (4.5) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ # = (eq−1)=q, |�| = �(k− 12 )=#É k → ∞
|F (�)|
|	(�)| ⇉

2|q|eq=2�#2 :ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
|F (0)|
|	(0)| = 4�e�|q|�# :ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ éÅÎÓÅÎÁ Ë ÆÕÎË�ÉÑÍ F (�) É 	(�), Ó ÕÞÅÔÏÍ Ä×ÕÈ�ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, �ÏÌÕÞÁÅÍC̃dist = √2�#e�=2eq=4 :�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (4.7) ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏ-ÓÔÅÊ ÍÁÌÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÄÌÑ �ÒÏ�ÅÓÓÁ ïÒÎÛÔÅÊÎÁ-õÌÅÎÂÅËÁ ([11, ðÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÉÅ 2.1℄ É [13, óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3℄), ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅÇÏ �ÒÅÄÅÌØ-ÎÙÍ �ÅÒÅÈÏÄÏÍ �ÒÉ q → 0.�ÅÏÒÅÍÁ 4.4. ðÕÓÔØ q > 0.(1) ðÕÓÔØ � ∈ R. �ÏÇÄÁ �ÒÉ "→ 0 ÉÍÅÅÍP ∞∫0 ◦U2(�)(t)e−2qt dt 6 "2

∼ 2� 14� 12 (1 + |�|q ) · (2q") 12− |�|q · exp(−18(q")−2) : (4.10)(2) ðÕÓÔØ � > 0. �ÏÇÄÁ �ÒÉ "→ 0 ÉÍÅÅÍP ∞∫0 U2(�)(t)e−2qt dt 6 "2
∼

2(�q ) 12� 14� 12 (1 + �q ) · (2q") 32−�q · exp(−18(q")−2) : (4.11)



�ïþîáñ áóéíð�ï�éëá íáìùè õëìïîåîéê 179äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ìÅÍÍÅ 2.1, �k × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (1.1) ÒÁ×ÎÙ�k = �−1k , ÇÄÅ �k { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ




y′′ − (�2 − �e−2qt)y = 0 ÎÁ [0;∞);y(0) = 0; |y(+∞)| <∞ ÄÌÑ ◦U (�);(y′ − �y)(0) = 0; |y(+∞)| <∞ ÄÌÑ U(�):õÞÉÔÙ×ÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ |y(+∞)| <∞, ÉÚ [15, 2.162 (12Á)℄ �ÏÌÕÞÁÅÍy(t) = 
J |�|q (√�q e−qt) :éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ y(0) = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �k = (qxk)2, ÇÄÅ xk ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔk-Ê �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÆÕÎË�ÉÉ âÅÓÓÅÌÑ J |�|q (�).éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (y′ − �y)(0) = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �n = (q�xk)2, ÇÄÅ �xk ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔ k-Ê �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ�J ′�q (�) + �q J�q (�) = 0:ðÒÉÍÅÎÑÑ ìÅÍÍÕ 3.2 [11℄, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. ðÏÌÁÇÁÑ × ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ (4.10) � = 0, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ �ÅÏÒÅÍÙ 3.4 [11℄.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏ�ÅÓÓ Ŵ (t) ≡ W (t) − t−1 ∫ t0 W (s) ds. üÔÏÔ ÇÁÕÓÓÏ×-ÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÒÅÄÎÉÍ ÂÙÌ ××ÅÄÅÎ × [19℄, ÅÇÏ ËÏ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ GŴ (t; s) = s2=(3t) ∧ t2=(3s).�ÅÏÒÅÍÁ 4.5. ðÕÓÔØ � > 0. �ÏÇÄÁ �ÒÉ "→ 0 ÉÍÅÅÍP 1∫0 t2�−2Ŵ 2(t) dt 6 "2
∼
( √��( 32� ))1=2

· 2� · (2�")3(�−1)=(2�) · exp(− 18�2 "−2) :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 5.3 [20℄ É ìÅÍÍÅ 2.1, ÞÉÓÌÁ�k × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (1.1) ÒÁ×ÎÙ �k = �−1k , ÇÄÅ �k { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ
{ −y′′ + 2yt2 = �t2�−2y ÎÁ [0; 1℄;y(0) = (y′ + y)(1) = 0:



180 á. é. îáúáòï÷, ò. ó. ðõóå÷éÚ [18, 8.491.12℄ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ y(0) = 0, ÓÌÅÄÕÅÔy(t) = 
√tJ 32� (√�� t�) :éÓ�ÏÌØÚÕÑ ×ÔÏÒÏÅ ÇÒÁÎÉÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, �ÏÌÕÞÉÍ �k = �2x2k , ÇÄÅ x1 <x2 < : : : { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ�J ′32� (�) + 32� J 32� (�) = 0:ðÒÉÍÅÎÑÑ ìÅÍÍÕ 3.2 [11℄, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÅÏÒÅÍÅ 2.2, × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÅÓ ÏÔÄÅÌÅÎ ÏÔÎÕÌÑ, É ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, �ÏËÁÚÁ-ÔÅÌØ 
 × ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÅ ÍÁÌÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ, ÉÍÅÀÝÅÊ ×ÉÄ
C"
 exp(−D"−d); (4.12)ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ �ÏÒÑÄËÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ É �ÏÒÑÄËÁ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÖÅ, ËÏÇÄÁ ×ÅÓ ÈÏÔÑÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÅÚËÁ ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ (ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÌÉÂÏ ÎÅ-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ), ÜÔÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÔÁË. ÷ [11, �ÅÏÒÅÍÁ3.3℄ ÂÙÌÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÍÁÌÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ × L2-ÎÏÒÍÅ ÎÁ[0; 1℄ ÄÌÑ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× t�B(t) É t�W (t) (ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÙÌÉ �Ï-ÌÕÞÅÎÙ ÔÁËÖÅ × [21℄). ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ [11℄ É �ÅÏÒÅÍÙ 4.5, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁÍÁÌÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ × L2-ÎÏÒÍÅ Ó ×ÅÓÏÍ t� ÄÌÑ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× B(t), W (t) ÉŴ (t) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (4.12), ÏÄÎÁËÏ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ×ÅÓÁ,�ÏËÁÚÁÔÅÌØ 
 × ÎÅÊ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � ×ÅÓÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÜÆ-ÆÅËÔ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ É �ÒÉ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ(ÓÍ. �ÅÏÒÅÍÕ 4.4).5. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ �ÒÏ�ÅÓÓÙ,Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÆÕÎË�ÉÑÍÉ âÅÓÓÅÌÑðÕÓÔØ X(t), t ∈ [0; 1℄, { ÇÁÕÓÓÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÒÅÄÎÉÍ.ðÕÓÔØ �j , j = 1; : : : ;m, ÒÁ×ÎÙ 0 ÉÌÉ 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X [�1;::: ;�m℄m (t)m ÒÁÚ �ÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓX [�1;::: ;�m℄m (t) = (−1)�1+:::+�m t∫�m : : : t1∫�1 X(s) ds dt1 : : : dtm−1:ðÅÒ×ÙÅ Ä×Á �ÒÉÍÅÒÁ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó �ÒÏ�ÅÓÓÏÍ Ŵ .



�ïþîáñ áóéíð�ï�éëá íáìùè õëìïîåîéê 181�ÅÏÒÅÍÁ 5.1. ðÒÉ "→ 0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅP 1∫0 t2 (Ŵ [1℄1 (t))2 dt 6 "2 ∼ 4 · 2 143 12 exp(− 2 134 · 3 13 "− 23) :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÅÏÒÅÍÅ 2.1 [10℄ É ìÅÍÍÅ 2.1, ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏ×ÁÒÉÁ�ÉÉ ÒÁ×ÎÙ �k = �−1k , ÇÄÅ �k { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ




yIV −
(2y′t2 )′ = �t2y ÎÁ [0; 1℄;y(1) = 0; y′(0) = 0;(y′′ + y′)(1) = 0;(y′′′ − 2y′t2 ) (0) = 0:ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (ÓÍ. [15, 4.37℄)y(t) = 
1J0(u) + 
2N0(u) + 
3J0(iu) + 
4N0(iu); (5.1)ÇÄÅ u = 23�1=4t3=2. çÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÁÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �k = ( 3xk2 )4, ÇÄÅ x1 < x2 < : : : {�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑdetJ0(�) N0(�) J0(i�) N0(i�)0 1 0 1J0(�) N0(�) −J0(i�) −N0(i�)0 1 0 −1 

 = 0;ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ � ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ J0(�) = 0. ðÒÉ-ÍÅÎÑÑ ìÅÍÍÕ 3.2 [11℄, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ��ÅÏÒÅÍÁ 5.2. ðÒÉ "→ 0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅP 1∫0 t2 (Ŵ [0℄1 (t))2 dt 6 "2 ∼ 243=1231=6�1=2 · " 13 · exp(− 2 134 · 3 13 "− 23) :(5.2)



182 á. é. îáúáòï÷, ò. ó. ðõóå÷äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÅÏÒÅÍÅ 2.1 [10℄ É ìÅÍÍÅ 2.1, ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏ×ÁÒÉÁ�ÉÉ ÒÁ×ÎÙ �k = �−1k , ÇÄÅ �k { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ




yIV −
(2y′t2 )′ = �t2y ÎÁ [0; 1℄;y(0) = 0; y′(0) = 0;(y′′ + y′)(1) = 0;(y′′′ − 2y′) (1) = 0:ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (5.1) × ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, �ÏÌÕÞÉÍ �k = ( 3xk2 )4,ÇÄÅ x1 < x2 < : : : { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑdet 1 0 1 i0 1 0 1J0(�) N0(�) −J0(i�) −N0(i�)J1(�) N1(�) −iJ1(i�) −iN1(i�) = 0: (5.3)õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (5.3) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀF (�) ≡ det [ J0(�) + J0(i�) N0(�) +N0(i�) + iJ0(�)J1(�) + iJ1(i�) N1(�) + iN1(i�) + iJ1(�) ] = 0:ðÅÒÅ�ÉÛÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ F (�):F (�) = ∣∣∣∣ J0(i�) N0(�) + iJ0(�)iJ1(i�) N1(�) + iJ1(�) ∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ J0(�) N0(i�)J1(�) iN1(i�) ∣∣∣∣++ ∣∣∣∣ J0(i�) N0(i�)iJ1(i�) iN1(i�) ∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ J0(�) N0(�) + iJ0(�)J1(�) N1(�) + iJ1(�) ∣∣∣∣ :ðÏÌÏÖÉÍ 	(�) = √2 
h(�) 
os(�). éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (4.5) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ�ÒÉ |�| = �k É k → ∞
|��F (�)|
|	(�)| ⇉ 1:ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ éÅÎÓÅÎÁ Ë ÆÕÎË�ÉÑÍ ��F (�) É 	(�) ÄÁÅÔ

∞∏k=1 x4k(� (k − 12))4 = ∣∣∣∣(��F (�))|�=0	(0) ∣∣∣∣ = 25=2:



�ïþîáñ áóéíð�ï�éëá íáìùè õëìïîåîéê 183éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ [7℄, �ÏÌÕÞÁÅÍP{ ∞∑k=1�−1k �2k 6 "2} ∼ 25=4 · P{ ∞∑k=1(3�2 (k − 12))−4 �2k 6 "2} :�ÅÏÒÅÍÁ 6.2 [10℄ ÄÁÅÔ (5.2). �óÒÅÄÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÙÓÏËÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ × ÏÂÛÉÒ-ÎÏÍ Ó�ÒÁ×ÏÞÎÉËÅ [15℄ ÎÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ5.9, �ÏÒÏÖÄÁÅÍÏÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ �ÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÇÁÕÓÓÏ×ÓËÉÍÉ�ÒÏ�ÅÓÓÁÍÉ Ó ×ÅÓÏÍ t−n. íÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ �ÑÔØ �ÒÉÍÅÒÏ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÏÞ-ÎÙÈ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉË, ÈÏÔÑ ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÌÅÇËÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ V(�1; �2; : : : ; �n) ÍÁÔÒÉ�Õ ÷ÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ
V(�1; �2; : : : ; �n) =  1 �1 �21 : : : �n−111 �2 �22 : : : �n−12: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :1 �n �2n : : : �n−1n 

ðÏÌÏÖÉÍ, ÓÌÅÄÕÑ [11℄,"n = ("√n sin �2n) 12n−1 ; Dn = 2n− 12n sin �2n :�ÅÏÒÅÍÁ 5.3. ðÕÓÔØ u < 1. �ÏÇÄÁ �ÒÉ " → 0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÅP 1∫0 t−n (W [0;0;::: ;0℄(u);n−1 (t))2 dt 6 "2
∼ 2n=2 · �(n−2)=4 · n(n+2)=4(0!1!2! : : : (n− 1)! · | detV(1; z; : : : ; zn−1)|)1=2

· "1−n22n(1− u)√Dn · exp(−Dn"2n ) : (5.4)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ u = 0. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÅÏÒÅÍÅ 2.1 [10℄ ÉìÅÍÍÅ 2.1, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏ×ÁÒÉÁ�ÉÉ ÒÁ×ÎÙ �k = �−1k , ÇÄÅ �k{ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ




(−1)ny(2n) = �t−ny ÎÁ [0; 1℄;y(0) = y′(0) = : : : = y(n−1)(0) = 0;y(n)(1) = y(n+1)(1) = : : : = y(2n−1)(1) = 0: (5.5)



184 á. é. îáúáòï÷, ò. ó. ðõóå÷ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (ÓÍ. [15, 5.9℄)y(t) = tn=2 n−1∑k=0 
kH(1)n (2zk�t1=2) + tn=2 n−1∑k=0 
n+kH(2)n (2zk�t1=2); (5.6)ÇÄÅ H(1;2)n { ÆÕÎË�ÉÉ èÁÎËÅÌÑ �ÏÒÑÄËÁ n, z = exp(i�=n) É � = �1=(2n).ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ y(t) × ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË-�ÉÊ âÅÓÓÅÌÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ [18, 8.402{8.403℄, �ÏÌÕÞÉÍ �k = x2nk ,ÇÄÅ x1 < x2 < : : : { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑF (�) ≡ det [V(1; z2; : : : ; z2(n−1)) −V(1; z2; : : : ; z2(n−1))A1(�) A2(�) ] = 0:úÄÅÓØA1(�)= H(1)0 (2�) H(1)0 (2z�) : : : H(1)0 (2zn−1�)H(1)1 (2�) zH(1)1 (2z�) : : : zn−1H(1)1 (2zn−1�): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :H(1)n−1(2�) zn−1H(1)n−1(2z�) : : : (zn−1)n−1H(1)n−1(2zn−1�) ;A2(�)= H(2)0 (2�) H(2)0 (2z�) : : : H(2)0 (2zn−1�)H(2)1 (2�) zH(2)1 (2z�) : : : zn−1H(2)1 (2zn−1�): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :H(2)n−1(2�) zn−1H(2)n−1(2z�) : : : (zn−1)n−1H(2)n−1(2zn−1�) :ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ | arg �| < �2n É |�| → ∞ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑH(1;2)l (2zk�) =√ 1�zk� exp(±i [2zk� − �l2 − �4 ]) (1 +O(|�|−1)) ;(5.7)ÄÅÊÓÔ×ÕÑ, ËÁË × [22, §4, �ÅÏÒÅÍÁ 2℄, �ÏÌÕÞÁÅÍF (�) = exp(−2iz� − 2iz2� − : : :− 2izn−1�)�n=2zn(n−1)=4�n=2 ·
(�(�) +O(|�|−1)) ;ÇÄÅ �(�) = det [V(1; z2; : : : ; z2(n−1)) −V(0; 0; : : : ; 0)�1(�) �2(�) ] ;



�ïþîáñ áóéíð�ï�éëá íáìùè õëìïîåîéê 185�1(�) =  e2i�− i�4 0 : : : 0e2i�− i�2 − i�4 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :e2i�− i�(n−1)2 − i�4 0 : : : 0 ;�2(�) =  e−2i�+ i�4 e i�4 : : : e i�4e−2i�+ i�2 + i�4 ze i�2 + i�4 : : : zn−1e i�2 + i�4: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :e−2i�+ i�(n−1)2 + i�4 zn−1e i�(n−1)2 + i�4 : : : (zn−1)n−1e i�(n−1)2 + i�4  :ðÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ �ÏÌÕÞÁÅÍ
|�(�)| = 2| detV(1; z2; : : : ; z2(n−1))|

· | detV(1; z; : : : ; zn−1)| · ∣∣∣
os(2� − �n4 )∣∣∣ :úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [11, ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ℄)
| detV(1; z2; : : : ; z2(n−1))| = nn2 : (5.8)ðÏÌÏÖÉÍ Æ = n−24 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ (ÓÍ. [11℄)	Æ(�) =  Æ(2�) Æ(2z�) : : :  Æ(2zn−1�);ÇÄÅ  Æ(�) = �2(1 + Æ)�(1 + Æ + �� )�(1 + Æ − �� ) = ∞∏k=1(1− �2(�(k + Æ))2) :ëÁË ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ × [11, ìÅÍÍÁ 1.3℄, �ÒÉ |�| = �2 (k + Æ + 12 ) É k → ∞ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï �, ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ | arg �| 6 �0 < �, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Æ(2�) ∼ �2(1 + Æ)�2Æ(2�)−2Æ−1 
os(2� − �(Æ + 1=2)):õÞÉÔÙ×ÁÑ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ |F (�)| = |F (z�)|, �ÒÉ |�| = �2 (k + Æ + 12 ) Ék → ∞ �ÏÌÕÞÁÅÍ

|F (�)|
|�|n(n−1)=2|	Æ(�)| ⇉

2n(n+2)=2 · nn=2 · | detV(1; z; : : : ; zn−1)|�2n(1 + Æ)�n(n−1)=2 : (5.9)



186 á. é. îáúáòï÷, ò. ó. ðõóå÷ðÏÜÔÏÍÕ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ éÅÎÓÅÎÁ,
∞∏k=1 x2nk(�2 (k + Æ))2n = �2n(1 + Æ)�n(n−1)=2| ~F (0)|2n(n+2)=2 · nn=2 · | detV(1; z; : : : ; zn−1)| ;ÇÄÅ ~F (�) = F (�)=�n(n−1)=2.÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ~F (�) × ÎÕÌÅ. ðÒÉÂÁ×ÌÑÑ ÌÅ×ÕÀ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊ F (�), Ë �ÒÁ×ÏÊ, �ÏÌÕÞÁÅÍ~F (�) = detV(1; z2; : : : ; z2(n−1)) · 2n·

· det J0(2�) J0(2z�) : : : J0(2zn−1�)J1(2�)� zJ1(2z�)� : : : zn−1J1(2zn−1�)�: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Jn−1(2�)�n−1 zn−1Jn−1(2z�)�n−1 : : : (zn−1)n−1Jn−1(2zn−1�)�n−1 
 :ó ÕÞÅÔÏÍ (4.4) É (5.8) �ÏÌÕÞÁÅÍ

| ~F (0)| = 2n| detV(1; z2; : : : ; z2(n−1))|20!1!2! : : : (n− 1)! = (2n)n0!1!2! : : : (n− 1)! :ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ [7℄P 1∫0 t−n (W [0;0;::: ;0℄n−1 (t))2 dt 6 "2 ∼

∼ �n(1 + Æ) · �(n2−n)=4 · nn=4 · 2−n2=4(0!1!2! : : : (n− 1)! · | detV(1; z; : : : ; zn−1)|)1=2 ·
· P{ ∞∑k=1 (�2 (k + Æ))−2n �2k 6 "2} :éÚ [10, �ÅÏÒÅÍÁ 6.2℄ �ÏÌÕÞÁÅÍ (5.4) �ÒÉ u = 0.ðÒÉ u 6= 0, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1.9 [11℄, ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ ×(5.5) ÇÒÁÎÉÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ u(n)(1) = 0 ÎÁ (u(n) + �u(n−1))(1) = 0 (ÎÁ�Ï-ÍÎÉÍ, ÞÔÏ � = (1− u)−2 − 1).



�ïþîáñ áóéíð�ï�éëá íáìùè õëìïîåîéê 187óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, × ÍÁÔÒÉ�ÁÈ A1(�) É A2(�) �ÅÒ×ÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÚÁÍÅ-ÎÑÔÓÑ ÎÁ
[H(1;2)0 (2�) + � H(1;2)1 (2�)� H(1;2)0 (2z�) + � H(1;2)1 (2z�)z� : : :H(1;2)0 (2zn−1�) + � H(1;2)1 (2zn−1�)zn−1� ]�ÁËÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (5.9), × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË | ~F (0)|ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ 1 + � = (1− u)−2. üÔÏ ÄÁÅÔ (5.4) × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÌÁÇÁÑ × (5.4) n = 1, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÅÏÒÅÍÙ3.3(2) [11℄ × ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ # = −1.�ÅÏÒÅÍÁ 5.4. ðÒÉ "→ 0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅP 1∫0 t−n (B[0;0;::: ;0℄n−1 (t))2 dt 6 "2

∼ 2n=2 · �(n−2)=4 · n(n+2)=4(1!1!2! : : : (n− 1)! · | detV(z−1; z; : : : ; zn−1)|)1=2
· "−n22n√

Dn exp(−Dn"2n ) : (5.10)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ [10, �. 5.2℄ É ìÅÍÍÅ 2.1, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ ËÏ×ÁÒÉÁ�ÉÉ ÒÁ×ÎÙ �k = �−1k , ÇÄÅ �k { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ




(−1)ny(2n) = �t−ny ÎÁ [0; 1℄;y(0) = y′(0) = : : : = y(n−2)(0) = 0;y(n−1)(0) = y(n−1)(1) = 0;y(n+1)(1) = y(n+2)(1) = : : : = y(2n−1)(1) = 0:ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (5.6) × ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÅÏ-ÒÅÍÅ 5.3 �ÏÌÕÞÉÍ �k = x2nk , ÇÄÅ x1 < x2 < : : : { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉÕÒÁ×ÎÅÎÉÑF (�) ≡ det [V(1; z2; : : : ; z2(n−1)) −V(1; z2; : : : ; z2(n−1))A1(�) A2(�) ] = 0:



188 á. é. îáúáòï÷, ò. ó. ðõóå÷úÄÅÓØA1(�) =  H(1)1 (2�) z−1H(1)1 (2z�) : : : z−(n−1)H(1)1 (2zn−1�)H(1)1 (2�) zH(1)1 (2z�) : : : zn−1H(1)1 (2zn−1�): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :H(1)n−1(2�) zn−1H(1)n−1(2z�) : : : (zn−1)n−1H(1)n−1(2zn−1�) ;A2(�) =  H(2)1 (2�) z−1H(2)1 (2z�) : : : z−(n−1)H(2)1 (2zn−1�)H(2)1 (2�) zH(2)1 (2z�) : : : zn−1H(2)1 (2zn−1�): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :H(2)n−1(2�) zn−1H(2)n−1(2z�) : : : (zn−1)n−1H(2)n−1(2zn−1�) :ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÍÁÔÒÉ�Ù A1(�) É A2(�) ÌÉÛØ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ ÏÔÌÉÞÁ-ÀÔÓÑ ÏÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ. �ÁË ÖÅ, ËÁË ×ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÅÏÒÅÍÙ 5.3, �ÒÉ | arg �| < �2n É |�| → ∞ ÉÍÅÅÍ
|F (�)| = | exp(−2iz� − 2iz2� − : : :− 2izn−1�)|�n=2|�|n=2

×
(2nn=2 ·| detV(z−1; z; : : : ; zn−1)|·∣∣∣
os(2� − �n4 − �2n)∣∣∣+O(|�|−1)) ;É �ÏÔÏÍÕ �ÒÉ Æ = n−24 + 12n , |�| = �2 (k + Æ + 12 ) É k → ∞ �ÏÌÕÞÁÅÍ

|F (�)|
|�|1+n(n−1)=2|	Æ(�)| ⇉

21+n(n+2)=2nn=2 · | detV(z−1; z; : : : ; zn−1)|�2n(1 + Æ)�1+n(n−1)=2 :÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ~F (�) = F (�)=�1+n(n−1)=2 × ÎÕÌÅ:~F (�) = detV(1; z2; : : : ; z2(n−1)) · 2n·
· det J1(2�)� J1(2z�)z� : : : J1(2zn−1�)zn−1�J1(2�)� zJ1(2z�)� : : : zn−1J1(2zn−1�)�: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Jn−1(2�)�n−1 zn−1Jn−1(2z�)�n−1 : : : (zn−1)n−1Jn−1(2zn−1�)�n−1 

 ;�ÏÜÔÏÍÕ Ó ÕÞÅÔÏÍ (4.4) É (5.8) �ÏÌÕÞÁÅÍ
| ~F (0)| = (2n)n1!1!2! : : : (n− 1)! :



�ïþîáñ áóéíð�ï�éëá íáìùè õëìïîåîéê 189ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ìÉ É ÔÅÏÒÅÍÅ éÅÎÓÅÎÁP 1∫0 t−n (B[0;0;::: ;0℄n−1 (t))2 dt 6 "2 ∼

∼ �n(1 + Æ) · �(n2−n+2)=4 · nn=4 · 2−(n2+2)=4(1!1!2! : : : (n− 1)! · | detV(1; z; : : : ; zn−1)|)1=2 ·
· P{ ∞∑k=1 (�2 (k + Æ))−2n �2k 6 "2} :ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ �ÅÏÒÅÍÙ 6.2 [10℄ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8. ðÏÌÁÇÁÑ × (5.10) n = 1, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÅÏ-ÒÅÍÙ 3.3(1) [11℄ �ÒÉ # = −1.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Bm \ÕÓÌÏ×ÎÙÊ" �ÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÉÎÅÒÏ×ÓËÉÊ �ÒÏ-�ÅÓÓ, ××ÅÄÅÎÎÙÊ × [23℄:

Bm(t) = (W [0;0;::: ;0℄m (t)∣∣∣ W [0;0;::: ;0℄j (1) = 0; 0 6 j 6 m):�ÅÏÒÅÍÁ 5.5. ðÒÉ "→ 0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅP 1∫0 t−n (Bn−1(t))2 dt 6 "2 ∼

∼ 2n=2 · �(n−2)=4 · n(n+2)=4(n!(n+ 1)! : : : (2n− 1)! · | detV(1; z; : : : ; zn−1)|)1=2 ·
· "1− 3n22n√

Dn exp(−Dn"2n ) ;äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ [10, �. 5.3℄ É ìÅÍÍÅ 2.1, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ ËÏ×ÁÒÉÁ�ÉÉ ÒÁ×ÎÙ �k = �−1k , ÇÄÅ �k { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ





(−1)ny(2n) = �t−ny ÎÁ [0; 1℄;y(0) = y′(0) = : : : = y(n−1)(0) = 0;y(1) = y′(1) = : : : = y(n−1)(1) = 0:



190 á. é. îáúáòï÷, ò. ó. ðõóå÷ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (5.6) × ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÅÏ-ÒÅÍÅ 5.3 �ÏÌÕÞÉÍ �k = x2nk , ÇÄÅ x1 < x2 < : : : { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉÕÒÁ×ÎÅÎÉÑF (�) ≡ det [V(1; z2; : : : ; z2(n−1)) −V(1; z2; : : : ; z2(n−1))A1(�) A2(�) ] = 0:úÄÅÓØA1(�) = H(1)1 (2�) z−1H(1)1 (2z�) : : : (z−1)n−1H(1)1 (2zn−1�)H(1)2 (2�) z−2H(1)2 (2z�) : : : (z−2)n−1H(1)2 (2zn−1�): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :H(1)n (2�) z−nH(1)n (2z�) : : : (z−n)n−1H(1)n (2zn−1�) ;A2(�) = H(2)1 (2�) z−1H(2)1 (2z�) : : : (z−1)n−1H(2)1 (2zn−1�)H(2)2 (2�) z−2H(2)2 (2z�) : : : (z−2)n−1H(2)2 (2zn−1�): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :H(2)n (2�) z−nH(2)n (2z�) : : : (z−n)n−1H(2)n (2zn−1�) :áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ �ÅÏÒÅÍÙ 5.3, �ÒÉ | arg �| < �2n É |�| →
∞ ÉÍÅÅÍ
|F (�)| = | exp(−2iz� − 2iz2� − : : :− 2izn−1�)|�n=2|�|n=2 ×

×
(2nn=2 · | detV(z−1; z−2; : : : ; z−n)| · ∣∣∣∣
os(2� − 3�n4 )∣∣∣∣+O(|�|−1)) :ðÏÓËÏÌØËÕ | detV(z−1; z−2; : : : ; z−n)| = | detV(1; z; : : : ; zn−1)|, �ÒÉ Æ =3n−24 , |�| = �2 (k + Æ + 12 ) É k → ∞ �ÏÌÕÞÁÅÍ

|F (�)|
|�|n2+n(n−1)=2|	Æ(�)| ⇉

2(3n2+2n)=2nn=2 · | detV(1; z; : : : ; zn−1)|�2n(1 + Æ)�(3n2−n)=2 :÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ~F (�) = F (�)=�n2+n(n−1)=2 × ÎÕÌÅ:~F (�) = detV(1; z2; : : : ; z2(n−1)) · 2n·
· 1�n(n−1) · det J1(2�)� J1(2z�)z� : : : J1(2zn−1�)zn−1�J2(2�)�2 J2(2z�)(z�)2 : : : J2(2zn−1�)(zn−1�)2: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Jn(2�)�n Jn(2z�)(z�)n : : : Jn(2zn−1�)(zn−1�)n 

 :



�ïþîáñ áóéíð�ï�éëá íáìùè õëìïîåîéê 191ðÒÅÄÅÌ ÜÔÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �ÒÉ � → 0 ×ÙÞÉÓÌÅÎ × ðÒÉÌÏÖÅÎÉÉ. ïËÏÎÞÁ-ÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ
| ~F (0)| = (2n)nn!(n+ 1)! : : : (2n− 1)! :ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ìÉ É ÔÅÏÒÅÍÅ éÅÎÓÅÎÁP 1∫0 t−n (B

[0;0;::: ;0℄n−1 (t))2 dt 6 "2 ∼

∼ �n(1 + Æ) · �(3n2−n)=4 · nn=4 · 2−3n2=4(n!(n+ 1)! : : : (2n− 1)! · | detV(1; z; : : : ; zn−1)|)1=2 ·
· P{ ∞∑k=1 (�2 (k + Æ))−2n �2k 6 "2} :ðÒÉÍÅÎÑÑ �ÅÏÒÅÍÕ 6.2 [10℄, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ��ÅÏÒÅÍÁ 5.6. ðÕÓÔØ u < 1 É n > 2. �ÏÇÄÁ �ÒÉ " → 0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅP 1∫0 t−n (W [1;1;::: ;1℄(u);n−1 (1− t))2 dt 6 "2 ∼

∼
2n=2 · �n=4 · n(n+2)=4 ·√sin �n(1!2! : : : (n− 1)! · | detV(z−1; z; : : : ; zn−1)|)1=2 ·

· "2−n22n(1− u)√Dn exp(−Dn"2n ) : (5.11)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ u = 0. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÅÏÒÅÍÅ 2.1 [10℄ ÉìÅÍÍÅ 2.1, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏ×ÁÒÉÁ�ÉÉ ÒÁ×ÎÙ �k = �−1k , ÇÄÅ �k{ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ




(−1)ny(2n) = �t−ny ÎÁ [0; 1℄;y(0) = y′(0) = : : : = y(n−2)(0) = 0;y(n)(0) = y(n−1)(1) = 0;y(n+1) = y(n+2) = : : : = y(2n−1)(1) = 0: (5.12)



192 á. é. îáúáòï÷, ò. ó. ðõóå÷ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (5.6) × ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ èÁÎËÅÌÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ, �ÏÌÕÞÉÍ �k = x2nk , ÇÄÅx1 < x2 < : : : { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑF (�) ≡ det [ A11 A12A21(�) A22(�) ] = 0:úÄÅÓØ A11 =  1 1 1 : : : 11 z2 z4 : : : z2(n−1): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :1 z2(n−2) z4(n−2) : : : z2(n−2)(n−1)1 1− 2n 1− 4n : : : 1− 2(n−1)n 
 ;A12 = −1 −1 −1 : : : −1

−1 −z2 −z4 : : : −z2(n−1): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
−1 −z2(n−2) −z4(n−2) : : : −z2(n−2)(n−1)1 1 + 2n 1 + 4n : : : 1 + 2(n−1)n 

 ;A21(�) =  H(1)1 (2�) z−1H(1)1 (2z�) : : : z−(n−1)H(1)1 (2zn−1�)H(1)1 (2�) zH(1)1 (2z�) : : : zn−1H(1)1 (2zn−1�): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :H(1)n−1(2�) zn−1H(1)n−1(2z�) : : : (zn−1)n−1H(1)n−1(2zn−1�) ;A22(�) =  H(2)1 (2�) z−1H(2)1 (2z�) : : : z−(n−1)H(2)1 (2zn−1�)H(2)1 (2�) zH(2)1 (2z�) : : : zn−1H(2)1 (2zn−1�): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :H(2)n−1(2�) zn−1H(2)n−1(2z�) : : : (zn−1)n−1H(2)n−1(2zn−1�) :áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ �ÅÏÒÅÍÙ 5.3, �ÒÉ | arg �| < �2n É |�| → ∞ÉÍÅÅÍ
|F (�)| = | exp(−2iz� − 2iz2� − : : :− 2izn−1�)|

|1− z2|�n=2|�|n=2
×
(4nn=2 ·| detV(z−1; z; : : : ; zn−1)|·∣∣∣
os(2� − �n4 + �2n)∣∣∣+O(|�|−1)) ;É �ÏÔÏÍÕ �ÒÉ Æ = n−24 − 12n , |�| = �2 (k + Æ + 12 ) É k → ∞ �ÏÌÕÞÁÅÍ

|F (�)|
|�|−1+n(n−1)=2|	Æ(�)| ⇉

2n(n+2)=2nn=2 · | detV(z−1; z; : : : ; zn−1)|
|1− z2|�2n(1 + Æ)�−1+n(n−1)=2 :(5.13)



�ïþîáñ áóéíð�ï�éëá íáìùè õëìïîåîéê 193÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ~F (�) = F (�)=�−1+n(n−1)=2 × ÎÕÌÅ. ðÒÉÂÁ×ÌÑÑ ÌÅ-×ÕÀ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ÍÁÔÒÉ�Ù, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊ F (�), Ë �ÒÁ×ÏÊ, ÍÅÎÑÑ ÍÅ-ÓÔÁÍÉ Ä×Å ÓÒÅÄÎÉÅ ÓÔÒÏËÉ É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ èÁÎËÅÌÑ× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ, �ÒÉ � → 0 �ÏÌÕÞÁÅÍ~F (�) = detV(1; z2; : : : ; z2(n−1)) · 2ni� ×

× det 1 1 : : : 1J1(2�)� zJ1(2z�)� : : : zn−1J1(2zn−1�)�: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Jn−1(2�)�n−1 zn−1Jn−1(2z�)�n−1 : : : (zn−1)n−1Jn−1(2zn−1�)�n−1 
+ o(1);�ÏÜÔÏÍÕ Ó ÕÞÅÔÏÍ (4.4) É (5.8) �ÏÌÕÞÁÅÍ

| ~F (0)| = (2n)n� · 1!2! : : : (n− 1)! :ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ìÉ É ÔÅÏÒÅÍÅ éÅÎÓÅÎÁP 1∫0 t−n (W [1;1;::: ;1℄n−1 (1− t))2 dt 6 "2 ∼

∼ |1− z2|1=2�n(1 + Æ) · �(n2−n)=4 · nn=4 · 2−n2=4(1!2! : : : (n− 1)! · | detV(z−1; z; : : : ; zn−1)|)1=2 ·
· P{ ∞∑k=1 (�2 (k + Æ))−2n �2k 6 "2} :éÚ [10, �ÅÏÒÅÍÁ 6.2℄ �ÏÌÕÞÁÅÍ (5.11) �ÒÉ u = 0.ðÒÉ u 6= 0, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1.9 [11℄, ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ× (5.12) ÇÒÁÎÉÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ u(n)(0) = 0 ÎÁ (u(n) − �u(n−1))(0) = 0.óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÚÁÍÅÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÓÔÒÏË × ÍÁÔÒÉ�ÁÈ A11 É A12 ÎÅ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (5.13), × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË | ~F (0)| ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ1 + � = (1− u)−2. üÔÏ ÄÁÅÔ (5.11) × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. �ïÂÏÚÎÁÞÉÍW (t) ≡ W (t)−∫ 10 W (s) ds �ÅÎÔÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÉÎÅÒÏ×ÓËÉÊ�ÒÏ�ÅÓÓ.



194 á. é. îáúáòï÷, ò. ó. ðõóå÷�ÅÏÒÅÍÁ 5.7. ðÕÓÔØ n > 2. �ÏÇÄÁ �ÒÉ " → 0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÅP 1∫0 t−n (W [0;0;::: ;0℄n−1 (t))2 dt 6 "2
∼

2(n+2)=2 · �(n−4)=4 · n(n+2)=4 ·√sin �n(1!2! : : : (n− 1)! · | detV(1; z−2; z2; : : : ; zn−1)|)1=2
· "−n22n√

Dn exp(−Dn"2n ) ;äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ [10, �. 5.4℄ É ìÅÍÍÅ 2.1, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ ËÏ×ÁÒÉÁ�ÉÉ ÒÁ×ÎÙ �k = �−1k , ÇÄÅ �k | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ




(−1)ny(2n) = �t−ny ÎÁ [0; 1℄;y(0) = y′(0) = : : : = y(n−3)(0) = 0;y(n−2)(0) = y(n−2)(1) = 0;y(n)(0) = y(n)(1) = 0;y(n+2)(1) = : : : = y(2n−1)(1) = 0:ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (5.6) × ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÅÏ-ÒÅÍÅ 5.6 �ÏÌÕÞÉÍ �k = x2nk , ÇÄÅ x1 < x2 < : : : { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ F (�) ≡ det [ A11 A12A21(�) A22(�) ] = 0:úÄÅÓØ ÍÁÔÒÉ�Ù A11 É A12 ××ÅÄÅÎÙ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÅÏÒÅÍÙ 5.6,A21(�) =  H(1)2 (2�) z−2H(1)2 (2z�) : : : (z−2)n−1H(1)2 (2zn−1�)H(1)0 (2�) H(1)0 (2z�) : : : H(1)0 (2zn−1�)H(1)2 (2�) z2H(1)2 (2z�) : : : (z2)n−1H(1)2 (2zn−1�): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :H(1)n−1(2�) zn−1H(1)n−1(2z�) : : : (zn−1)n−1H(1)n−1(2zn−1�) ;
A22(�) =  H(2)2 (2�) z−2H(2)2 (2z�) : : : (z−2)n−1H(2)2 (2zn−1�)H(2)0 (2�) H(2)0 (2z�) : : : H(2)0 (2zn−1�)H(2)2 (2�) z2H(2)2 (2z�) : : : (z2)n−1H(2)2 (2zn−1�): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :H(2)n−1(2�) zn−1H(2)n−1(2z�) : : : (zn−1)n−1H(2)n−1(2zn−1�) :



�ïþîáñ áóéíð�ï�éëá íáìùè õëìïîåîéê 195áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ �ÅÏÒÅÍÙ 5.3, �ÒÉ | arg �| < �2n É |�| →
∞ ÉÍÅÅÍ
|F (�)| = | exp(−2iz� − 2iz2� − : : :− 2izn−1�)|

|1− z2|�n=2|�|n=2 ×

×
(4nn=2 · | detV(1; z−2; z2; : : : ; zn−1)| ·

·
∣∣∣
os(2� − �n4 − �2n)∣∣∣+O(|�|−1)) ;É �ÏÔÏÍÕ �ÒÉ Æ = n−24 + 12n , |�| = �2 (k + Æ + 12 ) É k → ∞ �ÏÌÕÞÁÅÍ

|F (�)|
|�|1+n(n−1)=2|	Æ(�)| ⇉

22+n(n+2)=2nn=2 · | detV(1; z−2; z2; : : : ; zn−1)|
|1− z2| · �2n(1 + Æ)�1+n(n−1)=2 :÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ~F (�) = F (�)=�1+n(n−1)=2 × ÎÕÌÅ. ðÒÉÂÁ×ÌÑÑÌÅ×ÕÀ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ÍÁÔÒÉ�Ù, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊ F (�), Ë �ÒÁ×ÏÊ, ÍÅÎÑÑ ÍÅ-ÓÔÁÍÉ Ä×Å ÓÒÅÄÎÉÅ ÓÔÒÏËÉ É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ èÁÎËÅÌÑ× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ, �ÒÉ � → 0 �ÏÌÕÞÁÅÍ~F (�) = detV(1; z2; : : : ; z2(n−1)) · 2n+1i� ×

× det 1 1 : : : 1J0(2�)�2 J0(2z�)�2 : : : J0(2zn−1�)�2J2(2�)�2 z2J2(2z�)�2 : : : (z2)n−1J2(2zn−1�)�2: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Jn−1(2�)�n−1 zn−1Jn−1(2z�)�n−1 : : : (zn−1)n−1Jn−1(2zn−1�)�n−1 

+ o(1);�ÏÜÔÏÍÕ Ó ÕÞÅÔÏÍ (4.4) É (5.8) �ÏÌÕÞÁÅÍ

| ~F (0)| = 4 · (2n)n� · 1!2! : : : (n− 1)! :ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ìÉ É ÔÅÏÒÅÍÅ éÅÎÓÅÎÁP 1∫0 t−n (W [0;0;::: ;0℄n−1 (t))2 dt 6 "2 ∼

∼ |1− z2|1=2 · �n(1 + Æ) · �(n2−n)=4 · nn=4 · 2−n2=4(1!2! : : : (n− 1)! · | detV(1; z−2; z2; : : : ; zn−1)|)1=2 ·
· P{ ∞∑k=1 (�2 (k + Æ))−2n �2k 6 "2} :



196 á. é. îáúáòï÷, ò. ó. ðõóå÷ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ �ÅÏÒÅÍÙ 6.2 [10℄ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅïÂÏÚÎÁÞÉÍ x = �2, fk(x) = Jk(2�)=�k. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÅÏÒÅÍÙ 5.5 ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �ÒÅÄÅÌA = limx→0 1xn(n−1)2 · det f1(x) f1(z2x) : : : f1(z2n−2x)f2(x) f2(z2x) : : : f2(z2n−2x): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :fn(x) fn(z2x) : : : fn(z2n−2x) :óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÁ×ÉÌÕ ìÏ�ÉÔÁÌÑ,A = 1(n(n−1)2 )! · dn(n−1)2dxn(n−1)2 det  f1(x) f1(z2x) : : : f1(z2n−2x)f2(x) f2(z2x) : : : f2(z2n−2x): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :fn(x) fn(z2x) : : : fn(z2n−2x)∣∣∣∣∣∣∣x=0 :îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÎÅÎÕÌÅ-×ÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ×ÏÚÎÉËÎÕÔ, ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÓÔÒÏÞËÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕ-ÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ | ÏÔ ÎÕÌÑ ÄÏ n − 1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ÞÉÓÅÌ 1; : : : ; n ×ÏÚÎÉËÎÅÔ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÅÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ f (�1−1)1 (0)f (�2−1)2 (0) : : : f (�n−1)n (0): (5.14)ó ÕÞÅÔÏÍ �ÏÒÑÄËÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÒÏË ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× �ÏÌÕ-ÞÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÔÁËÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ ÒÁ×ÎÏ
(n(n−1)2 )!0!1! : : : (n− 1)! :ðÏÓÌÅ ×ÙÎÅÓÅÎÉÑ ÏÂÝÉÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ (5.14) ÉÚ ÓÔÒÏË ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔÅÌØ ÷ÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ detV(1; z2; : : : ; z2(n−1)) ÓÏ ÚÎÁËÏÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÍÞÅÔÎÏÓÔØÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �.éÔÏÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÍA = detV(1; z2; : : : ; z2(n−1))0!1! : : : (n− 1)! ·

∑� (−1)� n∏k=1 f (�k−1)k (0):



�ïþîáñ áóéíð�ï�éëá íáìùè õëìïîåîéê 197ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÕÍÍÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØdet f1(0) f ′1(0) : : : f (n−1)1 (0)f2(0) f ′2(0) : : : f (n−1)2 (0): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :fn(0) f ′n(0) : : : f (n−1)n (0) :ðÏÓËÏÌØËÕ f (m)k (0) = (−1)m(k+m)! , ÜÔÏÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÓÔÏÌÂ-�Ï× Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ëdet 1n! 1(n−1)! : : : 11!1(n+1)! 1n! : : : 12!: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :1(2n−1)! 1(2n−2)! : : : 1n!  == 2n−1∏j=n 1j! · det 1 n n(n− 1) : : : n!1!1 n+ 1 (n+ 1)n : : : (n+1)!2!: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :1 2n− 1 (2n− 1)(2n− 2) : : : (2n−1)!n! 
÷ÙÞÉÔÁÑ (n−1)-À ÓÔÒÏËÕ ÉÚ n-Ê, ÚÁÔÅÍ (n−2)-À ÉÚ (n−1)-Ê, É Ô.Ä.,É ÚÁÔÅÍ ×ÙÎÏÓÑ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ (n − 1)!, ÍÙ �ÏÎÉÖÁÅÍ ÅÇÏ �ÏÒÑÄÏËÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ.ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ, �ÏÌÕÞÁÅÍA = detV(1; z2; : : : ; z2(n−1))n!(n+ 1)! : : : (2n− 1)! :ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. W. V. Li and Q. M. Shao, Gaussian pro
esses: inequalities, small ball probabilitiesand appli
ations. | Handbook Statist. 19 (2001), 533{597.2. lat M. A. Lifshits, Asymptoti
 behavior of small ball probabilities. | Prob. Theor.Math. Stat. (1999), Pro
. VII Int. Vilnius Conferen
e, 453{468.3. ç. î. óÙÔÁÑ, ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÈ ÇÁÕÓÓÏ×ÓËÏÊÍÅÒÙ × ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. | �ÅÏÒÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× 2 (1974),93{104.4. V. M. Zolotarev, Gaussian measure asymptoti
s in l2 on a set of 
entered sphereswith radii tending to zero. | 12th Europ. Meeting of Statisti
ians (1979), P. 254.5. R. M. Dudley, J. Ho�mann-J�rgensen, and L. A. Shepp, On the lower tail of Gaus-sian seminorms. | Ann. Probab. 7 (1979), 319{342.



198 á. é. îáúáòï÷, ò. ó. ðõóå÷6. é. á. éÂÒÁÇÉÍÏ×, ï ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ �Ï�ÁÄÁÎÉÑ ÇÁÕÓÓÏ×Á ×ÅËÔÏÒÁ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ× ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å × ÓÆÅÒÕ ÍÁÌÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ. | úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ.ìïíé 85 (1979), 75{93.7. W. V. Li, Comparison results for the lower tail of Gaussian seminorms. | J. Theor.Probab. 5(1) (1992), 1{31.8. T. Dunker, M. A. Lifshits, and W. Linde, Small deviations of sums of independentvariables. | Progr. Probab. 43 (1998), 59{74.9. J.-R. Py
ke, Un lien entre le d�eveloppement de Karhunen-Lo�eve de 
ertains pro-
essus gaussiens et le lapla
ien dans des espa
es de Riemann. | Th�ese de do
toratde l'Universit�e Paris 6 (2003).10. A. I. Nazarov, and Ya. Yu. Nikitin, Exa
t L2-small ball behavior of integrated Gaus-sian pro
esses and spe
tral asymptoti
s of boundary value problems. | Prob. Theor.Rel. Fields. 129 (4) (2004), 469{494.11. á. é. îÁÚÁÒÏ×, ï ÔÏÞÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ × ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÅ ÍÁÌÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ × L2-ÎÏÒÍÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÇÁÕÓÓÏ×ÓËÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×. | ðÒÏÂÌÅÍÙ ÍÁÔÅÍ. ÁÎÁÌÉÚÁ, 26(2003), 179{214.12. á. é. îÁÚÁÒÏ×, �ÏÞÎÁÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÍÁÌÙÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÇÁÕÓÓÏ×ÓËÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×× L2-ÎÏÒÍÅ É Ó�ÅËÔÒ ËÒÁÅ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ Ó ÎÅÒÁÓ�ÁÄÁÀÝÉÍÉÓÑ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×É-ÑÍÉ. | SPbMS El. Prepr. Ar
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