
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 364, 2009 Ç.í. é. çÏÒÄÉÎíáò�éîçáì{ëïçòáîéþîïåðòåäó�á÷ìåîéå äìñ ïäîïçï ëìáóóáó�áãéïîáòîùè óìõþáêîùè ðïìåê1. ÷×ÅÄÅÎÉÅíÁÒÔÉÎÇÁÌØÎÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÍÅÔÏÄÏ× ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ ÄÌÑ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ÷ Ó×Ï£Í �ÒÏÓÔÅÊÛÅÍ ×ÉÄÅ ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÉÓÈÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÄÒÕ-ÇÉÈ: �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ-ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉËÏÇÒÁÎÉ�. ÷Ï ÷×ÅÄÅÎÉÉ ÍÙ ÄÁ£Í ËÒÁÔËÉÊ ÏÞÅÒË ÜÔÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ. ãÅ-ÌØÀ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌØÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÌÅÊ. üÔÏÔ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ×ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ.ðÕÓÔØ � = (�n)n∈Z { ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÁÑ (× ÕÚËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ðÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ [4℄ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �n = �n + �n;ÇÄÅ � = (�n)n∈Z { ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ-ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ E(�n|�n−1; �n−2; : : : ) = 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ n ∈ Z),Á � = (�n)n∈Z { ÔÁË ÎÁÚÙ×ÅÍÁÑ ËÏÇÒÁÎÉ�Á (ÉÌÉ ËÏÇÒÁÎÉÞÎÁÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ), �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ × ×ÉÄÅ �n = �n − �n−1; n ∈ Z; Ó �Ï-ÍÏÝØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � = (�n)n∈Z:úÄÅÓØ ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �; �; � ÓÔÁ-�ÉÏÎÁÒÎÏ Ó×ÑÚÁÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅËÔÏ-ÒÏ× ((�n; �n; �n))n∈Z
ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÁ. óÒÁÚÕ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ËÌÁÄÏÍ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � �ÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÕÍÍ n−1

∑k=0 �kÍÏÖÎÏ �ÒÅÎÅÂÒÅÞØ É ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÅÎÅÂÒÅÞØ ÜÔÉÍ ×ËÌÁÄÏÍ� ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ËÏÇÒÁÎÉ�ÅÊ: ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ [13, 14℄ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×Á-ÀÝÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÕÀ ÄÌÑ �ÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ ÔÏÞ-îÁÓÔÏÑÝÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ �ÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÌÁÓØ ÇÒÁÎÔÏÍ îû 638.2008.1 .88



íáò�éîçáì{ëïçòáîéþîïå ðòåäó�á÷ìåîéå 89ÎÏÓÔØ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ ÓÕÍÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � ÓÕÍÍÁÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ-ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ �, ÎÏ ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÉÅ, ÞÔÏ ÉÈ ÒÁÚ-ÎÏÓÔØ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÒÁÎÉ�ÅÊ. íÙ, ÏÄÎÁËÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊÒÁÂÏÔÅ ÂÏÌÅÅ ÕÚËÕÀ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ, × ËÏÔÏÒÏÊ \�ÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ"ÉÍÅÅÔ ÆÏÒÍÕ ËÏÇÒÁÎÉ�Ù, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÎÁÉÂÏÌÅÅ Ñ×ÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ.õÓÌÏ×ÉÑ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌØ-ÎÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ, ÏÂÙÞÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÉÌØÔÒÁ-�ÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å É ÓÔÁ�ÉÏ-ÎÁÒÎÏ Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ � (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÉÌØ-ÔÒÁ�ÉÑ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ �−ÁÌÇÅÂÒ �ÒÏÛÌÏÇÏ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÊ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÓ×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó �): ÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ � ÁÄÁ�ÔÉÒÏ-×ÁÎÁ Ë ÜÔÏÊ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ. áÄÁ�ÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÏÄÎÁËÏ, ÚÁÓÌÕÖÉ-×ÁÅÔ ÏÓÏÂÏÇÏ ×ÎÉÍÁÎÉÑ, ÔÁË ËÁË × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊ É ÑÓÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ. ðÒÅÄ�ÏÞÔÉÔÅÌÅÎ ÜÔÏÔ ÓÌÕ-ÞÁÊ É ÄÌÑ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Á Ó ÍÅÔÏÄÏÍ. åÓÌÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÅÝ£ É \ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ×ÒÅÍÅÎÉ" (ÞÔÏ ÎÅ ÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÎÁ Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×ÏÓÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÓÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ �Ï ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÉÌÉÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ: ÔÁËÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×ÅÒÎÙ ÉÌÉ ÎÅ×ÅÒÎÙÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ É ÏÂÒÁÝ£ÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ), ÔÏÓÉÔÕÁ�ÉÀ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ, ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ, ÓÞÉÔÁÑ,ÞÔÏ ×ÓÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÅ ÎÁÓ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÏÒÏ-ÖÄÅÎÙ ÏÄÎÉÍ (ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ)ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÅÒÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ. õ�ÏÍÉÎÁ×ÛÁÑÓÑ×ÙÛÅ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ × ÜÔÏÊ ÏÂÓÔÁÎÏ×ËÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ ËÁË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �−ÁÌÇÅÂÒ �ÒÏÏÂÒÁÚÏ× ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. éÍÅÎÎÏ ÜÔÕ ÓÉÔÕÁ�ÉÀÍÙ ×ÚÑÌÉ ÚÁ ÏÂÒÁÚÅ� �ÒÉ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ ÍÁÒ-ÔÉÎÇÁÌØÎÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ-ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1℄, 2).îÁÛÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ Ó ÎÅÉÚÂÅÖÎÏÓÔØÀ �ÒÉ×ÏÄÑÔ ÎÁÓ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ(ÓÍ. úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2), ËÏÔÏÒÏÅ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, �ÒÉ-×ÏÄÉÍÙÈ × [2℄. íÙ ÎÅ ÏÂÓÕÖÄÅÍ �ÏÄÒÏÂÎÏ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÔÅÍÕÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ (ÈÏÔÑ ÏÎÁ ÓÌÅÇËÁ ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÅÔÓÑ ×úÁÍÅÞÁÎÉÉ 2), �ÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÁ ÔÅÍÁ ÓÁÍÙÍ ÔÅÓÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó�ÒÅÄÅÌØÎÙÍÉ ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ É ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ ÏÔÄÅÌØÎÏ.÷ ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ÞÁÓÔÉ ÷×ÅÄÅÎÉÑ ÍÙ ÎÁ�ÏÍÉÎÁÅÍ, ËÁË ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ× �ÏÄÏÂÎÏÊ ÏÂÓÔÁÎÏ×ËÅ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï ÍÁÒÔÉÎÇÁÌØÎÏÊ Á�-



90 í. é. çïòäéî�ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁÚÄÅ-ÌÁÈ ÒÁÂÏÔÙ �ÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÌÑÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÌÅÊ.ðÕÓÔØ T { ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÍÅÒÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á (X;F ; P ): óÌÕÞÁÊÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕ-ÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ, ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ (f ◦Tn)n>0, ÇÄÅ f { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÎÁÞ-ÎÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ X: ÷×ÅÄ£Í ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÏ-ÌÏÖÉÍ ÄÌÑ f ∈ L2 = L2(X;F ; P ) Uf = f ◦ T; É �ÕÓÔØ U∗ : L2 → L2 {Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ U . ï�ÅÒÁÔÏÒÙ U É U∗ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ É ËÏÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ × L2, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÍÉ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÍÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ × ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ. åÓÌÉ �ÒÉÎÑÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ U∗ ÚÁ �ÅÒÅÈÏÄÎÙÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × X É ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ P ÔÅËÕÝÅÅ ÓÏ-ÓÔÏÑÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ T .ðÕÓÔØ EG ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �−ÁÌÇÅÂÒÙ G ⊂ F : íÅÖÄÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ U ÉU∗ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ(U∗)nUn = I; Un(U∗)n = E T−nF ; n > 0;ÇÄÅ I { ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ L2 ÆÕÎË�ÉÑ g ∈ L2Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÕÁÓÓÏÎÁf = g − U∗g: (1.1)�ÏÇÄÁ, �ÏÌÏÖÉ× h1 = U∗g; ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍU∗f = h1 − U∗h1:ïÔÓÀÄÁE T−1F (f −Uh1+h1) = UU∗(f −Uh1+ h1) = U(U∗f − h1+U∗h1) = 0:ðÏÓËÏÌØËÕf − Uh1 + h1 = g − U∗g − UU∗g + U∗g = g − UU∗g;ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅf = h+ (U − I)h1; (1.2)



íáò�éîçáì{ëïçòáîéþîïå ðòåäó�á÷ìåîéå 91× ËÏÔÏÒÏÍ h = g − UU∗g; h1 = U∗g: (1.3)ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (1.2) �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÅ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (Unh)n>0 É (Un+1h1−Unh1)n>0 ÏÂÒÁÝ£ÎÎÙÈ ÍÁÒ-ÔÉÎÇÁÌ-ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ É ËÏÇÒÁÎÉ�, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (1.2)ÓÌÕÖÉÔ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÄÌÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌØÎÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ Ë ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ É ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÒÕÇÉÈ�ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ. éÚ×ÅÓÔÎÙ É ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÒÇÏ-ÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ U∗ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ(1.1).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ-ÒÁÚÎÏÓÔÑÈ, �ÏÌÅÚÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÄÌÑ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ É ÂÅÚ-ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÄÉÓ�ÅÒÓÉÊ ÏÔÄÅÌØÎÏÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ-ÒÁÚÎÏÓÔÉ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍÚÁÍÅÔÉÍ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ �ÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (1.3), ÞÔÏ (ÓÒ. [6, 12℄)E T−1F |h|2 = UU∗|g − UU∗g|2 = UU∗|g|2 − U |U∗g|2 (1.4)ÉÌÉ E T−1F |h|2 = E T−1F |g|2 − |E T−1Fg|2: (1.5)éÚ (1.4), × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏE|h|2 = E|g|2 − E|U∗g|2: � (1.6)÷ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇÏ�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ. íÙ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÝÉÅÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á ÄÌÑ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÌÅÊ, É ×Ï�ÒÏÓ Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÔÁ-ËÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ÎÏ ÍÙ ÎÅ ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÅÍ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ Ë �ÒÅÄÅÌØ-ÎÙÍ ÔÅÏÒÅÍÁÍ. èÏÔÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÌÕÞÁÊË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ-ÎÉÑ ×ÅÄÕÔÓÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Lp; ÇÄÅ 1 6 p 6 ∞ ÉÌÉ 1 6 p < ∞. ÷ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 1 �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ (2.3) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÑ (1.2) É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (1.3). ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÛÉ-ÍÏÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2.2), Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ðÕÁÓ-ÓÏÎÁ. õÓÌÏ×ÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2.2) �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ × ðÒÅÄÌÏ-ÖÅÎÉÑÈ 2 É 3. ïÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÇÏ × ÒÁÂÏÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏ-ÇÏÍÅÒÎÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ-ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ É �ÏÑÓÎÅÎÉÑ Ë �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ (2.3),



92 í. é. çïòäéîÏÂßÑÓÎÑÀÝÉÅ ÅÇÏ �ÏÌÅÚÎÏÓÔØ �ÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÔÓÑ × úÁÍÅÞÁÎÉÉÑÈ 2 É 3, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ðÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë �ÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÔÅÏÒÅÍÁÍ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ × ÏÔÄÅÌØÎÙÈ�ÕÂÌÉËÁ�ÉÑÈ, �ÏÄÇÏÔÁ×ÌÉ×ÁÅÍÙÈ Á×ÔÏÒÏÍ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ó í. ÷ÅÂÅÒÏÍ [11℄É Ó è. äÅÌÉÎÇÏÍ É í. äÅÎËÅÒÏÍ [9℄. ÷ �ÅÒ×ÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÒÅÞØ ÉÄ£Ô Ï �ÒÉÍÅ-ÎÅÎÉÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÏÇÏ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊÒÁÂÏÔÅ, Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ × [10℄ ÚÁÄÁÞÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó ÔÁË ÎÁÚÙ×ÅÍÙÍÉ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉâÅÊËÅÒÁ. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌØÎÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ �ÏÌÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÊ.÷Ï ×ÔÏÒÏÊ ÒÁÂÏÔÅ, �ÏÓ×ÑÝ£ÎÎÏÊ ××ÏÄÉÍÙÍ × ÎÅÊ U - É V -ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁÍÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÍÅÒÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÆÏÒÍÁÌÉÚÍ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÒÁÚ-×É×ÁÅÍÏÍÕ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ, �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ (ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Lp), ×ÙÂÏÒ ËÏ-ÔÏÒÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ × ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅÓÉÔÕÁ�ÉÉ.2. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×ðÕÓÔØ T1; : : : ; Td { �Ï�ÁÒÎÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÍÅÒÕ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (X;F ; P ): ïÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ Zd+ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÕÀ �ÏÌÕÇÒÕ��Õ d−ÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÙÍÉ �ÅÌÙÍÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ. úÁÄÁÎÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ T1; : : : ;Td Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÚÁÄÁÎÉÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍn=(n1; : : : ; nd) 7→ Tn = Tn11 · · ·Tndd ; n ∈ Zd+; ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÇÏ ÍÅÒÕ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù Zd+ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (X;F ; P ):ðÕÓÔØ Sd (Sr;d) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÓÅÈr-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ) �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N(d) = {1; : : : ; d}: ï�ÒÅÄÅÌÉÍÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ S ∈ Sd �ÏÄ�ÏÌÕÇÒÕ��Õ Zd;S+ ⊆ Zd+ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ
Zd;S+ = {(n1; : : : ; nd) ∈ Zd+ : nk = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ k =∈ S}:ðÕÓÔØ p ∈ [1;∞℄: äÌÑ ×ÓÅÈ f ∈ Lp = Lp(X;F ; P ) É k ∈ N(d) �ÏÌÏÖÉÍUkf = f ◦ Tk:äÌÑ p ∈ [1;∞) É k ∈ N(d) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U∗k ÓÏ�ÒÑÖ�ÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÕ Uk Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Lq, ÇÄÅ q = p=(1−p) ∈(1;∞℄: �ÅÍ ÖÅ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ U∗k ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ × L1, ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍËÏÔÏÒÏÍÕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Uk : L∞ → L∞ (ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏÏ�ÅÒÁÔÏÒÁ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Tk ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÅÒÕ). ëÁÖÄÙÊ



íáò�éîçáì{ëïçòáîéþîïå ðòåäó�á÷ìåîéå 93Ï�ÅÒÁÔÏÒ Uk ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ×Ï ×ÓÅÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Lp ËÁË ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ, ÓÏ-ÈÒÁÎÑÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ × ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, U∗k ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ËÁË ÓÖÁÔÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ. äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ∈ N(d) É n > 0ÍÙ ÉÍÅÅÍ, ËÁË ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ ×Ï ÷×ÅÄÅÎÉÉ,U∗nk Unk = I; Unk U∗nk = ET−nk F : (2.1)åÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j ∈ N(d); i 6= j; ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÔÁËÖÅUiU∗j = U∗j Ui;ÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ T1; : : : ; Td Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×�ÏÌ-ÎÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÍÉ. üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏ-ÓÔÉ, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÅÒÙ P: éÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �Ï�ÁÒÎÏ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÏÖÉÄÁÎÉÑ
(ET−nk F

)n>0;k∈N(d):÷×ÅÄ£Í ÄÌÑ n > 0 É k ∈ N(d) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ
Fnk = T−nk F ; Enk = EFnkÉ �ÏÌÏÖÉÍ

F∞k = ∩∞n=0Fnk ; E∞k = EF∞k :ïÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔØ �ÒÅÄÅÌØÎÙÍ �ÅÒÅÈÏÄÏÍ ÒÁÓ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï
(Enk )06n6∞; k=1;:::;d:äÁÌÅÅ, �ÕÓÔØ Zd+ { �Ï�ÏÌÎÅÎÉÅ Zd+, ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ n1; : : : ; nd ÜÌÅÍÅÎÔÏ×n = (n1; : : : ; nd) ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0; 1; : : : ;∞. äÌÑ ËÁ-ÖÄÏÇÏ n=(n1; : : : ; nd) ∈ Zd+, �ÏÌÏÖÉ×

Fn = d
⋂k=1Fnkk ; En = EFn ;



94 í. é. çïòäéîÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ En = d
∏k=1Enkk :úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ ÄÌÑ m= (m1; : : : ;md), n= (n1; : : : ; nd); m;n ∈

Zd+; ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ m 6 n �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ m1 6 n1; : : : ;md 6 nd: ñÓÎÏ, ÞÔÏ Fn ⊆ Fm; ÅÓÌÉm 6 n: éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, (Fn)n∈Zd+{ ÜÔÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÑ, �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑ-ÄÏÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Zd+: ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔÉ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÏÖÉÄÁÎÉÊ ÔÁËÏ×: ÅÓÌÉ l;m;n ∈ Zd+ Én = l∨m; ÔÏ �−ÁÌÇÅÂÒÙ F l É Fm ÕÓÌÏ×ÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
Fn (ÚÄÅÓØ ∨ { Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ×ÚÑÔÉÑ �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ × Zd+).ðÏÄÏÂÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÀ (ÏÂÙÞÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ, Á ÎÅ ÕÂÙ-×ÁÀÝÕÀ, ËÁË × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ) ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2℄).�Å�ÅÒØ ÍÙ ËÏÓÎ£ÍÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÝ£ÎÎÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ-ÒÁÚÎÏÓ-ÔÅÊ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÉ×ÏÄÉÔ ÎÉÖÅÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. íÙ ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï (�n;Fn)n∈Zd+ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈÎÁ (X;F ; P ); É �−ÁÌÇÅÂÒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × F ; ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÒÁÝ£ÎÎÙÈÍÁÒÔÉÎÇÁÌ-ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ, ÅÓÌÉ(1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ Zd+ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �n ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ Fn;(2) EFm�n = 0 ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ m � n:üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ðÏÄÏÂÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ× ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [2℄, �ÏÓ×ÑÝ£ÎÎÏÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÍ × R2, ××Ï-ÄÑÔÓÑ, ÓÒÅÄÉ �ÒÏÞÉÈ, �ÏÎÑÔÉÑ 1- É 2-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ. ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÅ ×ÙÛÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÉ d = 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ (ÄÌÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ É ÏÂÒÁ-Ý£ÎÎÏÇÏ \×ÒÅÍÅÎÉ") Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÏ�ÅÓÓÁ ÂÙÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ 1- É 2-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏÍ. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �Ï ÎÁÌÁÇÁÅÍÙÍ ÉÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÂÏ-ÌÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌØÎÙÍ, �ÒÉÎÑÔÙÍ × [1℄, É ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎ-ÎÙÍ × [7℄. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÎÅ ËÁÓÁÅÍÓÑ ×Ï�ÒÏÓÁ Ï ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÈ, �ÒÅÄß-Ñ×ÌÑÅÍÙÈ Ë ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ. ëÁË ÕËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ ×ÙÛÅ, × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊÎÁÍÉ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ (× ÏÂÝÅÍ, ÄÏ×ÏÌØÎÏ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÅ) Ó×ÏÊ-ÓÔ×Ï ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ. �÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÎÁ �ÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ×ÓÅÊ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁ-ÇÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ T1; : : : ; Td Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×�ÏÌÎÅ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ÏÞÎÙÍÉ.



íáò�éîçáì{ëïçòáîéþîïå ðòåäó�á÷ìåîéå 95ðÕÓÔØ ÄÌÑ n = (n1; : : : ; nd) ∈ Zd+Un = Un11 · · ·Undd ; U∗n = (Un)∗:äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ S ∈ Sd ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ IS �-ÁÌÇÅÂÒÕ ÔÅÈ A ∈ F , ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ T−1k A = A �ÒÉ ×ÓÅÈ k ∈ S; É ÞÅÒÅÚ EIS { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅÕÓÌÏ×ÎÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ∅ ÍÙ ÉÍÅÅÍ
I∅ = F É EI∅ = I: íÙ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ Ik ×ÍÅÓÔÏ I{k} ÄÌÑ k ∈ N(d):ðÕÓÔØ 1d = (1; : : : ; 1) ∈ Zd+. ðÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ N = (N1; : : : ; Nd) ∈ Zd+SN = ∑06n6N−1dUn; S∗N = ∑06n6N−1dU∗n;ÅÓÌÉ 1d 6 N; É SN = 0; S∗N = 0× �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ-ÒÁÚÎÏÓÔÉ É ËÏÇÒÁÎÉ�Ù, ÏÂÓÕ-ÖÄÁ×ÛÅÇÏÓÑ ×Ï ÷×ÅÄÅÎÉÉ. ðÏÑÓÎÅÎÉÑ Ë ÜÔÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÄÁÀÔÓÑÎÉÖÅ × úÁÍÅÞÁÎÉÉ 3.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ 1 6 p 6 ∞ É �ÕÓÔØ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ LpÆÕÎË�ÉÑ g ∈ Lp Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑf = (

d
∏k=1(I − U∗k ))g: (2.2)�ÏÇÄÁ f ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅf = ∑S∈Sd(∏k∈S(Uk − I)∏l=∈S(I − UlU∗l ))hS ; (2.3)ÇÄÅ hS ∈ Lp Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉhS = (

∏m∈SU∗m)g; S ∈ Sd: (2.4)ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ g ∈ Lp ÆÕÎË�ÉÑ f ∈ Lp ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (2.3) Ó ÆÕÎË�ÉÑÍÉ hS ; Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (2.4),ÔÏ g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2.2).



96 í. é. çïòäéîåÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ∈ Lp ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ Ä×Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÉÄÁ (2.3) ÓÆÕÎË�ÉÑÍÉ (hS)S∈Sd É (h′S)S∈Sd ; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (�ÒÉ ÜÔÏÍ ×Ù�ÏÌÎÅ-ÎÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÔÉ�Á (2.4) ÚÁÒÁÎÅÅ ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ), ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ×ÓÅÈ S ∈ Sd
(

∏k∈S(Uk − I)∏l=∈S(I − UlU∗l ))h′S = (

∏k∈S(Uk − I)∏l=∈S(I − UlU∗l ))hS :úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. úÄÅÓØ �ÏÑÓÎÑÅÔÓÑ ÓÍÙÓÌ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (2.3) É ÒÏÌØ ÅÇÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔ × ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÅ ÓÕÍÍSNf = ∑06n6N−1dUnf: (2.5)ðÕÓÔØ S ∈ Sr;d. óÌÁÇÁÅÍÏÅAS = (

∏k∈S(Uk − I)∏l=∈S(I − UlU∗l ))hS�ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ 2.3 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍE1l AS = 0; l =∈ S: (2.6)þÔÏÂÙ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ, ÎÕÖÎÏ, �ÏÌØÚÕÑÓØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔØÀ,ÚÁ�ÉÓÁÔØ AS × ×ÉÄÅ AS = (
∏l=∈S(I−UlU∗l ))BS É �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑUlU∗l (I − UlU∗l ) = 0: ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ∈ Zd+ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Ï (Um+nAS ;Fm+n)n∈Z
d;N(d)\S+ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (d−r)-ÍÅÒÎÙÍ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒ-ÎÙÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ �ÏÌÅÍ ÏÂÒÁÝ£ÎÎÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ-ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ (× ÓÍÙÓÌÅúÁÍÅÞÁÎÉÑ 2.) ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ n ∈ Zd;N(d)\S+ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ×ÅÌÉÞÉÎÁ Um+nAS ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Fm+n É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ Em+n+elUm+nAS = 0; l =∈ S:úÄÅÓØ el = (Æl;1; : : : ; Æl;d); ÇÄÅ Æl;m = 1; ÅÓÌÉ l = m; É Æl;m = 0; ÅÓÌÉl 6= m:äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ∈ Zd+ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï (Um+nAS)n∈Z

d;S+ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ r-ÍÅÒÎÙÍ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ �ÏÌÅÍ r−ËÏÇÒÁÎÉ�, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ



íáò�éîçáì{ëïçòáîéþîïå ðòåäó�á÷ìåîéå 97ÆÏÒÍÕ (Un( ∏k∈S(Uk − I))CS;m))n∈Z
d;S+ éÚ ÜÔÏÇÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ÓÕÍÍÙ

∑

{n=(n1;:::;nd)∈Z
d;S+ :nk∈[0;Nk−1℄ ÄÌÑ ×ÓÅÈ k∈S}Um+nASÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ × Lp: ïÓÔÁ×ÌÑÑ ÁÎÁÌÉÚ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÕÍÍ (2.5) ÄÏ ÄÒÕ-ÇÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, Ï�ÉÛÅÍ ÎÁ Ü×ÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÒÏÌØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (2.3)× ÜÔÏÍ ×Ï�ÒÏÓÅ. íÙ ÉÍÅÅÍ, × ÓÉÌÕ (2.3),SNf = SN(

∑S∈Sd(∏k∈S(Uk − I)∏l=∈S(I − UlU∗l ))hS)= SN ∑S∈SdAS = ∑S∈Sd SNAS : (2.7)ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ S �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÓÕÍÍ SNAS �ÒÉ N = (N1; : : : ; Nd) →
∞ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÁÌÉÞÉÑ ÍÏÍÅÎÔÏ× É ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÂÓÔÏ-ÑÔÅÌØÓÔ×. åÓÌÉ p > 2; ÔÏ Õ�ÏÍÉÎÁ×ÛÉÅÓÑ ×ÙÛÅ ËÏÇÒÁÎÉÞÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁAS ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ L2-ÎÏÒÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ

(

∏l=∈SNl)−1=2SNAS : (2.8)âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ (Tn)n∈Zd+ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÍÅÛÉ×ÁÀÝÉÍ É
(

∏l=∈S(I − UlU∗l ))hS 6= 0 (ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÉ f S-ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØÀ), ÔÏ L2−ÎÏÒÍÙ ÜÔÉÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÉÍÅÀÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ (ÏÔÍÅÔÉÍ, ÈÏÔÑ ÎÁÍ ÜÔÏ ÎÅ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ, ÞÔÏ Ë ÎÉÍ �ÒÉÍÅ-ÎÉÍÁ �ÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔ Õ�ÏÍÑÎÕ-ÔÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓ�ÅÒÓÉÅÊ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÇÁÕÓÓÏ×ÓËÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ). ÷ ÓÌÕÞÁÅ ∅−ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅSNA∅ = SN(

d
∏l=1(I − UlU∗l ))gÉÇÒÁÅÔ ÄÏÍÉÎÉÒÕÀÝÕÀ ÒÏÌØ × ÓÕÍÍÅ ∑S∈Sd SNAS : äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ | · |2 L2-ÎÏÒÍÕ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ�2

∅
(f) = ∣

∣

(

d
∏l=1(I − UlU∗l ))g∣∣22 (= d

∑r=0(−1)r ∑S∈Sr;d∣∣∏k∈SU∗kg∣∣22): (2.9)



98 í. é. çïòäéîðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÒÁÝ£ÎÎÙÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ-ÒÁÚÎÏÓÔÉ (Un( d
∏l=1(I−UlU∗l ))g)n∈Zd+×ÚÁÉÍÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, ÄÌÑ N = (N1; : : : ; Nd) ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ

∣

∣SNA∅

∣

∣

22 = (

d
∏k=1Nk)�2∅(f):óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÜÔÕ ×ÅÌÉÞÉÎÕ Ó (2.8) �ÒÉ S 6= ∅, ÍÙ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ × ÄÏ-ÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÉÉ SNA∅ × ÓÕÍÍÅ SNf �ÒÉ N → ∞; ÅÓÌÉ �2∅(f) > 0.îÁ ÜÔÏÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍÄÌÑ ÓÕÍÍ SNf �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ×Ï�ÒÏÓÁ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ-ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ. ïÎÏ ÖÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �2

∅
(f) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÔÉ�Á (2.3) É ÞÔÏ �ÒÉÎÑÔÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. âÏÌÅÅÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ d-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÌÅ ÏÂÒÁÝ£ÎÎÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ-ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ×ÅÌÉÞÉÎÁA∅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. üÔÏÔ ÁÎÁÌÉÚ ÁÓÉÍ�ÔÏ-ÔÉËÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÏÓÔÉ 
ÌÁÇÁÅÍÙÈ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÔÉ�Á (2.3) Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1. �÷ ÏÓÔÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁÚ-ÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2.2) É ×Ï�ÒÏÓ ÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÅÇÏ ÒÅ-ÛÅÎÉÊ.óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÁÍ × ÈÏÄÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 �ÒÉ ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÉ �ÒÅÄÅÌÁ × ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÒÇÏ-ÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× U∗k :úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. úÄÅÓØ ÍÙ ÒÅÚÀÍÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ. éÚ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊT1; : : : ; Td ÓÌÅÄÕÅÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÏÖÉÄÁÎÉÊEIS ; S ∈ Sd:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ∈ N(d)

Ik ⊆ F∞k : (2.10)�Å�ÅÒØ ÍÙ ÖÅÌÁÅÍ ×ÙÑÓÎÉÔØ ×ÚÁÉÍÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-ÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× Uk É U∗k . åÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ k ∈ N(d)É f ∈ Lp ÍÙ ÉÍÅÅÍ Ukf = f; ÔÏ, �ÒÉÍÅÎÑÑ U∗k Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ �Ï-ÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ U∗kUk = I; ÞÔÏU∗kf = f: ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ U∗kf = f: �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n > 0 U∗nk f = f;Unk U∗nk f = Unk f É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Enk f = Unk f: ðÏÓËÏÌØËÕ Uk { ÉÚÏÍÅ-ÔÒÉÑ, Á ÕÓÌÏ×ÎÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ Lp-ÎÏÒÍÕ ÆÕÎË�ÉÉ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉÏÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÜÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ



íáò�éîçáì{ëïçòáîéþîïå ðòåäó�á÷ìåîéå 99f ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Fnk ; Á, ÚÎÁÞÉÔ, ××ÉÄÕ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÓÔÉ n, ÉÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ F∞k : äÁÌÅÅ, ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ Uk É U∗k ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Lp-ÆÕÎË�ÉÊ, ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ F∞k ; Uk É U∗kÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ËÁË ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏUkf = f . éÔÁË, Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ Uk É U∗k ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Lp: üÔÏ ÖÅ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÒÉÌÀÂÏÍ S ∈ Sd É ÄÌÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ä×ÕÈ ÇÒÕ�� Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÏ× {Uk}k∈S É {U∗k}k∈S : �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ S ∈ Sd É ÌÀÂÏÇÏp ∈ [1;∞℄ ÍÙ ÉÍÅÅÍ {f ∈ Lp :U∗kf = f; k ∈ S}= {f ∈ Lp :Ukf = f; k ∈S} = {f∈ Lp :f ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏIS}: �æÕÎË�ÉÀ g ∈ Lp ÎÁÚÏ×£Í ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉg = (

∏k∈N(d)(I − EIk)) g:îÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ g ∈ Lp ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊEIkg = 0; k ∈ N(d):ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Ker(A) É Ran(A); ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÑÄÒÏ É ÏÂÌÁÓÔØÚÎÁÞÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ p ∈ [1;∞℄:(1) ÷ÓÑËÁÑ f ∈ Lp, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (2.2) ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅg ∈ Lp, ÎÏÒÍÁÌØÎÁ.(2) æÕÎË�ÉÑ g ∈ Lp ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ (2.2), ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅ g = g′ + e;ÇÄÅ g′ { ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2.2), Á e ∈ Ker( ∏k∈N(d)(I −EIk)): õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (2.2) ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅ-ÎÉÑ.(3) ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ p < ∞ É f ∈ Lp ÎÏÒÍÁÌØÎÁ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (2.2) ÉÍÅÅÔÒÅÛÅÎÉÅ ÉÚ Lp ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �Ï ÎÏÒÍÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Lp �ÒÅÄÅÌlimN=(N1;:::;Nd)→∞
(N1 · · ·Nd)−1 ∑06M6N−1d S∗Mf: (2.11)üÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ ÄÁ£Ô ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2.2).õÓÉÌÉ× ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÒÁÚÒÅ-ÛÉÍÏÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2.2) É �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ. îÁ-ÚÏ×£Í ÆÕÎË�ÉÀ f ∈ L1 ÓÔÒÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ f = ∏k∈Nd(I − E∞k )f



100 í. é. çïòäéî(ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï: ÄÌÑ ×ÓÅÈ k ∈ N(d) E∞k f = 0:) óÔÒÏÇÁÑ ÎÏÒ-ÍÁÌØÎÏÓÔØ ÓÉÌØÎÅÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ Ik ⊂ F∞k (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏE∞k = EF∞k ). óÔÒÏÇÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ f ∈ Lp ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÌÀÂÙÍÉÚ Ó×ÏÊÓÔ× E(n1;:::;nd)f →max(n1;:::;nd)→∞
0 (2.12)É U∗(n1;:::;nd)f →max(n1;:::;nd)→∞
0: (2.13)ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ p ∈ [1;∞):(1) åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ∈ Lp ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅ (2.2), ÇÄÅg ∈ Lp ÓÔÒÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, ÔÏ f ÓÔÒÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, Á g �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ× ×ÉÄÅ g = ∑n∈Zd+U∗nf ( def= limN=(N1;:::;Nd)→∞
S∗Nf); (2.14)�ÒÉÞ£Í ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ �Ï ÎÏÒÍÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Lp: õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (2.2)ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÒÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÚ Lp.(2) ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ f ∈ Lp ÒÑÄ (2.14)ÓÈÏÄÉÔÓÑ �Ï Lp-ÎÏÒÍÅ. �ÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ (2.14) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2.2).(3) äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÓÔÒÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ f ∈ Lp ÉÚ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ (2.14)ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÒÑÄÏ×

∑n∈Z
d;S+ U∗nf ( def= limNk→∞; k∈S ∑n∈Z

d;S+ U∗nf); S ∈ Sd; (2.15)ÇÄÅ Zd;S+ = {(n1; : : : ; nd) ∈ Zd+ : nk = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ k =∈ S}.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. äÌÑ d > 2 ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ (2.14) �ÒÉ �ÒÉÎÑÔÏÍ ×ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 3 �ÏÎÉÍÁÎÉÉ ÜÔÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ (2.13), ÔÏ ÅÓÔØ ÓÔÒÏÇÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ f . åÓÌÉ, ÏÄÎÁËÏ, ×ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÈ (2) É (3) ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3 × ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉÒÑÄÁ (2.14) �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÅÝ£ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÏ× (2.15) ÄÌÑ ÏÄÎÏÜÌÅ-ÍÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× S, ÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ f × (2) É(3) ÍÏÖÎÏ Ï�ÕÓÔÉÔØ. �úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 É 3 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÎÁ ÓÌÕ-ÞÁÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L∞, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× �Ï ÎÏÒÍÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á L∞ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÉÈ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × L1−ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÜÔÏÇÏ



íáò�éîçáì{ëïçòáîéþîïå ðòåäó�á÷ìåîéå 101�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. äÁÌÅÅ, × ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 2 �ÒÉ 1 < p < ∞ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÓÕ-ÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �ÒÅÄÅÌÁ (2.11) ËÁË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2.2) ÍÏÖÎÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÄÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ × LpÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.ðÒÉÍÅÒ 2.1. ðÕÓÔØ d = 2: åÓÌÉ ÄÌÑ ÓÔÒÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉf ∈ Lp ÒÑÄ ∞
∑n1;n2=0U∗n11 U∗n22 f ÓÈÏÄÉÔÓÑ �Ï Lp-ÎÏÒÍÅ, ÔÏ f ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÉÄÁf = C∅ + (U1 − I)C1 + (U2 − I)C2 + (U1 − I)(U2 − I)C1;2;ÇÄÅ C∅; C1; C2; C1;2 ∈ Lp ÓÔÒÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙ ÉET−1i FC∅ = 0 (i = 1; 2);ET−12 FC1 = 0; ET−11 FC2 = 0:åÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ T1; T2 ÜÒÇÏÄÉÞÎÏ, ÔÏ ÓÔÒÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØ-ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ C∅; C1; C2; C1;2 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. �3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÍ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 1{3 �ÒÅÄ�ÏÛÌ£Í ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ.ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ S ∈ Sd ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

(

∏k∈S(I − EIk))(∏k∈S(I − U∗k ))= (

∏k∈S(I − U∗k ))(

∏k∈S(I − EIk)) = ∏k∈S(I − U∗k ); (3.1)
(I−∏k∈S(I − EIk))(∏k∈S(I − U∗k ))=(

∏k∈S(I − U∗k ))(I − ∏k∈S(I − EIk )) = 0; (3.2)Ker(∏k∈S(I − U∗k )) = Ker(∏k∈S(I − Uk)) = Ker(∏k∈S(I − EIk)): (3.3)



102 í. é. çïòäéîäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ìÅÍÍÙ 1. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ k ∈ N(d) ÍÙ ÉÍÅÅÍ EIkU∗k= EIk (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á UkEIk = EIk ,�ÒÉÍÅÎ£ÎÎÏÇÏ Ë Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ). ïÔÓÀÄÁ (I −EIk)(I −U∗k ) = I −U∗k : ðÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ k ∈ S (�ÏÒÑ-ÄÏË ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔÉ)ÄÁ£Ô (3.1). ÷ÙÞÉÔÁÑ ÉÚ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ∏k∈S(I − U∗k ) ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3.1),�ÏÌÕÞÁÅÍ (3.2).äÏËÁÖÅÍ (3.3). óÏÇÌÁÓÎÏ úÁÍÅÞÁÎÉÀ 4 ÄÌÑ ×ÓÅÈ k ∈ N(d) ÉÍÅÀÔÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ker(I − U∗k ) = Ker(I − Uk) = Ker(I − EIk): òÁ-×ÅÎÓÔ×Á (3.3) ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÌÑ k ∈ S É ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ,ÞÔÏ ÑÄÒÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÓÕÍÍÙ ÉÈ ÑÄÅÒ. �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ g ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ(2.2), ÍÙ ÉÍÅÅÍf =(

d
∏k=1(I − U∗k ))g = (

d
∏k=1[(I − UkU∗k ) + (Uk − I)U∗k )℄)g= ∑S∈Sd(∏k∈S(Uk − I)∏l=∈S(I − UlU∗l ) ∏m∈SU∗m)g= ∑S∈Sd(∏k∈S(Uk − I)∏l=∈S(I − UlU∗l ))hS ; (3.4)ÇÄÅ hS = (

∏m∈SU∗m)g:ïÂÒÁÝÁÑ ÜÔÕ �Å�ÏÞËÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×, ÍÙ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÉÚ (2.3) É (2.4)ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ g ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (2.2).ðÅÒÅÊÄ£Í Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ Ï�ÒÅÄÅ-Ì£ÎÎÏÓÔÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ (2.3). ðÏÌÏÖÉÍ HS = h′S − hS :âÅÒÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
∑S∈Sd(∏k∈S(Uk − I)∏l=∈S(I − UlU∗l ))HS = 0; (3.5)É ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÎÅÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ S ∈ Sd

(

∏k∈S(Uk − I)∏l=∈S(I − UlU∗l ))HS = 0: (3.6)



íáò�éîçáì{ëïçòáîéþîïå ðòåäó�á÷ìåîéå 103îÁ ÎÕÌÅ×ÏÍ ÛÁÇÅ �ÒÉÍÅÎÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ∏k∈Zd U∗k Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á (3.5), ÕÞÉÔÙ×ÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÉÎ-ÄÅËÓÁÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ U∗l (I−UlU∗l ) = 0; U∗l (Ul−I) = I−U∗l ; l ∈ Z(d):ñÓÎÏ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (3.5), ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÓÅÍ S 6= Z(d): ïÔÓÀÄÁ
(

∏k∈Zd(I − U∗k ))HZ(d) = 0;ÞÔÏ × ÓÉÌÕ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (3.3) ÄÁ£Ô
(

∏k∈Zd(Uk − I))HZ(d) = 0:íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (3.6) ÄÌÑ S = Z(d): ÷ÙÞÉÔÁÑ�ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ \ÕÒÏ×ÎÑ d" ÉÚ (3.5), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍd−1
∑r=0 ∑S∈Sr;d(∏k∈S(Uk − I)∏l=∈S(I − UlU∗l ))HS = 0: (3.7)îÁ ÛÁÇÅ ÎÏÍÅÒ 1 ÍÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ Ë �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Õ d �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊU∗2 · · ·U∗d ; U∗1U∗3 · · ·U∗d ; : : : ; U∗1 · · ·U∗d−1;× ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÅÔÓÑ d−1 Ï�ÅÒÁÔÏÒ. üÔÏ ÄÁ£Ô ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á

(

∏k∈S(I − U∗k )∏l=∈S(I − UlU∗l ))HS = 0; S ∈ Sd−1;d:óÎÏ×Á �ÏÌØÚÕÑÓØ (3.3), ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ
(

∏k∈S(Uk − I)∏l=∈S(I − UlU∗l ))HS = 0; S ∈ Sd−1;d:íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ d ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÕÒÏ×ÎÑ d − 1 ÉÚ (3.6).÷ÙÞÔÅÍ ÉÈ ÉÚ (3.7) É �ÒÏÄÏÌÖÉÍ �ÒÏ�ÅÓÓ. îÁ r-ÏÍ ÛÁÇÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ×ÓÅ ÔÅ Crd ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÉÚ (3.6), ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ S ∈ Sd−r;d:ðÒÏ�ÅÓÓ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÎÁ ÛÁÇÅ ÎÏÍÅÒ d �ÏÌÕÞÅÎÉÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (3.6)ÄÌÑ S = ∅: �



104 í. é. çïòäéîäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2. éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (2.2) É (3.1)ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏf =(

d
∏l=1(I − U∗l ))g = (

∏k∈N(d)(I − EIk))(

∏k∈N(d)(I − U∗k ))g=(

∏k∈N(d)(I − EIk ))f;ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ (1).ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ g ∈ Lp { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2.2). ðÏÌÏ-ÖÉÍ g′ = (
∏k∈N(d)(I − EIk))g É e = (I − ∏k∈N(d)(I − EIk))g. éÚ (3.1) �ÒÉS = N(d) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ g′ { ÒÅÛÅÎÉÅ (2.2). üÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ,�ÏÓËÏÌØËÕ ∏k∈N(d)(I −EIk)g′ = g′: ðÕÓÔØ g1 É g2 { ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2.2). �ÏÇÄÁ g2−g1 ∈ Ker( ∏k∈N(d)(I−U∗k )); ÞÔÏ, Ó ÕÞ£ÔÏÍ (3.3),ÄÁ£Ô g2−g1 ∈ Ker( ∏k∈N(d)(I−EIk)): ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÎÏÒ-ÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ g1 É g2 ÍÙ ÉÍÅÅÍ g2 − g1 ∈ Ran( ∏k∈N(d)(I − EIk)):ïÔÓÀÄÁ g2 − g1 = 0; ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (2).ðÕÓÔØ f ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (2.2). óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁ-ÚÁÎÎÏÍÕ �ÕÎËÔÕ (2), ÍÙ ÍÏÖÅÍ (É ÂÕÄÅÍ) ÓÞÉÔÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀ g ×ÜÔÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ. ðÏÌÏÖÉÍ M = (M1; : : : ;Md) É N =(N1; : : : ; Nd): �ÏÇÄÁ ÍÙ ÉÍÅÅÍS∗Mf = ∑06n6M−1dU∗nf = (

d
∏k=1(Mk−1

∑n=0 U∗nk ))f = (

d
∏k=1(I − U∗Mkk ))gÉ (N1 · · ·Nd)−1 ∑06M6N−1d S∗M f= (N1 · · ·Nd)−1 ∑06M6N−1d( d

∏k=1(I − U∗Mkk )) g=(N1 · · ·Nd)−1 ∑06M6N−1d d
∑r=0(−1)r ∑S∈Sr;d(∏l∈SU∗Mll ) g



íáò�éîçáì{ëïçòáîéþîïå ðòåäó�á÷ìåîéå 105= d
∑r=0(−1)r ∑S∈Sr;d(N1 · · ·Nd)−1 ∑06M6N−1d(∏l∈SU∗Mll ) g= d

∑r=0 (−1)r ∑S∈Sr;d (

∏l∈S (N−1l Nl−1
∑Ml=0U∗Mll )

) g
→N→∞

d
∑r=0(−1)r ∑S∈Sr;dEISg; (3.8)ÇÄÅ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÜÔÁ�Å ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÍÎÏÇÏ�ÁÒÁÍÁÔÒÉÞÅÓËÏÊÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ. ÷ ÓÉÌÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ gEISg = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ S, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË EI∅g = g:ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ f ∈ Lp ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �Ï Lp−ÎÏÒÍÅ�ÒÅÄÅÌ limN=(N1;:::;Nd)→∞

(N1 · · ·Nd)−1 ∑06M6N−1d S∗M f = g: (3.9)ï�ÅÒÁÔÏÒÙ U∗1 ; : : : ; U∗d �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ × ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ.ðÏÜÔÏÍÕ g ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, ËÁË �ÒÅÄÅÌ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. äÁÌÅÅ, ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÑ ËÁË × (3.8), ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ
(

∏k∈N(d)(I − U∗k ))g= limN=(N1;:::;Nd)→∞
(N1 · · ·Nd)−1 ∑06M6N−1dS∗M(

∏k∈N(d)(I − U∗k )) f= limN=(N1;:::;Nd)→∞
(N1 · · ·Nd)−1 ∑06M6N−1d( d

∏k=1(I − U∗Mkk ))f= limN=(N1;:::;Nd)→∞
(N1 · · ·Nd)−1 ∑06M6N−1d d

∑r=0(−1)r ∑S∈Sr;d(∏l∈SU∗Mll ) f= d
∑r=0(−1)r limN=(N1;:::;Nd)→∞

∑S∈Sr;d(∏l∈S(N−1l Nl−1
∑Ml=0U∗Mll )

) f= d
∑r=0(−1)r ∑S∈Sr;dEISf = f: (3.10)



106 í. é. çïòäéîäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3. ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÔÒÏÇÏ ÎÏÒ-ÍÁÌØÎÙÈ Lp−ÆÕÎË�ÉÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× U∗k ; k =1; : : : ; d: ïÔÓÀÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ f ÓÔÒÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ. äÁÌÅÅ,
∑06n6N−1dU∗nf= ∑06n6N−1dU∗n( d

∏k=1(I − U∗k ))g= (

d
∏k=1((I − U∗k )Nk−1

∑nk=0 U∗nkk )

)g = (

d
∏k=1(I − U∗Nkk )

)g= d
∑r=0(−1)r ∑S∈Sr;d ∏k∈SU∗Nkk g →N→∞

d
∑r=0(−1)r ∑S∈Sr;d ∏k∈SE∞k g = g;(3.11)ÇÄÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÔÒÏÇÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ g. éÚ ÜÔÏÇÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ (ÏÎÁÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÉÚ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (3)), É (1) ÄÏËÁÚÁÎÏ.�Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ (2). ðÕÓÔØ g ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ (2.14). óÔÒÏ-ÇÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ g ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÔÒÏÇÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ f É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÔÒÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ Lp-ÆÕÎË�ÉÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× U∗k ; k = 1; : : : ; d; É ÚÁÍËÎÕÔÏ. äÁÌÅÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ(3.11),

(

d
∏k=1(I − U∗k ))g= (

d
∏k=1(I − U∗k )) limN=(N1;:::;Nd)→∞

∑06n6N−1dU∗nf= limN=(N1;:::;Nd)→∞

(

d
∏k=1(I − U∗Nkk )

)f= d
∑r=0(−1)r ∑S∈Sr;d limN=(N1;:::;Nd)→∞

(

∏k∈SU∗Nkk )f= f: (3.12)õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÕÎËÔÁ (3) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ �ÕÎËÔÏ× (1) É (2), ÅÓÌÉ ÓÎÁÞÁÌÁ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ (2), ÚÁÔÅÍ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÉÚ f = (
∏k∈N(d)(I − U∗k))g
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hâ�ne de Markovr�e
urrente au sens de Harris et positive. | Ann. Inst. H. Poin
ar�e Se
t. B (N.S.)14, No. 4 (1978), 425{440.13. M. Maxwell, M. Woodroofe, Central limit theorems for additive fun
tionals ofMarkov 
hains. | Ann. Probab. 28, No. 2 (2000), 713{724.14. M. Peligrad, S. Utev, A new maximal inequality and invarian
e prin
iple for sta-tionary sequen
es. | Ann. Probab. 33, No. 2 (2005), 798{815.Gordin M. I. Martingale-
oboundary representation for a 
lass of sta-tionary random �elds.It is known that under some 
onditions a stationary random sequen
eadmits a representation as the sum of two others: one of them is a mar-tingale di�eren
e sequen
e and another is a so-
alled 
oboundary. Su
h arepresentation 
an be used for proving some limit theorems by means ofthe martingale approximation.



108 í. é. çïòäéîA multi-dimensional version of su
h a de
omposition is presented inthe paper for a 
lass of random �elds generated by several 
ommutingnon-invertible probability preserving transformations. In this representa-tion summands of mixed type appear whi
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t to somegroup of dire
tions of the parameter spa
e as reversed multiparametermartingale di�eren
es (in the sense of one of several known de�nitions)while they look as 
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