úÁÐÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏŒ ðïíé ôÏÍ 361, 2008 Ç.

á. î. âÏÒÏÄÉÎ

çéðåòçåïíåôòéþåóëáñ äéææõúéñ

œ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÎËÒÅÔÎÙÍÉ ÄÉÆ- ÆÕÚÉÑÍÉ É ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. üÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÐÒÏÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ìÁÐÌÁÓÁ ÐÏ ŒÒÅÍÅÎÉ ÐÅÒÅÈÏÄÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏ- ÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. íÏÍÅÎÔÙ ŒÙÈÏÄÁ ÄÉÆÆÕÚÉÉ ÎÁ ÇÒÁ- ÎÉÃÕ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ ÔÏÖÅ ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ÜÔÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. èÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ (ÓÍ. [1]), ÞÔÏ ÂÅÓÓÅÌÅŒÓËÏÍÕ ÐÒÏÃÅÓÓÕ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ âÅÓÓÅÌÑ, ÐÒÏÃÅÓÓÕ ïÒÎÛÔÅÊÎÁ{õÌÅÎÂÅËÁ { ÆÕÎËÃÉÉ ÐÁÒÁ- ÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÃÉÌÉÎÄÒÁ, ÒÁÄÉÁÌØÎÏÍÕ ÐÒÏÃÅÓÓÕ ïÒÎÛÔÅÊÎÁ{õÌÅÎÂÅËÁ { ÆÕÎËÃÉÉ ëÕÍÍÅÒÁ. ðÏÓÌÅÄÎÅÊ Œ ÒÑÄÕ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÔÏÉÔ ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. äÉÆÆÕÚÉÏÎÎÏÍÕ ÐÒÏÃÅÓÓÕ, ÏÔŒÅÞÁÀ- ÝÅÍÕ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, É ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÄÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ. üÔÏÔ ÄÉÆÆÕÚÉÏÎ- ÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ŒÙÛÅÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÒÏÃÅÓÓÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍÉ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ. œ ÜÔÏÍ ÉÅÒÁÒÈÉÞÅÓËÏÍ ÒÑÄÕ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÁÖ- ÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÚÁÎÉÍÁÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ ìÅÖÁÎÄÒÁ, ËÏÔÏÒÙÍ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÇÉÐÅÒ- ÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÂÅÓÓÅÌÅŒÓËÉÊ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÕÞÅÎÎÙÊ Œ ÒÁÂÏÔÅ ö.-ë. çÒÀÜ [2]. üÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ.

1. äÉÆÆÕÚÉÏÎÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ. œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÐÒÉŒÏÄÑÔÓÑ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÅ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÉÆÆÕÚÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÕÚÉÏÎ- ÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ X(t), t ⩾ 0, Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÄÉÆÆÕÚÉÉ, ËÏ- ÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ dX(t) = ¯(X(t)) dt + dW (t); X(0) = x;

ÇÄÅ W (t) { ÐÒÏÃÅÓÓ ÂÒÏÕÎÏŒÓËÏÇÏ ÄŒÉÖÅÎÉÑ. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÄÉÆÆÕÚÉÉ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÌÉÂÏ ÎÅÏÔÒÉ- ÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÏÌÕÏÓØ, ÌÉÂÏ ŒÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

îÁÓÔÏÑÝÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÐÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÁÍÉ îû 638.2008.1 É ðÒÏÇÒÁÍÍÏÊ ÆÕÎ- ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÊ òáî "óÏŒÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÅ- ÍÁÔÉËÉ" . 29

30 á. î. âïòïäéî

ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ Œ ÎÕÌÅ Õ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÓÎÏÓÁ ÅÓÔØ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ, ÌÉÂÏ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ X { ÄÉÆÆÕÚÉÑ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ Œ ÎÕÌÅ.

ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÉÆÆÕÚÉÉ X ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

Gf(x) :=^1_2^{d2}_{dx2} f(x) + ¯(x)^d_{dx} f(x):

ðÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÅÒÙ ÓËÏÒÏÓÔÉ É ÛËÁÌÁ ÄÉÆÆÕÚÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕ- ÌÁÍÉ

m(x) := 2 exp ( 2 x∫ ¯(y) dy ) ; s(x) := x∫ exp ( − 2 z∫ ¯(y) dy ) dz: äÌÑ ÄÉÆÆÕÚÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÌÕÏÓÉ, ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, Œ ÔÏÞËÅ 0 ÎÁÌÁÇÁÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ. îÁÍÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÕÚÉÉ Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ lim_{x↓0}^d_{ds(x)} f(x) = 0, ËÏÔÏÒÏÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÎÕÌÅ, ÅÓÌÉ Õ ÛËÁÌÙ ÎÅÔ Œ ÎÕÌÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ, ÉÌÉ { ÎÅÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔØ ÎÕÌÑ, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ðÕÓÔØ _˘ { ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÅ É ’_˘ { ÕÂÙŒÁÀÝÅÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ 1 2 Y^{′′}(x) + ¯(x)Y^′(x) − ˘Y (x) = 0; ˘ ¿ 0; (1.1)

É ÐÕÓÔØ

w(_˘(z); ’_˘(z)) = ^′_˘(z)’_˘(z) − _˘(z)’^′_˘(z) ¿ 0

{ ŒÒÏÎÓËÉÁÎ ÒÅÛÅÎÉÊ , ’. œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Õ ¯(x) ÎÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ Œ ÎÕÌÅ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÕÚÉÑ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÅ _˘ ÎÁÌÁÇÁÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ^′_˘(0+) = 0.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ìÁÐÌÁÓÁ ÐÏ ŒÒÅÍÅÎÉ ÐÅÒÅÈÏÄÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÄÉÆ- ÆÕÚÉÉ X ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ∞∫ 0 e^{−˘t d}_{dz} P_x(X(t) ¡ z) dt = 2 w(_˘(z); ’_˘(z)) ˘(x)’˘(z); x ⩽ z; 2 w(_˘(z); ’_˘(z)) ’˘(x)˘(z); z ⩽ x:

(1.2)

çéðåòçåïíåôòéþåóëáñ äéææõúéñ 31

ðÕÓÔØ H_z := inf{t : X(t) = z} { ÍÏÍÅÎÔ ÐÅÒŒÏÇÏ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÕÒÏŒÎÑ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ˘ ¿ 0

E_x(e^{−˘Hz} ) =

_˘(x) _˘(z) ; x ⩽ z; ’_˘(x) ’_˘(z) ; z ⩽ x:

(1.3)

ðÕÓÔØ (a; b) { ÐÏÄÙÎÔÅÒŒÁÌ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ a ⩽ x ⩽ b P_x(H_a ¡ H_b) = 1 − P_x(H_b ¡ H_a) =^{s(b) − s(x)}_{s(b) − s(a)} : (1.4)

2. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÄÉÆÆÕÚÉÉ É ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÒÉŒÅ- ÄÅÍ ÒÑÄ ÓŒÅÄÅÎÉÊ ÉÚ [1], ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 1, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÑ ÍÅÖÄÕ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ ÄÉÆÆÕÚÉÑÍÉ É ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ.

1) âÒÏÕÎÏŒÓËÏÍÕ ÐÒÏÃÅÓÓÕ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (1.1): _˘(x) = e^{x√2˘}, ’_˘(x) = e^{−x√2˘}.

2) âÅÓÓÅÌÅŒÓËÏÍÕ ÐÒÏÃÅÓÓÕ R^{(˚)}(t) ÐÏÒÑÄËÁ ˚ ⩾ −^1_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

Gf(x) =^1_2^{d2}_{dx2} f(x) +^{2˚ + 1}_{2x}^d_{dx} f(x); x ¿ 0: (2.1)

æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (1.1) ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ:

_˘(x) = x^{−˚} I_˚ (x √ 2˘); ’_˘(x) = x^{−˚} K_˚ (x √ 2˘); ÇÄÅ I_˚ (x) := ∞∑ k=0 (x=2)^{˚+2k} k! `(˚ + k + 1) ; K˚ := ß 2 sin(˚ß) ( I_{−˚} (x) − I_˚ (x) )

{ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ âÅÓÓÅÌÑ.

ðÒÉ ˚ = n=2 − 1, ÇÄÅ n { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÏÃÅÓÓ R^{(˚)} ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÒÁÄÉÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÂÒÏÕÎÏŒÓËÏÇÏ ÄŒÉÖÅÎÉÑ W̃ (t) = (W_1(t); W_2(t); : : : ; W_n(t)) Ó ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ.

3) ðÕÓÔØ æ ¿ 0. ðÒÏÃÅÓÓ

U(t) := e^{−æt}W

(_{e2æt − 1} 2æ ) ; t ⩾ 0; (2.2)

32 á. î. âïòïäéî

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÃÅÓÓÏÍ ïÒÎÛÔÅÊÎÁ{õÌÅÎÂÅËÁ.

ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

Gf(x) =^1_2^{d2}_{dx2} f(x) − æx^d_{dx} f(x); x ∈ (−∞; ∞): (2.3)

æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (1.1) ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ:

_˘(x) = e^{æx2=2}D_{−˘=æ}(−x √ 2æ); ’_˘(x) = e^{æx2=2}D_{−˘=æ}(x √ 2æ); ÇÄÅ D_{−˚} (x) := e^{−x2=4}2^{−˚=2} √ ß {_1

`(˚ + 1)=2) ( 1 + ∞∑ k=1 ˚(˚ + 2) · · · (˚ + 2k − 2) (2k)! x 2k )

−^x √ 2 `(˚=2) ( 1 + ∞∑ k=1 (˚ + 1)(˚ + 3) · · · (˚ + 2k − 1) (2k + 1)! x 2k )}

{ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÃÉÌÉÎÄÒÁ.

4) äÌÑ ÏÔÒÁÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ïÒÎÛÔÅÊÎÁ{õÌÅÎÂÅËÁ (|U(t)|) ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÅ (1.1), x ¿ 0, Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÎÕÌÅ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ:

_˘(x) = e^{æx2=2} ( D_{−˘=æ}(−x √ 2æ) + D_{−˘=æ}(x √ 2æ) ) ; ’_˘(x) = e^{æx2=2}D_{−˘=æ}(x √ 2æ):

5) ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÒÁÄÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ïÒÎÛÔÅÊÎÁ{ õÌÅÎÂÅËÁ ÄÌÑ ˚ ⩾ −1=2 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

Gf(x) =^1_2^{d2}_{dx2} f(x) +

(_{2˚ + 1}

2x − æx

)_d

dx f(x); x ¿ 0: (2.4)

æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (1.1) ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ:

_˘(x) = M

(_˘ 2æ ; ˚ + 1; æx^2 ) ; ’_˘(x) = U

(_˘

2æ ; ˚ + 1; æx^2 ) ; ÇÄÅ M(a; b; x) := 1 + ∞∑ k=1 a(a + 1) : : : (a + k − 1)x^k b(b + 1) : : : (b + k − 1)k! ;

çéðåòçåïíåôòéþåóëáñ äéææõúéñ 33

U(a; b; x) :=^{`(1 − b)}

`(1 + a − b) M(a; b; x) + x

1−b `(b − 1) `(a) M(1 + a − b; 2 − b; x)

{ ÆÕÎËÃÉÉ ëÕÍÍÅÒÁ.

œÒÏÎÓËÉÁÎ ÒÅÛÅÎÉÊ

w(_˘(z); ’_˘(z)) =^{2`(˚ + 1) eæz} 2 `(˘=2æ) z^{2˚+1}æ^˚ :

óÏÇÌÁÓÎÏ (1.2), ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ìÁÐÌÁÓÁ ÐÏ ŒÒÅÍÅÎÉ ÐÅÒÅÈÏÄÎÏÊ ÐÌÏÔ- ÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ïÒÎÛÔÅÊÎÁ{õÌÅÎÂÅËÁ Q^{(˚)} ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ∞∫ 0 e^{−˘t d}_{dz} P_x(Q^{(˚)}(t) ¡ z) dt =

(2.5) = `(˘=2æ) z^{2˚+1}æ^˚ `(˚ + 1) e^{æz2} M

(_˘ 2æ ; ˚ + 1; æx^2 ) U (_˘ 2æ ; ˚ + 1; æz^2 ) ; 0 ⩽ x ⩽ z;

`(˘=2æ) z^{2˚+1}æ^˚ `(˚ + 1) e^{æz2} U (_˘ 2æ ; ˚ + 1; æx^2 ) M (_˘ 2æ ; ˚ + 1; æz^2 ) ; z ⩽ x:

íÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ìÁÐÌÁÓÁ ÐÏ ˘, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÅÒÅÈÏÄÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ïÒÎÛÔÅÊÎÁ{õÌÅÎÂÅËÁ Œ ÍÏÍÅÎÔ t

P_x(Q^{(˚)} (t)¡z)=^{æz˚+1eæt(˚+1)}

x^˚ sh(æt) exp

(_{æ(x2 −z2)} 2 −^{æ(x2 +z2) ch(æt)}

2 sh(æt) ) I_˚

(_{æxz}

sh(æt) ) : (2.6) ðÒÉ ˚ = n=2 − 1, ÇÄÅ n { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÏÃÅÓÓ Q^{(˚)} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÄÉÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ïÒÎÛÔÅÊÎÁ{õÌÅÎÂÅËÁ Ũ(t) = (U_1(t); U_2(t); : : : ; U_n(t)) Ó ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ

Q^{(˚)} (t) = e^{−æt}R^{(˚)}

(_{e2æt − 1} 2æ ) ; t ⩾ 0: (2.7)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ æ → 0 ÐÒÏÃÅÓÓ Q^{(˚)} (t), t ⩾ 0, ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÉÒÕ- ÅÔÓÑ Œ ÂÅÓÓÅÌÅŒÓËÉÊ ÐÒÏÃÅÓÓ R^{(˚)} (t). ûËÁÌÁ ÒÁÄÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ïÒÎÛÔÅÊÎÁ{õÌÅÎÂÅËÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

s(x) = x∫ y^{−1−2˚} e^{æy2} dy:

34 á. î. âïòïäéî

ðÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÅÒÙ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ m(x) = 2x^{2˚+1} e^{−æx2} .

3. çÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. çÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕ- ÎËÃÉÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ (ÓÍ. [3], Ð. 2.1.) ÒÑÄÏÍ

F (ff; fi; fl; x) := 1 + ∞∑ k=1 ff(ff + 1) : : : (ff + k − 1)fi(fi + 1) : : : (fi + k − 1)x^k fl(fl + 1) : : : (fl + k − 1)k! ;

ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ −1 ¡ x ¡ 1 ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ.

äÌÑ 0 ¡ x ⩽ 1 É Re(ff + fi + 1 − fl) ¿ 0 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (ÓÍ. [3], Ð. 2.1. (12)) ÆÕÎËÃÉÀ

G(ff; fi; fl; x) :=^1

`(ff + fi + 1 − fl) F (ff; fi; ff + fi + 1 − fl; 1 − x):

üÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÇÉÐÅÒÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

x(1 − x)Y^{′′}(x) + (fl − (ff + fi + 1)x)Y^′(x) − fffiY (x) = 0:

œÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (ÓÍ. [3], [4]):

w(F (ff; fi; fl; x) G(ff; fi; fl; x)) =^{`(fl)x−fl (1 − x)fl−ff−fi−1}

`(ff)`(fi) ; (3.1) @ @x ( (1 − x)^ffF (ff; fi; fl; x) ) =^{ff(fi − fl)}_fl (1 − x)^{ff−1}F (ff+1; fi; fl +1; x); (3.2) @ @x ( (1 − x)^ffG(ff; fi; fl; x) ) = −ff(1 − x)^{ff−1}G(ff + 1; fi; fl + 1; x); (3.3)

lim_{fi→∞} F ( ff; fi; fl;^x_fi ) = M(ff; fl; x); (3.4)

lim_{fi→∞} `(fi + 1 − fl)G ( ff; fi; fl;^x_fi ) = U(ff; fl; x): (3.5)

éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ: ÄÌÑ −1 ¡ x ¡ 1

F (ff; fi; fl; x)=^{`(fl)}

`(ff)`(fl − ff) 1∫ 0 t^{ff−1}(1−t)^{fl−ff−1}(1−tx)^{−fi}dt; Re fl ¿Re ff ¿0;

çéðåòçåïíåôòéþåóëáñ äéææõúéñ 35

ÄÌÑ 0 ¡ x ¡ ∞

G(ff; fi; fl; x) =^1

`(ff)`(fi + 1 − fl) ∞∫ 0 t^{ff−1}(1 + t)^{fl−ff−1}(1 + tx)^{−fi} dt;

Re(fi + 1 − fl) ¿ 0; Re ff ¿ 0:

œÁÖÎÙÍ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ ìÅÖÁÎÄÒÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ŒÁÖÎÙ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÍÙ ŒÏÌÎÉÓÔÏÊ ÞÅÒÔÏÊ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ e^{i¯ß}. æÕÎËÃÉÑ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÓÍ. [3], ÇÌÁŒÁ 3) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÒÉ −1 ¡ x ¡ 1

~P^¯_˚ (x) :=^1_{`(1 − ¯)}

(_{1 + x}

1 − x

)_{¯=2} F ( − ˚; 1 + ˚; 1 − ¯;^{1 − x}_2 ) ; Re ¯¡1;

ÐÒÉ x ¿ 1

P^¯_˚ (x) :=^{2¯x¯+˚}

(x^2 − 1)^{¯=2} `(1 − ¯) G ( −^{¯ + ˚}_2 ;^{1 − ˚ − ¯}_2 ; 1 − ¯; 1 −^1_{x2} ) ; Re ¯ ¡ 1:

æÕÎËÃÉÑ ìÅÖÁÎÄÒÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ e^{i¯ß}: ÐÒÉ x ¿ 1

~Q^¯_˚ (x) :=^{√ß`(¯ + ˚ + 1)(x2 − 1)¯=2}

2^{˚+1}`(˚ + 3=2)x^{¯+˚+1} F

(_{¯ + ˚ + 1}

2 ;^{¯ + ˚ + 2}_2 ; ˚ +^3_2 ;^1_{x2} ) : ðÒÉ x ¿ 1 ÆÕÎËÃÉÉ P^¯_˚ (x) É ~Q^¯_˚ (x) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ìÅÖÁÎÄÒÁ

(1 − x^2)Y^{′′}(x) − 2xY^′(x) + ( ˚(1 + ˚) −^{¯2}_{1 − x2} ) Y (x) = 0:

ðÒÉ |x| ¡ 1 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ ~P^¯_˚ (−x), ~P^¯_˚ (x).

œÒÏÎÓËÉÁÎ ÒÅÛÅÎÉÊ ÐÒÉ x ¿ 1 ÒÁŒÅÎ w ( P^¯_˚ (x); ~Q^¯_˚ (x) ) =^{`(1 + ˚ + ¯)}

`(1 + ˚ − ¯)(x^2 − 1) ;

Á ÐÒÉ |x| ¡ 1 ÒÁŒÅÎ w ( ~P^¯_˚ (−x); ~P^¯_˚ (x) ) =^2

`(−˚ − ¯)`(1 + ˚ − ¯)(1 − x^2) :

36 á. î. âïòïäéî

ðÒÉ x ¿ 1 ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (ÓÍ. [5], ÆÏÒÍÕÌÙ 7.12.17 É [4] ÆÏÒÍÕÌÙ 8.5.2): d dx (_P ¯_{˚ (x)}

(x^2 − 1)^{¯=2} ) =^{P ¯+1˚ (x)}

(x^2 − 1)^{(¯+1)=2} ; (3.6) d dx (_{~Q¯˚ (x)}

(x^2 − 1)^{¯=2} ) = −^{~Q¯+1˚ (x)}

(x^2 − 1)^{(¯+1)=2} ; (3.7) d dx ( (x^2 − 1)^{¯=2}P^¯_˚ (x) ) = (˚ + ¯)(˚ − ¯ + 1)(x^2 − 1)^{(¯−1)=2}P^{¯−1}_˚ (x); (3.8) d dx ( (x^2 −1)^{¯=2} ~Q^¯_˚ (x) ) = −(˚ +¯)(˚ −¯+1)(x^2 −1)^{(¯−1)=2} ~Q^{¯−1}_˚ (x): (3.9)

óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ 9.6.49 É 9.6.50 ÉÚ [4]

lim_{˚→∞} ˚^¯P^{−¯}_˚ (ch(^z_˚ )) = I_¯(z); lim_{˚→∞} ˚^{−¯} ~Q^¯_˚ (ch(^z_˚ )) = K_¯(z):

éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (ÓÍ. [3], Ð. 3.7): ÐÒÉ −1 ¡ x ¡ 1

~P^¯_˚ (x)=^{2−˚ (1 − x2)−¯=2}

`(−˚ −¯)`(1+˚) ∞∫ 0 (x + ch t)^{¯−˚−1}sh^{1+2˚} t dt; Re ¯¡Re(−˚)¡1;

ÐÒÉ x ¿ 1

~Q^¯_˚ (x)=^{2−¯(x2 − 1)−¯=2√ß`(˚ + ¯ + 1)}

`(˚ − ¯ + 1)`(¯ + 1=2) ∞∫ 0 (x+ √ x^2 − 1 ch t)^{−¯−˚−1} sh^{2¯} t dt;

Re(˚ ± ¯ + 1) ¿ 0:

4. çÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÄÉÆÆÕÚÉÑ. çÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÄÉÆÆÕÚÉÑ X^{(˚)}_{æ;`}, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉ- ÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÏÌÕÏÓØ, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ

Gf(x) =^1_2^{d2}_{dx2} f(x) + ( (˚ +^1_2 )` cth(`x) −^æ_` th(`x)

)_d dx f(x); x ¿ 0: (4.1)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÉ −1=2 ⩽ ˚, æ ⩾ 0, ˘ ¿ 0 ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ 1 2 Y^{′′}(x) + (( ˚ +^1_2 ) ` cth(`x) −^æ_` th(`x) ) Y^′(x) − ˘Y (x) = 0; x ¿ 0: (4.2)

çéðåòçåïíåôòéþåóëáñ äéææõúéñ 37

íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

_˘(x) =^1_{ch2ff(`x)} F ( ff; fi; ˚ + 1; th^2(`x) ) ; (4.3)

’_˘(x) =^{`(fi − ˚)}

ch^{2ff}(`x) G ( ff; fi; ˚ + 1; th^2(`x) ) ; (4.4) ÇÄÅ ff :=^1_2 √ (_æ

`^2 − ˚ − 1 2 )_2

+^{2˘}_{`2} −^1_2

(_æ

`^2 − ˚ − 1 2 ) ; fi := ff +^1_2 +^æ_{`2} :

œÒÏÎÓËÉÁÎ ÒÅÛÅÎÉÊ ÒÁŒÅÎ

w(_˘(x); ’_˘(x)) =^{2``(fi − ˚)`(˚ + 1) ch2æ=`} 2 (`x) `(ff)`(fi) sh^{2˚+1}(`x) : (4.5)

ðÏÓËÏÌØËÕ fi ¿ ˚ + 1, ÔÏ ÉÚ (3.2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ^′_˘(x) ¿ 0, Á ÉÚ (3.3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ’^′_˘(x) ¡ 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ _˘ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÏÚÒÁ- ÓÔÁÀÝÅÊ, Á ÆÕÎËÃÉÑ ’_˘ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ. óÏÇÌÁÓÎÏ (1.2), ÉÍÅÅÍ ∞∫ 0 e^{−˘t d}_{dz} P_x(X^{(˚)}_{æ;`}(t) ¡ z) dt =

(4.6) = `(ff)`(fi) sh^{2˚+1}(`z)F ( ff; fi; ˚ + 1; th^2(`x) ) G ( ff; fi; ˚ + 1; th^2(`z) ) ``(˚ + 1) ch^{2ff+2æ=`2} (`z) ch^{2ff}(`x)

; 0 ⩽ x x ⩽ z;

`(ff)`(fi) sh^{2˚+1}(`z)F ( ff; fi; ˚ + 1; th^2(`z) ) G ( ff; fi; ˚ + 1; th^2(`x) ) ``(˚ + 1) ch^{2ff+2æ=`2} (`z) ch^{2ff}(`x)

; z ⩽ x:

ðÏÓËÏÌØËÕ

2 x∫ (

(˚ +^1_2 )` cth(`y) −^æ_` th(`y) ) dy = ln

(_{sh2˚+1(`x)}

ch^{2æ=`2} (`x) ) + const; x ¿ 0

ÔÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÅÒÙ ÓËÏÒÏÓÔÉ É ÛËÁÌÁ ÄÉÆÆÕÚÉÉ ÒÁŒÎÙ

m(x) =^{2 sh2˚+1(`x)}

`^{2˚+1} ch^{2æ=`2} (`x)

; s(x) = `^{2˚+1} x∫_{ch2æ=`2 (`y)}

sh^{2˚+1}(`y) dy

38 á. î. âïòïäéî

ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. íÎÏÖÉÔÅÌØ `^{2˚+1} ŒÚÑÔ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌÉ ÐÒÅÄÅÌÙ ÐÒÉ ` ↓ 0.

ðÕÓÔØ H_z := inf{t : X^{(˚)}_{æ;`}(t) = z}. ðÏ (1.4)

P_x(H_a ¡ H_b) = b∫ x ch^{2æ=`2} (`y) sh^{2˚+1}(`y) dy b∫ a ch^{2æ=`2} (`y) sh^{2˚+1}(`y) dy

; a ¡ b: (4.7)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÆÆÕ- ÚÉÉ ÐÒÉ ` ↓ 0. ïÐÅÒÁÔÏÒ (4.1) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ Œ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ ÒÁÄÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ïÒÎÛÔÅÊÎÁ{õÌÅÎÂÅËÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÏÊ (2.4). õÂÅÄÉÍÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ìÁÐÌÁÓÁ ÐÅÒÅÈÏÄ- ÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ (4.6) ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ (2.5). îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ` ↓ 0, ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ff ∼^˘_{2æ} , fi ∼^æ_{`2} É

ch^{2fi} (`z) ∼ ( 1 +^{`2z2}_2

)_{2æ=`}2 ∼ e^{æz2} ;^{`(fi)}_{`(fi − ˚)} ∼

(_æ

`^2

)_˚ : œ ÓÉÌÕ (3.4) É (3.5) ÐÒÉ ` ↓ 0 ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

_˘(x) =^1_{ch2ff(`x)} F ( ff; fi; ˚ + 1; th^2(`x) ) → M (_˘ 2æ ; ˚ + 1; æx^2 ) ; ’_˘(x) =^{`(fi − ˚)}

ch^{2ff}(`x) G ( ff; fi; ˚ + 1; th^2(`x) ) → U (_˘ 2æ ; ˚ + 1; æx^2 ) : éÓÐÏÌØÚÕÑ ŒÙÛÅÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ ` ↓ 0 ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (4.6) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó (2.5). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÅÒÅ- ÈÏÄÎÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÆÆÕÚÉÉ ÐÒÉ ` ↓ 0 ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÅÒÅÈÏÄÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ïÒÎÛÔÅÊÎÁ{õÌÅÎÂÅËÁ. ðÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÅÒÙ ÓËÏÒÏÓÔÉ É ÛËÁÌÁ ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÆÆÕÚÉÉ ÐÒÉ ` ↓ 0 ÔÏÖÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍ ÒÁÄÉ- ÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ïÒÎÛÔÅÊÎÁ{õÌÅÎÂÅËÁ.

5. çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÂÅÓÓÅÌÅŒÓËÉÊ ÐÒÏÃÅÓÓ. üÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ H^{(˚)}_` (t)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÊ ÄÉÆÆÕÚÉÉ ÐÒÉ æ = 0. ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

Gf(x) =^1_2^{d2}_{dx2} f(x) + (˚ +^1_2 )` cth(`x)^d_{dx} f(x); x ¿ 0: (5.1)

çéðåòçåïíåôòéþåóëáñ äéææõúéñ 39

ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ 15.4.10 ÉÚ [4] ÐÒÉ 0 ¡ x ¡ 1 ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

F (ff; ff +^1_2 ; ˚ + 1; x) = 2^˚ `(˚ + 1)x^{−˚=2}(1 − x)^{˚=2−ff}P^{−˚}_{2ff−˚−1}

(_1 √ 1 − x ) : ðÏÌÏÖÉÍ ¯ := √ (˚ +^1_2 )^2 +^{2˘}_{`2} = 2ff − ˚ −^1_2 . ôÏÇÄÁ ÐÒÉ æ = 0 ÉÚ (4.3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ _˘(x) = 2^˚ `(˚ + 1)^P −˚ ¯−1=2(ch(`x))

sh^˚ (`x) :

äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ~Q^˚_{¯−1=2} ÐÒÉ x ¿ 1 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

~Q^˚_{¯−1=2}(x)=^{√ß`(¯+˚ +1=2)(x2 −1)˚=2}

2^{¯+1=2} `(¯ + 1)x^{¯+˚+1=2} F

(_{¯+˚ +1=2} 2 ;^{¯+˚ +3=2}_2 ; ¯ + 1;^1_{x2} ) : õÞÉÔÙŒÁÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ¯ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ G, ÉÍÅÅÍ

~Q^˚_{¯−1=2}(x) =^{√ß`(2ff)(x2 − 1)˚=2}

2^{2ff−˚} x^{2ff} G ( ff; ff +^1_2 ; ˚ + 1; 1 −^1_{x2} ) : ôÏÇÄÁ ÐÒÉ æ = 0 ÉÚ (4.4) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

’_˘(x) =^{21−˚ `(ff +} 1 2 − ˚) `(ff)`(ff +^1_2 )

~Q˚_{¯−1=2}(ch(`x)) sh^˚ (`x) :

œÒÏÎÓËÉÁÎ ÒÅÛÅÎÉÊ, ŒÚÑÔÙÈ ÂÅÚ ÕÞÅÔÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ w (_P −˚_{¯−1=2(ch(`x))}

sh^˚ (`x) ;

~Q˚_{¯−1=2}(ch(`x))

sh^˚ (`x) ) =^`

sh^{2˚+1}(`x) :

ðÒÉ æ = 0 ÆÏÒÍÕÌÁ (4.6) ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ

G^˚_¯(x; z)^{2 sh2˚+1(`z)}

`^{2˚+1} := ∞∫ 0 e^{−˘t d}_{dz} P_x(H^{(˚)}_` (t) ¡ z) dt =

= 2 sh^{˚+1}(`z) ~Q^˚_{¯−1=2}(ch(`z)) P^{−˚}_{¯−1=2}(ch(`x)) ` sh^˚ (`x) ; 0 ⩽ x ⩽ z;

2 sh^{˚+1}(`z) ~Q^˚_{¯−1=2}(ch(`x)) P^{−˚}_{¯−1=2}(ch(`z)) ` sh^˚ (`x) ; z ⩽ x:

(5.2)

40 á. î. âïòïäéî

úÄÅÓØ G^˚_¯(x; z) { ÆÕÎËÃÉÑ çÒÉÎÁ ÐÅÒÅÈÏÄÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ÂÅÓÓÅÌÅŒÓËÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ÓËÏÒÏÓÔÉ Ó ÐÌÏÔÎÏ- ÓÔØÀ m(z) =^{2 sh2˚+1(`z)}

`^{2˚+1} (ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ Œ [2] ÎÁ ÍÎÏÖÉ-

ÔÅÌØ^{ß˚+1}

`(˚ + 1) ). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÐÅÒÅÈÏÄÎÕÀ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉ-

ÞÅÓËÏÇÏ ÂÅÓÓÅÌÅŒÓËÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ p_˚ (t; x; z). õÄÏÂÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ çÒÉÎÁ É ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄ- ÎÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x; z. óÐÒÁŒÅÄ- ÌÉŒÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (ÓÍ. [3], ÆÏÒÍÕÌÙ 3.7.(8) É 3.7.(4)):

P^{−˚}_{¯−1=2}(ch(`x))

sh^˚ (`x) = √ 2 √ ß`(˚ + 1=2) sh^{2˚} (`x) `x∫ 0 ch(¯y) (ch(`x) − ch y)^{1=2−˚} dy; ˚ ¿ − 1 2 ;

~Q˚_{¯−1=2}(ch(`x))

sh^˚ (`x) = √ ß √ 2`(1=2 − ˚) ∞∫ `x e^{−¯y} (ch y − ch(`x))^{˚+1=2} dy; ¯ + ˚ + 1 2 ¿ 0;

˚ ¡ 1=2:

ðÏÓËÏÌØËÕ (ÓÍ. [3], ÆÏÒÍÕÌÙ 3.4.(3) É 3.4.(4))

lim_{`↓0}^P −˚ ¯−1=2(ch(`x))

sh^˚ (`x) = 1 2^˚ `(1 + ˚) ; (5.3)

ÔÏ ÉÚ (5.2) É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ~Q^˚_{¯−1=2}(ch(`x)) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ∞∫ 0 e^{−˘t d}_{dz} P_0(H^{(˚)}_` (t)¡z) dt=^{21−˚} √ ß sh^{2˚+1}(`z) ` √ 2`(˚ + 1)`(1=2 − ˚) ∞∫ `x e^{−¯y} (ch y − ch(`x))^{˚+1=2} dy:

œÙÞÉÓÌÑÑ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ìÁÐÌÁÓÁ ÐÏ ˘ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ e^{−¯y} (ÓÍ. [1], ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 3), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ −1=2 ¡ ˚ ¡ 1=2

p_˚ (t; 0; z)^{2 sh2˚+1(`z)}

`^{2˚+1} = d dz P_0(H^{(˚)}_` (t) ¡ z) =

=^{sh2˚+1(`z) e−(˚+1=2)}

2 `2t=2

2^˚ `(˚ + 1)`(1=2 − ˚)t^{3=2} ∞∫ z y e^{−y2=2t} (ch(`y) − ch(`z))^{˚+1=2} dy: (5.4) çéðåòçåïíåôòéþåóëáñ äéææõúéñ 41

ðÏ ÐÏŒÏÄÕ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÒÁÂÏÔÙ [2] É [6]). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÓÎÏŒÙŒÁÑÓØ ÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ, ÉÚ (5.2) ÐÒÉ x ⩽ z ŒÙŒÏÄÉÍ

p_˚ (t; x; z)^{2 sh2˚+1(`z)}

`^{2˚+1} = d dz P_x(H^{(˚)}_` (t) ¡ z) =

= √ 2` sh^{2˚+1}(`z) e^{−(˚+1=2)2 `2t=2} √ ß sh^{2˚} (`x)`(˚ + 1=2)`(1=2 − ˚)t^{3=2} × (5.5) × x∫ 0 dy_1 ∞∫ z dy_2^e

−(y21 +y2 )=2t(ch(`x)−ch(`y

1))^{˚−1=2} ( y_2 ch

(_{y1y2} t ) −y_1 sh

(_{y1y2} t )) (ch(`y_2) − ch(`z))^{˚+1=2} :

œ [2] ÄÁÎÏ ÄÒÕÇÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÏÅ ÎÁ ÉÎÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ.

úÎÁÞÅÎÉÑ ˚ = −1=2 É ˚ = 1=2 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ. ôÁË ˚ = −1=2 ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÏÔÒÁÖÅÎÎÏÍÕ ÂÒÏÕÎÏŒÓËÏÍÕ ÄŒÉÖÅÎÉÀ, Á ˚ = 1=2 { ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÍÕ ÂÅÓÓÅÌÅŒÓËÏÍÕ ÐÒÏÃÅÓÓÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 3, ÄÌÑ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ d dz P_x(H^{(1=2)}_` (t) ¡ z) =^{sh(`z) e−`}

2t=2

sh(`x) √ 2ßt ( e^{−(z−x)2=2t} − e^{−(z+x)2=2t} ) : (5.6)

äÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ˚ ÉÚ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (k +1=2; k +3=2], k = 0; 1; : : : , ŒÙÒÁÖÅ- ÎÉÅ ÄÌÑ ÐÅÒÅÈÏÄÎÙÈ ÐÌÏÔÎÏÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÚÁ ÓÞÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÉÅÍÁ (ÓÍ. [2]). ðÏÓËÏÌØËÕ (¯ − ˚ − 1=2)(¯ + ˚ + 1=2) = 2˘=`^2, ÔÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3.8) d dx (_P −˚_{¯−1=2(ch(`x))}

sh^˚ (`x) ) =^{2˘}_` sh(`x)^P

−(˚+1) ¯−1=2 (ch(`x))

sh^{˚+1}(`x) : (5.7)

ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3.7) d dz ( ~_Q˚_{¯−1=2(ch(`z))}

sh^˚ (`z) ) = −` sh(`z)

~Q^{˚+1}_{¯−1=2}(ch(`z))

sh^{˚+1}(`z) : (5.8)

éÚ (5.2) É (5.3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

G^˚_{¯˚} (0; z) =^{`2˚}_{2˚}

~Q˚_{¯˚ −1=2}(ch(`z))

`(1 + ˚) sh^˚ (`z) :

42 á. î. âïòïäéî

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÚÁÐÉÓØ ¯_˚ , ÍÙ ÏÔÍÅÔÉÌÉ ÉÎÄÅËÓÏÍ ˚ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ŒÈÏÄÉÔ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ¯. éÚ (5.8) ÐÏÌÕÞÁÅÍ d dz G^˚_{¯˚} (0; z) = −^{2(1 + ˚) sh(`z)}_` G^{˚+1}_{¯˚} (0; z): (5.9)

ðÏÓËÏÌØËÕ (˚ + 1 +^1_2 )^2 = (˚ +^1_2 )^2 + 2(˚ + 1), ÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ ìÁÐÌÁÓÁ ÐÏ ˘ ÆÕÎËÃÉÉ G^{˚+1}_{¯˚+1} (0; z) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ G^{˚+1}_{¯˚} (0; z) ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ e^{−(˚+1)`2t}. ôÏÇÄÁ, ÏÂÒÁÝÁÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ (5.9) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ìÁÐÌÁÓÁ ÐÏ ˘, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

p_{˚+1}(t; 0; z) = −^{`e−(˚+1)`} 2t 2(1 + ˚) sh(`z) d dz p_˚ (t; 0; z): (5.10)

éÚ (5.2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

G^˚_{¯˚} (x; z) = `^{2˚ P} −˚ ¯˚ −1=2(ch(`x))

sh^˚ (`x)

~Q˚_{¯˚ −1=2}(ch(`z))

sh^˚ (`z) ;

É ÉÚ (5.7), (5.8) ÐÏÌÕÞÁÅÍ d dx d dz G^˚_{¯˚} (x; z) = −^{2˘}_{`2} sh(`x) sh(`z)G^{˚+1}_{¯˚} (x; z): (5.11)

ïÂÒÁÝÁÑ Œ ÜÔÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ìÁÐÌÁÓÁ ÐÏ ˘, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

p_{˚+1}(t; x; z) = −^{`2e−(˚+1)`} 2 t 2 sh(`x) sh(`z) d dx d dz t∫ 0 p_˚ (s; x; z) ds: (5.12)

æÏÒÍÕÌÙ (5.10) É (5.12) ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÐÏÌÕÞÁÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÅÒÅÈÏÄ- ÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÄÌÑ ˚ ÉÚ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ [k + 1=2; k + 3=2], k = 0; 1; : : : , ÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ÄÌÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ [−1=2; 1=2].

6. äÒÕÇÉÅ ÐÒÏÃÅÓÓÙ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ìÅÖÁÎÄÒÁ. ïÔÒÁÖÅÎÎÙÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ïÒÎÛÔÅÊÎÁ{õÌÅÎÂÅËÁ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÆÆÕÚÉÉ ÐÒÉ ˚ = −1=2. ïÎ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ

Gf(x) =^1_2^{d2}_{dx2} f(x) −^æ_` th(`x)^d_{dx} f(x); x ¿ 0; (6.1)

çéðåòçåïíåôòéþåóëáñ äéææõúéñ 43

Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ^d_{dx} f(0+) = 0. œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

ff =^1_2

√_{æ2}

`^4 + 2˘ `^2 − æ 2`^2 . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

~P ¯_˚ (z) = ~P^¯_{−˚−1}(z), ÆÏÒ-

ÍÕÌÙ (15.4.23) É (15.4.13) ÉÚ [4], ÐÏÌÕÞÁÅÍ

_˘(x) =^{`(ff +} 1 2 )`(ff + 1 + æ=`^2)

2^{1−2ff−æ=`2} √ ß ch^{−æ=`2} (`x) ( ~P^{−2ff−æ=`2}

æ=`^2 (− th(`x))+

+ ~P^{−2ff−æ=`2}

æ=`^2 (th(`x)) ) ; (6.2)

’_˘(x) =^{22ff+æ=`} 2 `(ff + 1 + æ=`^2) ch^{−æ=`2} (`x)

~P^{−2ff−æ=`2}

æ=`^2 (th(`x)): (6.3)

œÒÏÎÓËÉÁÎ w ( ~P^{−2ff−æ=`2}

æ=`^2 (− th(`x));

~P^{−2ff−æ=`2}

æ=`^2 (th(`x)) ) =^{2`}

`(2ff)`(2ff + 2æ=`^2 ) :

çÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 3 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÆÆÕÚÉÉ ÐÒÉ ˚ = 1=2. ïÎ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ

Gf(x) =^1_2^{d2}_{dx2} f(x) + ( ` cth(`x) −^æ_` th(`x)

)_d dx f(x); x ¿ 0: (6.4)

œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

ff =^1_2 √ (_æ

`^2 − 1

)_2

+^{2˘}_{`2} −^1_2

(_æ

`^2 − 1 ) : ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (15.4.26) É (15.4.20) ÉÚ [4], ÐÏÌÕÞÁÅÍ

_˘(x) =^{`(ff −} 1 2 )`(ff + æ=`^2) ch^{æ=`2} (`x)

2^{3−2ff−æ=`2} √ ß sh(`x) ( ~P^{1−2ff−æ=`2}

æ=`^2 (− th(`x))−

− ~P^{1−2ff−æ=`2}

æ=`^2 (th(`x)) ) ; (6.5)

’_˘(x) =^{22ff+æ=`}

2−1`(ff + 1 + æ=`^2) ch^{æ=`2} (`x) sh(`x)

~P^{1−2ff−æ=`2}

æ=`^2 (th(`x)): (6.6)

44 á. î. âïòïäéî

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

1. A. N. Borodin, P. Salminen, Handbook of Brownian Motion { Facts and Formulae.

Second Edition Birkh-auser, Basel-Boston-Berlin 2002.

2. J.-C. Gruet, Windings of hyperbolic Brownian motion. | In book: Exponential Functionals and Principal Values related to Brownian Motion. A collection of research papers, Editor M. Yor., 1997, pp. 35{72 3. ç. âÅÊÔÍÅÎ, á. üÒÄÅÊÉ, œÙÓÛÉÅ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÏÍ 1, í., îÁÕËÁ 1973.

4. í. áÂÒÁÍÏŒÉÃ, é. óÔÉÇÁÎ, óÐÒÁŒÏÞÎÉË ÐÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ. í., îÁÕËÁ 1979.

5. î. î. ìÅÂÅÄÅŒ óÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ. í., æÉÚ.-ÍÁÔ.-ÌÉÔ. 1963. 6. L. Lao, E. Orsingher, Hyperbolic and fractional hyperbolic Brownian motion. | Stochastics, 79, No. 6 (2007), 505{522.

Borodin A. N. On hypergeometric di¸usion.

The paper deals with correspondence between the well-known di¸usions and special functions. The new class of di¸usions related to hypergeometric functions is de˛ned. The very interesting particular case of this class consist of the hyperbolic Bessel processes.

ðÏÓÔÕÐÉÌÏ 28 ÎÏÑÂÒÑ 2008 Ç..

ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÅ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ ÉÍ. œ. á. óÔÅËÌÏŒÁ òáî E-mail: borodin@pdmi.ras.ru