úÁÐÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏŒ ðïíé ôÏÍ 360, 2008 Ç.

á. ì. þÉÓÔÏŒ

œùþéóìåîéå óôåðåîé äïíéîáîôîïçï íïòæéúíá œ îõìåœïê èáòáëôåòéóôéëå úá ðïìéîïíéáìøîïå œòåíñ. IV

3. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ U^′_0

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ^1 Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ L^′ ∈ U^′_0 É ˘, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑÍ (a){(d) ÜÔÏÊ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ, ÎÏ Ó U^′_0 ŒÍÅÓÔÏ U^{′′′}_0 (ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ L^′ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ U^{′′′}_0 , ÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (a){(d)). ðÕÓÔØ e^′_j = L^′_j (e_0; : : : ; e_r), j ∈ {0; œ + 1; : : : ; n}, ÄÌÑ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÆÏÒÍ L^′_j ∈ k[X_0; : : : ; X_r] (Œ ÌÅÍÍÁÈ 14 É 15 ÎÉÖÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÁËÖÅ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ L^′_j ÉÍÅÀÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÉÚ K; ŒÓÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÂSSÅËÔÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ k ÎÁ K). ðÕÓÔØ ˘ = (L_{s+1}; : : : ; L_œ), ÇÄÅ ŒÓÅ L_j ∈ K[X_0; : : : ; X_n] { ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. ðÏÌÏÖÉÍ V_˘ = V ∩Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ), W_˘ = W ∩Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ) Œ P^n(K). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A_{˘;L}′ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ W_˘ ∩Z(e^′_{œ+1}; : : : ; e^′_n)\Z(e_0; : : : ; e_r) Œ P^n(K). ðÕÓÔØ N_{˘;L}′ = #A_{˘;L}′ . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ p_{˘;L}′ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ p_˘, p^′_˘) ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (7) (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ (14), (15)) ÉÚ ŒŒÅÄÅÎÉÑ, ÚÁ- ÍÅÎÑÑ ÐÏÌÅ k_v ÎÁ K (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ k ÎÁ K). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ q_v = p^′_v . ðÏÌÏÖÉÍ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, q_˘ = p^′_˘.

úÁÍÅÎÉÍ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ p_L′ ÐÏÌÅ k ÎÁ K, ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (2) ÉÚ ŒŒÅÄÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ œ � i � n { ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ŒŒÅÄÅ- ÎÉÀ, W_i(L^′) { ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ K ËÏÍÐÏÎÅÎÔ E ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W ∩ Z(e^′_{œ+1}; : : : ; e^′_i), ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ dim E = n − s + œ − i É ÍÏÒÆÉÚÍ E \ Z(e^′_{i+1}; : : : ; e^′_n) → Z(L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_i) = P^{n−i}(K), ÉÎÄÕ- ÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ p_L′ , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ˘ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ W_{˘;i}(L^′) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ E ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ W_˘ ∩ Z(e^′_{œ+1}; : : : ; e^′_i), ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ dim E = n − i É ÍÏÒÆÉÚÍ

1íÙ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÎÕÍÅÒÁÃÉÀ ÒÁÚÄÅÌÏŒ, ÌÅÍÍ É Ô.Ä. ÉÚ ÔÒÅÔØÅÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÁÔØÉ, ÓÍ. úÁÐ. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé, Ô. 344 (2007), Ó. 203{239. óÐÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ Œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ { ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ, ÞÔÏ É Œ ÔÒÅÔØÅÊ ÞÁÓÔÉ. 260 œùþéóìåîéå óôåðåîé äïíéîáîôîïçï íïòæéúíá 261

E \ Z(e^′_{i+1}; : : : ; e^′_n) → Z(L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_i), ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ p_{˘;L}′ , ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍ (ÚÄÅÓØ Z(L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_i) { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − i Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ).

ìÅÍÍÁ 13. ðÕÓÔØ L^{′′} ∈ A^{(n−œ+1)(r+1)}(K) É ˘^′ = (L^′_{s+1}; : : : ; L_œ ) ∈ A^{(œ−s)(n+1)}(K), ÇÄÅ L^{′′}_j ∈ K[X_0; : : : ; X_r], j ∈ {0; œ + 1; : : : ; n}, É L^′_i ∈ K[X_0; : : : ; X_n], s + 1 � i � œ, { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. ôÏÇÄÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

(i) N_˘′_{;L}′′ � deg q_v deg W^′ = D_n.

(ii) ðÕÓÔØ N_˘′_{;L}′′ = deg q_v deg W^′ É x { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÉÚ A_˘′_{;L}′′ .

ðÏÌÏÖÉÍ e^{′′}_j = L^{′′}_j (e_0; : : : ; e_r) ÄÌÑ j ∈ {0; œ + 1; : : : ; n}. ôÏÇÄÁ x { ÇÌÁÄËÁÑ ÔÏÞËÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W , Z(L^′_{s+1}); : : : ; Z(L^′_œ), Z(e^{′′}_{œ+1}); : : : ; Z(e^{′′}_n), É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÜÔÉÈ n − s + 1 ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ Œ ÔÏÞËÅ x ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ, Ô.Å. ÒÁŒÎÏ {0}. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÅ W ∩ Z(L^′_{s+1}; : : : ; L^′_œ) ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÎÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÚÁÍÅÎÑÑ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ L^{′′}_0 ÎÁ ÎÏŒÕÀ, ÞÔÏ A_˘′_{;L}′′ ∩ Z(L^{′′}_0 (e_0; : : : ; e_r)) = ∅.

äÏËÁÖÅÍ (i). íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ D_n = deg q_v deg W^′, ÓÍ. ŒŒÅÄÅÎÉÅ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ W_n(L^{′′}) ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÈ ÎÁÄ K ËÏÍÐÏÎÅÎÔ E ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W ∩ Z(e^{′′}_{œ+1}; : : : ; e^{′′}_n), ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ dim E = œ − s É E ⊄ Z(e^{′′}_0 ; e^{′′}_{œ+1} : : : ; e^{′′}_n). ôÏÇÄÁ A_˘′_{;L}′′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ W_n(L^{′′}) ∩ Z(L^′_{s+1}; : : : ; L^′_œ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, N_˘′_{;L}′′ � deg W_n(L^{′′}). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ p_{v;L}′′_{;œ} : W_{v;œ} (L^{′′}) \ Z(e^{′′}_0 ; e^{′′}_{œ+1}; : : : ; e^{′′}_n) → P^{n−œ}(K_v), (X_0 : : : : : X_n) → (e^{′′}_0 ; e^{′′}_{œ+1} : : : : : e^{′′}_n), ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÊ ÎÁÄ K_v, ÇÄÅ W_{v;œ} (L^{′′}) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ŒÏ ŒŒÅÄÅÎÉÉ (ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÓÅÊÞÁÓ ÐÏÌÅ k ÄÏ K_v). óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, W_{v;œ} (L^{′′}) { ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏ- ÎÅÎÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_v . ôÏÇÄÁ ÍÏÒÆÉÚÍ p_{v;L}′′_{;œ} { ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÊ (ÓÍ. ŒŒÅÄÅÎÉÅ), É, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, W_n(L^{′′}) ∩ Z(v_{s+1}; : : : ; v_œ ) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË p^{−1}_{v;L}′′_{;œ} ((1 : 0 : : : : : 0)). ðÏÜÔÏÍÕ deg W_n(L^{′′}) � deg p_{v;L}′′_{;œ} ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÉÚ [10]. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ q_{v;L}′′_{;œ} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÁ q_v ÎÁ W_{v;œ} (L^{′′}) \ Z(e_0; : : : ; e_r).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ

q_L′′ : W^′ \ Z(L^{′′}_0 ; L^{′′}_{œ+1}; : : : ; L^{′′}_n) → P^{n−œ} (K);

(X_0 : : : : : X_r) → (L^{′′}_0 : L^{′′}_{œ+1} : : : : : L^{′′}_n); (25)

262 á. ì. þéóôïœ

ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ~W^′ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ E_2 ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W^′, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÁ q_L′′ ÎÁ E_2 \ Z(L^{′′}_0 ; L^{′′}_{œ+1}; : : : ; L^{′′}_n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔ- ÎÙÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ~q ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ q_L′′ ÎÁ ~W^′. ôÏÇÄÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ deg ~q � deg ~W^′ � deg W^′. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ p_{v;L}′′_{;œ} = ~q ∘ q_{v;L}′′_{;œ} . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, deg p_{v;L}′′_{;œ} = deg q_{v;L}′′_{;œ} deg ~q � deg q_v deg W^′. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (i) ÄÏËÁ- ÚÁÎÏ.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ (ii), ŒÙÂÅÒÅÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ L^′_0 ∈ k[X_0; : : : ; X_n], ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ A_˘′_{;L}′′ ∩ Z(L^′_0) = ∅. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ

p_˘′_{;L}′′ : W \ (Z(e^{′′}_0 ; e^{′′}_{œ+1}; : : : ; e^{′′}_n) ∪ Z(L^′_0; L^′_{s+1}; : : : ; L^′_œ))

−→ (P^{œ−s} × P^{n−œ} )(k);

p_˘′_{;L}′′ (z)= ( (L^′_0(z) : L^′_{s+1}(z) : : : : : L^′_œ(z)); (e^{′′}_0 (z) : e^{′′}_{œ+1}(z) : : : : : e^{′′}_n(z)) ) : ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, p_˘′_{;L}′′ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ L^′_0. óÏÇÌÁÓÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (i), ÅÓÌÉ N_˘′_{;L}′′ = deg q_v deg W^′, ÔÏ N_˘′_{;L}′′ = deg W_n(L^{′′}) = deg p_{v;L}′′_{;œ} = deg q_v deg W^′; ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ W_n(L^{′′}) ∩ Z(L^′_{s+1}; : : : ; L^′_œ) ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó A_˘′_{;L}′′ ; W_v = W_{v;œ} (L^{′′}); ŒÓÑËÁÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_{v;œ} (L^{′′}) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ ÉÚ W_{v;n}(L^{′′}) = W_n(L^{′′}) ∩ Z(v_{s+1}; : : : ; v_œ) (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ- ÓÌÅÄÎÅÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÉÚ [10]). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÑËÁÑ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_œ (L^{′′}) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_n(L^{′′}). îÏ W = W_œ (L^{′′}), ÔÁË ËÁË W_v = W_{v;œ} (L^{′′}). ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÁÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ W ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ ÉÚ A_˘′_{;L}′′ . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 5 ÍÏÒÆÉÚÍ p_˘′_{;L}′′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍ.

ðÕÓÔØ ˚_j ; ¯_i ∈ k, s + 1 � j � œ, œ + 1 � i � n. ðÏ- ÌÏÖÉÍ ˘^{′′} = (L^′_{s+1} − ˚_{s+1}L^′_0; : : : ; L^′_œ − ˚_œL^′_0), L^{′′′} = (L^{′′}_0 ; L^{′′}_{œ+1} − ¯_{œ+1}L^{′′}_0 ; : : : ; L^{′′}_n − ¯_nL^{′′}_0 ). ðÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÉÚ [10] ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ˚_j ; ¯_i ∈ k, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ deg q_v deg W^′ = N_˘′_{;L}′′ � N_˘′′_{;L}′′′ = deg p_˘′_{;L}′′ . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, N_˘′′_{;L}′′′ � deg q_v deg W^′ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (i). ðÏÜÔÏÍÕ deg p_˘′_{;L}′′ = deg q_v deg W^′. ôÅÐÅÒØ (ii) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2 ÒÁÂÏÔÙ [10], ÐÒÉÍÅÎčÎ- ÎÏÊ Ë p_˘′_{;L}′′ . ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

ìÅÍÍÁ 14. ðÕÓÔØ ˘ = (L_{s+1}; : : : ; L_œ), ÇÄÅ ŒÓÅ L_j ∈ k[X_0; : : : ; X_n] { ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ dim W_˘ = n − œ ¿ 0 É W_˘ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÎÁÄ k. ðÕÓÔØ L^′ = (L^′_0; L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_n) É

œùþéóìåîéå óôåðåîé äïíéîáîôîïçï íïòæéúíá 263

L^′_w ∈ k[X_0; : : : ; X_r], w ∈ {0; œ +1; : : : ; n}, ÓÍ. ŒÙÛÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ N_{˘;L}′ � 1. ôÏÇÄÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

(i) åÓÌÉ e^′_0 ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁ A_{˘;L}′ , ÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ p_{˘;L}′ (ÓÍ. ŒŒÅÄÅÎÉÅ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍ.

(ii) íÏÒÆÉÚÍ q_˘ (ÓÍ. ŒŒÅÄÅÎÉÅ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍ. (iii) N_{˘;L}′ � deg p_{˘;L}′ � deg q_˘ deg W^′. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V_˘ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ŒÓÅÈ L^′ ∈ A^{(n−œ+1)(r+1)}(k), ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ N_{˘;L}′ = deg q_˘ deg W^′ É A_{˘;L}′ ∩ Z(e^′_0) = ∅. ôÏÇÄÁ V_˘ { ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌ-ÅÎÎÏÅ ÎÁÄ k ÏÔ- ËÒÙÔÏÅ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ A^{(n−œ+1)(r+1)}(k).

(iv) ðÕÓÔØ N_{˘;L}′ = deg q_˘ deg W^′ É x { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÉÚ A_{˘;L}′ .

ôÏÇÄÁ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_˘, Z(e^′_{œ+1}); : : : ; Z(e^′_n), É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÜÔÉÈ n−œ+1 ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Œ ÔÏÞËÅ x ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ, Ô.Å. ÒÁŒÎÏ {0}.

(v) deg q_˘ � deg q_v.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ (i). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B_{˘;L}′ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË x ∈ A_{˘;L}′ , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ e^′_0(x) ≠ 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ e^′_0 ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁ A_{˘;L}′ . ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B_{˘;L}′ ÎÅÐÕÓÔÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ B_{˘;L}′ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ Gal(k=k). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÑËÁÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ÎÁÄ k ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_˘ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó B_{˘;L}′ . ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 5 ÍÏÒÆÉÚÍ p_{˘;L}′ (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (7) ÉÚ ŒŒÅÄÅÎÉÑ) ÄÏ- ÍÉÎÁÎÔÎÙÊ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ q_L′ : W^′ \ Z(L^′_0; L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_n) → P^{n−œ}(k), ÚÁÍÅÎÑÑ Œ (25) ÜÌÅÍÅÎÔ L^{′′} ÎÁ L^′ É ÐÏÌÅ K ÎÁ k. ôÏÇÄÁ q_L′ ÏÐÒÅÄÅÌ-ÅÎ ÎÁÄ k. ôÅÐÅÒØ p_{˘;L}′ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ËÁË ËÏÍÐÏ- ÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ W_˘ \ Z(e^′_0; e^′_{œ+1}; : : : ; e^′_n) → W^{′ qL′}−→ P^{n−œ}(k), ÇÄÅ W_˘ \ Z(e^′_0; e^′_{œ+1}; : : : ; e^′_n) → W^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁ q_˘. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ q_˘ É q_L′ ÔÁËÖÅ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÅ, É deg p_{˘;L}′ = deg q_˘ deg q_L′ � deg q_˘ deg W^′. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (i) ÄÏËÁÚÁÎÏ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ (ii){(v), ÚÁÍÅÎÑÑ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ L_0 ÎÁ ÎÏŒÕÀ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ A_{˘;L}′ ∩Z(e^′_0) = ∅. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, A_{˘;L}′ = B_{˘;L}′ . ôÅÐÅÒØ (ii) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (i).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ deg q_L′ = deg W^′ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ W^′ ∩ Z(L^′_0; L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_n) = ∅ Œ P^n(k). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ L^′, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ deg q_L′ = deg W^′, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÕÓÔÙÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ Œ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ A^{(n−œ+1)(r+1)}(k). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ V_˘ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÕÓÔÙÍ (ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÉÚ [10]) ÏÔËÒÙÔÙÍ Œ ÔÏ-

264 á. ì. þéóôïœ

ÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. õÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ (iii) ÄÏËÁÚÁÎÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ V_˘ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ Gal(k=k) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁÄ k. ôÅ- ÐÅÒØ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÉÚ [10] ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (iv).

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V_v , ÚÁÍÅÎÑÑ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ V_˘ ÐÏÌÅ k ÎÁ k_v É ˘ ÎÁ v. ôÏÇÄÁ V_v { ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ Œ A^{(n−œ+1)(r+1)}(k_v ). äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ (v), ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ L^′ ∈ V_˘ ∩ V_v . ôÏÇÄÁ (v) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (i) ÌÅÍÍÙ 13. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

ìÅÍÍÁ 15. ðÕÓÔØ ÐÏÌÅ K ÓÎÁÂÖÅÎÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ (ÓÍ. [13]) É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÞÁÓÔÉ st : P^n(K) → P^n(k). ðÕÓÔØ ˘ = (L_{s+1}; : : : ; L_œ ), L^′ = (L^′_0; L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_n), ÇÄÅ ŒÓÅ L_j ∈ K[X_0; : : : ; X_n], L^′_w ∈ K[X_0; : : : ; X_r] { ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. ðÕÓÔØ l ⊂ A^{(œ−s)(n+1)}(K) { ÐÒÑÍÁÑ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ˘ ∈ l. ôÏÇÄÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

(a) äÌÑ ŒÓÅÈ ˘^′ ∈ l, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔ d^n(d^′)^{n−œ} ÞÉÓÌÁ, ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ N_˘′_{;L}′ � N_{˘;L}′ . âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ A_{˘;L}′ ∩ (Z(e^′_0) ∪ V \ W ) = ∅, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘^′ ∈ l, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔ d^n(d^′)^{n−œ} ÞÉÓÌÁ, #(A_˘′_{;L}′ \ (Z(e^′_0) ∪ V \ W )) � N_{˘;L}′ .

(b) åÓÌÉ ˘^′ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë ˘ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÑ k, ÔÏ st(A_˘′_{;L}′ ) ⊃ A_{˘;L}′ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, N_˘′_{;L}′ � N_{˘;L}′ .

(c) åÓÌÉ N_{v;L}′ = deg q_v deg W^′ (Ô.Å. ÅÓÌÉ L^′ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅÐÕÓÔÏÍÕ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ V_v ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A^{(n−œ+1)(r+1)}(k_v ), ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 14), ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V_L′ ŒÓÅÈ ˘ ∈ A^{(œ−s)(n+1)}(k), ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ N_{˘;L}′ = deg q_v deg W^′, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÕÓÔÙÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓ- ËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ A^{(œ−s)(n+1)}(k), ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍ ÎÁÄ k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ˘^{′′} = (L^{′′}_{s+1}; : : : ; L^{′′}_œ) ∈ l É ˘^{′′} ≠ ˘. ðÕÓÔØ A^1(K) ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Z. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÂÒÁÚÉÅ

(W × A^1(K)) ∩ Z(L_{s+1} + ZL^{′′}_{s+1}; : : : ; L_œ + ZL^{′′}_œ) ∩ Z(e^′_{œ+1}; : : : ; e^′_n) (26)

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P^n(K)×A^1(K). ðÕÓÔØ C { ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ C_1 ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (26), ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ C_1∩(A_{˘;L}′ ×{0}) ≠ ∅. ôÏÇÄÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ A_{˘;L}′ ËÏÎÅÞÎÏ, ŒÓÑËÁÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ C_1 ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÉŒÏÊ É deg C � d^s2^{œ−s}(d^′)^{n−œ} ÐÏ

œùþéóìåîéå óôåðåîé äïíéîáîôîïçï íïòæéúíá 265

ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ (ÓÔÅÐÅÎØ deg C ÅÓÔØ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ C \ Z(L_0) Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A^n(K) × A^1(K), ÇÄÅ L_0 ∈ k[X_0; : : : ; X_n] { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÍ- ÐÏÎÅÎÔÅ ËÒÉŒÏÊ C). åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ C → A^1(K), ((X_0 : : : : : X_n); Z) → Z, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏÊ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, #(C ∩Z(Z −a)) � #(C ∩Z(Z)) = N_{˘;L}′ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ K ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔ d^n(d^′)^{n−œ} ÞÉÓÌÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C^′ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ C_2 ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (26), ÔÁ- ËÉÈ, ÞÔÏ C_2 ⊄ C. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ #(C∩C^′) (ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ A_{˘;L}′ ∩ (Z(e^′_0) ∪ V \ W ) = ∅, ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ #(C∩(C^′ ∪Z(e^′_0)∪(V \ W ×A^1(K)))) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÓŒÅÒÈÕ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ d^n(d^′)^{n−œ}. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ K, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔ d^n(d^′)^{n−œ} ÞÉÓÌÁ, C ∩Z(Z −a) ⊂ A_˘(a)_{;L}′ ×{a} (ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ C ∩Z(Z −a) ⊂ (A_˘(a)_{;L}′ \(Z(e^′_0)∪(V \ W ×A^1(K)))×{a}), ÇÄÅ ˘^{(a)} = (L_{s+1} + aL^{′′}_{s+1}; : : : ; L_œ + aL^{′′}_œ). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ (a). õÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ (b) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (a), ÐÏÓËÏÌØËÕ ˘^′ ÉÚ (b) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ l (ÚÄÅÓØ ÍÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÄÅÔÁÌÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ).

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (a), ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ v_j , s + 1 � j � œ, ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÉÚ k É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L_j , s + 1 � j � œ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ N_{˘;L}′ = deg q_v deg W^′ (ÓÒ. Ó ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÒÅÄÕËÃÉÉ Ë ÃÅÌÙÍ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 ÒÁÂÏÔÙ [10]). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, V_L′ ÎÅÐÕÓÔÏ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÍÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÄÅÔÁÌÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ), ÞÔÏ V_L′ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ (ÓÒ. Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÌÅÍÍÙ 12). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, V_L′ { ÏÔËÒÙÔÏÅ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ A^{(œ−s)(n+1)}(k) ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ (ii) ÌÅÍÍÙ 13. îÁËÏÎÅÃ, V_L′ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ Gal(k=k) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁÄ k. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □ ìÅÍÍÁ 16. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ˘ = (L_{s+1}; : : : ; L_œ), ÇÄÅ ŒÓÅ L_j ∈ k[X_0; : : : ; X_n] { ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ dim W_˘ = n − œ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ W ∩ Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ) ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ É ÅÓÌÉ n−œ ¿ 0, ÔÏ W_˘ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ÎÁÄ k. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ dim(W_˘ ∩ (V_˘ \ W_˘) ¡ dim W_˘, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (16) ÉÚ ŒŒÅÄÅÎÉÑ, ÍÏÒÆÉÚÍ q_˘ (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (15) ÉÚ ŒŒÅÄÅÎÉÑ) ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÊ É deg q_˘ = deg q_v. äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ L^′ ∈ U^′_{˘;0}. ôÏÇÄÁ L^′ ∈ U^′_0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (ÓÍ. ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (d) ÔÅÏÒÅÍÙ 1

266 á. ì. þéóôïœ

ÉÚ [10]) L^′ ∈ U^′_{˘;0} (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ L^′ ∈ U^′_0) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

# ( (W_˘ \ Z(e_0; : : : ; e_r)) ∩ Z(e^′_{œ+1}; : : : ; e^′_n) ) = deg(q_˘) deg W^′; (27) (W_˘ \ Z(e_0; : : : ; e_r)) ∩ Z(e^′_{œ+1}; : : : ; e^′_n) ∩ Z(e^′_0) = ∅; (28)

(W_˘ \ Z(e_0; : : : ; e_r)) ∩ Z(e^′_{œ+1}; : : : ; e^′_n) ∩ ( V_˘ \ W_˘ ) = ∅; (29) # ( W^′ ∩ Z(L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_n) ) = deg W^′: (30)

(ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Ó W_v , V_v , q_v ŒÍÅ- ÓÔÏ W_˘, V_˘, q_˘; ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k_v ). íÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ v_j ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉ Ë ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ L_j , s + 1 � j � œ. ôÅÐÅÒØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (27){(30) Ó V_v , W_v ŒÍÅÓÔÏ V_˘, W_˘ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ (27){(30), ÌÅÍÍÙ 13 É ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, L^′ ∈ U^′_0. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

ìÅÍÍÁ 17. ðÕÓÔØ W_1; : : : ; W_˚ , ˚ � 2, { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ËŒÁÚÉÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ P^n(k) (ÉÌÉ Œ A^n(k)). ðÕÓÔØ E ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ÎÁÄ k ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_1 ∩ : : : ∩ W_˚ . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ W_1 ∩ : : : ∩ W_˚ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Œ E (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÏ ŒŒÅÄÅÎÉÉ) É x ∈ E { ÇÌÁÄËÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ W_1 ∩ : : : ∩ W_˚ . ôÏÇÄÁ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ËÁÖÄÏÇÏ W_i, i = 1; : : : ; ˚, É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ W_1 ∩ : : : ∩ W_˚ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Œ ÔÏÞËÅ x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏ- ÓÔÉ, ÞÔÏ W_1; : : : ; W_˚ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ Œ A^n(k). íÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ W_1 ∩ : : : ∩ W_˚ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ (W_1 × : : : × W_˚ ) ∩ ´, ÇÄÅ (W_1 × : : : × W_˚ ) ∩ ´ ⊂ A^n(k) × : : : × A^n(k) = A^{n˚} (k) É ´ = {(z; : : : ; z) ∈ A^{n˚} (k) : z ∈ A^n(k)}. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ (W_1 × : : : × W_˚ ) ∩ ´ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Œ (E × : : : × E) ∩ ´ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ W_1 ∩ : : : ∩ W_˚ ÔÒÁÎÓ- ŒÅÒÓÁÌØÎÏ Œ E.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÎÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ˚ = 2 É W_2 { ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, x { ÇÌÁÄËÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ E. œÙÂÅÒÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L ÔÁË, ÞÔÏ x ∈ L, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ E ∩ L ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ, ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ W_2 ∩ L ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ É x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ

œùþéóìåîéå óôåðåîé äïíéîáîôîïçï íïòæéúíá 267

ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ E∩L. ôÅÐÅÒØ i(W_1; W_2 ∩L; x) = i(W_1; W_2; E)i(E; L; x) = 1, ÓÍ. [2]. ðÏÜÔÏÍÕ x { ÇÌÁÄËÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_1, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ W_1 É ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W_2 ∩ L Œ ÔÏÞËÅ x ÔÒÁÎÓŒÅÒ- ÓÁÌØÎÏ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ k ÓÎÁÂÖÅÎÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÏÊ. ðÕÓÔØ ”_j ¿ 0 { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÑ k_{j−1} = k(”_1; : : : ; ”_{j−1}) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ j. ôÏÇÄÁ ÁÌ- ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ k_j (ÐÏÌÑ k_j ) ÓÎÁÂÖÅÎÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÏÊ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, É ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ É ÒÅÛÁÔØ ÓÉ- ÓÔÅÍÙ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ Ó ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ ÁÂÓÏ- ÌÀÔÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ k_j , ÓÍ. [13]. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÏÊ ÞÁÓÔÉ st_j : P^n(k_j ) → P^n(k) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÓÍ. [13].

ðÕÓÔØ ˘ { ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÌÅÍÍÙ 14. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ L^′_j ∈ k[X_0; : : : ; X_r], j ∈ {0; œ + 1; : : : ; n}. ðÕÓÔØ 0 � fi � n { ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ X_0; : : : ; X_n, Y_{œ+1}; : : : ; Y_n, Z_{s+1}; : : : ; Z_œ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÏÌÑ k_1:

e^′_j − Y_j e^′_0 = 0; œ + 1 � j � n; L_j − Z_j X_fi = 0; s + 1 � j � œ; ∑ œ+1⩽j⩽n |Yj | 2 + ∑ s+1⩽j⩽œ |Zj |

2 � ”_1; ∑ 0⩽i⩽r |ej |

2 � ”^{−1}_1 ; e^′_0 = 1:

(31)

ìÅÍÍÁ 18. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ dim W_˘ = n − œ ¿ 0, ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ W_˘ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ÎÁÄ k, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ W ∩ Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ) ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ É L^′_j ∈ k[X_0; : : : ; X_r], j ∈ {0; œ + 1; : : : ; n}. ðÕÓÔØ deg q_L′ = deg W^′ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 14) É 1 � N_{˘;L}′ = deg p_{˘;L}′ ¡ deg q_v deg W^′ (ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, A_{˘;L}′ ∩ Z(e^′_0) = ∅ É ÍÏÒÆÉÚÍÙ q_˘ É p_{˘;L}′ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍÉ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 14 (ii) É (i)). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ 0 � fi � n, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ (31) ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ

(x^∗_0; : : : ; x^∗_n; y^∗_{œ+1}; : : : ; y^∗_n; z^∗_{s+1}; : : : ; z^∗_œ) ∈ k_1^{2n+1−s}; (32)

ÇÄÅ x^∗ = (x^∗_0 : : : : : x^∗_n) ∈ W (k_1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ Ó k_2 ŒÍÅ- ÓÔÏ k_1. ðÕÓÔØ ~L_j ∈ k(”_2)[X_0; : : : ; X_n], s + 1 � j � œ, { ÌÉÎÅÊ- ÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ~˘ = (~L_{s+1}; : : : ; ~L_œ) (ÍÙ ÕÔÏÞÎÉÍ ~˘ ÎÉÖÅ),

268 á. ì. þéóôïœ

~L = (~L_0; ~L_{œ+1}; : : : ; ~L_n), ÇÄÅ ~L_0 = L′_0 É ~L_j = L′_j − y∗_j L′_0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ œ+1 � j � n. úÁÍÅÎÉÍ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ (31) ËÁÖÄÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ L_j −Z_j X_fi = 0 ÎÁ ~L_j = 0, s + 1 � j � œ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÞÅÒÅÚ (*). íÙ ÉÍÅÅÍ deg p_{v;L}′ = deg q_v deg W^′, ÐÏÓËÏÌØËÕ deg q_L′ = deg W^′. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÉÚ [10] (ÐÒÉÍÅÎ-eÎÎÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k_v (”_2)) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ y^∗_j ∈ k(”_2), s + 1 � j � œ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ y^∗_j ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÍÉ ŒÅÌÉÞÉÎÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÑ k É N_{v;~L} = deg q_v deg W^′. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 15 (c), ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ~L_j ∈ k(”_2)[X_0; : : : ; X_n], s + 1 � j � œ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ L_j − ~L_j , s + 1 � j � œ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÍÉ ŒÅÌÉÞÉÎÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÑ k É N_{~˘;~L} = deg q_v deg W^′. íÙ ÉÍÅÅÍ W^′ ∩ Z(L^′_0; L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_n) = ∅, ÔÁË ËÁË deg q_L′ = deg W^′. ôÅÐÅÒØ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, W^′ ∩ Z(~L_0; ~L_{œ+1}; : : : ; ~L_n) = ∅. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, A_{~˘;~L} ∩ Z(~e_0) = ∅, ÇÄÅ ~e_0 = e^′_0.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 14 (iv) É ÌÅÍÍÅ 17, ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ z ∈ A_{˘;L}′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W , Z(L_{s+1}); : : : ; Z(L_œ), Z(e^′_{œ+1}); : : : ; Z(e^′_n) É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÜÔÉÈ n − s + 1 ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Œ ÔÏÞËÅ z ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ, Ô.Å. ÒÁŒÎÏ {0}. íÙ ÉÍÅÅÍ N_{˘;L}′ = deg p_{˘;L}′ . óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, A_{˘;L}′ = W_˘ ∩ Z(e^′_0; e^′_{œ+1}; : : : ; e^′_n) ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÉÚ [10]. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ z ∈ A_{~˘;~L} ÉÍÅÅÍ st_2(z) ∈ A_{˘;L}′ ∪ Z(e_0; : : : ; e_r). ðÏÓËÏÌØËÕ N_{~˘;~L} ¿ N_{˘;L}′ , ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ

(*) ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ (x^∗_0; : : : ; x^∗_n; y^∗_{œ+1}; : : : ; y^∗_n) ∈ k_2^{2n+1−œ} Ó x^∗ ∈ W (k_2). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ 0 � fi � n, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ X_fi (x^∗) ≠ 0 É (X_i=X_fi)(x^∗), ÎÅ ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍÉ ŒÅÌÉÞÉÎÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÑ k ÄÌÑ ŒÓÅÈ 0 � i � n. ðÏÌÏÖÉÍ z^∗_j = ((~L_j − L_j )=X_fi)(x^∗). ôÏÇÄÁ (32) Ó k_2 ŒÍÅÓÔÏ k_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (31) Ó x^∗ ∈ W (k_2). ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

ðÅÒÅÊÄčÍ Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÁÎÁ ÔÏÞËÁ x^{(0)} ∈ W . íÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ x^{(0)} ∉ Z(e_0; : : : ; e_r), ÓÒ. ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÚ [10]. ïÓÕÝÅÓÔŒÌÑÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ X_0; : : : ; X_n É e_0; : : : ; e_r, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÎÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ (e_0X_0)(x^{(0)}) ≠ 0. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 5 ÉÚ [5], ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ÉÎÄÅËÓÙ 1 � i_œ ¡ : : : ¡ i_n � r É 1 � j_{s+1} ¡ : : : ¡ j_œ � n, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ X_{js+1} =X_0; : : : ; X_{jœ} =X_0, e_{iœ} =e_0; : : : ; e_{in} =e_0 ∈ k(W ) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ- ŒÉÓÉÍÏ É œ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÅÎÉÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ i_w = w ÄÌÑ œ � w � n É j_w = w ÄÌÑ s + 1 � w � œ. ôÅÐÅÒØ dim W = n − s É

œùþéóìåîéå óôåðåîé äïíéîáîôîïçï íïòæéúíá 269

dim W^′ = n − œ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 2 ÉÚ [11] Ë V ∪ Z(e_0) É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L_0; : : : ; L_{n+1}. óÎÁÞÁÌÁ ÐÏÌÏÖÉÍ ˘ = (L_{s+1}; : : : ; L_œ), ˘ = (L_0; : : : ; L_{n+1}). ôÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉe (A) ÄÌÑ V É ˘, Á ÔÁËÖÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (16) ÉÚ ŒŒÅÄÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n − œ = 0. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÍ L^′_0 = X_0. ïÞÅŒÉÄÎÏ, W^′ ∩ Z(L^′_0) = ∅. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ L^′ = (L^′_0) ∈ U^′_{˘;0} = U^{′′}_{˘;0} = U^{′′′}_{˘;0} = U^′_{˘;n+1} = U^{′′}_{˘;n+1} = U^{′′′}_{˘;n+1}. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 16, ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ˘ É L^′ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ, ÅÓÌÉ n − œ = 0.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n − œ ¿ 0. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ˘ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ ÄÌÑ ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÏÊ ÎÉÖÅ ÒÅËÕÒÓÉÉ. ôÅÐÅÒØ ÎÁÛÁ ÃÅÌØ { ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Œ ËÏÎÃÅ ÜÔÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ ÐÏ˘ (†) ÜÌÅÍÅÎÔ (˘; L^′), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ˘ = (L_{s+1}; : : : ; L_œ) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 16, ÕÓÌÏŒÉÀ (A) ÄÌÑ V (ÓÍ. ŒŒÅÄÅÎÉÅ), ŒÓÅ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L_j ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ k[X_0; : : : ; X_n], s + 1 � j � œ, ÜÌÅÍÅÎÔ L^′ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (27){(30) (Ó deg q_˘ = deg q_v) É ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L^′_w ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ k[X_0; : : : ; X_n], w ∈ {0; œ + 1; : : : ; n}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, L^′ ∈ U^′_{˘;0} É L^′ ∈ U^′_0.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L_j ∈ k[X_0; : : : ; X_n], s + 1 � j � œ, É L^′_w ∈ k[X_0; : : : ; X_n], w ∈ {0; œ + 1; : : : ; n}, ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÃÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Ó ÄÌÉÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ O(n log d + (n − œ) log(d^′)).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ

ß : W \ Z(X_0e_0) → P^{n−s}(k);

(X_0 : : : : : X_n) → (1 : X_{s+1}=X_0 : : : : : X_œ =X_0; e_{œ+1}=e_0 : : : : : e_n=e_0):

ðÏÓÔÒÏÉÍ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 (b) ÒÁÂÏÔÙ [10], ÔÏÞËÕ z^{(0)} ∈ P^{n−s}(k), ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ

#ß^{−1}(z^{(0)}) = deg ß & ß^{−1}(z^{(0)}) ∩ (V \ W ) = ∅: (33)

äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P^{n−s}(k), ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ z^{(0)} = (1 : 0 : : : : : 0). ðÏÌÏÖÉÍ X^{(0)} = (X_0; X_{œ+1}; : : : ; X_n).

œÙÞÉÓÌÉÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ [4] É ÔÅÏÒÅÍÕ 2 ÉÚ [9], ÞÉÓÌÏ N_{˘;X} (0) . ðÒÅÄÐÏ- ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ N_{˘;X} (0) = 0. ðÕÓÔØ ø { ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÌÏÖÉÍ L_{0;j} = L_j ÄÌÑ j ∈ {0; : : : ; s; œ + 1; : : : ; n + 1} É L_{0;j} = L_j + øX_j ÄÌÑ s + 1 � j � œ. ðÏÌÏÖÉÍ ˘_0 = (L_{0;s+1}; : : : ; L_{0;œ}), ˘_0 = (L_{0;0}; : : : ; L_{0;n+1}). ðÏËÁÖÅÍ,

270 á. ì. þéóôïœ

ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ d^n(d^′)^{n−œ} ÞÉÓÌÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ ø, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ N_{˘0 ;X} (0) = 0. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ A^1(k) ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Z. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÂÒÁÚÉÅ

(W × A^1(k)) ∩ Z(ZL_{s+1} + X_{s+1}; : : : ; ZL_œ + X_œ) ∩ Z(e_{œ+1}; : : : ; e_n) (34)

Œ P^n(k) × A^1(k). ðÕÓÔØ C { ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏ- ÎÅÎÔ C_1 ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (34), ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ C_1 ∩ (ß^{−1}(z^{(0)}) × {0}) ≠ ∅ (ÔÁË ÞÔÏ C_1 ⊄ V \ W × A^1(k)). ôÏÇÄÁ (ÓÒ. [4]), ÓÏÇÌÁÓÎÏ (33), ËÁÖÄÁÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ C_1 ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÉŒÏÊ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ deg C � d^s2^{œ−s}(d^′)^{n−œ} , ÓÒ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 15. ôÅÐÅÒØ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ É ÌÅÍÍÙ 5.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ø Ó ÄÌÉÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ O(n log d + (n − œ) log(d^′)), ÞÔÏ N_{˘0 ;X} (0) ¿ 0. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 3 ÉÚ [11] Ë ÐÒÑÍÏÊ l, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ˘ ˘_0, É ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÄÕËÃÉÉ Ë ÃÅÌÙÍ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 ÉÚ [10]), ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ÎÏŒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ˘_1, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ˘, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÀ (A) ÄÌÑ V É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ N_{˘1;X} (0) ¿ 0.

ôÅÐÅÒØ, ÚÁÍÅÎÑÑ ˘ ÎÁ ˘_1, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÞÔÏ N_{˘;X} (0) ¿ 0 É ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ (A) ÄÌÑ ˘ É V . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ W ∩Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ) ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ÎÁÄ k (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ n−œ ¿ 0). ðÏ ÌÅÍÍÅ 14 (ii) ÍÏÒÆÉÚÍ q_˘ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÊ. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ˘ ÄÌÑ ÂÁÚÙ ÎÁÛÅÊ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ. üÔÏ ÒÅËÕÒÓÉÑ ÐÏ ˘.

ïÐÉÛÅÍ ÏÂÝÉÊ ÛÁÇ ÜÔÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ. òÅËÕÒÓÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ˘ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (A) É ÍÏÒÆÉÚÍ q_˘ ÄÏÍÉ- ÎÁÎÔÎÙÊ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÚÄÅÓØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n−œ ¿ 0 É ÍÏÒÆÉÚÍ q_˘ ÄÏÍÉÎÁÎÔ- ÎÙÊ, ÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (16) ÉÚ ŒŒÅÄÅÎÉÑ). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÉÚ [10] Ë W_˘, ÓÔÒÏÉÍ L^′, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ (27){(30). ôÁË ÞÔÏ N_{˘;L}′ = deg q_˘ deg W^′. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ W^′ ∩Z(L^′_0; L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_n) = ∅. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ 0 � fi � n, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 2 ÉÚ [10] (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÏÓÎÏŒÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ ÉÚ [6]), ÍÙ ŒÙÑÓÎÉÍ, ÉÍÅÅÔ ÌÉ ÓÉ- ÓÔÅÍÁ (31) ÒÅÛÅÎÉÅ x^∗ ∈ W (k_1). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ fi. ðÏÌÏÖÉÍ L^∗_j = L_j − z^∗_j X_fi, s + 1 � j � œ, É ˘^∗ = (L^∗_{s+1}; : : : ; L^∗_œ ). ðÏÌÏÖÉÍ k^∗ = k(z^∗_{s+1}; : : : ; z^∗_œ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ W_˘∗ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ÎÁÄ k^∗. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ p_˘∗_{;L}′ , ÚÁÍÅÎÑÑ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ p_{˘;L}′ ÜÌÅÍÅÎÔ ˘ ÎÁ ˘^∗ É k ÎÁ k^∗. íÏÒÆÉÚÍ p_{˘;L}′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 14 (i) É (28).

ðÕÓÔØ z ∈ A_{˘;L}′ . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ z^∗ ∈ A_˘∗_{;L}∗ , ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ st_1(z^∗) = z, Ô.Å. st_1(A_˘∗_{;L}∗ ) ⊃ A_{˘;L}′ . óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 14

œùþéóìåîéå óôåðåîé äïíéîáîôîïçï íïòæéúíá 271

(iv) É ÌÅÍÍÅ 17, ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ z ∈ A_{˘;L}′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÔÏÞ- ËÏÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W , Z(L_{s+1}); : : : ; Z(L_œ), Z(e^′_{œ+1}); : : : ; Z(e^′_n) É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÜÔÉÈ n − s + 1 ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Œ ÔÏÞËÅ z ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ, Ô.Å. ÒÁŒÎÏ {0}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, st_1(A_˘∗_{;L}′ ) ⊃ A_{˘;L}′ .

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ p_˘∗_{;L}′ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÊ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1 É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 6 ÉÚ [13], ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ st_1(W_˘∗ ) = W_˘. íÙ ÉÍÅÅÍ deg W_˘ = deg W_˘∗ = deg W . ðÏÜÔÏÍÕ, ÓÎÏŒÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ÎÁÄ k ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ E ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_˘ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ÎÁÄ k^∗ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ E^∗ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ W_˘∗ , ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ st_1(E^∗) ⊃ E (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÓÌÉ E^∗ ÎÅ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÁ, ÔÏ deg W_˘∗ ¿ deg W_˘; ÍÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ). íÏÒÆÉÚÍ p_{˘;L}′ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÊ, É N_{˘;L}′ = deg p_{˘;L}′ . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÉÚ [10] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ z ∈ E ∩ A_{˘;L}′ . ëÁË ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ z^∗ ∈ A_˘∗_{;L}′ , ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ st_1(z^∗) = z. ôÏÇÄÁ z^∗ ∈ E^∗, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1 É ÔÁË ËÁË z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_˘. íÙ ÉÍÅÅÍ A_˘∗_{;L}′ ∩ Z(e^′_0) = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ W^′ ∩ Z(L^′_0; L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_n) = ∅ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (28), (30). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÒÆÉÚÍ p_˘∗_{;L}′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÍÉ- ÎÁÎÔÎÙÍ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 5, É ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (W_˘∗ \ Z(e^′_0)) ∩ Z(e^′_{œ+1} − y^∗_{œ+1}e^′_0; : : : ; e^′_n − y^∗_ne^′_0) ÓÏÄÅÒÖÉÔ N_{˘;L}′ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ∑ 0⩽i⩽r |ei|

2 ¡ ”^{−1}_1 (ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉ Ë ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÔÏÞËÁÍ ÉÚ A_{˘;L}′ ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (31), ËÏ- ÔÏÒÏÅ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÉÚ [10] ÉÍÅÅÍ deg p_˘∗_{;L}′ ¿ N_{˘;L}′ = deg p_{˘;L}′ . ðÏÓÔÒÏÉÍ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 É 2 ÉÚ [9], ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ ÔÏÞÅË ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ k^∗ ËÏÍÐÏ- ÎÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V_˘∗ É ŒÙÂÅÒÅÍ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÔÏÞËÉ ÉÚ W_˘∗ . ôÅÐÅÒØ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÉÚ [10] ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ p_˘∗_{;L}′ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÎÁÄ k^∗ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ E^∗ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_˘∗ , ÍÙ ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ E^∗ ÓÔÅÐÅÎØ deg p_˘∗_{;L}′ É ÔÏÞËÕ z^′ ÉÚ ÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (b) ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÒÁÂÏÔÙ [10] Ó p_˘∗_{;L}′ |_E∗ ŒÍÅÓÔÏ æ. äÁÌÅÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÒÅÄÕËÃÉÉ Ë ÃÅÌÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 ÉÚ [10]), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË z^′, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ E^∗, É ÐÒÉ- ÍÅÎÑÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (d) ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÉÚ [10], ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÏŒÕÀ ÔÏÞËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ŒÓÅÍ z^′ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ

272 á. ì. þéóôïœ

ËÏÍÐÏÎÅÎÔ E^∗. ôÁË ÞÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝ- ÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ z^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ E^∗. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ z^′ = (1 : z^′_{œ+1} : : : : : z^′_n). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ z^′_j { ÃÅÌÙÅ ÞÉ- ÓÌÁ Ó ÄÌÉÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ O(n log d+(n−œ) log(d^′)). ðÏÌÏÖÉÍ L^{′′}_j = L^′_j −z^′_j L^′_0, œ + 1 � j � n, É L^{′′} = (L^′_0; L^{′′}_{œ+1}; : : : ; L^{′′}_n). ôÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÀ (b) ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÉÚ [10], N_˘∗_{;L}′′ = deg p_˘∗_{;L}′′ ¿ N_{˘;L}′ . ðÒÉÍÅ- ÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 15 (a), ÍÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ L^∗_j , s + 1 � j � œ, ÎÁ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÄÌÉÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ O(n log d+(n−œ) log(d^′)) É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L^′_j , s+1 � j � œ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ˘^′ = (L^′_{s+1}; : : : ; L^′_œ)), ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ N_˘′_{;L}′′ � N_˘∗_{;L}′′ ¿ N_{˘;L}′ .

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 3 ÉÚ [11], ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÄÕËÃÉÉ Ë ÃÅÌÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÁÍ É ÌÅÍÍÕ 15 (a), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ˘^{′′}, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ˘^′, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ (A) ÄÌÑ ˘^{′′} É V É N_˘′′_{;L}′′ � N_˘′_{;L}′′ ¿ N_{˘;L}′ . óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÒÆÉÚÍ q_˘′′ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÊ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 14 (ii). íÙ ÉÍÅÅÍ N_{˘;L}′ = deg q_˘ deg W^′ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÎÁÛÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ É N_˘′′_{;L}′′ � deg q_˘′′ deg W^′ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 14 (iii). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, deg q_˘′′ ¿ deg q_˘. þÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÒÏÓÔÁ ÄÌÉÎ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÒÉ ÒÅËÕÒÓÉÉ, ÓÎÏŒÁ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 3 ÉÚ [11], ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÄÕËÃÉÉ Ë ÃÅÌÙÍ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍ É ÌÅÍÍÕ 15 (a), ÍÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ L^{′′}_j , s + 1 � j � œ, ÉÚ ˘^{′′} ÎÁ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÄÌÉÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ O(n log d + (n − œ) log(d^′)), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏŒÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L^{′′′}_j É ÜÌÅÍÅÎÔ ˘^{′′′} = (L^{′′′}_{s+1}; : : : ; L^{′′′}_œ ), ËÏÔÏÒÙÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ ˘^{′′}. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ˘ ÎÁ ˘^{′′′} É ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÛÁÇÕ ÒÅËÕÒÓÉÉ. úÁ- ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 14 (v) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ deg q_v ÛÁÇÏŒ Ó N_˘′′_{;L}′′ ¿ N_{˘;L}′ Œ ËÏÎÃÅ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÍÙ ÐÒÉÄÅÍ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑ- ËÏÇÏ 0 � fi � n ÓÉÓÔÅÍÁ (31) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ Ó x^∗ ∈ W (k_1). ôÏÇÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÁÍ 16 É 18 ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ (˘; L^′), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ (†). òÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ÛÁÇ ÒÅËÕÒÓÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍ. œÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÏÃÅÎËÅ ÄÌÑ ŒÒÅÍÅÎÉ ÒÁÂÏÔÙ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. üÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÏÃÅÎÏË ÎÁ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ ˘ = (L_{s+1}; : : : ; L_œ), ÇÄÅ ŒÓÅ L_j ∈ k[X_0; : : : ; X_n] { ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÌÉ˘ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 16, ŒÙÞÉÓÌÑÑ deg q_v ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍÁ É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔ [9, 10]. åÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ ÌÅÍÍÙ 16, ÔÏ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÚ [10], ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ L^′ ∈ U^′_{˘;0}, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ (10) ÉÚ ŒŒÅÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ œ � i � n − 1 Ó W_˘, W_{˘;i}(L^′) ŒÍÅÓÔÏ W , W_i(L^′) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÄÏÐÏÌ-

œùþéóìåîéå óôåðåîé äïíéîáîôîïçï íïòæéúíá 273

ÎÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ E ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (W \ Z(e_0; : : : ; e_r)) ∩ Z(e^′_{œ+1}; : : : ; e^′_i) ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ E ∩ Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ) ÎÅÐÕÓÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ œ � i � n − 1. ôÏÇÄÁ (ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÎÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ U_j −L^′_j , j ∈ {0; œ + 1; : : : ; n}, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÍÉ ŒÅÌÉÞÉÎÁÍÉ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÑ k) ÐÏ ÌÅÍÍÅ 14 (iv), ÌÅÍÍÅ 1, ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÌÅÍÍÅ 5 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ (10) ÉÚ ŒŒÅÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ œ � i � n − 1 ÄÌÑ W_v , W_{v;i}(L^′) ŒÍÅÓÔÏ W , W_i(L^′). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ (10) ÉÚ ŒŒÅÄÅÎÉÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ œ � i � n − 1. úÄÅÓØ ÍÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÄÅÔÁÌÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÜÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.

ìÅÍÍÁ 19. ðÕÓÔØ ˚ � 0 É m_i � 1, 1 � i � ˚, { ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÉÍ, ÞÔÏ f^{(i)}_1 ; : : : ; f^{(i)}_{mi} ∈ k[X_0; : : : ; X_n] { ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÁÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÙÅ f_1; : : : ; f_m, Ô.Å. f^{(i)}_1 ; : : : ; f^{(i)}_{mi} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ ÏÃÅÎËÁÍ ÄÌÑ ÓÔÅÐÅÎÊ É ÄÌÉÎ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, ÞÔÏ É f_1; : : : ; f_m. ðÕÓÔØ V^{(i)} = Z(f^{(i)}_1 ; : : : ; f^{(i)}_{mi} ) Œ P^n(k). ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L_0; : : : ; L_{n+1} Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Ó ÄÌÉÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ O(n log d + log ˚), ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÒÁÂÏÔÙ [11] ÄÌÑ V^{(i)} ŒÍÅÓÔÏ V ÄÌÑ ŒÓÅÈ 0 � i � ˚ (Ô.Å. ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L_0; : : : ; L_{n+1} ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ i; ÄÒÕÇÉÅ ÏÂSSÅËÔÙ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ V^{(i)} ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ i). œÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÔ d^n, d_1, d_2, M, M_1, m, ˚.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3 ÒÁÂÏÔÙ [11] É ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÅÄÕËÃÉÉ Ë ÃÅÌÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ, ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 ÉÚ [10] (ÍÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ). ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËŒÁÚÉÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ E ⊂ P^n(k) É ÔÏÞËÉ x ∈ P^n(k) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ¯(x; E) ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x ÎÁ E. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V^′ ⊂ P^n(k) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ con(V^′) ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ A^{n+1}(k), ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÎÕÌÅÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÉÄÅ- ÁÌÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V^′.

ìÅÍÍÁ 20. ðÕÓÔØ ˚ ¿ ˚_0 � 0 { ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f^{(i)}_1 ; : : : ; f^{(i)}_{mi} ∈ k[X_0; : : : ; X_n], V^{(i)}, W^{(i)}, s_i, x^{(0)}_i ÄÌÑ 0 � i �˚ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ f_1; : : : ; f_m, V , W , s, x^{(0)} ÉÚ ŒŒÅÄÅÎÉÑ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f^{(i)}_1 ; : : : ; f^{(i)}_{mi} , 0 � i � ˚, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ ÏÃÅÎËÁÍ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ É ÄÌÉÎÙ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, ÞÔÏ É f_1; : : : ; f_m. ôÏÇÄÁ

274 á. ì. þéóôïœ

ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L_0; : : : ; L_{n+1} ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÌÅÍÍÙ 5 ÒÁÂÏÔÙ [11] (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 7 ÎÉÖÅ), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀ- ÝÉÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ 0 � j � ˚_0, ˚_0 + 1 � i � ˚ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ y ∈ W^{(i)} ∩ Z(L_{si+1}; : : : ; L_n) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ¯(y; W^{(j)}) = min{¯(x; W^{(j)}) : x ∈ W^{(i)}}. œÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÔ d^n, d_1, d_2, M, M_1, m, ˚ É ÓÕÍÍÙ ÄÌÉÎ ÚÁÐÉÓÉ ∑ 0⩽i⩽˚ L(x^{(0)}_i ) ÔÏÞÅË x^{(0)}_i .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÏÐÉÛÅÍ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ L^′_0; : : : ; L^′_{n+1} ∈ k[X_0; : : : ; X_n] É ÔÏÞËÉ z^′ = (1 : z^′_1; : : : ; z^′_n) ∈ P^n(k). ðÏÌÏÖÉÍ ˘^′ = (L^′_0; : : : ; L^′_{n+1}).

ðÏÓÔÒÏÉÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ 5 ÉÚ [11], ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L^′_0; : : : ; L^′_{n+1} (ÍÙ ÉÚÍÅÎÑÅÍ ÚÄÅÓØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ L_w ÎÁ L^′_w). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ’^{(i)} ÍÏÒÆÉÚÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ P^n(k) \ Z(L^′_0; L^′_{si+1}; : : : ; L^′_n) → P^{n−si} (k), (X_0 : : : : : X_n) → (L^′_0 : L^′_{si+1} : : : : : L^′_n), É ÞÅÒÅÚ ’_i ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ’^{(i)} ÎÁ W^{(i)}. ôÏÇÄÁ ’_i { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. ðÏÌÏÖÉÍ P_i(z^′) = ’^{−1}_i ((1 : z^′_{si +1} : : : : : z^′_n)) ⊂ P^n(k) É

¯(z^′) = ∑ 0⩽j⩽˚_0 ∑ ˚_0 +1⩽i⩽˚ ∑ x^′∈P_i(z^′)

¯(x^′; W^{(j)})

(ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË ÉÚ P^n(k_2) ŒÍÅÓÔÏ z^′ ∈ P^n(k), ÚÁÍÅÎÑÑ k ÎÁ k_2).

íÙ ÂÅÒčÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ L^′_0; : : : ; L^′_{n+1} É z^′ = (1 : 0 : : : : : 0) ËÁË ÂÁÚÕ ÒÅËÕÒÓÉÉ. òÅËÕÒÓÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L^′_0; L^′_1 − z^′_1L^′_0; : : : ; L^′_n − z^′_nL^′_0; L^′_{n+1} (ŒÍÅÓÔÏ L_0; : : : ; L_{n+1}) ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ ÌÅÍÍÙ 5 ÉÚ [11].

ïÐÉÛÅÍ ÏÂÝÉÊ ÛÁÇ ÜÔÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ˚_0 +1 � i � ˚, ÐÒÉ- ÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 2 ÉÚ [10] É ÔÅÏÒÅÍÕ 2 ÉÚ [9], ÍÙ ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P_i(z^′).

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ [5] É [9], ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ¯(x; W^{(j)}) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x^′ É ŒÓÑËÏÇÏ j. íÙ ÓÏÛÌčÍÓÑ ÎÁ ÌÅÍÍÕ 18 ÉÚ [5]. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ, ¯(x; V_{s+1}) = deg V_{s+1} − #A, ÇÄÅ A = (V_{s+1} \ {x}) ∩ Z(L_{s+2}; : : : ; L_n) { ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (21) ÉÚ [5]. äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ÎÁÄ k É ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÏÊ ÎÁÄ k ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ W ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V_{s+1} ÉÍÅÅÍ ¯(x; W ) = deg W −#A(W ), ÇÄÅ A(W ) = (W \{x})∩Z(L_{s+2}; : : : ; L_n) (Œ [5] ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÅ ÏÞÅŒÉÄÎÙÅ ÏÐÅÞÁÔËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÉÓÐÒÁŒÌÑÀÔÓÑ, ÉÓÈÏÄÑ

œùþéóìåîéå óôåðåîé äïíéîáîôîïçï íïòæéúíá 275

ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ; ÉÍÅÎÎÏ, Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (21) ÉÚ [5], ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊ A, ÎÁÄÏ ÚÁ- ÍÅÎÉÔØ V_{s+1} ÎÁ (V_{s+1} \ {x}), Á ÎÉÖÅ Œ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ A(W ) ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ W ÎÁ (W \ {x})). åÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ÔÏÞËÁ z^{(0)} ∈ W , ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ deg W É #A(W ), ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 2 ÉÚ [9]. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ¯(x; W ). íÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÄÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ (V^{(j)}; W^{(j)}; x^{(0)}_j ; x^′) ŒÍÅÓÔÏ (V; W; z^{(0)}; x) É ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ ŒÓÅ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ¯(x^′; W^{(j)}). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ¯(z^′). œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ ¯(z^∗) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË z^∗ = (1 : z^∗_1 : : : : : z^∗_n) Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ z^∗_j ∈ k_2.

îÁ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÍ ÛÁÇÅ ÍÙ ÐÅÒÅÂÉÒÁÅÍ i; x^′; j, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ˚_0 + 1 � i � ˚, x^′ ∈ P_i(z^′) É 0 � j � ˚_0. äÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ x^′ ∈ P_i(z^′), j ÍÙ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 2 ÒÁÂÏÔÙ [10] Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÀ (con(V^{(i)}) × con(V^{(j)}))(k_2), ÍÙ ŒÙÑÓÎÑÅÍ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÐÁÒÁ (x^{′′}; x^{′′′}) ∈ (W^{(i)} × W^{(j)})(k_2), ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ∑ 0⩽w⩽n |(X_w=L^′_0)(x^{′′}) − (X_w=L^′_0)(x^′)|^2 � ”_1;

”_2 � ∑ 0⩽w⩽n |(X_w=L^′_0)(x^{′′}) − (X_w=L^′_0)(x^{′′′})|^2 � ”_1;

’^{(j)}(x^{′′}) = ’^{(j)}(x^{′′′})

(35)

(ÓÒ. Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊ (2) ÉÚ [5]). åÓÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÐÁÒÙ (x^{′′}; x^{′′′}), dim W^{(i)} � dim W^{(j)} (Ô.Å. s_i � s_j ) É ÎÅ ŒÓÅ i; x^′; j ÐÅÒÅÂÒÁÎÙ, ÔÏ ÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ i; x^′; j. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÁÒÁ (x^{′′}; x^{′′′}) ∈ (W^{(i)} × W^{(j)})(k_2), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ (35). ôÏÇÄÁ ÍÙ ŒÙÞÉ- ÓÌÑÅÍ ’_i(x^{′′}) = (1 : z^{′′}_{si+1} : : : : : z^{′′}_n), ÇÄÅ z^{′′}_w ∈ k_2 ÄÌÑ ŒÓÅÈ w. ðÏÌÏÖÉÍ z^{′′}_w = z^′_w ÄÌÑ 1 � j � s_i É z^{′′} = (1 : z^{′′}_1 : : : : : z^{′′}_n). ôÏÇÄÁ ¯(z^{′′}) ¡ ¯(z^′).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ dim W^{(i)} ¿ dim W^{(j)} É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÁÒÙ (x^{′′}; x^{′′′}) ∈ (W^{(i)} × W^{(j)})(k_2), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ (35). ôÏÇÄÁ ÍÙ ŒÙ- ÑÓÎÑÅÍ, ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ x^′ ∈ W^{(j)}, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 2 ÉÚ [9]. åÓÌÉ x^′ ∉ W^{(j)} É ÎÅ ŒÓÅ i; x^′; j ÐÅÒÅÂÒÁÎÙ, ÔÏ ÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ i; x^′; j. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ x^′ ∈ W^{(j)}. óÏÇÌÁÓÎÏ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÍÕ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÉÚ [11] É ÔÅÏÒÅÍÅ 1 (a) ÉÚ [9], Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ x^′ ∉ V^{(j)} \ W^{(j)}. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ x^{′′} ∈ W^{(i)}(k_2), ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ∑ 0⩽w⩽n |(X_w=L^′_0)(x^{′′}) − (X_w=L^′_0)(x^′)|^2 � ”_1; ∑ 1⩽w⩽m_j

|f^{(j)}w ((X_0=L^′_0)(x^{′′}); : : : ; (X_n=L^′_0)(x^{′′}))|^2 = ”_2:

276 á. ì. þéóôïœ

íÙ ÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ x^{′′}, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 2 ÉÚ [10] Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ (con(V^{(i)}))(k_2). ôÅÐÅÒØ x^{′′} ∈ W^{(i)}(k_2) \ W^{(j)}(k_2) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ¯(x^{′′}; W^{(j)}) ¡ ¯(x^′; W^{(j)}). œÙÞÉÓÌÉÍ ’_i(x^{′′}) = (1 : z^{′′}_{si+1} : : : : : z^{′′}_n), ÇÄÅ z^{′′}_w ∈ k_2 ÄÌÑ ŒÓÅÈ w. ðÏÌÏÖÉÍ z^{′′}_w = z^′_w ÄÌÑ 1 � j � s_i É z^{′′} = (1 : z^{′′}_1 : : : : : z^{′′}_n). ôÏÇÄÁ ¯(z^{′′}) ¡ ¯(z^′).

œÅÒÎčÍÓÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ dim W^{(i)}, dim W^{(j)} { ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ z^{′′} ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ Œ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅŒ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ [5], ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ l ⊂ P^n(k_2) É ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x^∗ ∈ l, ÞÉ- ÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x^{∗∗} ∈ l Ó ¯(x^{∗∗}; W^{(j)}) ¿ ¯(x^∗; W^{(j)}) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÓŒÅÒÈÕ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ d^n (ÓÒ. ÔÁËÖÅ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÌÅÍÍÙ 1 ÉÚ [8]). óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 3 ÉÚ [11] É ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÄÕËÃÉÉ Ë ÃÅÌÙÍ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 ÉÚ [10]) Ë ÔÏÞËÁÍ z^{′′} É (1 : 0 : : : : : 0), ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÏÞËÕ ~z = (1 : ~z_1 : : : : : ~z_n) ∈ P^n(k) Ó ÃÅÌÙÍÉ ~z_w Ó ÄÌÉÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ O(n log d + log ˚), ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ¯(~z) � ¯(z^{′′}) É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L^′_0; L^′_1 − ~z_1L^′_0; : : : ; L^′_n − ~z_nL^′_0; L^′_{n+1} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÀ ÌÅÍÍÙ 5 ÉÚ [11] (ŒÍÅÓÔÏ L_w, 0 � w � n + 1). ôÏÇÄÁ ÍÙ ÚÁÍÅÎÑÅÍ z^′ ÎÁ ~z É ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÛÁÇÕ ÒÅËÕÒÓÉÉ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ ˘^′.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÍÙ ÐÒÉÄčÍ Ë ÛÁÇÕ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˚_0 + 1 � i �˚ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x^′ ∈ P_i(z^′), 0 � j � ˚_0 ÔÏÞËÁ z^{′′} ÎÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔ- ÍÏÍ. ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ¯(x^′; W^{(j)}) = min{¯(x; W^{(j)}) : x ∈ W^{(i)}} ÄÌÑ ŒÓÅÈ 0 � j � ˚_0. üÔÏÔ ÛÁÇ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍ. íÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ L_0 = L^′_0, L_{n+1} = L^′_{n+1} É L_j = L^′_j −z^′_j L^′_0, 1 � j � n. ôÅÐÅÒØ L_0; : : : ; L_{n+1} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ. ôÒÅÂÕÅ- ÍÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÉÚ ÏÃÅÎÏË ÎÁ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÌÅÍÍÙ 5 ÉÚ [11] É ÌÅÍÍÙ 20 ÓÕÍÍÁ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ËÁÖÄÏÇÏ V^{(i)} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓŒÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏÍ D. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3 ÒÁÂÏÔÙ [11] É ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÅÄÕËÃÉÉ Ë ÃÅÌÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 ÉÚ [10]) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L_0; : : : ; L_{n+1} (ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÏË ÜÔÉÈ ÌÅÍÍ) Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Ó ÄÌÉÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ O(n + log D + log ˚).

ìÅÍÍÁ 21. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ L^′ = (L^′_0; L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_n), ÇÄÅ L^′_j , j ∈ {0; œ + 1; : : : ; n}, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ËÏÎÅÞ- ÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ k^′ ÐÏÌÑ k, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÎÏ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ É ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. ðÕÓÔØ L^′ = (L^′_0; L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_n), ÇÄÅ

œùþéóìåîéå óôåðåîé äïíéîáîôîïçï íïòæéúíá 277

ŒÓÅ L^′_j ∈ k[X_0; : : : ; X_n] { ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ deg_{tfl} L^′_j � d^{′′}_2 , 1 � fl � l, É l(L^′_j ) � M^{′′} ÄÌÑ ŒÓÅÈ j = 0; œ + 1; : : : ; n (ÓÍ. ŒŒÅÄÅÎÉÅ). ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ L^′ = (L^′_0; L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_n) ∈ U^′_0. åÓÌÉ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ˘ = (L_{s+1}; : : : ; L_œ), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ (A) (ÓÍ. ŒŒÅÄÅÎÉÅ), ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 16 É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ L^′ ∈ U^′_{˘;0}, ŒÓÅ L_j ∈ k[X_0; : : : ; X_r], s + 1 � j � œ, { ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Ó ÄÌÉÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ O(n log d + (n − œ) log d^′). œÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÔ d^n, (d^′)^n, d_1, d_2, d^′_2, M, M^′, M_1, m, r, ÄÌÉÎÙ ÚÁÐÉÓÉ L(x^{(0)}) ÔÏÞËÉ x^{(0)} É ÄÌÉÎÙ ÚÁÐÉÓÉ L(L^′) ÜÌÅÍÅÎÔÁ L^′ (ŒËÌÀÞÁÑ ÄÌÉÎÕ ÚÁÐÉÓÉ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÉ- ÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ k^′ ⊃ k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÎÁÞÁÌÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ŒÙÞÉ- ÓÌÑÅÍ deg q_v É deg W^′. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÉÚ [9] Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ V ∪ Z(e^′_0) (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ V ∩ Z(e^′_{œ+1}; : : : ; e^′_n)), ÓÔÒÏÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ É ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ ÔÏÞÅË ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ k ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ.

ðÕÓÔØ W^{(i)}, 0 � i � ˚_0, { ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÎÁÄ k ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V ∪ Z(e^′_0). ðÕÓÔØ W^{(i)}, ˚_0 + 1 � i � ˚, { ŒÓÅ ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÙÅ ÎÁÄ k ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V ∩ Z(e^′_{œ+1}; : : : ; e^′_n), ÔÁ- ËÉÅ, ÞÔÏ dim W_i = œ − s. ôÏÇÄÁ ˚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÓŒÅÒÈÕ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ d^n(d^′)^{n−œ} ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ. ðÏÌÏÖÉÍ V^{(i)} = V ∪ Z(e^′_0) ÄÌÑ 0 � i � ˚_0 É V^{(i)} = V ∩ Z(e^′_{œ+1}; : : : ; e^′_n) ÄÌÑ ˚_0 + 1 � i � ˚. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÁÍ 1 É 2 ÉÚ [9] ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÔÏÞÅË x^{(0)}_i ∈ W^{(i)}, ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V^{(i)}. ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ 20 Ó ÏÓÎÏŒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k^′ ŒÍÅÓÔÏ k (Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ ÄÁÔØ ÎÏŒÙÅ ÏÃÅÎËÉ ŒÍÅÓÔÏ d, d_1, d_2, M, M_1 ÉÚ ÌÅÍÍÙ 20) Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍÕ ÓÅÍÅÊÓÔŒÕ (V^{(i)}; W^{(i)}; x^{(0)}_i ), 0 � i � ˚, É ÃÅÌÏÍÕ ÞÉ- ÓÌÕ ˚_0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L_0; : : : ; L_{n+1}. ðÕÓÔØ 0 � j � ˚_0 É ˚_0 + 1 � i � ˚. ôÅÐÅÒØ W^{(i)} ⊂ W^{(j)} ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ W^{(i)} ∩ Z(L_{n−œ+s+1}; : : : ; L_n) ⊂ W^{(j)}. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ W^{(i)} ⊂ W^{(j)}, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅ- ÏÒÅÍÕ 2 ÉÚ [9]. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÓÒÅÄÉ W^{(i)}, ˚_0 + 1 � i � ˚, ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ E, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ E ⊂ W , E ⊄ Z(e^′_0) É E ⊄ W^{(j)} ŒÓÑËÉÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ W^{(j)} ≠ W , 0 � j � ˚_0. íÙ ÉÍÅÅÍ deg E = #(E ∩ Z(L_{n−œ+s+1}; : : : ; L_n)). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉ- ÓÌÉÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ffi ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ E. ðÏ ÌÅÍÍÅ 20 ÉÍÅÅÍ L^′ ∈ U^′_0 Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ

278 á. ì. þéóôïœ

ffi = deg q_v deg W^′. ðÏÌÏÖÉÍ ˘ = (L_{n−œ+s+1}; : : : ; L_n) ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ L_w. œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ffi = deg q_v deg W^′, ÔÏ L^′ ∈ U^′_{˘;0} ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ É ÌÅÍÍÅ 20. ïÃÅÎËÁ ÎÁ ÄÌÉÎÕ ÚÁÐÉÓÉ ÃÅÌÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ L_j ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5 ÒÁÂÏÔÙ [11] É ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 7. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

4. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ U^{′′′}_{n+1}

íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ŒŒÅÄÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ L^′ = (L^′_0; L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_n) ∈ U^′_0, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÜÌÅÍÅÎÔ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ Œ §3. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L^′_j ÉÍÅÀÔ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÙ ÉÚ k. üÌÅÍÅÎÔ L^′ ÂÕÄÅÔ Œ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÉÚÍÅÎÑÔØÓÑ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏ. îÁÛÁ ÃÅÌØ { ÐÏÌÕÞÉÔØ Œ ËÏÎÃÅ ÒÅËÕÒÓÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔ L^′ ∈ U^{′′}_0 .

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ e^′_j = L^′_j (e_0; : : : ; e_r), j ∈ {0; œ + 1; : : : ; n}. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ œ + 1 � i � n − 1. üÔÏ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ i ÂÕÄÅÔ ÉÚÍÅÎÑÔØÓÑ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏ (ÜÔÏ ŒÔÏÒÁÑ ÒÅËÕÒÓÉÑ). íÙ ÂÅÒčÍ i = œ + 1 Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÙ ÜÔÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ. òÅËÕÒÓÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÚÄÅÓØ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ (L^′_{œ+1}; : : : ; L_{i−1}) ∈ U^{′′}_{i−1}. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ~V_j , œ � j � n, É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L_0; : : : ; L_{n+1} { ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ 1 ÒÁÂÏÔÙ [11]. ðÏÌÏÖÉÍ S_i = W_{i−1}(L^′)∩Z(L_{´+1}; : : : ; L_n)∩Z(e^′_i) = ’^{−1}_i (z^′), ÇÄÅ z^′ = (1 : 0 : : : : : 0) ∈ P^{n−´}(k), ´ = i − œ + s, ÓÍ. §2 ÉÚ [11]. ðÏÓÔÒÏÉÍ L_0; : : : ; L_{n+1} É S_i, ÓÍ. §2 ÉÚ [11]. ëÁË É Œ §2 ÉÚ [11], ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ L_0(x^{(0)}) ≠ 0. íÙ ÉÍÅÅÍ S_i ∩Z(L_0) = ∅, deg(W_{i−1} ∩Z(e^′_i)) = #’^{−1}_i (z^′). ðÏÌÏÖÉÍ S^{(0)}_i = ’^{−1}_i (z^′) É S^{(1)}_i = ’^{−1}_i (z^′)∩Z(e_0; : : : ; e_r). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ (d) ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÉÚ [11], ÉÍÅÅÍ S^{(1)}_i = ’^{−1}_i (z^′) ∩ (W^{(1)}_i (L^′) ∪ W^{(2)}_i (L^′)) É ’^{−1}_i (z^′) \ S^{(1)}_i = ’^{−1}_i (z^′) ∩ (W_i(L^′) ∪ W^{(3)}_i (L^′)).

ëÁË É ÒÁÎÅÅ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ k ÓÎÁÂÖÅÎÏ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. ðÕÓÔØ ÐÏÌÅ k_j = k(”_1; : : : ; ”_j ) { ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË É ŒÙÛÅ, ÓÍ. §3. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÞÁÓÔÉ st_j : P^n(k_j ) → P^n(k). íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ k_j ÌÉÎÅÊÎÏ ÒÁÚ- ÄÅÌÅÎÏ Ó k_v ÎÁÄ k. ðÕÓÔØ z = (z_0 : : : : : z_n) ∈ S^{(1)}_i , ÇÄÅ z_j ∈ k ÐÒÉ ŒÓÅÈ j. ðÕÓÔØ 0 � ff � r { ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ X_0; : : : ; X_n, Y_{œ+1}; : : : ; Y_i Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÏÌÑ k_2:

œùþéóìåîéå óôåðåîé äïíéîáîôîïçï íïòæéúíá 279

e^′_j − Y_j e_ff = 0; œ + 1 � j � i; ”_2 � ∑ 0⩽j⩽r |e_j |^2 � ”_1; ∑ œ+1⩽j⩽i

|Y_j |^2 � ”_1; ∑ 0⩽i⩽n |X_i − (X_i=L_0)(z)|^2 � ”_1;

L_0 = 1:

(36)

ìÅÍÍÁ 22. ðÕÓÔØ L^′ ∈ U^′_0 É (L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_{i−1}) ∈ U^{′′}_{i−1}. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ W^{(3)}_i (L^′) = ∅. ôÏÇÄÁ D_i ¿ D(L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_i) Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÏÞËÁ z = (z_0 : : : : : z_n) ∈ S^{(1)}_i É ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ 0 � ff � r, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ (36) ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ (x^∗_0; : : : ; x^∗_n; y^∗_{œ+1}; : : : ; y^∗_i ) ∈ A^{n−œ+i+1}(k_2) Ó (x^∗_0 : : : : : x^∗_n) ∈ W (k_2). âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏÌÏÖÉÍ

L^∗_j = L^′_j − y^∗_j X_ff; e^∗_j = L^∗_j (e_0; : : : ; e_r); œ + 1 � j � i; (37) L^∗_j = L^′_j ; j ∈ {0; i + 1; : : : ; n}; L^∗ = (L^∗_0; L^∗_{œ+1}; : : : ; L^∗_n): (38)

ôÏÇÄÁ L^∗ ∈ U^′_0, (L^∗_{œ+1}; : : : ; L^∗_{i−1}) ∈ U^′_{i−1}, x^∗ ∈ W_i(L^∗) ∪ W^{(3)}_i (L^∗) É D_i(L^∗) ¿ D_i(L^′), ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 2 ÉÚ ŒŒÅÄÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ D_i ¿ D(L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_i). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ” ¿ 0, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ” { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÑ k_1 É ”_2 { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÑ k_1(”). òÁÓÛÉÒÉÍ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ k ÄÏ k_2(”). ôÁË ËÁË U^{′′}_i ÏÔËÒÙÔÏ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓËÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ~L_{œ+1}; : : : ; ~L_i ∈ k(”)[X_0; : : : ; X_n], ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ (~L_{œ+1}; : : : ; ~L_i) ∈ U^{′′}_i É ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ~L_j − L^′_j , œ + 1 � j � i, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÍÉ ŒÅÌÉÞÉÎÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÑ k.

ðÏÌÏÖÉÍ ~e_j = ~L_j (e_0; : : : ; e_r), œ + 1 � j � i. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÏÊ ÞÁÓÔÉ st_” : P^n(k(”)) → P^n(k) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÀ st_j . ðÏ ÌÅÍÍÅ 11 ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ st_”(W (~L_{œ+1} ; : : : ; ~L_{i−1})) = W (L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_{i−1}). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1 ŒÓÑËÁÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ st_”(W (~L_{œ+1}; : : : ; ~L_{i−1})∩Z(~e_i)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W (L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_{i−1}) ∩ Z(e^′_i).

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ z ∈ ’^{−1}_i (z^′) ∩ W_i(L^′) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄ- ËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ W ∩ Z(e^′_{œ+1}; : : : ; e^′_i). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, z ∉

280 á. ì. þéóôïœ

Z(e_0; : : : ; e_r) ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ (d) ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÉÚ [11] É W_{i−1}(L^′)\ Z(e_0; : : : ; e_r) = W ∩ Z(e^′_{œ+1}; : : : ; e^′_{i−1}) \ Z(e_0; : : : ; e_r), ÐÏÓËÏÌØËÕ (L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_{i−1}) ∈ U^{′′}_{i−1}, ÓÍ. ŒŒÅÄÅÎÉÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏ- ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ z { ÇÌÁÄËÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_{i−1}(L^′) ∩Z(e^′_i). îÏ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 (b) ÒÁÂÏÔÙ [11]. ôÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁ- ÚÁÎÏ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ´_j (L^′) = 1 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ j ∈ J_i(L^′), œ + 1 � i � n, ÓÍ. ŒŒÅÄÅÎÉÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ W , Z(e^′_{œ+1}); : : : ; Z(e^′_i) ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ ŒÏ ŒÓÑËÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÍÐÏ- ÎÅÎÔÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_i(L^′). óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÉÚ [11], ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ z ∈ ’^{−1}_i (z^′) ∩ W_i(L^′) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_i(L^′) É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ W_i(L^′) É Z(L_{´+1}; : : : ; L_n) ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Œ z. ôÅÐÅÒØ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 17, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ n−s+1 ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ W , Z(e^′_j ), œ + 1 � j � i; Z(L_w), ´ + 1 � w � n, ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ ŒÏ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÚ ’^{−1}_i (z^′) ∩ W_i(L^′).

íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ E^′ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W (~L_{œ+1}; : : : ; ~L_i), ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ st_”(E^′) ⊄ W (L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_i). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÎÁÞÅ ÉÍÅÅÍ st(W (~L_{œ+1}; : : : ; ~L_i) ∩ Z(L_{´+1}; : : : ; L_n)) ⊂ W_i(L^′) ∩ Z(L_{´+1}; : : : ; L_n) = ’^{−1}_i (z^′) ∩ W_i(L^′). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅ- ÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ z ∈ ’^{−1}_i (z^′) ∩ W_i(L^′) ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ~z ÉÚ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ n − s + 1 ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÊ W , Z(~e_j ), œ + 1 � j � i; Z(L_w), ´ + 1 � w � n, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ st_”(~z) = z. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓŒÅÒ- ÓÁÌØÎÏ Œ ÔÏÞËÅ ~z. ðÏÜÔÏÍÕ deg W (~L_{œ+1}; : : : ; ~L_i) = #(W (~L_{œ+1}; : : : ; ~L_i)∩ Z(L_{´+1}; : : : ; L_n)) = D_i(L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_i) ¡ D_i. äÁÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÄÏ- ËÁÚÙŒÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ôÅÐÅÒØ st(E^′) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ E^{′′} ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ W^{(1)}_i (L^′) ∪ W^{(2)}_i (L^′), É E^′ ≠ E^{′′}. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ z ∈ E^{′′} ∩ S^{(1)}_i . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ x^∗_0; : : : ; x^∗_n ∈ k(”), ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x^∗ = (x^∗_0 : : : : : x^∗_n) ∈ E^′ \ Z(e_0; : : : ; e_r) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÁ Ë z ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÑ k É L_0(x^∗_0; : : : ; x^∗_n) = 1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ 0 � ff � r, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ e_ff(x^∗) ≠ 0 É (e_j =e_ff)(x^∗) { ÎÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÑ k ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 0 � j � r. ðÏÌÏÖÉÍ y^∗_j = ((~e_j − e^′_j )=e_ff)(x^∗), œ + 1 � j � i. ôÏÇÄÁ y^∗_j ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÑ k ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ œ + 1 � j � i. ïÞÅŒÉÄÎÏ, (x^∗_0; : : : ; x^∗_n; y^∗_1 ; : : : ; y^∗_i ) ∈ A^{n−œ+i+1}(k(”)) { ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (36), ÔÁ- ËÏÅ, ÞÔÏ (x^∗_0 : : : : : x^∗_n) ∈ W (k(”)). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÎÏ Ó ÐÏÌÅÍ k_2 ŒÍÅÓÔÏ k(”).

œùþéóìåîéå óôåðåîé äïíéîáîôîïçï íïòæéúíá 281

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ (x^∗_0; : : : ; x^∗_n; y^∗_1 ; : : : ; y^∗_i ) ∈ A^{n−œ+i+1}(k_2) { ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (36), ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ x^∗ = (x^∗_0 : : : : : x^∗_n) ∈ W (k_2). ðÏÌÏÖÉÍ L_j = L_j − (L_j =L_0)(x^∗)L_0 ÄÌÑ ´ + 1 � j � n. íÙ ÉÍÅÅÍ L^∗ ∈ U^′_0, (L^∗_{œ+1}; : : : ; L^∗_{i−1}) ∈ U^{′′}_{i−1} ÐÏ ÌÅÍÍÅ 11. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÕÓÌÏ- ŒÉÅ (10) ÉÚ ŒŒÅÄÅÎÉÑ ÄÌÑ i − 1, L^∗ É k_2 ŒÍÅÓÔÏ i, L^′ É k. ðÏÜÔÏÍÕ (ÓÍ. ŒŒÅÄÅÎÉÅ) x^∗ ∈ (W_i(L^∗) ∪ W^{(3)}_i (L^∗)) ∩ Z(L_{´+1}; : : : ; L_n). éÍÅÅÍ st_2 x^∗ ∉ W_i(L^′), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÁÞÅ st_2 x^∗ ∈ W_i(L^′) ∩ Z(L_{´+1}; : : : ; L_n)) ∩ Z(e_0; : : : ; e_r), ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÉÚ §2 ÒÁÂÏÔÙ [11]. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÓÍ. ŒÙÛÅ) ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÀÔ D_i(L^′) ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÉÚ W_i(L^∗) ∩ Z(L_{´+1}; : : : ; L_n), ËÏÔÏÒÙÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉ Ë ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÔÏÞËÁÍ ÉÚ W_i(L^′) ∩ Z(L_{´+1}; : : : ; L_n)). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, D_i(L^∗) � D_i(L^′). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ x^∗ ∈ W_i(L^∗). ôÏÇÄÁ D_i � D_i(L^∗) ¿ D_i(L^′). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ x^∗ ∈ W^{(3)}_i (L^∗). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k^∗ ÐÏÌÅ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÅ ÎÁÄ k ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁÍÉ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ L^∗_j , j ∈ {0; œ +1; : : : ; n}. ðÕÓÔØ k^∗_v = k_v ⊗_k k^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÔÏÍ ÐÏÌÅÊ k^∗ É k_v ÎÁÄ k. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 6 ÉÚ [10] Ó ÐÏÌÅÍ k^′ = k^∗_v É W_v ŒÍÅÓÔÏ W ÍÙ ÉÍÅÅÍ D_i ¿ D_i(L^∗) � D_i(L^′). ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

œÅÒÎčÍÓÑ Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÚ §2 ÒÁ- ÂÏÔÙ [11], ÍÙ ŒÙÑÓÎÉÍ, ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ W^{(3)}_i (L^′) = ∅. ðÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÉÍ, ÞÔÏ W^{(3)}_i (L^′) = ∅. âÕÄÅÍ ÐÅÒÅÂÉÒÁÔØ ÔÏÞËÉ z ∈ S^{(1)}_i É ÃÅ- ÌÙÅ ÞÉÓÌÁ 0 � ff � r. äÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ z É ff ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅ- ÏÒÅÍÕ 2 ÉÚ [10] Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ con(V ) × A^{i−œ} (k) (Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ X_0; : : : ; X_n, Y_{œ+1}; : : : ; Y_i) É ÐÏÌÕÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ U^{′′}, ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÓÉÓÔÅÍÏÊ (36). ðÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏ- ÒÅÍÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S^{′′} ÔÏÞÅË ÉÚ con(V )(k_2) × A^i(k_2). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ß ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓËŒÏÚÎÕÀ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ con(V ) × A^i → con(V ) → V . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 2 ÉÚ [9], ÍÙ ŒÙÑÓÎÑÅÍ, ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ß(S^{′′}) ∩ W (k_2) ≠ ∅. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÉÚ [10] É ÌÅÍÍÅ 22 ÉÍÅÅÍ ß(S^{′′}) ∩ W (k_2) = ∅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ S^{(1)}_i É ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ 0 � ff � r ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ D_i = D_i(L^′).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ß(S^{′′}) ∩ W (k_2) ≠ ∅ ÄÌÑ ÔÅËÕÝÅÇÏ z ∈ S^{(1)}_i É ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ 0 � ff � r. ðÏÓÔÒÏÉÍ (x^∗_0; : : : ; x^∗_n; y^∗_{œ+1}; : : : ; y^∗_i ) ∈ S^{′′}, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ (x^∗_0 : : : : : x^∗_n) ∈ W (k_2). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ L^∗_{œ+1}; : : : ; L^∗_i ÓÏÇÌÁÓÎÏ (37), (38). ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏÌÅ k^∗, ÏÐÒÅÄÅÌ-ÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ, ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍÁ ÉÚ [4]. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÚ [5], ÍÙ ŒÙÑÓÎÑÅÍ, ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ x^∗ ∈ W_i(L^∗).

282 á. ì. þéóôïœ

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ x^∗ ∈ W_i(L^∗). ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ 22, D_i(L^∗) ¿ D_i(L^′). ðÏ ÌÅÍÍÅ 10 (Ó ÐÏÌÅÍ k_2 ŒÍÅÓÔÏ k), ÐÒÉ- ÍÅÎÑÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÄÕËÃÉÉ Ë ÃÅÌÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ L^∗_0; L^∗_{œ+1}; : : : ; L^∗_n ÎÁ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÄÌÉÎÁÍÉ ÚÁÐÉÓÉ O(n log d + (n − œ) log d^′) É ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L^{′′}_0 ; L^{′′}_{œ+1}; : : : ; L^{′′}_n, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ L^′_0; L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_n É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ D(L^{′′}_{œ+1}; : : : ; L^{′′}_i ) � D(L^∗_{œ+1}; : : : ; L^∗_i ) ¿ D_i(L^′). ðÏÌÏÖÉÍ L^{′′} = (L^{′′}_0 ; L^{′′}_{œ+1}; : : : ; L^{′′}_n). ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÚÁÍÅÎÑÅÍ L^′ ÎÁ L^{′′} É ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÛÁÇÕ ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ i. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ i ÍÏÖÅÔ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔØÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ d^s(d^′)^{i−œ} ÛÁÇÏŒ, ËÏÇÄÁ x^∗ ∈ W_i(L^∗).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ x^∗ ∈ W^{(3)}_i (L^∗) ÉÌÉ W^{(3)}_i (L^′) ≠ ∅. åÓÌÉ W^{(3)}_i (L^′) ≠ ∅, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ L^∗ = L^′, k^∗ = k (ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÁÑ ÎÉÖÅ ËÏÎ- ÓÔÒÕËÃÉÑ ÓÌÅÇËÁ ÕÐÒÏÝÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S^{(w)}_i , w = 0; 1, ÚÁÍÅÎÑÑ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ S^{(w)}_i ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L^′_j ÎÁ L^∗_j , j ∈ {0; œ + 1; : : : ; n}, É ÐÏÌÅ k ÎÁ k^∗. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S^{(w)}_i (L^∗), w = 0; 1, ÚÁÍÅÎÑÑ Œ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ S^{(w)}_i ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L^′_j ÎÁ L^∗_j É ÐÏÌÅ k ÎÁ k^∗. œÙÞÉÓÌÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ L^{′′′}_i ∈ k[X_0; : : : ; X_r] Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Ó ÄÌÉÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ O(n log d + (n − œ) log d^′), ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ (S^{(0)}_i (L^∗) \ S^{(1)}_i (L^∗)) ∩ Z(L^{′′′}_i (e_0; : : : ; e_r)) = ∅. ðÏÌÏÖÉÍ ~L_j = L^∗_j ÄÌÑ j ∈ {0; œ +1; : : : ; n}\{i} É ~L_i = L^∗_i +”_3L^{′′′}_i . ðÏÌÏÖÉÍ ~e_j = ~L_j (e_0; : : : ; e_r) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ j. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ~L_j ÉÍÅÀÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÉÚ ÐÏÌÑ k^∗(”_3) ⊂ k_3. íÙ ÉÍÅÅÍ W^{(3)}_i (~L) ⊂ W_{i−1}(L^∗) ∩ W^{(4)}. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, W^{(3)}_i (~L) { ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − i + œ − s ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_{i−1}(L^∗) ∩ W^{(4)}. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, W^{(3)}_i (L^∗) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁÄ k^∗. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, W^{(3)}_i (L^∗) ⊃ W^{(3)}_i (~L). ôÁË ËÁË ~L_i ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ E ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W^{(3)}_i (L^∗), ÉÍÅÅÍ W^{(3)}_i (~L) = ∅. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, W_i(~L) \ Z(e_0; : : : ; e_r) = W_{i−1}(L^∗) ∩ Z(~e_i) \ Z(e_0; : : : ; e_r) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k_1.

úÁÍÅÎÉÍ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÌÅÍÍÙ 14 ÉÚ [10] W , ~L, L^′, k, ”, i + 1, s ÎÁ W_v , ~L, L^∗, k^∗_v , ”_3, i, œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ deg W_i(~L) = deg W_{v;i}(~L) ¿ deg W_{v;i}(~L) = deg W_i(L^∗).

ðÏ ÌÅÍÍÅ 10 (Ó ÐÏÌÅÍ k^∗(”_3) ŒÍÅÓÔÏ k), ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅ- ÄÕËÃÉÉ Ë ÃÅÌÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ~L_0; ~L_{œ+1}; : : : ; ~L_n ÎÁ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ

œùþéóìåîéå óôåðåîé äïíéîáîôîïçï íïòæéúíá 283

Ó ÄÌÉÎÁÍÉ ÚÁÐÉÓÉ O(n log d + (n − œ) log d^′) É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L^{′′}_0 ; L^{′′}_{œ+1}; : : : ; L^{′′}_n, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ L^′_0; L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_n É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ D(L^{′′}_{œ+1}; : : : ; L^{′′}_i ) � D(~L_{œ+1}; : : : ; ~L_i) ¿ D_i(L^′). ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÚÁÍÅÎÑÅÍ L^′ ÎÁ L^{′′} É ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÛÁÇÕ ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ i. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ i ÍÏÖÅÔ ÐÏÎÁÄÏ- ÂÉÔØÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ d^s(d^′)^{i−œ} ÛÁÇÏŒ, ËÏÇÄÁ x^∗ ∈ W^{(3)}_i (L^∗) ÉÌÉ W^{(3)}_i (L^′) ≠ ∅.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ß(S^{′′}) ∩ W (k_2) = ∅. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÁÒÅ z; ff. åÓÌÉ ŒÓÅ ÐÁÒÙ ÐÅÒÅÂÒÁÎÙ, ÔÏ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, D_i = D_i(L^′). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ i ¡ n, ÍÙ ÚÁÍÅÎÑÅÍ i ÎÁ i + 1 É ÐÅ- ÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÛÁÇÕ ÒÅËÕÒÓÉÉ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ L^′. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ i = n − 1, ÔÏ L^′ ∈ U^{′′}_0 .

íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ L^′ ∈ U^{′′}_0 . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ (ÓÍ. ŒŒÅÄÅÎÉÅ), ÕÓÌÏŒÉÑ (8) É (10) ÉÚ ŒŒÅÄÅÎÉÑ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ œ + 1 � i � n − 1. œÏÚØÍčÍ ÜÔÏ L^′ ËÁË ÂÁÚÕ ÎÏŒÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ. îÁÛÁ ÃÅÌØ { ÐÏÌÕÞÉÔØ Œ ËÏÎÃÅ ÜÔÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔ L^′ ∈ U^{′′′}_0 , ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ß_{n+1}(L^′) ∈ U^{′′′}_{n+1}, ÓÍ. ŒŒÅÄÅÎÉÅ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ L^′_{n+1} = L^′_0. ðÕÓÔØ i { ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, œ + 1 � i � n + 1. üÔÏ ÞÉÓÌÏ i ÂÕÄÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏ (ÜÔÏ ŒÔÏ- ÒÁÑ ÒÅËÕÒÓÉÑ). òÅËÕÒÓÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÚÄÅÓØ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ (L^′_{œ+1}; : : : ; L_{i−1}) ∈ U^{′′′}_{i−1}. íÙ ÂÅÒčÍ i = œ + 2 Œ ËÁ- ÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÙ ÜÔÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ U^{′′}_{œ+1} = U^{′′′}_{œ+1}, ÓÍ. ŒŒÅÄÅ- ÎÉÅ). ðÕÓÔØ L_0; : : : ; L_{n+1}, ÍÏÒÆÉÚÍ ’_i, ÔÏÞËÁ z^′ { ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË É ŒÙÛÅ. ðÏÌÏÖÉÍ S^{(2)}_i = ’^{−1}_i (z^′) ∩ W^{(2)}_i (L^′). œÙÞÉÓÌÉÍ S^{(2)}_i , ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÉÚ §2 ÒÁÂÏÔÙ [11]. ðÕÓÔØ 0 � ff_1 ¡ ff_2 � r { ÃÅÌÙÅ ÞÉ- ÓÌÁ É z ∈ S^{(2)}_i . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ X^{(w)} = (X_{w;0}; : : : ; X_{w;n}), w = 1; 2, É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ c ÏÔ n + 1 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏ- ÌÏÖÉÍ c(X^{(w)}) = c(X_{w;0}; : : : ; X_{w;n}). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ X_{w;0}; : : : ; X_{w;n}, w = 1; 2, Y_{œ+1}; : : : ; Y_i, Z_{œ+1}; : : : ; Z_i Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÏÌÑ k_4:

284 á. ì. þéóôïœ

(e^′_j − Y_j e_{ff1} − Z_j e_{ff2} )(X^{(w)}) = 0; œ + 1 � j � i; w = 1; 2; ∑ œ+1⩽j⩽i

(|Y_j |^2 + |Z_j |^2) � ”_1; ∑ 0⩽j⩽n |X_{w;j} − (X_j =L_0)(z)|^2 � ”_1; w = 1; 2;

”_4 � ∑ 0⩽j⩽r |e^′_j (X^{(w)})|^2 � ”_3; w = 1; 2; ∑ 0⩽j⩽n |X_{1;j} − X_{2;j} |^2 � ”_2; ∑ ´+1⩽j⩽n

|L_j (X^{(1)}) − L_j (X^{(2)})|^2 � ”_3;

L_0(X^{(w)}) = 1; w = 1; 2:

(39)

ìÅÍÍÁ 23. ðÕÓÔØ L^′ = (L^′_0; L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_n) ∈ U^{′′}_0 É (L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_{i−1}) ∈ U^{′′′}_{i−1}. ôÏÇÄÁ D^{(2)}_i ¿ D^{(2)}_i (L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_i) Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÏÞËÉ z ∈ S^{(2)}_i É ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ 0 � ff_1 ¡ ff_2 � r, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ (39) ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ

(x^∗_{1;0}; : : : ; x^∗_{1;n}; x^∗_{2;0}; : : : ; x^∗_{2;n}; y^∗_{œ+1}; : : : ; y^∗_i ; z^∗_{œ+1}; : : : ; z^∗_i ) ∈ A^{2n−2œ+2i+2}(k_4) (40)

Ó x^∗_w = (x^∗_{w;0} : : : : : x^∗_{w;n}) ∈ W (k_4) ÄÌÑ w = 1; 2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ D^{(2)}_i ¿ D^{(2)}_i (L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_i). óÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ”^′ ¿ 0, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ”^′ { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÑ k(”_1) É ”_2 { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÑ k(”_1; ”^′). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ”^{′′} ¿ 0, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ”^{′′} { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÑ k_3(”^′) É ”_4 { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÑ k_3(”^′; ”^{′′}). òÁÓÛÉÒÉÍ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ k ÄÏ k_4(”^′; ”^{′′}).

ðÏÓËÏÌØËÕ U^{′′′}_i ÏÔËÒÙÔÏ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓËÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ~L_{œ+1}; : : : ; ~L_n ∈ k(”^′)[X_0; : : : ; X_n], ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

(~L_{œ+1}; : : : ; ~L_i) ∈ U^{′′′}_i

É ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ~L_j − L^′_j , œ + 1 � j � i, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÍÉ ŒÅÌÉÞÉÎÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÑ k.

œùþéóìåîéå óôåðåîé äïíéîáîôîïçï íïòæéúíá 285

ðÏÌÏÖÉÍ ~e_j = ~L_j (e_0; : : : ; e_r), œ + 1 � j � i. ðÏ ÌÅÍÍÅ 11 ÉÍÅÅÍ st(W^{(2)}(~L_{œ+1} ; : : : ; ~L_i)) = W^{(2)}(L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_i). ðÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÐÅÒÅÓÅÞÅ- ÎÉÅ W^{(2)}(~L_{œ+1} ; : : : ; ~L_i) ∩ Z(L_0; L_{´+1}; : : : ; L_n) ÐÕÓÔÏ Œ P^n(k(”^′)). óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ (ÓÒ. [5]), ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ z ∈ S^{(2)}_i É ~x_{w;0}; : : : ; ~x_{w;n} ∈ k(”^′), ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ~x_w = (~x_{w;0} : : : : : ~x_{w;n}) ∈ W^{(2)}(~L_{œ+1} ; : : : ; ~L_i)(k(”^′)), L_0(~x_{w;0}; : : : ; ~x_{w;n}) = 1, ∑ 0⩽j⩽n |(Xj =L0)(~xw ) − (Xj =L0)(z)|

2 ¡ ”_1 ÄÌÑ w = 1; 2, ∑ 0⩽j⩽n |~x1;j − ~x2;j |

2 ¿ ”_2, (L_j =L_0)(~x_1) = (L_j =L_0)(~x_2) ÄÌÑ œ + 1 � j � n.

äÁÌÅÅ, ÄÌÑ w = 1; 2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ x^∗_{w;0}; : : : ; x^∗_{w;n} ∈ k(”^′; ”^{′′}), ÔÁ- ËÉÅ, ÞÔÏ x^∗_w = (x^∗_{1;0} : : : : : x^∗_{1;n}) ∈ W (~L_{œ+1} ; : : : ; ~L_{i−1})(k(”^′; ”^{′′})), L_0(x^∗_{w;0}; : : : ; x^∗_{w;n}) = 1, st_”′′ (x^∗_w ) = ~x_w É X_{w;j} = x^∗_{w;j} , 0 � j � n, w = 1; 2, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ”_4 � ∑ 0⩽j⩽r |e^′_j (X^{(w)})|^2 � ”_3.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÎÁÛÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, X_{w;j} = x^∗_{w;j} { ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ (39), ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ Y_j É Z_j .

äÌÑ ŒÓÅÈ 0 � w_1 ¡ w_2 � r ÐÏÌÏÖÉÍ ´(w_1; w_2) = e_{w1} (x^∗_{1;0}; : : : ; x^∗_{1;n})× e_{w2} (x^∗_{2;0}; : : : ; x^∗_{2;n})−e_{w2} (x^∗_{1;0}; : : : ; x^∗_{1;n})e_{w1} (x^∗_{2;0}; : : : ; x^∗_{2;n}). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ ŒÓÅ ´(w_1; w_2) ÒÁŒÎÙ 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ 0 � ff_1 ¡ ff_2 � r, ÔÁ- ËÉÅ, ÞÔÏ ´(ff_1; ff_2) ≠ 0 É ´(w_1; w_2)=´(ff_1; ff_2) ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÑ k ÄÌÑ ŒÓÅÈ 0 � w_1 ¡ w_2 � r. ðÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ëÒÁÍÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ

(e_q − ¯_{q;1}e_{ff1} − ¯_{q;2}e_{ff2} )(x^∗_w ) = 0; (41)

ÇÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ¯_{q;w} ∈ k(”^′; ”^{′′}) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÑ k ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 0 � q � r É w = 1; 2.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ´(ff_1; ff_2) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ 0 � ff_1 ¡ ff_2 � r. œÙÂÅ- ÒÅÍ ff_1 ÔÁË, ÞÔÏ (e_q=e_{ff1} )(x^∗_w ) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÑ k ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 0 � q � r. úÁÐÉÛÅÍ

e_q(x^∗_w) = ¯_q e_{ff1} (x^∗_w ) (42)

ÄÌÑ w = 1; 2. ðÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÉÎÄÅËÓÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ff_1 � r −1. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÍ ff_2 = ff_1 +1 É z^∗_j = 0, œ + 1 � j � i.

ðÕÓÔØ ~e_j = e^′_j + ∑ 0⩽q⩽r ˚j;q eq, ÇÄÅ ŒÓÅ ˚q;j ∈ k(”

′) { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÑ k. óÏÇÌÁÓÎÏ (41) ÉÌÉ (42), ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ (40) ÓÉÓÔÅÍÙ (39) Ó k(”^′; ”^{′′}) ŒÍÅÓÔÏ k_4, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

286 á. ì. þéóôïœ

x^∗_w ∈ W (k(”^′; ”^{′′})), w = 1; 2. ôÅÐÅÒØ ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÐÅÒÅÎÏÓÁ (ÓÍ. [12]) ÉÌÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÍÙ ŒÙŒÏÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (40) Ó x^∗_w ∈ W (k_4), w = 1; 2.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ 0 � ff_1 ¡ ff_2 � r ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ (40), ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ x^∗_w ∈ W (k_4), w = 1; 2. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÍ x_{w;j} = st_{”3;”4} x^∗_{w;j} ∈ k_2, 0 � j � n, w = 1; 2; x_w = (x_{w;0} : : : : : x_{w;n}) ∈ P^n(k_2), w = 1; 2; y_j = st_{”3 ;”4} y^∗_j ∈ k_2, z_j = st_{”3 ;”4} z^∗_j ∈ k_2, œ + 1 � j � i;

L_j = L^′_j − y_j X_{ff1} − z_j X_{ff2} ; e_j = L_j (e_0; : : : ; e_r); œ + 1 � j � i; (43)

~L_j = L′_j − y∗_j X_{ff1} − z∗_j X_{ff2} , ~e_j = ~L_j (e_0; : : : ; e_r), œ + 1 � j � i. úÁ- ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ x_1 ≠ x_2 É (L_j =L_0)(x_1) = (L_j =L_0)(x_2), ´ + 1 � j � n, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ∑ 0⩽j⩽n |x^∗_{1;j} −x^∗_{2;j} |^2 � ”_2 É ∑ ´+1⩽j⩽n

|(L_j =L_0)(x^∗_1)−(L_j =L_0)(x^∗_2)|^2 �

”_3. äÁÌÅÅ, ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ (39) É ÌÅÍÍÙ 11 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ x_w ∈ st_{”3 ;”4} (W (~L_{œ+1}; : : : ; ~L_{i−1}) ∩ st_{”3 ;”4} Z(~e_i) ⊂ W (L_{œ+1}; : : : ; L_{i−1}) ∩ Z(e_i), w = 1; 2. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ W^{(1)}_i (L^′) = W^{(1)}_i (L) = W^{(1)}_i , ÐÏÓËÏÌØËÕ L^′; L ∈ U^{′′}_0 , ÓÍ. ŒŒÅÄÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ st_{”1 ;”2} x_w = z ∉ W_i(L^′) ∪ W^{(1)}_i (L^′) ÓÏ- ÇÌÁÓÎÏ ÎÁÛÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, x_w ∉ W (L_{œ+1}; : : : ; L_i) ∪ W^{(1)}(L_{œ+1}; : : : ; L_i), ÓÎÏŒÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 11. ðÏÜÔÏÍÕ x_w ∈ W^{(2)}(L_{œ+1}; : : : ; L_i), w = 1; 2. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ st_2(W^{(2)}(L_{œ+1}; : : : ; L_i) = W^{(2)}_i (L^′) ÐÏ ÌÅÍÍÅ 11 É, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, st_2(Z(L_{´+1}−(L_{´+1}=L_0)(z)L_0; : : : , L_n − (L_n=L_0)(z)L_0)) = Z(L_{´+1}; : : : ; L_n). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ

deg W^{(2)}(L_{œ+1}; : : : ; L_i) = deg W^{(2)}_i (L^′):

ôÏÇÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3 ÔÏÞËÉ ÉÚ

W^{(2)}(L_{œ+1}; : : : ; L_i) ∩ Z(L_{´+1} − (L_{´+1}=L_0)(z)L_0; : : : ; L_n − (L_n=L_0)(z)L_0)

É S^{(2)}_i ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ x → st_2(x). üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÀ ÔÏÞÅË x_1 ≠ x_2, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ st_2(x_1) = st_2(x_2) = z. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, deg W^{(2)}(L_{œ+1}; : : : ; L_i) ¿ deg W^{(2)}_i (L^′) ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

œÅÒÎčÍÓÑ Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. âÕÄÅÍ ÐÅÒÅÂÉÒÁÔØ ÔÏÞËÉ z ∈ S^{(2)}_i É ÐÁÒÙ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ 0 � ff_1 ¡ ff_2 � r. äÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ z

œùþéóìåîéå óôåðåîé äïíéîáîôîïçï íïòæéúíá 287

É ff_1; ff_2 ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 2 ÉÚ [10] Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÀ con(V )^2 × A^{2i−2œ} (k) É ÐÏÌÕÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ U^{′′}, ÚÁ- ÄÁÎÎÏÍÕ ÓÉÓÔÅÍÏÊ (39). ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏ- ÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S^{′′} ÔÏÞÅË ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ con(V )(k_4)^2 × A^{2i−2œ} (k_4). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ß ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÓËŒÏÚÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ con(V )^2 × A^{2i−2œ} → con(V )^2 → V × V . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 2 ÉÚ [9], ÍÙ ŒÙÑÓÎÑÅÍ, ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ß(S^{′′}) ∩ W (k_4)^2 ≠ ∅. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÉÚ [10] É ÌÅÍÍÅ 22 ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ß(S^{′′}) ∩ W (k_4)^2 ÎÅÐÕÓÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ S^{(2)}_i É ÐÁÒ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ 0 � ff_1 ¡ ff_2 � r ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ D^{(2)}_i = D^{(2)}_i (L^′).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ß(S^{′′}) ∩ W (k_4)^2 ≠ ∅ ÄÌÑ ÔÅËÕÝÉÈ z ∈ S^{(2)}_i É ff_1; ff_2. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ (40) ÉÚ S^{′′}, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ x^∗_w ∈ W (k_2) ÄÌÑ w = 1; 2. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ L_j É e_j ÓÏÇÌÁÓÎÏ (43). ðÏÌÏÖÉÍ L_j = L^′_j ÄÌÑ j = 0; i + 1; : : : ; n. ðÏÓÔÒÏÉÍ ŒÓÅ L_j É e_j , ÓÍ. [13]. ëÁË ÍÙ ŒÉ- ÄÅÌÉ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ 23, D^{(2)}(L_{œ+1}; : : : ; L_i) ¿ D^{(2)}_i (L^′). ðÏ ÌÅÍÍÅ 12 (Ó ÐÏÌÅÍ k_2 ŒÍÅÓÔÏ k), ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÄÕËÃÉÉ Ë ÃÅ- ÌÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÉÍ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ L_0; L_{œ+1}; : : : ; L_i ÎÁ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÄÌÉÎÁÍÉ ÚÁÐÉÓÉ O(n log d+(n−œ) log d^′) É ÐÏÌÕÞÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L^{′′}_0 ; L^{′′}_{œ+1}; : : : ; L^{′′}_n, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ L^′_0; L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_n É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ D^{(2)}(L^{′′}_{œ+1}; : : : ; L^{′′}_i ) � D^{(2)}(~L_{œ+1}; : : : ; ~L_i) ¿ D_i(L^′). ðÏÌÏÖÉÍ L^{′′} = (L^{′′}_0 ; L^{′′}_{œ+1}; : : : ; L^{′′}_n). ôÅ- ÐÅÒØ ÍÙ ÚÁÍÅÎÑÅÍ L^′ ÎÁ L^{′′} É ŒÏÚŒÒÁÝÁÅÍÓÑ Ë ÎÁÞÁÌÕ ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ß(S^{′′}) ∩ W (k_2) = ∅. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ z, ff_1; ff_2. åÓÌÉ ŒÓÅ z, ff_1; ff_2 ÐÅÒÅÂÒÁÎÙ, ÔÏ D^{(2)}_i = D^{(2)}_i (L^′), ËÁË ÍÙ ÜÔÏ ŒÉÄÅÌÉ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ i ¡ n, ÔÏ ÍÙ ÚÁÍÅÎÑÅÍ i ÎÁ i + 1 É ŒÏÚŒÒÁÝÁÅÍÓÑ Ë ÎÁÞÁÌÕ ÒÅËÕÒÓÉÉ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ L^′. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ i = n, ÔÏ L^′ ∈ U^{′′′}_0 É ß_{n+1}(L^′) ∈ U^{′′′}_{n+1}.

œÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÏÔ d^n, (d^′)^n, d_1, d_2, d^′_2, M, M^′, M_1, m, r, ÄÌÉÎÙ ÚÁÐÉÓÉ L(x^{(0)}) ÔÏÞËÉ x^{(0)} É ÓÕÍÍÙ ÄÌÉÎ ÚÁÐÉÓÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ L^′_j , œ � j � n. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L^′_j ÉÍÅÀÔ ÃÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Ó ÄÌÉÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ O(n log d + (n − œ) log(d^′)) (ËÁË Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÉÚ [10]), ÔÏ ÜÔÏ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ { ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ É Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 1. üÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÃÅÎÏË ÎÁ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ.

288 á. ì. þéóôïœ

5. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1

ôÅÐÅÒØ ŒÓč ÇÏÔÏŒÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (a) ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ É ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ L^′ = (L^′_0; L^′_{œ+1}; : : : ; L^′_n) ∈ U^{′′′}_0 , ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ß_{n+1}(L^′) ∈ U^{′′′}_{n+1}, Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ. äÏËÁÖÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (b) (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÁËÖÅ (c) É (d)). úÁÍÅÎÉÍ Œ ÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÉÚ [11] ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ L_0; : : : ; L_{n+1} ÎÁ ~L_0; : : : ; ~L_{n+1} (ÞÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÄŒÕÓÍÙÓÌÅÎÎÏÓÔÉ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ). ðÏÓÔÒÏÉÍ ÜÔÉ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ~L_0; : : : ; ~L_{n+1} ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÒÁÂÏÔÙ [11] ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÅÍÏÇÏ L^′.

îÁÐÏÍÎÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ~L_0; : : : ; ~L_{n+1}, ËÏ- ÔÏÒÙÅ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÉÚ [11] É Åč ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Œ §2 ÒÁÂÏÔÙ [11]).

(i) ~L_0; : : : ; ~L_{n+1} ÉÍÅÀÔ ÃÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Ó ÄÌÉÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ O(n log d + (n − œ) log d^′) É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ (ŒÍÅÓÔÏ L_0; : : : ; L_{n+1}) ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ (a) ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÉÚ [11].

(ii) ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) É ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Z(~L_{´+1}; : : : ; ~L_n) ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ œ + 1 � i � n.

(iii) úÁÍÅÎÉÍ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ ’^{(i)} É ¯^{(i)} Œ §3 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ L_0; : : : ;

L_{n+1} ÎÁ ~L_0; : : : ; ~L_{n+1}. ôÏÇÄÁ ¯^{(i)}((1 : 0 : : : : : 0)) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ (ÓÍ. ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ §3) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ œ + 1 � i � n.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ 21 Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ ~V_j ∪Z(e^′_{j+1}), œ � j � n, ŒÍÅÓÔÏ V^{(i)}, 0 � i � ˚, É ÐÏÓÔÒÏÉÍ (iv) ˘ = (L_{s+1}; : : : ; L_œ) ∈ k[X_0; : : : ; X_n], ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÀ ÌÅÍÍÙ 21 ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ L^′ ∈ U^{′′′}_0 .

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A^{(n+2)(n+1)}(k) Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ (n + 2)-ÎÁÂÏÒÏŒ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÉÚ k[X_0; : : : ; X_n]. ðÏÌÏÖÉÍ ˘_0 = (0; : : : ; 0; L_{s+1}; : : : ; L_œ; 0) ∈ A^{(n+2)(n+1)}(k) É ~˘ = (~L_0; : : : ; ~L_{n+1}). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 2 ÉÚ [11] É ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÄÕËÃÉÉ Ë ÃÅ- ÌÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ (ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 15 É ÔÅÏ- ÒÅÍÅ 1 (d) ÉÚ [10]) Ë ÐÒÑÍÏÊ l, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ~˘ É ˘_0, ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ˘^∗ = (L^∗_0; : : : ; L^∗_{n+1}) ∈ l, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ (i){(iii) ŒÍÅÓÔÏ ~˘ É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ (iv) ÄÌÑ (L^∗_{n−œ+s+1}; : : : ; L^∗_n) ŒÍÅÓÔÏ ˘. úÁÔÅÍ ÍÙ ÚÁ- ÍÅÎÑÅÍ ~˘ ÎÁ ˘^∗. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ L_j = ~L_{j+n−œ} , s + 1 � j � œ, É ŒÙÐÏÌ- ÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑ (i){(iv).

äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ E ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_{˘;i}(L^′)

œùþéóìåîéå óôåðåîé äïíéîáîôîïçï íïòæéúíá 289

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ E_1 ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W ∩ Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ) ∩ Z(e^′_{œ+1}; : : : ; e^′_i);

ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ E_1 ⊃ E. ïÞÅŒÉÄÎÏ, E_1 ⊂ W_i(L^′). ïÔÓÀÄÁ

W_i(L^′) ∩ Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ) ⊃ W_{˘;i}(L^′); œ � i � n (44) (É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÉ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ˘; L^′, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ W_{˘;i}(L^′) É W_i(L^′) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ).

íÙ ÉÍÅÅÍ L^′ ∈ U^{′′′}_0 É L^′ ∈ U^′_{˘;0}. ðÏ ÌÅÍÍÅ 11 ÉÚ [10] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ E ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_i(L^′)∩Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_{˘;i}(L^′) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ E ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ ÉÚ W_{˘;n}(L^′).

éÍÅÅÍ deg W_n(L^′) = deg p_v deg W^′ = deg W_{˘;n}(L^′). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ W_n(L^′) ∩ Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ ) = W_{˘;n}(L^′). ðÏ ÌÅÍÍÅ 11 ÉÚ [10] ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ E_0 ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_{v;i}(L^′) ÉÍÅÅÍ E_0 ∩ W_{v;n}(L^′) ≠ ∅. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÑËÁÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÍ- ÐÏÎÅÎÔÁ E_1 ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_i(L^′) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÕÀ ËÏÍÐÏ- ÎÅÎÔÕ E_2 ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_n(L^′). óÏÇÌÁÓÎÏ (iv), ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ E_1 ∩ Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ÄÌÑ i ¡ n. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÑËÁÑ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ E ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_i(L^′) ∩ Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ) ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ z ÉÚ W_{˘;n}(L^′). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

W_{i−1}(L^′) ∩ Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ) = W_{˘;i−1}(L^′); œ + 1 � i � n + 1: (45) ðÏÓËÏÌØËÕ L^′ ∈ U^{′′}_0 , ÕÓÌÏŒÉÅ (10) ÉÚ ŒŒÅÄÅÎÉÑ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ œ+1 � i � n−1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (45), ÕÓÌÏŒÉÅ (10) ÉÚ ŒŒÅÄÅÎÉÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ W_˘, p_˘, L^′ ŒÍÅÓÔÏ W , p^′, L^′ ÄÌÑ ŒÓÅÈ œ + 1 � i � n − 1. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (45) ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (i). ïÔÓÀÄÁ D_i = D_i(L^′) = D_{˘;i}(L^′) � D_{˘;i} ÓÏÇÌÁÓÎÏ (45) É D_{˘;i} � D_i ŒŒÉÄÕ (44) Ó U ŒÍÅÓÔÏ L^′. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, D_{˘;i} = D_i.

ðÅÒÅÓÅËÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (45) Ó Z(e^′_i), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ŒÓÑ- ËÏÇÏ œ + 1 � i � n

(W_i(L^′)∪W^{(1)}_i ∪W^{(2)}_i (L^′))∩Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ) = W_{˘;i}(L^′)∪W^{(1)}_{˘;i} ∪W^{(2)}_{˘;i} (L^′): (46) ëÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ŒÓÑËÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (46) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ËÏÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÍÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÉÚ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÌÑ ŒÓÑ- ËÏÇÏ œ + 1 � i � n. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

W^{(2)}_i (L^′) ∩ Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ) ⊂ W^{(2)}_{˘;i} (L^′); (47)

W^{(1)}_i ∩ Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ) ⊂ W^{(1)}_{˘;i} ∪ W^{(2)}_{˘;i} (L^′): (48)

290 á. ì. þéóôïœ

óÏÇÌÁÓÎÏ (iii), ŒÓÑËÁÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ E_3 ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W^{(1)}_i ∩ Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÍ- ÐÏÎÅÎÔÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W^{(1)}_j ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ œ + 1 � j ¡ i. ðÏÜÔÏÍÕ E_3 ÔÁËÖÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W^{(2)}_j (L^′) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ œ + 1 � j � i. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, E_3 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ W^{(1)}_j ∪ W^{(2)}_j (L^′), œ + 1 � j � i. ðÅÒÅÓÅËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ E_3 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W^{(1)}_{˘;j} ∪ W^{(2)}_{˘;j} (L^′) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ œ + 1 � j � i. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, E_3 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W^{(2)}_{˘;i} (L^′). óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, W^{(1)}_i ∩Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ ) = W^{(1)}_{˘;i} , W^{(2)}_i (L^′)∩Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ) = W^{(2)}_{˘;i} (L^′). ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ W_{i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) É ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ) ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ. ïÔÓÀÄÁ D^{(1)}_i = D^{(1)}_i (L^′) = D^{(1)}_{˘;i} (L^′) = D^{(1)}_{˘;i} , ÐÏÓËÏÌØËÕ ÕÓÌÏŒÉÅ (10) ÉÚ ŒŒÅÄÅÎÉÑ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ œ + 1 � i � n − 1 É ÔÁËÖÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÄÌÑ W_˘, p_˘, L^′ ŒÍÅÓÔÏ W , p, L^′ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ œ + 1 � i � n − 1. îÁËÏÎÅÃ, D^{(2)}_i = D^{(2)}_i (L^′) = D^{(2)}_{˘;i} (L^′) � D^{(2)}_{˘;i} .

ìÅÍÍÁ 24. ðÕÓÔØ ˘ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (A), ÓÍ. ŒŒÅÄÅÎÉÅ. ðÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ D_i = D_{˘;i} ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ œ � i � n. ôÏÇÄÁ D^{(1)}_i � D^{(1)}_{˘;i} , D^{(2)}_i � D^{(2)}_{˘;i} ÄÌÑ ŒÓÅÈ œ + 1 � i � n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, (44) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ U ŒÍÅÓÔÏ L^′. íÙ ÉÍÅÅÍ U ∈ U^{′′}_0 . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÓÌÏŒÉÑ (45){(48) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ Ó U ŒÍÅÓÔÏ L^′. œÓÑËÁÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÍÐÏ- ÎÅÎÔÁ E_3 ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W^{(1)}_i ∩ Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W^{(2)}_{˘;i} (U), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÏÐÒÅÄÅ- ÌčÎÎÙÈ ÎÁÄ k. ôÅÐÅÒØ, ÚÁÍÅÎÑÑ L^′ ÎÁ U, ÍÙ ŒÙŒÏÄÉÍ, ËÁË É ŒÙÛÅ, ÞÔÏ W^{(1)}_i ∩ Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ) = W^{(1)}_{˘;i} , W^{(2)}_i (U) ∩ Z(L_{s+1}; : : : ; L_œ) = W^{(2)}_{˘;i} (U). ðÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

ôÅÐÅÒØ D^{(2)}_i = D^{(2)}_i (L^′) = D^{(2)}_{˘;i} (L^′) = D^{(2)}_{˘;i} ÐÏ ÌÅÍÍÅ 24. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÉÚ § 2 ÒÁÂÏÔÙ [11], ÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ

œùþéóìåîéå óôåðåîé äïíéîáîôîïçï íïòæéúíá 291

D_i, D^{(1)}_i É D^{(2)}_i , œ � i � n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, L^′ ∈ U^{′′′}_{˘;0} É ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (b){(d).

äÏËÁÖÅÍ (e). íÙ ÉÍÅÅÍ L^′ ∈ U^{′′′}_{˘;0} É ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (c), (d). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ (ÓÍ. § 3), L^′ ∈ U^′_0. ëÁË É ÒÁÎÅÅ, ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ (45) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÇÏ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ. ðÏÓËÏÌØËÕ D_{˘;i−1} = D_{i−1}, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (45) É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Œ ÅÇÏ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÒÁÎÓ- ŒÅÒÓÁÌØÎÏ. äÁÌÅÅ, D_i(L^′) = D_{˘;i}(L^′) = D_{˘;i} = D_i, œ � i � n. ðÏÜÔÏÍÕ L^′ ∈ U^{′′}_0 . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ (46). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÎÏŒÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅ- ÓÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ (47) É (48). ôÅÐÅÒØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ D^{(2)}_{˘;i} = D^{(2)}_i , D^{(1)}_{˘;i} = D^{(1)}_i ŒÌÅËÕÔ ŒÓÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÐÕÎËÔÁ (e).

äÏËÁÖÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (f), ÓÒ. Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÌÅÍÍÙ 13 ÉÚ [10] É ÌÅÍÍÙ 15 (a). ðÕÓÔØ (˘^′; L^{′′}) ∈ l, (˘^′; L^{′′}) ≠ (˘; L^′), ˘^′ = (L^′_{s+1}; : : : ; L^′_œ), L^{′′} = (L^{′′}_{œ+1}; : : : ; L^{′′}_n), ÇÄÅ ŒÓÅ L^′_j ∈ k[X_0; : : : ; X_n], s + 1 � j � œ; L^{′′}_w ∈ k[X_0; : : : ; X_r], w ∈ {0; œ + 1; : : : ; n}, { ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. ðÕÓÔØ ” { ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ A^1(k). ðÏÌÏÖÉÍ L_{”;j} = L_j + ”L^′_j ∈ k(”)[X_0; : : : ; X_n], s + 1 � j � œ; L^{(”)}w = L^′_w + ”L^{′′}_w ∈ k(”)[X_0; : : : ; X_r], e^{(”)}_w = L^{(”)}_w (e_0; : : : ; e_r), e^{′′}_w = L^{′′}_w(e_0; : : : ; e_r), w ∈ {0; œ + 1; : : : ; n}, ˘_” = (L_{”;s+1}; : : : ; L_{”;œ}), L^{(”)} = (L^{(”)}_{œ+1}; : : : ; L^{(”)}_n ). äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ∈ k ÐÏÌÏÖÉÍ ˘_a = (L_{a;s+1}; : : : ; L_{a;œ}), L^{(a)} = (L^{(a)}_{œ+1}; : : : ; L^{(a)}_n ), ÇÄÅ L_{”;j} = L_j + aL^′_j ∈ k[X_0; : : : ; X_n], s + 1 � j � œ; L^{(a)}_w = L^′_w + aL^{′′}_w ∈ k[X_0; : : : ; X_r], e^{(a)}_w = L^{(”)}_w (e_0; : : : ; e_r), w ∈ {0; œ + 1; : : : ; n}.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 3 ÉÚ [11], ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ k, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔ d^n(d^′)^{n−œ} ÞÉÓÌÁ, ˘_a ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (A), ÓÍ. ŒŒÅÄÅÎÉÅ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (A) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a.

äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ œ � i � n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÂÒÁÚÉÅ

(W × A^1(k)) ∩ Z(L_{”;s+1}; : : : ; L_{”;œ}) ∩ Z(e^{(”)}_{œ+1}; : : : ; e^{(”)}_i ) (49)

Œ P^n(k) × A^1(k). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W_i ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÈ ÎÁÄ k ËÏÍÐÏÎÅÎÔ E ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (49), ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ E ∩ Z(”) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_{˘;i}(L^′) × {0}. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ W_i É W_n, ŒÓÑËÁÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W_i ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ËÒÉŒÏÊ W_n É W_n ⊂ W_i.

ïÂÏÂÝÁÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 13 ÉÚ [10] (ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ, É ÍÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÄÅÔÁÌÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ), ÍÙ ÕÓÔÁÎÁ-

292 á. ì. þéóôïœ

ŒÌÉŒÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ k, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÐÏÌÉÎÏ- ÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔ d^n(d^′)^{n−œ} ÞÉÓÌÁ, W_i ∩ Z(” − a) = W_{˘a ;j} (L^{(a)}) × {a}, deg W_{˘a ;j} (L^{(a)}) � deg W_{˘;L}′ = D_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ œ � i � n É W_{˘a ;n}(L^{(a)}) ∩ V \ W = ∅. îÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, D_{˘a;i}(L^{(a)}) � D_{˘a ;i}, É D_{˘a;i} � D_i ÓÏÇÌÁÓÎÏ (44) Ó U ŒÍÅÓÔÏ L^′. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, deg W_{˘a ;i}(L^{(a)}) = D_{˘a ;i}(L^{(a)}) = D_{˘a;i} = D_i É L^{(a)} ∈ U^{′′}_{˘a ;0} ∩ U^{′′}_0 ŒŒÉÄÕ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ (44) ÄÌÑ ÜÔÉÈ a (Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (f) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏ- ÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ a). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, deg W_{˘a ;n}(L^{(a)}) = D_n = deg q_v deg W^′. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ deg p^′_˘ = deg p^′_v. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÜÔÉÈ a ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ- ŒÉÑ (45){(48) Ó (˘_a; L^{(a)}) ŒÍÅÓÔÏ (˘; L^′). îÁËÏÎÅÃ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 24 ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ D^{(2)}_i � D^{(2)}_{˘a;i}, D^{(1)}_i � D^{(1)}_{˘;i} .

œÙÂÅÒÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ~L_{œ+1}; : : : ; ~L_n ∈ k[X_0; : : : ; X_n], ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ W_{˘;i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) É Z(~L_{i+1}; : : : ; ~L_n) ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ œ + 1 � i � n (ÜÔÏ ÕÓÌÏ- ŒÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ). äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ œ + 1 � i � n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W^′_i ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ k ËÏÍÐÏÎÅÎÔ E ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ W_{i−1} ∩ Z(e^{(”)}_i ), ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ E ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (W_{˘;i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i)) × {0}. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ k, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÐÏ- ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔ d^n(d^′)^{n−œ} ÞÉÓÌÁ, W^{(1)}_i ∩ Z(” − a) = (W_{˘a ;i−1}(L^{(a)}) ∩ Z(e^{(a)}_i )) × {a}. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C^{′′}_i ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ k ËÏÍÐÏÎÅÎÔ C^{′′} ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W^′_i ∩ Z(~L_{i+1}; : : : ; ~L_n), ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ C^{′′} ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ ÉÚ (W_{˘;i−1}(L^′) ∩ Z(e^′_i) ∩ Z(~L_{i+1}; : : : ; ~L_n)) × {0}. ôÏÇÄÁ C^{′′}_i { ËÒÉŒÁÑ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ C^{′′}_i → A^1(k), ((X_0 : : : : : X_n); ”) → ”, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ k, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔ d^n(d^′)^{n−œ} ÞÉÓÌÁ, +∞ ¿ #(C^{′′}_i ∩ Z(” − a)) � #(C^{′′}_i ∩ Z(”)) = D_i + D^{(1)}_i + D^{(2)}_i . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ k, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔ d^n(d^′)^{n−œ} ÞÉÓÌÁ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ W_{˘a ;i−1}(L^′) ∩ Z(e^{(a)}_i ) ∩ Z(~L_{i+1}; : : : ; ~L_n) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ D_i + D^{(1)}_i + D^{(2)}_i ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, É ÐÏÜÔÏÍÕ deg(W_{˘a ;i−1}(L^′) ∩ Z(e^{(a)}_i )) � D_i + D^{(1)}_i + D^{(2)}_i .

íÙ ÉÍÅÅÍ (ÓÍ. ŒÙÛÅ) D_i(L^{(a)}) = D_{˘a;i}(L^{(a)}) = D_{˘a;i} = D^{(j)}_i É D^{(j)}_{˘a;i} � D^{(j)}_i , j = 1; 2. ðÏÜÔÏÍÕ (ÓÍ. ŒŒÅÄÅÎÉÅ) D^{(j)}_{˘a ;i}(L^{(a)}) � D^{(j)}_{˘a;i} � D^{(j)}_i , D^{(j)}_i (L^{(a)}) � D^{(j)}_i , j = 1; 2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, D^{(j)}_{˘a;i}(L^{(a)}) =

œùþéóìåîéå óôåðåîé äïíéîáîôîïçï íïòæéúíá 293

D^{(j)}_{˘a;i} = D^{(j)}_i É D^{(j)}_i (L^{(a)}) = D^{(j)}_i , j = 1; 2. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ a ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ (46) Ó ˘_a; L^{(a)} ŒÍÅÓÔÏ ˘; L^′ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ (47) Ó ˘_a; L^{(a)} ŒÍÅÓÔÏ ˘; L^′ ŒÌÅÞčÔ, ÞÔÏ W^{(2)}_i (L^{(a)}) ∩ Z(L_{a;s+1}; : : : ; L_{a;œ}) = W^{(2)}_{˘a ;i}(L^{(a)}). îÁËÏÎÅÃ, ÉÚ (48) Ó ˘_a; L^{(a)} ŒÍÅÓÔÏ ˘; L^′ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ W^{(1)}_i (L^{(a)}) ∩ Z(L_{a;s+1}; : : : ; L_{a;œ}) = W^{(1)}_{˘a ;i}(L^{(a)}). ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÀÔ ŒÓÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÕÎËÔÁ (f).

ôÒÅÂÕÅÍÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÎÅ- ÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÃÅÎÏË ÎÁ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÈ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍÏŒ. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

1. ä. íÁÍÆÏÒÄ, áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. I. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. íÉÒ, í. (1979).

2. ò. èÁÒÔÓÈÏÒÎ, áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. íÉÒ, í. (1981). 3. œ. èÏÄÖ, ä. ðÉÄÏ, íÅÔÏÄÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, Ô. 1. éÚÄÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÉÎÏÓÔÒÁÎÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ, í. (1954).

4. á. ì. þÉÓÔÏŒ, áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ ÓÕÂÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ. | úÁÐ. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ìïíé 137 (1984), 124{ 188.

5. á. ì. þÉÓÔÏŒ, œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ É ÅÇÏ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ. | úÁÐ. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 258 (1999), 7{59.

6. á. ì. þÉÓÔÏŒ, óÉÌØÎÁÑ ŒÅÒÓÉÑ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÅÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ ÜËÚÉ- ÓÔÅÎÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÌÅÊ. | úÁÐ. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 256 (1999), 168{211.

7. á. ì. þÉÓÔÏŒ, üÆÆÅËÔÉŒÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. | ôÒÕÄÙ ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇcËÏÇÏ ÍÁÔ. ÏÂÝÅÓÔŒÁ 7 (1999), 230{266.

8. á. ì. þÉÓÔÏŒ, üÆÆÅËÔÉŒÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁÃÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ ÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ É Åč ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ. | úÁÐ. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 266 (2000), 254{311.

9. á. ì. þÉÓÔÏŒ, íÏÎÏÄÒÏÍÉÑ É ËÒÉÔÅÒÉÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ Ó ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ Œ ÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ. | úÁÐ. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 292 (2002), 130{152.

10. á. ì. þÉÓÔÏŒ, œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ ÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁ- ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ. I. | úÁÐ. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 307 (2004), 189{235.

11. á. ì. þÉÓÔÏŒ, œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ ÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁÒÁË- ÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ. II. | úÁÐ. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 325 (2005), 181{224.

12. J. Bochnak, M. Coste, M.-F. Roy, G«eom«etrie Alg«ebrique R«eelle. Springer{Verlag, Berlin{Heidelberg{New York (1987).

294 á. ì. þéóôïœ

13. A. L. Chistov, Polynomial{time computation of the dimensions of components of algebraic varieties in zero{characteristic. | J. Pure Appl. Algebra, 117 & 118 (1997), 145{175.

Chistov A. L. Polynomial-time computation of the degree of a dominant morphism in zero characteristic. IV.

Consider a projective algebraic variety W that is an irreducible component of the set of all common zeros of a family of homogeneous polynomials of degrees less than d in n + 1 variables in zero characteristic. Consider a dominant rational morphism from W to W^′ given by homogeneous polynomials of degree d^′. We suggest algorithms for constructing objects in general position related to this morphism. These algorithms are deterministic and polynomial in (dd^′)^n and the size of the input. This work concludes the series of three papers.

ðÏÓÔÕÐÉÌÏ 11 ÁŒÇÕÓÔÁ 2008 Ç.

ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÅ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ ÉÍ. œ. á. óÔÅËÌÏŒÁ òáî E-mail: alch@pdmi.ras.ru