úÁÐÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏŒ ðïíé ôÏÍ 360, 2008 Ç.

ë. ëÏÈÁÓØ

òáúâéåîéå áãôåëóëéè äéáíáîôïœ é ëœáäòáôïœ îá äïíéîï

áÃÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁÍÁÎÔ ÒÁÎÇÁ n | ÜÔÏ \ËÌÅÔÞÁÔÙÊ ÒÏÍÂÉË" ÓÏ ÓÔÏÒÏ- ÎÏÊ n. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÎÉÖÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÁÃÔÅËÓËÉÅ ÄÉÁÍÁÎÔÙ ÒÁÎÇÁ 1, 2 É 3.

íÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÚÄÅÓØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÏŒÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÆÁËÔÏŒ Ï ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÁÃÔÅËÓËÉÈ ÄÉÁ- ÍÁÎÔÏŒ É ËŒÁÄÒÁÔÏŒ.

1. ôÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÁÃÔÅËÓËÏÍ ÄÉÁÍÁÎÔÅ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÁÃÔÅËÓËÏÍ ÄÉÁÍÁÎÔÅ ÉÚ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ üÌËÉÓÁ, ìÁÒÓÅÎÁ, ëÕÐÅÒÂÅÒÇÁ É ðÒÏÐÐÁ [5], ÇÄÅ ÏÎÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÍÙ ÄÁÅÍ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍ, ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ, ŒÅÒÏÑÔÎÏ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÏŒÙÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÎÅ ÐÏÌØ- ÚÕÅÍÓÑ ÔÅÈÎÉËÏÊ, ÒÁÚŒÉÔÏÊ Œ ÒÁÂÏÔÁÈ äÖ. ðÒÏÐÐÁ [12] É í. þÕËÕ [14].

ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÆÉÇÕÒÙ F ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÔØ #F ÉÌÉ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÐÉËÔÏÇÒÁÍÍÏÊ ÜÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ Ó ÓÉÍŒÏÌÏÍ \#" ÐÅÒÅÄ ÎÅÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, # = 2. ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÞÉ- ÓÌÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÆÉÇÕÒÙ F ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÒÁÚÎÙÍ ÄÏÐÏÌ- ÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁÍ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ, ÄÏÐÉÓÙŒÁÑ ÂÕËŒÕ A ÐÅÒÅÄ ÎÁÚŒÁÎÉÅÍ ÆÉÇÕÒÙ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, AF (x; q).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T_n ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÉÄÕÝÁÑ ÐÏ ÌÉÎÉÉ ÓÅÔËÉ, ÒÁÓÓÅËÁÅÔ ÁÃÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁÍÁÎÔ ÎÁ ÄŒÅ ÐÏÌÏŒÉÎËÉ ÞÅÔÎÏÊ ÐÌÏ- ÝÁÄÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ

òÁÂÏÔÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÐÒÉ ÐÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ îû-2460.2008.1 . 180 òáúâéåîéå îá äïíéîï 181

ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏÛÅË. îÕ Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÁÑ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ÄÏ- ÍÉÎÏÛËÁ \ÎÁÎÉÚÁÎÁ" ÒÏŒÎÏ ÎÁ ÏÄÎÕ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÓÕÍÍÁÒ- ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏÛÅË Œ ÌÀÂÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ T ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÞÅÔÎÙÍ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ 2v(T ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ T ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ. ðÅ- ÒÅËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÎÁÚÏŒÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ŒÙÂÉÒÁÅÍ ËŒÁÄÒÁÔ 2 × 2, ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÉÊ Œ ÄÉÁÍÁÎÔÅ É ÐÏËÒÙÔÙÊ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄŒÕÍÑ ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍÉ ÉÚ T , É ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÅÍ ÅÇÏ ÎÁ 90^∘. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ŒÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÔ ËŒÁÄÒÁÔ ÂÙÌ ÐÏËÒÙÔ ÄŒÕÍÑ ÇÏÒÉ- ÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÄÏÍÉÎÏ, ÔÏ ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÑ ÏÎ ÓÔÁÎÅÔ ÐÏËÒÙÔ ÄŒÕÍÑ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ ÄÏÍÉÎÏ (É ÎÁÏÂÏÒÏÔ).

−→

äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÒÁÚÕ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ŒÙÂÏÒÁ ÔÁËÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ 2 × 2 É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÊ. íÅÎÅÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅ- ÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÅ (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1 ÎÉÖÅ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ T ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ŒÅÌÉÞÉÎÕ r(T ), ËÏÔÏÒÕÀ, ÓÌÅÄÕÑ [5], ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÒÁÎÇÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. òÁÎÇ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ T { ÜÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÅ- ÒÅËÌÀÞÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏ. ðÏÌÏÖÉÍ

AD(n; x; q)= ∑ T x^{v(T )}q^{r(T )}; AD(n; q)= ∑ T q^{r(T )}; AD(n; x)= ∑ T x^{v(T )};

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1.

T_n = 2^{n(n+1)=2}: (1)

ôÅÏÒÅÍÁ 1.2. äÌÑ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅ AD(n; x) = (1 + x)^{n(n+1)=2}: (2)

182 ë. ëïèáóø

ôÅÏÒÅÍÁ 1.3. äÌÑ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅ

AD(n; q) = n−1∏ k=0 ( 1 + q^{2k+1}

)_{n−k} : (3)

ôÅÏÒÅÍÁ 1.4. äÌÑ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅ

AD(n; x; q) = n−1∏ k=0 ( 1 + xq^{2k+1}

)_{n−k} : (4)

íÙ ÄÁÄÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍ. þÁÓÔØ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÐÒÏŒÅÒËÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÍ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ AD:

T_{n+1}T_{n−1} = 2T^2_n ; (5)

AD(n + 1; x)AD(n − 1; x) = (1 + x)AD^2(n; x); (6)

AD(n + 1; x; q)AD(n − 1; x; q) = (1 + xq^{2n+1})AD^2(n; x; q): (7)

2. çÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ËÏÎÄÅÎÓÁÃÉÑ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÈÎÉËÏÊ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ËÏÎÄÅÎÓÁÃÉÉ ëÕÏ [9] É Ó ÅÅ ÐÏÍÏÝØÀ ÄÁÅÍ ÎÏŒÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍ ÏÂ ÁÃ- ÔÅËÓËÏÍ ÄÉÁÍÁÎÔÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÚÁÎÉÍÁÅÍÓÑ ÔÏÌØËÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ, ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÑÚÙËÏÍ ÇÒÁÆÏŒ É ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ. 2.1. ïÂÝÁÑ ÓÈÅÍÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÄŒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉ- ÇÕÒÙ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÎÁËÒÙŒÁÀÝÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÌÅÔËÕ A ÜÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ, ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ãÅÐÏÞËÏÊ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ËÌÅÔËÅ A_1 = A ÎÁ- ÚÏŒÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÏÍÉÎÏÛÅË D_1 = {A_1; A_2}, E_1 = {A_2; A_3}, D_2 = {A_3; A_4}, E_2 = {A_4; A_5}, : : : , ÇÄÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ D_1, D_2, : : : ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÁÔ ÐÅÒŒÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ, Á ÄÏÍÉÎÏÛËÉ E_1, E_2, : : : { ŒÔÏÒÏÍÕ. üÔÁ ÃÅÐÏÞËÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ Œ ÎÅÊ ÓÎÏŒÁ ÎÅ ŒÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ËÌÅÔËÁ A_1. íÙ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÃÅ- ÐÏÞËÉ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÐÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÆÉÇÕÒ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÃÅÐÏÞËÁ ÍÏÖÅÔ ÏÂÏÒŒÁÔØÓÑ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ŒÙÊÄÅÍ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÉÇÕÒ, Ô.Å. ÐÅÒŒÁÑ É ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ËÌÅÔËÁ ÃÅÐÏÞËÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÌÉÛØ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÉÇÕÒ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ÌÅÖÁÔ Œ ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÆÉÇÕÒ.

òáúâéåîéå îá äïíéîï 183

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÃÅÐÏÞËÉ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ D_1, D_2, : : : É E_1, E_2, : : : ÎÁ- ËÒÙŒÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÅÔÏË (ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÄŒÕÈ ËÒÁÊÎÉÈ). óÄŒÉÇÏÍ ËÌÅÔÏË Œ ÃÅÐÏÞËÅ ÎÁÚÏŒÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÎÁÂÏÒÁ D_i Ë ÎÁÂÏÒÕ E_i.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÓŒÑÚÎÁÑ (ÈÏÄÏÍ ÌÁÄØÉ) ËÌÅÔÞÁÔÁÑ ÆÉÇÕÒÁ F É a, b, : : : | ËÁËÉÅ-ÔÏ ÅÅ ËÌÅÔËÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ F_{a;b;:::} = F \ {a; b; : : : }.

îÁÞÎÅÍ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÄÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2.1 ÉÚ [9]), ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Œ ÓÅÂÅ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ËÏÎ- ÄÅÎÓÁÃÉÉ.

ìÅÍÍÁ 2.1. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2n × 2m É ÆÉÇÕÒ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÉÚ ÎÅÇÏ ÄŒÕÈ ÉÌÉ ÞÅÔÙÒÅÈ ÕÇÌÏŒ, ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ # a b d c · #

= # · # + # · # :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ K { ÄÁÎÎÙÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, a, b, c, d { ÅÇÏ ÕÇÌÏŒÙÅ ËÌÅÔËÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÆÉÇÕÒ K É K_{a;b;c;d}. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÃÅ- ÐÏÞËÕ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ËÌÅÔËÅ a. ïÎÁ ÍÏÖÅÔ ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ Œ ËÌÅÔËÅ b ÉÌÉ d. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÉÚ c, ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ Œ ÞÅ- ÔŒÅÒÔÏÊ ÕÇÌÏŒÏÊ ËÌÅÔËÅ É ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ Ó ÐÅÒŒÏÊ ÃÅÐÏÞËÏÊ. óÄŒÉÎÕŒ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÃÅÐÏÞËÅ (Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÁÒÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÐÁÒÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÔÉÐÏŒ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÆÉÇÕÒ K_{a;b} É K_{c;d}. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÄÏÍÉÎÏÛÅË, ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ Œ ËÌÅÔËÅ a; ÐÕÓÔØ Œ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ ÜÔÁ ËÌÅÔËÁ ÞÅÒÎÏÇÏ ÃŒÅÔÁ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÃÅÐÏÞËÁ ÍÏÖÅÔ ÚÁËÏÎ- ÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ Œ ËÌÅÔËÅ d. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ Œ c, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÇÄÁ ÃÅÐÏÞËÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÉÚ b, ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÍÏÇÌÁ ÂÙ ÎÉÇÄÅ ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ { ÃÅÐÏÞËÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ, Á ÐÕÔØ Ë d \ÏÔ- ÒÅÚÁÎ" ÐÅÒŒÏÊ ÃÅÐÏÞËÏÊ. ôÁËÖÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÎÁÛÁ ÃÅÐÏÞËÁ ËÌÅÔÏË ÚÁËÏÎ- ÞÉÔØÓÑ Œ b. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÜÔÏ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ, ÔÏ ÂÅÌÁÑ ËÌÅÔËÁ b

184 ë. ëïèáóø

ÂÙÌÁ ÂÙ ŒÔÏÒÏÊ ËÌÅÔËÏÊ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÄÏÍÉÎÏÛËÅ ÃÅÐÏÞËÉ. îÏ Œ ÎÁÛÅÊ ÃÅÐÏÞËÅ ÔÏÌØËÏ Õ ÄÏÍÉÎÏÛÅË ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ \ŒÔÏÒÁÑ" ËÌÅÔËÁ ÂÅÌÁÑ (Á Õ ÄÏÍÉÎÏÛÅË ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ \ŒÔÏÒÁÑ" ËÌÅÔËÁ ÞÅÒÎÁÑ). îÏ ËÌÅÔËÁ b ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÅÒŒÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ.

éÔÁË, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ËÌÅÔÏË ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ Œ d. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÃÅÐÏÞËÁ ËÌÅÔÏË, ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ Œ b, ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ Œ c. ðÏÍÅÎÑŒ Œ ÐÅÒ- ŒÏÊ ÃÅÐÏÞËÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÐÅÒŒÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ, É ÄÏÍÉ- ÎÏÛËÉ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ŒÔÏÒÏÍÕ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ K É ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÅÚ ÕÇÌÏŒ K_{a;b;c;d}. üÔÏ É ÅÓÔØ ÔÒÅÂÕ- ÅÍÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ.

ðÕÓÔØ T { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÆÉÇÕÒÙ F ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ v(T ) ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏ Œ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ T . ðÏÌÏÖÉÍ

AF (y) = ∑ y^{v(T )};

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÆÉÇÕÒÙ F . íÙ ŒŒÏÄÉÍ ÚÄÅÓØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ y, ÞÔÏÂÙ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÎÅ ÐÕÔÁÔØ ÜÔÕ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ (2), Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÏÊ v(T ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ÞÉÓÌÁ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÅÓÌÉ F { ÜÔÏ ÁÃÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁÍÁÎÔ ÒÁÎÇÁ n, ÔÏ AF (x) = AD(n; x^2).

ìÅÍÍÁ 2.2 ([9, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.3]). ðÕÓÔØ F { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÓŒÑÚÎÁÑ ÈÏÄÏÍ ÌÁÄØÉ ËÌÅÔÞÁÔÁÑ ÆÉÇÕÒÁ. é ÐÕÓÔØ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ÅÅ ÇÒÁÎÉÃÙ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÒÑÄ) ËÌÅÔËÉ a, b, c, d, ÐÒÉÞÅÍ Œ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÒÁÓ- ËÒÁÓËÅ ËÌÅÔËÉ a É c ÞÅÒÎÙÅ, Á ËÌÅÔËÉ b É d ÂÅÌÙÅ. ôÏÇÄÁ

#F · #F_{a;b;c;d} = #F_{a;b} · #F_{c;d} + #F_{a;d} · #F_{b;c}: (8)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÌÅÍÍÅ 2.2 ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ËÌÅÔËÉ. œÁÖÎÏ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ÆÉÇÕÒÁ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÛÁÈÍÁÔÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ (ËÌÅÔËÉ Ó ÏÂÝÅÊ ÓÔÏÒÏ- ÎÏÊ { ÒÁÚÎÏÇÏ ÃŒÅÔÁ) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÁÖÄÁÑ ÄÏÍÉÎÏÛËÁ \ÓÏÄÅÒÖÉÔ" ÏÄÎÕ ÞÅÒÎÕÀ É ÏÄÎÕ ÂÅÌÕÀ ËÌÅÔËÕ. ëÌÅÔËÉ a, b, c, d ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ; ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÃÅ- ÐÏÞËÉ ÄÏÍÉÎÏÛÅË, ŒÅÄÕÝÅÊ ÉÚ a Œ c, ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÏŒÁÌÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÀ ÃÅÐÏÞËÉ, ŒÅÄÕÝÅÊ ÉÚ b Œ d.

òáúâéåîéå îá äïíéîï 185

ìÅÍÍÁ 2.3. œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ

AF (y) · AF_{a;b;c;d}(y) = AF_{a;b}(y) · AF_{c;d}(y) + AF_{a;d}(y) · AF_{b;c}(y): (9)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÐÉÛÅÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (9), É ÒÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÅÄSSÑŒÉÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁÍÉ Œ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁ- ÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÆÉÇÕÒ F É F_{a;b;c;d}; ÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (9). ëÁË É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ 2.1, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÃÅÐÏÞËÕ ËÌÅÔÏË, ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ Ó ËÌÅÔËÉ a. ïÎÁ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ Œ ËÌÅÔËÅ b ÉÌÉ d (ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÏÓÔÉ Œ b). üÔÁ ÃÅÐÏÞËÁ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ ÆÉÇÕÒÙ F É F_{a;b;c;d} ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÓËÁÖÅÍ, F^1, F^2 É F^1_{a;b;c;d}, F^2_{a;b;c;d}, ÐÒÉÞÅÍ ÄÏÇÏŒÏÒÉÍÓÑ, ÞÔÏ d ∈ F^2, F^2 \ d = F^2_{a;b;c;d}, É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÁÍÁ ÃÅÐÏÞËÁ ÔÏÖÅ ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÉÔ ŒÔÏÒÙÍ ÞÁÓÔÑÍ. (ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÉ ÞÁÓÔÉ F^1 É F^1_{a;b;c;d} ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÐÕÓÔÙÍÉ.) ôÏÇÄÁ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÞÁÓÔÅÊ F^1 ∪ F^2_{a;b;c;d} É F^2 ∪ F^1_{a;b;c;d} ÄÁÀÔ ÎÁÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÆÉÇÕÒ F_{a;b} É F_{c;d}, Œ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË É Œ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÈ. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄ- ÎÏÞÌÅÎ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (9), É ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁÍÉ Œ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (9) ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

2.2. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ Ë ÄÉÁÍÁÎÔÁÍ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1. üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ é. âÏÇÄÁÎÏŒÕ. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ŒÅÒÓÉÀ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÓÏ- ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5), Á ÉÍÅÎÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

# · #

= # · # + # · # (10)

ðÕÓÔØ ÆÉÇÕÒÁ F ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.2 { ÜÔÏ ÁÃÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁÍÁÎÔ ÒÁÎÇÁ n+1. ïÔÍÅÔÉÍ Œ ÎÅÍ ŒÂÌÉÚÉ \ŒÅÒÛÉÎ" ËÌÅÔËÉ a, b, c, d (ÓÍ. ÒÉÓ. 1). ôÁËÏÅ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÌÅÔÏË a, b, c, d ÄÏÐÕÓÔÉÍÏ Œ ÓÉÌÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ Ë ÌÅÍÍÅ 2.2.

186 ë. ëïèáóø

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÏ- ÑŒÌÅÎÉÀ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÏÍÉÎÏÛÅË, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÓÍ. ÒÉÓ. 2.

a b

d c #F_{a;b} = # a b

= T_n :

òÉÓ. 1. òÉÓ. 2.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, #F_{a;b;c;d} = T_{n−1}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (10), ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÅÓÔØ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅ (8) ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.2. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅ (2). ëÁË É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ, ÐÕÓÔØ ÆÉÇÕÒÁ F { ÜÔÏ ÁÃÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁÍÁÎÔ ÒÁÎÇÁ n + 1 É a, b, c, d { ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ, ÓÍ. ÒÉÓ. 1. ðÏ ÌÅÍÍÅ 2.3 ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

AF (y) · AF_{a;b;c;d}(y) = AF_{a;b}(y) · AF_{c;d}(y) + AF_{a;d}(y) · AF_{b;c}(y):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ AF_{a;b}(y) = y^nAD(n; y^2), ÔÁË ËÁË ŒÄÏÌØ ÓÔÏÒÏÎÙ ab ÒÁÓ- ÐÏÌÏÖÅÎÏ n ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏ, ÓÍ. ÒÉÓ. 2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, AF_{c;d}(y) = y^nAD(n; y^2), AF_{a;d}(y) = y^{n+1}AD(n; y^2), AF_{b;c}(y) = y^{n+1}AD(n; y^2) É AF_{a;b;c;d}(y) = y^{2n}AD(n − 1; y^2). ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

y^{2n}AD(n + 1; y^2)AD(n − 1; x) = y^{2n}(1 + y^2)AD^2(n; y^2);

ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ x = y^2 ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ (6).

îÁ ÜÔÏÍ ÐÕÔÉ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.4. ïÎÏ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.4, ÐÒÉŒÅÄÅÎ- ÎÏÍÕ Œ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ 4.

òáúâéåîéå îá äïíéîï 187

2.3. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ Ë ËÒÅÐÏÓÔÑÍ ñÎÇÁ

ëÒÅÐÏÓÔØÀ ñÎÇÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÉÇÕÒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÕÀ ÒÅÛÅÔËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ Œ ÏÂÙÞÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ŒÓÅÈ ËÌÅÔÏÞÅË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËŒÁÄÒÁÔ n×n ÎÁ ÜÔÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ, ŒÏÚØÍÅÍ ÅÇÏ ÛÁÈÍÁÔÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ É ËÏ ŒÓÅÍ ÞÅÒ- ÎÙÍ ËÌÅÔËÁÍ, ÐÒÉÌÅÖÁÝÉÍ Ë ÇÒÁÎÉÃÅ, ÄÏÂÁŒÉÍ ÎÁÒÕÖÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÍÅÒÏÍ Œ ÞÅÔŒÅÒÔØ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ËÌÅÔËÉ. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ËÒÅÐÏÓÔØÀ ñÎÇÁ ÐÏÒÑÄËÁ n. œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÛÁÈ- ÍÁÔÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ËÒÅÐÏÓÔÉ ÄŒÕÈ ŒÉÄÏŒ. ðÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n ÏÎÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ (ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ÎÁ 90^∘), Á ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÒÅÐÏÓÔÉ ñÎÇÁ F_n, Á ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ n ŒÔÏÒÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ËÒÅÐÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ F^′_n.

òÉÓ. 3. ëÒÅÐÏÓÔÉ F^′_5 É F_5.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ËÒÅÐÏÓÔÅÊ ñÎÇÁ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ. œ ÄÁÎ- ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ \ÄÏÍÉÎÏ" { ÜÔÏ ÆÉÇÕÒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÙÈ ËÌÅÔÏÞÅË, Ô.Å. ÆÉÇÕÒÁ ŒÉÄÁ : ëÒÏÍÅ ÞÉÓÌÁ #F_n ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ËÒÅÐÏÓÔÉ ÎÁ \ÄÏÍÉÎÏ" ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ AF_n(x) ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ \ÄÏ- ÍÉÎÏÛÅË" Œ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ:

AF_n(x) = ∑ T x^{t(T )};

188 ë. ëïèáóø

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ËÒÅÐÏÓÔÉ F_n ÎÁ \ÄÏ- ÍÉÎÏ", Á ŒÅÌÉÞÉÎÁ t(T ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ \ÄÏÍÉÎÏ- ÛÅË" Œ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ T .

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1 (ñÎÇ [17]). ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ËÒÅÐÏÓÔÅÊ F_n ÎÁ \ÄÏ- ÍÉÎÏ" ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

#F_{2n} = 5^{n2} ; #F_{4n+1} = 5^{2n(2n+1)}; #F_{4n−1} = 2 · 5^{2n(2n−1)};

#F^′_{4n+1} = 2 · 5^{2n(2n+1)}; #F^′_{4n−1} = 5^{2n(2n−1)}:

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2. ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÞÉÓÌÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÄÌÑ ËÒÅÐÏÓÔÉ F_n ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

AF_{2n} = x^{2n2} · (4x^4 + 1)^{n2} ;

AF_{4n+1} = x^{4n(2n+1)} · (4x^4 + 1)^{2n(2n+1)};

AF_{4n−1} = 2x^{4n(2n−1)+2} · (4x^4 + 1)^{2n(2n−1)};

AF^′_{4n+1} = 2x^{4n(2n+1)+2} · (4x^4 + 1)^{2n(2n+1)};

AF^′_{4n−1} = x^{4n(2n−1)} · (4x^4 + 1)^{2n(2n−1)}:

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.2 ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ Ó ó. ìÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÌÅÍÍÅ 2.3 ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎÁ ÐÏÄÓÞÉ- ÔÙŒÁÅÔ, ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, Á ÎÅ, ÓËÁÖÅÍ, ÏÔ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÄÏÍÉÎÏ ÉÌÉ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ Œ ÃÅ- ÌÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ AF_n ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÀ ÌÅÍÍÙ 2.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÅÔËÉ a, b, c, d, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ÎÁ ÒÉ- ÓÕÎËÅ. ïÎÉ ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÉÎÃÉÐÕ: ÏÂÈÏÄÑ ÇÒÁÎÉÃÕ ËÒÅ- ÐÏÓÔÉ ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ, ÍÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ÐÅÒŒÙÊ ŒÙÓÔÕÐÁÀÝÉÊ \ÂÁÓÔÉÏÎ" É ÏÔÍÅÞÁÅÍ ÐÅÒŒÕÀ ËÌÅÔËÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÜÔÏÇÏ ÂÁÓÔÉÏÎÁ ÐÒÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ŒÎÕÔÒØ ËÒÅ- ÐÏÓÔÉ.

òáúâéåîéå îá äïíéîï 189

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏÍÉÎÏÛÅË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ŒÙÓÔÕÐÁÀÝÉÅ ÞÁÓÔÉ ÂÁÓÔÉÏÎÏŒ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. íÙ ÍÏÖÅÍ ÕÄÁÌÉÔØ ÉÚ ËÒÅ- ÐÏÓÔÉ ŒÓÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÂÁÓÔÉÏÎÙ (ÓÍ. ÒÉÓ. F_{bc}, ÇÄÅ ÜÔÉ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÚÁËÒÁÛÅÎÙ ÂÅÌÙÍ ÃŒÅÔÏÍ). ôÏÇÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÌÅÔËÉ a, b, c, d ÐÒÉÌÅÇÁÀÔ Ë ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÓÔÁŒÛÅÊÓÑ ÆÉÇÕÒÙ. õÄÁÌÅÎÉÅ ËÌÅÔÏË a, b, c, d ÉÚ ËÒÅÐÏÓÔÉ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÏÑŒÌÅÎÉÀ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏÛÅË ŒÄÏÌØ ÇÒÁÎÉÃÙ ËÒÅÐÏÓÔÉ (ÜÔÉ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÚÁËÒÁÛÅÎÙ ÔÅÍÎÏ-ÓÅÒÙÍ). ëÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÒÉÓÕÎËÁ, ÏÓÔÁŒÛÁÑÓÑ ÞÁÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ËÒÅÐÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÎÇÁ.

ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÅÓÌÉ F { ËÒÅÐÏÓÔØ ÒÁÎÇÁ k, ÔÏ Œ ÔÅÍÎÏ-ÓÅÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÉÇÕÒ F_{ab}, F_{bc}, F_{cd}, F_{ad} ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ 2k − 3 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÄÏ- ÍÉÎÏÛÅË, Á Œ ÔÅÍÎÏ-ÓÅÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÉÇÕÒÙ F_{abcd} ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÏ 4k − 8 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏÛÅË. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÞÅÔÎÙÈ k

AF_{ab}(x) = AF_{cd}(x) = x^{2k−3}AF^′_{k−1};

AF_{bc}(x) = AF_{ad}(x) = x^{2k−3}AF_{k−1};

AF_{abcd}(x) = x^{4k−8}AF_{k−2};

Á ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ k

AF_{ab}(x) = AF_{cd}(x) = AF_{bc}(x) = AF_{ad}(x) = x^{2k−3}AF_{k−1};

AF^′_{ab}(x) = AF^′_{cd}(x) = AF^′_{bc}(x) = AF^′_{ad}(x) = x^{2k−3}AF_{k−1};

AF_{abcd}(x) = x^{4k−8}AF_{k−2};

AF^′_{abcd}(x) = x^{4k−8}AF^′_{k−2}:

190 ë. ëïèáóø

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (8) ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.3, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ

AF_{2n}AF_{2n−2} = x^2(AF_{2n−1})^2 + x^2(AF^′_{2n−1})^2; (11)

AF_{2n+1}AF_{2n−1} = 2x^2(AF_{2n})^2; (12)

AF^′_{2n+1}AF^′_{2n−1} = 2x^2(AF_{2n})^2: (13)

éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ AF_1 = 2x^2, AF^′_1 = 1 É AF_2 = x^2(4x^4 + 1), ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ.

2.4. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ Ë ÁÃÔÅËÓËÉÍ ÐÏÄÚÅÍÅÌØÑÍ

áÃÔÅËÓËÏÅ ÐÏÄÚÅÍÅÌØÅ P_n | ÜÔÏ ÆÉÇÕÒÁ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ G_2, ÉÚÏÂÒÁ- ÖÅÎÎÁÑ ÎÁ ÒÉÓ. 10 ÓÌÅŒÁ ÓŒÅÒÈÕ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÇÉÐÏÔÅÚÅ ðÒÏÐÐÁ, ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ 13^k ÉÌÉ 2 · 13^k. üÔÁ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ þÕËÕ (ÓÍ. [14]) ŒÍÅÓÔÅ Ó ÕÔÏÞÎÅÎÉÅÍ Ï ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ þÕËÕ ÔÅÈÎÉËÏÊ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ËÏÎÄÅÎÓÁÃÉÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

AP_n(x) = ∑ T x^{ot(T )}y^{etu(T )}z^{etd(t)};

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ, ot(T ) { ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÏÍÉÎÏÛÅË Œ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ T , ÉÍÅÀÝÉÈ ŒÉÄ ÔÕÐÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ, etu(T ) { ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÏÍÉÎÏÛÅË Œ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ T , ÉÍÅÀÝÉÈ ÆÏÒÍÕ ÒÁŒÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ ŒŒÅÒÈÕ, etd(T ) { ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÏÍÉÎÏÛÅË Œ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ T , ÉÍÅÀÝÉÈ ÆÏÒÍÕ ÒÁŒÎÏÓÔÏÒÏÎ- ÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ ŒÎÉÚÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.3 (þÕËÕ [14]). ðÕÓÔØ

H = x^6 + 3x^4yz + 3x^2y^2z^2 + y^3z^3 + 2x^3 + 2xyz + 1:

ôÏÇÄÁ AP_0 = 1, AP_1 = x^2 + yz, AP_2 = x^2yzH, AP_3 = x^6(yz)^3H^3, AP_4 = x^{10}(yz)^7(x^2 + yz)H^5, AP_5 = x^{16}(yz)^{12}H^8 É ÐÒÉ n ≥ 5 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

AP_{n+1} = x^{8n−16}(yz)^{8n−10}H^{4n−8}AP_{n−5}:

îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÞÉÓÌÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ. îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÌÉÚËÉÈ ÐÏ ÆÏÒÍÅ

òáúâéåîéå îá äïíéîï 191

ÆÉÇÕÒ { Q_n, R_n, S_n É U_n (ÒÉÓ. 11{14). óŒÅÔÌÏ-ÓÅÒÙÍ ÃŒÅÔÏÍ ÚÁËÒÁ- ÛÅÎÙ ÕÞÁÓÔËÉ, ÚÁÍÏÝÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ËÒÁÅŒÙÍÉ ÜÆÆÅËÔÁÍÉ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 2.2. þÅÔÙÒÅ ÕÄÁÌÑÅÍÙÅ ËÌÅÔËÉ ÚÁËÒÁÛÅÎÙ ÔÅÍÎÙÍ ÃŒÅÔÏÍ. õÄÁÌÅÎÉÅ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÏÑŒÌÅÎÉÀ ÎÏŒÙÈ ÚÏÎ, ÚÁÍÏÝÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÄÏÍÉÎÏÛËÉ Œ ÎÉÈ ÐÒÏÒÉÓÏŒÁÎÙ ÖÉÒÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ. ëÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÒÉÓÕÎËÏŒ, ÏÓÔÁŒ- ÛÉÅÓÑ ÎÅÚÁÍÏÝÅÎÎÙÍÉ ÞÁÓÔÉ ÆÉÇÕÒ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÆÉÇÕÒÕ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÔÉÐÏŒ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅËÕÒ- ÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÇÉÐÏÔÅÚÙ ðÒÏÐÐÁ (ÒÉÓ. 10{14):

#P_n#P_{n−2} = #P^2_{n−1} + #Q^2_{n−1};

#Q_n#Q_{n−2} = #Q^2_{n−1} + #P_{n−1}#R_{n−1};

#R_n#P_{n−1} = #Q_n#Q_{n−1} + #S^2_{n−1}; #S_n#P_{n−1} = #P_n#S_{n−1} + #Q_n#U_{n−1};

#U_n#U_{n−2} = #S^2_{n−1} + #U^2_{n−1}:

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.3 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÐÒÏÄÅÌÁÎÎÙÈ ÎÁ- ÂÌÀÄÅÎÉÊ, ÅÓÌÉ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÓËÏÌØËÏ ÉÍÅÎÎÏ ÄÏÍÉÎÏÛÅË ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉÐÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÐÒÉÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÚÏÎÙ ÐÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ËÌÅÔÏË, ÐÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÐÒÉ ŒÙŒÏÄÅ ÓÏ- ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (11){(13).

3. ðÅÒÅËÌÁÄÙŒÁÎÉÑ

3.1. ïÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÐÅÒÅËÌÁÄÙŒÁÎÉÊ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÒÏÐÐÁ [11]

a c e g : : :

b d f : : :

h k : : :

‘ : : :

: : :

(14)

ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÊ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ \ÒÏÍÂÉË", ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ w x y z wz = xy + 1: (15)

192 ë. ëïèáóø

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ ÐÅÒŒÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉ- ÎÉÃ, Á ŒÔÏÒÁÑ { ÉÚ ÄŒÏÅË. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ÞÉÓÌÁ Œ n-Ê ÓÔÒÏËÅ ÏÄÉÎÁ- ËÏŒÙ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ f_{2n−2}, É ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

f_{2n+2}f_{2n−2} = f^2_{2n} + 1: (16)

ïÔÓÀÄÁ f_0 = 1, f_2 = 2, f_4 = 5, f_6 = 13, : : : õÚÎÁÅÔÅ? üÔÏ ÞÉÓÌÁ æÉÂÏ- ÎÁÞÞÉ. íÙ ÄÁÄÉÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ðÒÏÐÐÁ.

ìÅÍÍÁ 3.1. þÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (16).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ (ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ) ÐÁ- ÒÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2 × 2n ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ, Á ÔÁËÖÅ ÐÁÒÙ, ÓÏ- ÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2 × (2n + 2) É ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÐÒÑ- ÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2 × (2n − 2). ðÒÉÍÅÒ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ É ÕÄÏÂÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ŒÚÁÉ- ÍÏÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÁÒÙ ÐÏËÁÚÁÎÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ (16) ÏÐÉÛÅÍ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÐÁÒ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕ- ÅÔÓÑ ÄÏÂÁŒÉÔØ Œ ÐÅÒŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÄÉÎ ÌÉÛÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ). óÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÔÁË. åÓÌÉ Œ ÎÉÖÎÅÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ ÐÅÒŒÏÊ ÐÁÒÙ ÅÓÔØ \ÛÏŒ", ÏÔÒÅÚÁÀÝÉÊ ÐÒÁŒÙÊ ÂÌÏË 2 × 2 (Ô.Å. ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÂÌÏË ÚÁÍÏÝÅÎ ÄŒÕÍÑ ÃÅÌÙÍÉ ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍÉ), ÍÙ ÐÅÒÅÄŒÉÎÅÍ ÜÔÏÔ ÂÌÏË ŒŒÅÒÈ, \ÐÒÉ- ËÌÅÉŒ" Ë ŒÅÒÈÎÅÍÕ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÕ. üÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ŒÙÛÅ.

åÓÌÉ ÖÅ ÛŒÁ ÎÅÔ, Ô.Å. ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ŒÎÉÚ ÐÒÁŒÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ŒÅÒÈÎÅÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÚÒÅÚÁÅÔ Œ ÎÅÍ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÄÏÍÉÎÏÛËÕ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÏ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÓÅ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÉÉ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ Œ ŒÅÒÈÎÅÍ ÐÒÑÍÏ- ÕÇÏÌØÎÉËÅ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÎÅ ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÏÊ ÛÏŒ, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ŒÎÉÚ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÛÏŒ É Œ ÎÉÖÎÅÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÛÏŒ ÎÁÊÄÅÔÓÑ (Œ ËÒÁÊÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÈÏÄÉÔØ ÐÏ ÌÅŒÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÎÉÖÎÅÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ). îÁÊÄÑ ÛÏŒ, ÍÙ ÏÔÒÅÚÁÅÍ ÐÏ ÎÅÍÕ ÞÁÓÔÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÐÒÁŒÅÅ, É ÍÅÎÑÅÍ ÉÈ ÍÅÓÔÁÍÉ.

òáúâéåîéå îá äïíéîï 193

↕

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ: ÍÙ ÐÒÏÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÎÉÖÎÉÊ ÐÒÑ- ÍÏÕÇÏÌØÎÉË 2 × (2n − 2), ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÒÁŒÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ É ÄŒÉÇÁÑÓØ ŒÌÅŒÏ, Œ ÐÏÉÓËÁÈ ÐÅÒŒÏÇÏ ÖÅ ÛŒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÚÒÅÚÁÅÔ ÏÂÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÍÅÎÑÅÍ ÍÅÓÔÁÍÉ ÏÔÒÅÚÁÎÎÙÅ ÞÁÓÔÉ. ôÁËÏÇÏ ÛŒÁ ÎÅ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÌÉÛØ Œ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÏËÁÚÁÎÎÏÍ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏÂÁŒÉÔØ Œ ÐÅÒŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÉÛ- ÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

3.2. üÆÆÅËÔ ÌÏÒÁÎÏŒÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ \ÒÏÍÂÉËÁ" œÏÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ [11]. óÎÏŒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉË ðÒÏÐÐÁ (14). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÓÔÒÏË { ÜÔÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÏË { ÜÔÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÎÉÈ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (15). îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ‘ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ (14) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

‘ = hk + 1 d = bd+1

c ·^{df +1}_e + 1 d (17)

= bc^{−1}de^{−1}f + c^{−1}e^{−1}f + c^{−1}d^{−1}e^{−1} + bc^{−1}e^{−1} + d^{−1}:

ôÅÐÅÒØ ŒÙÐÉÛÅÍ ŒÓÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2 × 4 ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ É ÐÒÏÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ:

1) ÄÏÂÁŒÉÍ Ë ËÁÖÄÏÊ ËÏÒÏÔËÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÇÏÒÉÚÏÎ- ÔÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË;

2) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÚÌÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ÓÒÅÄÎÅÊ ÌÉÎÉÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÁÐÉÛÅÍ ÅÇÏ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ:

194 ë. ëïèáóø

ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÕÚÌÅ, ÍÉÎÕÓ 3;

3) ŒÏÚØÍÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ 5 ÞÉÓÅÌ Œ ËÁÞÅ- ÓÔŒÅ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÓÔÅÐÅÎÅÊ Õ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ b, c, d, e, f Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ b^∗c^∗d^∗e^∗f^∗.

1 −1 1 −1 1 0 −1 0 −1 1 0 −1−1−1 0 1 −1 0 −1 0 0 0 −1 0 0

bc^{−1}de^{−1}f c^{−1}e^{−1}f c^{−1}d^{−1}e^{−1} bc^{−1}e^{−1} d^{−1}

óÒÁŒÎÉÔÅ ÔÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ, Ó ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (17).

ìÅÍÍÁ 3.2. îÁÂÌÀÄÅÎÉÑ, ÐÒÏÄÅÌÁÎÎÙÅ ŒÙÛÅ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÆÁË- ÔÏÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ:

1) òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (14) ÓÕÔØ ÓÕÍÍÙ ÏÄÎÏ- ÞÌÅÎÏŒ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ { ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ ÓÔÅÐÅÎÉ ±1 ÉÌÉ 0. œÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Œ ÓÕÍÍÅ ÒÁŒÎÙ 1.

2) ïÄÎÏÞÌÅÎÙ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÀ ÉÚ (n + 2)-Ê ÓÔÒÏËÉ, ÎÁÈÏ- ÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ ÐÒÑÍÏ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ 2 × 2n ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÐÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË

˘ b d f : : :

a c e g : : :

h k ‘ : : :

p q : : :

r : : :

ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ a, b, c, d, e, f, g, : : : , ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÅ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (15), Á Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÉ- ÓÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ n = 4. ðÏÌØÚÕÑÓØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅÍ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ 3.1, ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ \ÒÏÍÂÉËÁ" kr = pq + 1. ëÁÖÄÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÉ { ÓÕÍÍÁ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÙÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ kr, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÂÒÁÔØ ŒÓÅ ÐÁÒÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ- ÎÉËÏŒ 2 × 4, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÁÒÙ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ, Á ÐÏÔÏÍ ÓÌÏÖÉÔØ ŒÓÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ pq. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÍÙ

òáúâéåîéå îá äïíéîï 195

ÄÏÌÖÎÙ ÂÒÁÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ, Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ŒÎÉÚÕ ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ ÐÒÉÍÅÒÙ ÐÁÒ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, Á ÓÎÉÚÕ ÐÏÄÐÉÓÁÎÙ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÅ, \ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ" ÚÁ ËÁÖÄÕÀ ŒÅÒÔÉËÁÌØ.

a b c d e f g a b c d e f g

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÉÚ ÌÅÍ- ÍÙ 3.1 ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÐÁÒÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÒÁŒ- ÎÙÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ. üÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÐÒÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ ÍÙ ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÍÅ- ÎÑÅÍ ÍÅÓÔÁÍÉ ÐÏ ŒÅÒÔÉËÁÌÉ (!) ËÕÓËÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÍÍÙ ÒÅ- ÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÅÍÙÈ ÕÚÌÏŒ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÔÉ- ËÁÌÉ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ, ÎÁ ÛŒÅ), Á ÔÏÌØËÏ ÜÔÉÍ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ ÏÄÎÏÞÌÅÎÅ.

ðÏÌÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ðÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓ- ÓÕÖÄÅÎÉÅ ÏÂÏÓÎÏŒÙŒÁÅÔ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ.

3.3. äŒÕÍÅÒÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÐÅÒÅËÌÁÄÙŒÁÎÉÊ

úÄÅÓØ ÍÙ Ë ÉÄÅÅ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ËÏÎÄÅÎÓÁÃÉÉ ÄÏÂÁŒÌÑÅÍ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ- ŒÁÎÉÅ ÞÁÓÔÅÊ ÆÉÇÕÒ, ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍ ÏÂ ÁÃÔÅËÓËÏÍ ÄÉÁÍÁÎÔÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÃÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁÍÁÎÔ ÒÁÎÇÁ n + 1. õÄÁ- ÌÑÑ ÄŒÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÁ ËÌÅÔÏË, ÉÄÕÝÉÈ ŒÄÏÌØ ÅÇÏ ÐÒÁŒÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ É ÌÅŒÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÎÅÇÏ ÁÃÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁ- ÍÁÎÔ ÒÁÎÇÁ n. îÁÚÏŒÅÍ ÜÔÏÔ ÄÉÁÍÁÎÔ ÒÁÎÇÁ n ÎÉÖÎÉÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ŒÅÒÈÎÉÊ, ÌÅŒÙÊ É ÐÒÁŒÙÊ ÄÉÁÍÁÎÔÙ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÄÉÁÍÁÎÔÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÄÉÁÍÁÎÔ ÒÁÎÇÁ n − 1 (ÒÉÓ. 4).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÁÒ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÒÁÚÂÉÅ- ÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n É ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÄ- ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n − 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÁÒÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ŒÅÒÈÎÅÇÏ É ÎÉÖÎÅÇÏ ÐÏÄ- ÄÉÁÍÁÎÔÏŒ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n, Á ÔÁËÖÅ ÐÁÒÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÌÅŒÏÇÏ É ÐÒÁŒÏÇÏ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÏŒ.

196 ë. ëïèáóø

; ; ; ;

;

òÉÓ. 4. áÃÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁÍÁÎÔ É ÅÇÏ ÐÒÁŒÙÊ, ÌÅŒÙÊ, ÎÉÖÎÉÊ, ŒÅÒÈÎÉÊ É ÃÅÎ- ÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÙ.

A = ; ;

B = ; ; ; (18)

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ A É B.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A Œ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ B. œÏÚØÍÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, Ô.Å. ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n É ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n − 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ Ë ÎÉÖÎÅÊ \ŒÅÒÛÉÎÅ" ÍÅÎØ- ÛÅÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÐÒÉÌÅÇÁÅÔ ÂÌÏË ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ŒÉÄÁ . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÓÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÐÒÉÌÅÇÁÀÝÉÅ Ë ÎÉÖÎÅÍÕ ËÒÁÀ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏ. ôÏÇÄÁ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÐÁÒÕ ÒÁÚÂÉ- ÅÎÉÊ ŒÅÒÈÎÅÇÏ É ÎÉÖÎÅÇÏ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÏŒ. ïÔÏÄŒÉÎÅÍ Œ ÓÔÏÒÏÎÕ ŒÓÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÐÒÉÌÅÇÁÀÝÉÅ Ë ÎÉÖÎÅÍÕ ËÒÁÀ, Á ÓÁÍÕÀ ÌÅŒÕÀ É ÓÁÍÕÀ ÐÒÁŒÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ŒÏÏÂÝÅ ÕÄÁÌÉÍ. õ ÎÁÓ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ŒÅÒÈÎÅÇÏ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n−1. á ÏÔÏÄŒÉÎÕÔÙÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÏÂSSÅÄÉÎÉÍ Ó ÃÅÎ- ÔÒÁÌØÎÙÍ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÏÍ ÒÁÎÇÁ n − 2, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÉÖÎÅÇÏ

òáúâéåîéå îá äïíéîï 197

ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n − 1.

+ = + (19)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Ë ÌÅŒÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÐÒÉÌÅÇÁÅÔ ÂÌÏË .

äÏÐÕÓÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÎÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÕÖÅ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÍÕ ÔÉÐÕ, Ô.Å. ŒÄÏÌØ ÌÅŒÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ŒÓÔÒÅ- ÞÁÀÔÓÑ É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ, É ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ ÎÁ ÌÅŒÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÕÀ ËÌÅÔËÕ, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÎÅÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ- ŒÁÎÙ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ, Á ÐÏ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ { ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÁÑ ËÌÅÔËÁ ÅÓÔØ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ ÅÝÅ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÄÉÁÍÁÎÔÁ. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎ ÐÒÉÍÅÒ Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ, ÏÎÉ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÂÕËŒÁÍÉ a, b, c, d.

b a d c

ðÕÓÔØ a_1 = a { ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÁÑ ËÌÅÔËÁ ÎÁ ÌÅŒÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ. ëÁË É Œ ÌÅÍÍÅ 2.1, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÄÏÍÉÎÏÛÅË, ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ Ó ËÌÅÔËÉ a_1. üÔÁ ÃÅÐÏÞËÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ Œ ËÌÅÔËÅ c, ÞÔÏ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÉ. úÎÁÞÉÔ, ÏÎÁ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ Œ ËÌÅÔËÅ b ÉÌÉ d, ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ Œ d (ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ a_{12} = d). ôÏÇÄÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉÃÁ ËÌÅÔÏË ÃÅÐÏÞËÉ ÅÓÔØ ÌÏÍÁÎÁÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÒÁÓÓÅËÁÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ Œ ÏÂÏÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÈ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÅÌÉÔ ÍÁÌÙÊ ÄÉÁÍÁÎÔ ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ. îÁÚÏŒÅÍ ÜÔÕ ÌÏÍÁÎÕÀ ÒÁÚÒÅÚÏÍ ÍÁÌÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ.

198 ë. ëïèáóø

a_1 a_2 a_3 a_4 a_5 a_6 a_7 a_8 a_9 a_{10}a_{11} a_{12} • • a_1 a_2 a_3 a_4 a_5 a_6 a_7 a_8 a_9 a_{10}a_{11} a_{12} • •

ôÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁÚÒÅÚ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ. õÂÅÒÅÍ ÉÚ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÓÁÍÕÀ ÌÅŒÕÀ É ÓÁÍÕÀ ÐÒÁŒÕÀ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ É ÄÏÐÏÌÎÉÍ ÒÁÚ- ÒÅÚ ÍÁÌÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ (ÐÕÎËÔÉÒÎÁÑ ÌÉÎÉÑ) ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÇÒÁÎÉÃÙ ÎÉÖ- ÎÉÈ ÓÔÏÒÏÎ ÍÁÌÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ (ÖÉÒÎÁÑ ÌÉÎÉÑ), ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ ÒÁÚ- ÒÅÚ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ (ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÅÝÅ ÄŒÁ ÏÔÒÅÚËÁ, ÐÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÖÉÒÎÙÍ ÐÕÎËÔÉÒÏÍ).

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÏÂÁ ÄÉÁÍÁÎÔÁ É ÐÏÍÅÎÑÔØ ÏÔÒÅÚÁÎÎÙÅ ÎÉÖÎÉÅ ÞÁÓÔÉ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ŒÅÒÈÎÅÇÏ É ÎÉÖÎÅÇÏ ÄÉÁÍÁÎ- ÔÏŒ.

òáúâéåîéå îá äïíéîï 199

+ =

= +

œ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÃÅÐÏÞËÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÉÚ ËÌÅÔËÉ a_1, ÚÁËÏÎÞÉÌÁÓØ ÂÙ Œ b, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÁÒÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÌÅŒÏÇÏ É ÐÒÁŒÏÇÏ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÏŒ.

éÔÁË, ÍÙ ÏÐÉÓÁÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÒÁÚÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ A ÒÁÚÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B. ïÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

ïÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÔÁË. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÁÒÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÓËÁÖÅÍ, ÌÅ- ŒÏÇÏ É ÐÒÁŒÏÇÏ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÏŒ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÌÙÊ ÄÉÁÍÁÎÔ, ÑŒÌÑÀ- ÝÉÊÓÑ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ. åÓÌÉ Ë ÎÉÖÎÅÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÎÉÖÎÅÇÏ ÐÏÄÄÉÁ- ÍÁÎÔÁ ÐÒÉÌÅÇÁÅÔ ÂÌÏË , ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ, ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÓÌÕ- ÞÁÀ (19). åÓÌÉ ÖÅ ÔÁËÏÇÏ ÂÌÏËÁ ÎÅÔ, ÎÁÞÎÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÃÅÐÏÞËÕ ËÌÅÔÏË, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÃÅÐÏÞËÅ a_i. ðÅÒŒÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÒÁÚÂÉÅ- ÎÉÅ ÎÉÖÎÅÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ, ŒÔÏÒÙÍ { ŒÅÒÈÎÅÇÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÅ ËÌÅÔËÉ, ÐÒÉÌÅÇÁÀÝÉÅ Ë ÎÉÖÎÉÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÎÉÖÎÅÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ (ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÐÒÉÌÅÇÁÀÝÉÅ Ë ÎÉÖÎÅÍÕ ËÒÁÀ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÙ ÇÏÒÉ- ÚÏÎÔÁÌØÎÏ, ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÊ ÎÁÚÎÁÞÉÍ ŒÅÒÈÎÀÀ ÉÚ ÄŒÕÈ ËÌÅÔÏË Œ ÓÁÍÏÍ ÌÅŒÏÍ É Œ ÓÁÍÏÍ ÐÒÁŒÏÍ ÒÑÄÕ); ÐÕÓÔØ a_1 { ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÁÑ ËÌÅÔËÁ ÎÁ ÌÅŒÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ, É ÐÕÓÔØ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÞÅÒÎÏÇÏ ÃŒÅÔÁ (ÐÒÉ ÛÁÈ- ÍÁÔÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ). ãÅÐÏÞËÁ ËÌÅÔÏË Ó ÎÁÞÁÌÏÍ a_1 ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ ÍÙ ÏËÁÖÅÍÓÑ ŒÎÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ É ŒÔÏÒÏÇÏ

200 ë. ëïèáóø

ÄÉÁÍÁÎÔÏŒ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ËÌÅÔËÁ Œ ÜÔÏÊ ÃÅÐÏÞËÅ ÂÕÄÅÔ \ŒÔÏÒÏÊ" ËÌÅÔËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ. åÓÌÉ ÜÔÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÁ ÉÚ ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚ- ÂÉÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÅ ŒÔÏÒÁÑ ËÌÅÔËÁ ÞÅÒÎÁÑ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÎÁ ÐÒÏÔÉ- ŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÄÉÁÍÁÎÔÏŒ. üÔÏÇÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÌÁÓÔØ ÓÎÉÚÕ ÏÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË, ÈÏÔÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÂÉÔÁ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÐÅÒŒÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÁ { ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, É ÐÒÉŒÅÌÁ ÏÎÁ ÎÁÓ ÎÁ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÕÀ ËÌÅÔËÕ ÐÒÁŒÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÞÔÏ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ, É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. äÁÌØÛÅ ÒÅÖÅÍ, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÍ { É ÇÏÔÏŒÏ. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁ- ÚÁÎÁ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÒÁÚÕ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5).

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1 ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÆÆÅËÔ ÌÏÒÁÎÏŒÏÓÔÉ ÄÌÑ ÐÉÒÁÍÉÄÙ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÏËÔÁÜÄÒÁ, ÓÍ. [11, 15].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.2. ðÒÏŒÅÒÑÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (6). ðÕÓÔØ T_1 É T_2 { ÄŒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n. ðÕÓÔØ ÂÉÅËÃÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1 ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÐÁÒÅ (T_1; T_2) ∈ B, ÐÏÎÉÍÁÅÍÏÊ ËÁË ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ŒÅÒÈÎÅÇÏ É ÎÉÖÎÅÇÏ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÏŒ, ÐÁÒÕ (U_1; U_2) ∈ A, É ÐÕÓÔØ ÜÔÏÊ ÖÅ ÐÁÒÅ (T_1; T_2) ∈ B, ÐÏÎÉÍÁÅÍÏÊ ËÁË ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÌÅŒÏÇÏ É ÐÒÁŒÏÇÏ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÏŒ, ÓÔÁŒÉÔÓÑ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÐÁÒÁ (U_3; U_4) ∈ A. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ U_3 É U_4 ÓÏÄÅÒÖÁÔ ŒÍÅÓÔÅ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ŒÅÒ- ÔÉËÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏÛÅË, ÓËÏÌØËÏ É ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ T_1 É T_2, Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ U_1 É U_2 ÓÏÄÅÒÖÁÔ ŒÍÅÓÔÅ ÎÁ ÄŒÅ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ T_1 É T_2. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÂÉÅËÃÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÐÅÒÅËÌÁÄÙŒÁÎÉÉ ÞÁÓÔÅÊ ÄÉÁÍÁÎÔÁ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ, ÉÚÍÅÎÑÀÝÅÊ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏ, ÂÙÌÏ \ÏÔÒÅÚÁÎÉÅ" ÄŒÕÈ ÕÇÌÏŒÙÈ ÄÏÍÉÎÏÛÅË, ËÏÇÄÁ ÍÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÉ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÄÌÑ ŒÅÒÈÎÅÇÏ É ÎÉÖÎÅÇÏ ÐÏÄÄÉÁ- ÍÁÎÔÏŒ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÞÔÏ ÄŒÕÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁÍ x^{v(U1 )}x^{v(U2 )} + x^{v(U3 )}x^{v(U4 )} ÉÚ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (2) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÁÛÅÊ ÂÉÅËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÄŒÁ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ x^{v(T1 )}x^{v(T2 )} + x · x^{v(T1 )}x^{v(T2 )} ÉÚ ÐÒÁ- ŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (6).

4. òÁÎÇ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÎÇÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÍÙ ÎÁÚŒÁÌÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ

òáúâéåîéå îá äïíéîï 201

ÓÄÅÌÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÇÏÒÉÚÏÎ- ÔÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏ. úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ, ÎÅ ÔÒÅÂÕÀÝÉÊ ÒÁÚÂÉÒÁÔÅÌØÓÔŒÁ, ÞÔÏ É Œ ËÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÅÒÅËÌÀÞÁÔØ.

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÒÅÂÒÏÍ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ÉÌÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅ- ÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÕÚÌÙ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ëÁÖÄÏÅ ÄÏ- ÍÉÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ. ëÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ, ÌÅÖÁÝÅÍÕ ŒÎÕÔÒÉ ÄÉÁÍÁÎÔÁ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ { \ŒÅÓ", Á ËÁÖÄÏÍÕ ÒÁÚ- ÂÉÅÎÉÀ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ŒÅÓ ÒÅÂÅÒ, ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÉÈÓÑ ŒÎÕÔÒÉ ÄÏÍÉÎÏÛÅË ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÄÂÅÒÅÍ ŒÅÓÁ ÔÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÑ ÉÚÍÅÎÑÌÁ ŒÅÓ ÐÏ- ËÒÙÔÉÑ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ŒÅÌÉÞÉÎÕ (Õ ÎÁÓ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ 2).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ÓÈÅÍÁ ŒÅÓÏŒ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ŒÅÓÏŒÏÊ ÓÈÅÍÙ Œ [5], ÇÄÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓŒÏÅ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÅ ŒÅÓÏŒ.

òÉÓ. 5. ðÏÄÓÞÅÔ ÒÁÎÇÏŒ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ŒÅÓÏŒ ÒÅÂÅÒ.

îÁÂÏÒ ŒÅÓÏŒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÜÔÏÍÕ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÀ, ÐÒÉŒÅÄÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 5: ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÂÒÁ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÉÍÅÀÔ ŒÅÓ 1; ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÂÒÁ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ k ÏÔ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ- ÎÏÊ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÉÍÅÀÔ ŒÅÓ 2k; ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÒÅÂÒÁ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏ-

202 ë. ëïèáóø

ÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ŒÅÒÈÎÉÊ ËÏÎÅÃ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÒÁÚÎÏÊ ÞÅÔ- ÎÏÓÔÉ (ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ { Œ ÃÅÎÔÒÅ ÄÉÁÍÁÎÔÁ), ÐÏÌÕÞÁÀÔ ŒÅÓ 0, ÏÎÉ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÓÐÌÏÛÎÏÊ ÌÉÎÉÅÊ ÂÅÚ ÐÏÍÅÔÏË; ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÂÒÁ ÉÍÅÀÔ ŒÅÓ 4k − 2, ÇÄÅ k { y-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ŒÅÒÈÎÅÇÏ ËÏÎÃÁ ÒÅÂÒÁ. œ ÎÉÖ- ÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÅ ŒÅÓÏŒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ŒÅÒÈÎÅÊ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÇÄÅ ÂÙ ÎÉ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÌÓÑ ËŒÁÄÒÁÔ 2 × 2, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÅ- ÒÅËÌÀÞÅÎÉÅ, ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ŒÅÓÁ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÒÁŒÎÏ 2.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÔËÁ ÎÁ ÒÉÓ. 5 ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÓÅÂÑ ÐÒÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ- ÎÏÍ ÓÄŒÉÇÅ ÎÁ 2. íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÄÉÁ- ÍÁÎÔÁ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÄŒÁ ÅÇÏ ÓÁÍÙÈ ÌÅŒÙÈ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÒÅÂÒÁ ÉÍÅÀÔ ŒÅÓ 2.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.1 ([1]). ðÒÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÒÁÚÍÅÔËÏÊ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÒÉÓ. 5, ÒÁÎÇ ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ÐÏÌÕÓÕÍÍÅ ŒÅÓÏŒ ÒÅÂÅÒ, ÌÅÖÁÝÉÈ ŒÎÕÔÒÉ ÄÏÍÉÎÏÛÅË ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁ- ÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ ÄÏÍÉÎÏÛËÕ, ÔÏ ÚÁ ÏÄÎÏ ÐÅ- ÒÅËÌÀÞÅÎÉÅ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÐÏËÒÙÔÉÀ ÂÏÌØÛÅÇÏ ŒÅÓÁ.

éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ n { ÒÁÎÇÕ ÄÉÁÍÁÎÔÁ. âÁÚÁ n = 1, 2 ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏ- ÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ.

ûÁÇ ÉÎÄÕËÃÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÏÍÉÎÏ, ÐÒÉÌÅÇÁÀÝÉÅ Ë ËÒÁÀ ÄÉÁ- ÍÁÎÔÁ. åÓÌÉ ŒÓÅ ÏÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ, ÔÏ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ \ÒÁÍËÕ", ŒÎÕÔÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ÍÁÌÙÊ ÄÉÁÍÁÎÔ ÒÁÎÇÁ n − 2 (ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÒÁÍËÁ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÁ ÉÚ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÍÙ ÓÒÁÚÕ \ÐÅÒÅËÌÀÞÉÍ" ÄŒÅ ËÒÁÊÎÉÅ ÌÅŒÙÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ { ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÉÈ ŒÅÓ ÕŒÅÌÉÞÉÔÓÑ ÎÁ 2). ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅ- ÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ŒÎÕÔÒÉ ÍÁÌÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÅ, ÐÏŒÙÛÁÀÝÅÅ ÏÂÝÉÊ ŒÅÓ.

åÓÌÉ ÎÅ ŒÓÅ ÄÏÍÉÎÏ, ÐÒÉÌÅÇÁÀÝÉÅ Ë ËÒÁÀ, ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÎÁ- ÐÒÁŒÌÅÎÉÅ, ÔÏ ÇÄÅ-ÔÏ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ \ÓÔÙË" ŒÒÏÄÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÏËÏÌÏ ÔÏÞËÉ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÏÍÉÎÏ D_1, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ A { ŒÅÒÈÎÑÑ ÌÅŒÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ. åÓÌÉ ÏÎÏ ÒÁÓÐÏ-

òáúâéåîéå îá äïíéîï 203

ÌÏÖÅÎÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ, ÔÏ, ÐÅÒÅËÌÀÞÁÑ ÄŒÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ A, ÍÙ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÕŒÅÌÉÞÉÍ ÏÂÝÉÊ ŒÅÓ.

A• B• C•

äÏÐÕÓÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÄÏÍÉÎÏ D_1 ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏ. åÇÏ ÐÒÁŒÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ŒÅÒÛÉÎÕ ÎÁÚÏŒÅÍ B. åÓÌÉ ÄÏÍÉÎÏ D_2, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ B { ÌÅŒÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ŒÅÒÛÉÎÁ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏ, ÔÏ, ÐÅÒÅËÌÀÞÁÑ ÄŒÁ ÄÏÍÉÎÏ ÓÎÉÚÕ ÏÔ B, ÍÙ ÏÐÑÔØ ÓÍÏÖÅÍ ÕŒÅÌÉÞÉÔØ ÏÂÝÉÊ ŒÅÓ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÐÕÓÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÄÏÍÉÎÏ D_2 ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ. åÇÏ ÌÅ- ŒÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ŒÅÒÛÉÎÕ ÎÁÚÏŒÅÍ C É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÞÅÒÅÄÎÏÅ ÄÏÍÉÎÏ D_3, ÌÅŒÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ { C. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÈÏÄÉÔØ ŒÓÅ ÎÏŒÙÅ ÄÏÍÉÎÏ, ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÀ ÏÂ- ÝÅÇÏ ŒÅÓÁ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÉÁÍÁÎÔÁ!). ëÏÇÄÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÃÅ- ÐÏÞËÁ ÔÁËÉÈ ÄÏÍÉÎÏ ÄÏÊÄÅÔ ÄÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÄÉÁÍÁÎÔÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÏÞÅÒÅÄÎÏÅ ÄÏÍÉÎÏ ŒÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÄÉÁ- ÍÁÎÔÁ, ÞÅÇÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ.

éÔÁË, ÅÓÌÉ Œ ÐÏËÒÙÔÉÉ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÅ ÄÏÍÉÎÏ, ÔÏ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÑ ŒÅÓ ÜÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕŒÅÌÉÞÅÎ ÎÁ 2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ Œ ÄÉÁÍÁÎÔÅ ÅÓÔØ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÅ ÄÏÍÉÎÏ, ÔÏ ÏÄÎÉÍ ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ŒÅÓ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÎÁ 2. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÏÏÂÝÅ ÌÀÂÏÅ ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÅ ÍÅÎÑÅÔ ŒÅÓ ÎÁ 2, ÍÙ ÚÁ- ËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ŒÅÓ ÉÍÅÅÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ŒÅÓ ÉÍÅÅÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ, ÓÏÓÔÏ- ÑÝÅÅ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏ, Á ÒÁÎÇ ÒÁŒÅÎ ÐÏÌÕÓÕÍÍÅ ŒÅÓÏŒ ÄÏÍÉÎÏÛÅË ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÎÇ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏ, É ÜÔÏÔ ÒÁÎÇ ÒÁŒÅÎ^1_6 n(n + 1)(2n + 1).

éÍÅÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅÍ/ÕÂÙŒÁÎÉÅÍ ÒÁÎÇÁ É

204 ë. ëïèáóø

ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÁ 2 × 2, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏÉÓÈÏ- ÄÉÔ ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÅ. îÁ ÒÉÓ. 5 ÕÚÌÙ ÓÅÔËÉ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÞÅÒÎÙÍÉ É ÂÅÌÙÍÉ ËÒÕÖÏÞËÁÍÉ \Œ ÛÁÈÍÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ": ŒÅÒÛÉÎÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÙ ÏÄÎÏÊ ÞÅÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÂÅÌÙÍ ËÒÕÖÏÞËÏÍ, Á ÔÅ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÒÁÚÎÏÊ ÞÅÔÎÏÓÔÉ, { ÞÅÒÎÙÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.2. åÓÌÉ ÃÅÎÔÒ ËŒÁÄÒÁÔÁ 2 × 2, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÐÒÏŒÏÄÉÍ ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÅ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ Œ ÂÅÌÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ, ÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÉ → ÒÁÎÇ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ, Á ÅÓÌÉ Œ ÞÅÒÎÏÊ { ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ.

üÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ŒÅÓÏŒ.

ìÅÍÍÁ 4.1. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁÒÔÉÎËÕ ŒÅÓÏŒ ÒÅÂÅÒ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n c ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ T . ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÓÄŒÉÇÅ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÎÁ 1 ŒÐÒÁŒÏ ŒÎÉÚ ÓÕÍÍÁ ŒÅÓÏŒ ÒÅÂÅÒ, ÎÁËÒÙÔÙÈ ÄÏ- ÍÉÎÏÛËÁÍÉ ÉÚ T , ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ 2n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÄŒÉÎÕÔÙÊ ÄÉÁÍÁÎÔ T ËÁË ÐÏÄÄÉÁ- ÍÁÎÔ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÄÉÁÍÁÎÔÅ ÒÁÎÇÁ n + 1. ðÒÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÒÁÓÐÏ- ÌÏÖÅÎÉÉ ÄÉÁÍÁÎÔ T ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÅŒÙÍ ÉÌÉ ÐÒÁŒÙÍ ÐÏÄÄÉÍÁÍÁÎÔÏÍ. íÙ ÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ËÁË ÎÉÖÎÉÊ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔ; Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÓÄŒÉÎÕÔ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÓŒÏÅÍÕ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ËÁË ÒÁÚ ÎÁ ÎÕÖÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. úÁÍÏÓÔÉÍ ÏÓÔÁŒÛÕÀÓÑ ÞÁÓÔØ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁ- ÍÁÎÔÁ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ ÄÏÍÉÎÏ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 2w ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ŒÅÓ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ T , Á ÞÅ- ÒÅÚ 2u { ÓÕÍÍÕ ŒÅÓÏŒ Œ ÓÄŒÉÎÕÔÏÍ ÄÉÁÍÁÎÔÅ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ t_n =^1_6 n(n + 1)(2n + 1). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ t_n −w ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÊ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÄÏÍÉÎÏ Œ (ÓÄŒÉÎÕÔÏÍ) ÄÉÁÍÁÎÔÅ ÓÔÁÌÉ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏ, ÅÇÏ ŒÅÓ ÒÁŒÅÎ 2t_{n+1}. ïÎ ÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚ ŒÅÓÁ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ËÁÊÍÙ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ, ËÏÔÏ- ÒÙÊ ÒÁŒÅÎ 2(n^2 +n+1), É ŒÅÓÁ 2u ÓÄŒÉÎÕÔÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ, ÕŒÅÌÉÞÅÎÎÏÇÏ ÎÁ 2(t_n − w). éÔÏÇÏ,

2t_{n+1} = 2(n^2 + n + 1) + 2u + 2(t_n − w) ;

òáúâéåîéå îá äïíéîï 205

ÏÔËÕÄÁ 2(u − w) = 2n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.4. ðÒÏŒÅÒÉÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔ- ÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (7). ëÁË É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.2 Œ ËÏÎÃÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ T_1, T_2, U_1, U_2, U_3, U_4. ëÁË ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ËÁÒÔÉÎËÁ, ÚÁÄÁÀÝÁÑ ŒÅÓÁ ÒÅÂÅÒ, ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍ ÓÄŒÉÇÅ ÎÁ 2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÛÁ ÂÉÅËÃÉÑ (\ÐÅÒÅ- ËÌÁÄÙŒÁÎÉÅ"), ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ T_1 É T_2, ÐÏÎÉÍÁÅÍÙÍ ËÁË ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÌÅŒÏÇÏ É ÐÒÁŒÏÇÏ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÁ, ÐÁÒÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ U_1, U_2, ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÄÏ- ÍÉÎÏ, ÎÏ É ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ŒÅÓÁ ŒÓÅÈ ÄÏÍÉÎÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

x^{v(U1 )}q^{r(U1)} · x^{v(U2 )}q^{r(U2)} = x^{v(T1 )}q^{r(T1)} · x^{v(T2 )}q^{r(T2)}:

œÔÏÒÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ { ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÏÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ T_1 É T_2 ŒÅÒÈÎÅÇÏ É ÎÉÖÎÅÇÏ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÏŒ É ÐÁÒÏÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ U_3, U_4 { ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÞÕÔØ ÓÌÏÖÎÅÅ. ëÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ { ÜÔÏ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÐÅÒÅËÌÁÄÙŒÁÎÉÅ ÞÁ- ÓÔÅÊ ÄÉÁÍÁÎÔÏŒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÔÁËÖÅ É ŒÅÓÁ ÄÏÍÉÎÏÛÅË. îÏ ÐÏ- ÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅËÌÁÄÙŒÁÎÉÉ ŒÅÒÈÎÉÊ É ÎÉÖÎÉÊ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÙ T_1 É T_2 ÓÍÅÝÅÎÙ ÎÁ 1 ÐÏ ŒÅÒÔÉËÁÌÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÉÁÍÁÎÔÏŒ U_3, U_4 É ÎÁ 1 ÐÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÄÉÁÍÁÎÔÁ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 4.1 ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ŒÅÓ ÄÏÍÉÎÏÛÅË, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍ ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅËÌÁÄÙŒÁÎÉÑ, ÄÌÑ ËÁ- ÖÄÏÇÏ ÉÚ ÄÉÁÍÁÎÔÏŒ ÕŒÅÌÉÞÉÔÓÑ ÎÁ 2n.

éÔÁË, ÐÅÒÅËÌÁÄÙŒÁÎÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÐÁÒÅ T_1, T_2 ÐÁÒÕ U_3, U_4, ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ŒÅÓ ÄÏÍÉÎÏÛÅË ÎÁ 2n. õÞÔÅÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÒÁÚ- ÂÉÅÎÉÅ U_3 ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÅÓÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ, Œ ËÏÔÏ- ÒÏÍ ÕÄÁÌÅÎÙ ÓÁÍÁÑ ÌÅŒÁÑ É ÓÁÍÁÑ ÐÒÁŒÁÑ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ (ÉÈ ŒËÌÁÄ Œ ÒÁÎÇ ÒÁŒÅÎ 1). üÔÏ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

x^{v(U3 )}q^{r(U3)} · x^{v(U4 )}q^{r(U4 )} = q^{2n+1} · x^{v(T1 )}q^{r(T1)} · x^{v(T2 )}q^{r(T2)}:

œÍÅÓÔÅ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ ÜÔÏ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÒÅËÕÒ- ÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (7).

5. èÒÏÍÙÅ ËÏÒÏÌÉ

úÄÅÓØ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍ Ï ÄÉÁÍÁÎÔÅ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÙÅ ÎÁ ÏÓÔÒÏÕÍÎÏÊ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÚÁÄÁÞÉ. åÅ ÉÚÏÂÒÅÌ æ. ûÔÒÅÌØ [16], ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÍÅÎÑÌ ÅÅ (ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 5.1) Ë ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍ ÄÏÓ- ËÁÍ. ðÏËÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÓÔÁÔØÑ ÁŒÔÏÒÁ [2], Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ

206 ë. ëïèáóø

ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ 1.1, ÇÏÔÏŒÉÌÁÓØ Ë ÐÅÞÁÔÉ, Œ ÉÎÔÅÒÎÅÔÅ ÐÏÑŒÉ- ÌÏÓØ ÐÏÈÏÖÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1, ÓÍ. [14].

ïÔÍÅÔÉÍ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÔÁË, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ŒÓÅ ÐÁÒÙ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏŒÅÒÎÅÍ ËÁÒÔÉÎËÕ ÎÁ 45^∘.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÄÏÍÉÎÏÛËÅ ÍÙ ÐÒÏŒÅÌÉ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ (ÎÁËÌÏÎÎÙÊ) ÏÔÒÅÚÏË. œ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÖÅ ÄÏÍÉÎÏ ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÌÉÎÎÙÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, ÌÉÂÏ ÏÔÒÅÚËÁ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅÔ { Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÃÅÎÔÒ ÄÏÍÉÎÏ { ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏ ÎÁÒÉÓÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÁ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ŒÓÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ŒÅÒ- ÔÉËÁÌØÎÙÈ ÒÅÂÅÒ { ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ. åÓÌÉ ÍÙ ÎÁÞÎÅÍ ÒÉÓÏŒÁÔØ ÌÏÍÁÎÙÅ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÌÅŒÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÄÉÁÍÁÎÔÁ, ÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ŒÐÒÁŒÏ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÎÅ ŒÙÊÄÅÔ ÎÁ ÐÒÁŒÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎÉÃÕ ÄÉÁÍÁÎÔÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÅ ÌÏÍÁÎÙÅ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ËÁÒÔÉÎËÉ ÍÙ ÚÁ- ËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 1.1 Ï ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁ- ÍÁÎÔÁ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.1. éÚ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÉ (n + 1) × (n + 1) ŒÙÒÅÚÁÎÁ ËÌÅÔËÁ a1. îÁ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ ŒÅÒÔÉËÁÌÉ \a" ÓÔÏÑÔ \ÈÒÏÍÙÅ" ÛÁÈ- ÍÁÔÎÙÅ ËÏÒÏÌÉ. úÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÈÒÏÍÏÊ ËÏÒÏÌØ ÍÏÖÅÔ ÓÄŒÉÎÕÔØÓÑ ŒÐÒÁŒÏ, ŒÎÉÚ ÉÌÉ ŒÐÒÁŒÏ-ŒÎÉÚ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ 2^{n(n+1)=2} ÎÅ- ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁÂÏÒÏŒ ÍÁÒÛÒÕÔÏŒ, ÄŒÉÇÁÑÓØ ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ŒÓÅ n ËÏ- ÒÏÌÅÊ ÍÏÇÕÔ ÐÅÒÅÊÔÉ ÎÁ ËÌÅÔËÉ ÎÉÖÎÅÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ (ÐÏÒÑÄÏË ÈÏÄÏŒ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎ, ŒÁÖÅÎ ÔÏÌØËÏ ŒÉÄ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ).

5.1 ôÅÏÒÅÍÁ ìÉÎÄÓÔÒÏÍÁ

äÌÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1 ÍÙ ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ËÏ- ÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÁÂÏÒÏŒ ÍÁÒÛÒÕÔÏŒ, ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ìÉÎÄÓÔÒÏÍÁ [6].

òáúâéåîéå îá äïíéîï 207

âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ, Õ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÉÍÅÅÔÓÑ n ÐÒÏÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ { \ŒÈÏÄÏŒ" É ÅÝÅ n ÐÒÏ- ÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ { \ŒÙÈÏÄÏŒ", ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ, ÎÁÞÁŒ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ÓÔÒÅÌËÁÍ ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ŒÈÏÄÏŒ, ÍÙ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÄÅÍ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ŒÙÈÏÄÏŒ. âÕÄÅÍ ÔÁËÉÅ ÇÒÁÆÙ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ (ÏÎÉ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÃÉËÌÏŒ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÂÏÒ ÉÚ n ÎÅ- ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÁÒÛÒÕÔÏŒ, ŒÅÄÕÝÉÈ ÏÔ ŒÈÏÄÏŒ Ë ŒÙÈÏÄÁÍ. çÒÁÆ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÔÁËÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÍÁÒÛÒÕÔÏŒ ËÁÖÄÙÊ ŒÈÏÄ ÓÏÅÄÉÎÅÎ Ó ŒÙÈÏÄÏÍ, ÉÍÅÀÝÉÍ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÎÏÍÅÒ.

ðÕÓÔØ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÐÒÉÐÉÓÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ { \ŒÅÓ". œÅÓ ÐÕÔÉ Œ ÔÁËÏÍ ÇÒÁÆÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅÓÏŒ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÅÇÏ ÒÅÂÅÒ, Á ŒÅÓ ÎÁÂÏÒÁ ÐÕÔÅÊ { ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅÓÏŒ ÜÔÉÈ ÐÕÔÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ (ìÉÎÄÓÔÒÏÍ, ÓÍ. [6]). ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÎÅÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÊ ÁÃÉ- ËÌÉÞÅÓËÉÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÉÍÅÀÝÉÊ n ŒÈÏÄÏŒ É n ŒÙÈÏÄÏŒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ w_{km} ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ŒÅÓ ÐÕÔÅÊ, ŒÅÄÕÝÉÈ ÏÔ k-ÇÏ ŒÈÏÄÁ Ë m-ÍÕ ŒÙÈÏÄÕ. ôÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ŒÅÓ ŒÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÉÚ n ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁ- ÀÝÉÈÓÑ ÍÁÒÛÒÕÔÏŒ, ŒÅÄÕÝÉÈ ÏÔ ŒÈÏÄÏŒ Ë ŒÙÈÏÄÁÍ, ÒÁŒÅÎ det(w_{km}).

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ŒÅÓÁ ÒÁŒÎÙ 1, ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ ÒÅÃÅÐÔ ÐÏÄÓÞÅÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÎÁÂÏÒÏŒ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÁÒÛÒÕÔÏŒ ÏÔ ŒÈÏÄÏŒ Ë ŒÙÈÏ- ÄÁÍ.

íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÅ ÄÏÓËÉ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÂÕÄÕÔ ÐÅÒÅÍÅÝÁÔØÓÑ ÈÒÏ- ÍÙÅ ËÏÒÏÌÉ.

ðÅÒŒÁÑ ÄÏÓËÁ { ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÅÅ ÄÏÓËÁ A_n { ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÁÑ ÛÁÈ- ÍÁÔÎÁÑ ÄÏÓËÁ (n + 1) × (n + 1). œÈÏÄÙ { ÜÔÏ ËÌÅÔËÉ ÐÅÒŒÏÊ ŒÅÒÔÉËÁÌÉ, ÐÒÏÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÅ ÓÎÉÚÕ ŒŒÅÒÈ, Á ŒÙÈÏÄÙ { ËÌÅÔËÉ ÐÅÒŒÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎ- ÔÁÌÉ, ÐÒÏÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÅ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ. çÒÁÆ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÝÅ- ÎÉÊ ËÏÒÏÌÅÊ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÉÖÅ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÕÇÌÏŒÏÊ ËÌÅÔËÅ a1 ÔÁËÖÅ ÓÔÏÉÔ ËÏÒÏÌØ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÏÓÔÏ ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ.

œÙÞÉÓÌÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÕÀ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ËÏÒÏÌÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a_{pr} ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÈÒÏÍÏÊ ËÏÒÏÌØ ÍÏ- ÖÅÔ ÐÒÏÊÔÉ Ó ËÌÅÔËÉ (1; p) ÎÁ ËÌÅÔËÕ (r; 1). ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A^{(n)} = (a_{pr} ) (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ (n + 1) × (n + 1)) ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ, ÎÁÐÏÍÉÎÁÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙ- ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ðÁÓËÁÌÑ:

a_{pr} = a_{p−1 r} + a_{p r−1} + a_{p−1 r−1}:

208 ë. ëïèáóø

óÅÍÅÊÓÔŒÏ ÞÉÓÅÌ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÜÔÉÍ ÐÒÁŒÉÌÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ äÅ- ÌÁÎÎÏÑ (Delannoy). ôÁË, ÄÌÑ ÄÏÓËÉ 5 × 5 (Ô.Å. ÐÒÉ n = 4) ÉÍÅÅÍ

A^{(4)} =

1 1 1 1 1 1 3 5 7 9 1 5 13 25 41 1 7 25 63 129 1 9 41 129 321

œÔÏÒÁÑ ÄÏÓËÁ { ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ B_n { ÜÔÏ ÛÁÈÍÁÔÎÁÑ ÄÏÓËÁ (n + 1) × (n + 1), Õ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÒÅÚÁÎÁ ÕÇÌÏŒÁÑ ËÌÅÔËÁ a1, ÚÁÐÒÅÝÅÎÏ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ËÏÒÏÌÅÊ ŒÎÉÚ ÐÏ ÐÅÒŒÏÊ ŒÅÒÔÉËÁÌÉ É ŒÐÒÁŒÏ ÐÏ ÐÅÒŒÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ. œÈÏÄÙ { ÜÔÏ ËÌÅÔËÉ ÐÅÒŒÏÊ ŒÅÒÔÉËÁÌÉ, ÐÒÏÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÅ ÓÎÉÚÕ ŒŒÅÒÈ, Á ŒÙÈÏÄÙ { ËÌÅÔËÉ ÐÅÒŒÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ, ÐÒÏÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÅ ÓÌÅŒÁ ÎÁ- ÐÒÁŒÏ (É ÔÏ, É ÄÒÕÇÏÅ { ÂÅÚ ÕÞÅÔÁ ËÌÅÔËÉ a1). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅ- ÓÔŒÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈ ÎÁÓ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁÂÏÒÏŒ ÍÁÒÛÒÕÔÏŒ ÚÄÅÓØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ É ÎÁ ÄÏÓËÅ A_n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ b_{pr} ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÐÏÓÏÂÏŒ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÈÒÏÍÏÊ ËÏÒÏÌØ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÊÔÉ Ó ËÌÅÔËÉ (1; p + 1) ÎÁ ËÌÅÔËÕ (r + 1; 1), ÎÅ ÚÁÈÏÄÑ ÐÏ ÐÕÔÉ ÎÁ ËÌÅÔËÉ ÐÅÒŒÏÊ ŒÅÒÔÉËÁÌÉ (Ô.Å. ÎÁ ËÌÅÔËÉ (1; 1), (1; 2), : : : , (1; p)) É ÎÁ ËÌÅÔËÉ ÐÅÒŒÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎ- ÔÁÌÉ, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (n × n)-ÍÁÔÒÉÃÕ B^{(n)} = (b_{pr}), ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÕÀ ÄŒÉ- ÖÅÎÉÅ ËÏÒÏÌÅÊ Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. äÌÑ n = 4 ÉÍÅÅÍ ÔÁËÕÀ ËÁÒÔÉÎËÕ:

B^{(4)} =

2 2 2 2 2 6 10 14 2 10 26 50 2 14 50 126

ëÁË ŒÉÄÉÍ, B^{(4)} = 2A^{(3)}.

ìÅÍÍÁ 5.1. b_{pr} = 2a_{p r}:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ \pr-ÍÁÒÛÒÕÔÙ" ËÏÒÏÌÑ ÎÁ ÄÏÓËÅ B É ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÉÍ ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ \pr-ÍÁÒÛÒÕÔÙ" ÎÁ ÄÏÓËÅ A.

òáúâéåîéå îá äïíéîï 209

1) åÓÌÉ ÐÅÒŒÙÊ ÈÏÄ ËÏÒÏÌÑ { ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ, ÔÏ ËÏÒÏÌØ ÍÏÖÅÔ a_{pr} ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÄÏÂÒÁÔØÓÑ Ë ËÌÅÔËÅ ÎÁÄ ÐÒÁŒÙÍ ÎÉÖÎÉÍ ÕÇÌÏÍ É ÄÁÌÅÅ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ ŒÎÉÚ.

2) åÓÌÉ ÖÅ ÐÅÒŒÙÊ ÈÏÄ { ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ, ÔÏ É ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ËÏÒÏÌØ ÉÍÅÅÔ a_{pr} ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÄŒÉÖÅÎÉÑ Ë ÐÒÁŒÏÍÕ ÎÉÖÎÅÍÕ ÕÇÌÕ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ, ÐÒÁŒÄÁ, ÐÒÉŒÏÄÑÔ ÅÇÏ ÎÁ ÐÅÒŒÕÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ (É Õ ÜÔÉÈ ÍÁÒÛ- ÒÕÔÏŒ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÈÏÄ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ) { ÔÁË ÉÚÍÅÎÉÍ ÜÔÉ ÍÁÒÛÒÕÔÙ, ÐÅÒÅÄŒÉÎÕŒ ŒÓÀ ÉÈ ÓÒÅÄÎÀÀ ÞÁÓÔØ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ŒŒÅÒÈ É ÚÁÍÅÎÉŒ ÓÁÍÙÊ ÐÅÒŒÙÊ (ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ) ÈÏÄ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ, Á ÓÁÍÙÊ ÐÏ- ÓÌÅÄÎÉÊ (ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ) ÈÏÄ { ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÉÅËÃÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1. þÉÓÌÁ a_{pr}, b_{pr} { ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃ A^{(n)}, B^{(n)}. éÚ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B^{(n)} = 2A^{(n−1)}. á ÔÁË ËÁË ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÉÎÄÓÔÒÏÍÁ ŒÅÌÉÞÉÎÙ det B^{(n)} É det A^{(n)} ŒÙ- ÒÁÖÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÁÂÏÒÏŒ ÍÁÒÛÒÕÔÏŒ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

det A^{(n)} = 2^n · det A^{(n−1)};

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1.

5.2. œÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÄÏÍÉÎÏ É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÛÁÇÉ äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÁÒÛÒÕÔÁ t ÈÒÏÍÏÇÏ ËÏÒÏÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ v(t) ËÏ- ÌÉÞÅÓÔŒÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÛÁÇÏŒ Œ ÜÔÏÍ ÍÁÒÛÒÕÔÅ. ðÏÌÏÖÉÍ

a_{pr}(x) = ∑ x^{v(t)};

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÍÁÒÛÒÕÔÁÍ ÈÒÏÍÏÇÏ ËÏÒÏÌÑ ÎÁ ÄÏÓËÅ A ÉÚ ËÌÅÔËÉ (1; p) Œ ËÌÅÔËÕ (r; 1). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ b_{pr}(x) ÄÌÑ ÄÏÓËÉ B, ÐÒÉÞÅÍ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÂÕÄÅÍ ŒÅÓÔÉ ÐÏ ŒÓÅÍ ÍÁÒÛÒÕÔÁÍ ÈÒÏÍÏÇÏ ËÏÒÏÌÑ ÎÁ ÄÏÓËÅ B ÉÚ ËÌÅÔËÉ (1; p + 1) Œ ËÌÅÔËÕ (r + 1; 1).

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ P = (t_1; t_2; : : : ; t_n) ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÁÒÛÒÕÔÏŒ ËÏÒÏÌÅÊ ÐÏÌÏÖÉÍ

v(P ) = v(t_1) + v(t_2) + : : : + v(t_n):

ðÕÓÔØ AA(n; x) = ∑ P x^{v(P )};

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÁÒÛ- ÒÕÔÏŒ ÎÁ ÄÏÓËÅ A_n.

210 ë. ëïèáóø

ìÅÍÍÁ 5.2.

b_{pr}(x) = (1 + x)a_{pr} (x):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÐÉÛÅÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ËÁË ÓÕÍÍÕ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍÉ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ŒÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÂÉÅËÃÉÀ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ 5.1, ÄŒÁ ÐÕÎËÔÁ Œ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÄÁÀÔ ÄŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ ÍÁÒÛ- ÒÕÔÏŒ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÍÙ ÄÏÐÏÌÎÑÅÍ ÍÁÒÛÒÕÔ \ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ a_{pr}" ÏÄÎÉÍ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍ É ÏÄÎÉÍ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍ ÚŒÅÎÏÍ. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÍÁÒÛÒÕÔÏŒ Ë ÏÄÎÏÞÌÅÎÁÍ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎ ÄÏÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ x, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÈÏÄÏŒ ÕŒÅ- ÌÉÞÉÌÏÓØ ÎÁ 1. œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÍÙ ÄÏÂÁŒÌÑÅÍ Ë ÍÁÒÛÒÕÔÕ \ÉÚ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÁ a_{pr}" ÏÄÉÎ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÛÁÇ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÍÅÎÑÅÍ ÐÏÒÑÄÏË ÛÁÇÏŒ, ŒÙÐÏÌÎÑÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ ÛÁÇ Œ ÎÁÞÁÌÅ, Á ÎÅ Œ ËÏÎÃÅ ÍÁÒÛÒÕÔÁ. îÁ ÕÒÏŒÎÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÍÅÔØ ÏÄÉÎÁËÏ- ŒÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.2. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÉÎÄÓÔÒÏÍÁ ÄÌÑ ÓÌÕ- ÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÂÒÏ ÉÍÅÅÔ ŒÅÓ x, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÂÒÁ { ŒÅÓ 1, AA(n; x) = det(a_{pr}(x)):

œÍÅÓÔÅ Ó ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 5.2 ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ AA(n; x) = (1 + x)^nAA(n − 1; x);

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÇÎÏŒÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.2. 5.3. òÁÎÇ

óÄÅÌÁÎÎÁÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ŒÏÐÒÏÓÁ Ï ÚÁÍÏÝÅÎÉÉ ÁÃÔÅËÓËÉÈ ÄÉÁ- ÍÁÎÔÏŒ ÄÁÅÔ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÚÒÁÞÎÏÅ ÉÓÔÏÌËÏŒÁÎÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÑ É ÒÁÎÇÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÅ { ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÚÁÍÅÎÁ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÍÁÒÛÒÕÔÏŒ ÐÁÒÙ ÈÏÄÏŒ \ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ÐÌÀÓ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ- ÎÙÊ" ÎÁ ÏÄÉÎ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÈÏÄ (ÌÉÂÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ).

(20)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ÎÁ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÄÏÍÉÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÁ- ÂÏÒ ÌÏÍÁÎÙÈ \ëÁÔÅÔÙ", ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ ÉÄÅÔ ŒÄÏÌØ ËÁÔÅÔÏŒ

òáúâéåîéå îá äïíéîï 211

ëÁÔÅÔÙ çÉÐÏÔÅÎÕÚÙ

ÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ; Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ÎÁ ÇÏ- ÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÄÏÍÉÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÁÂÏÒ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÌÏÍÁÎÙÈ \çÉÐÏÔÅÎÕÚÙ" (ÔÅÈ ÖÅ ÓÁÍÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ).

ðÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÊ ÆÏÒÍÁ ÌÏÍÁÎÏÊ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ \ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÄÇÒÁÆÉËÁ" ÜÔÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ, Ô.Å. ÐÌÏÝÁÄØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÌÉÎÉÅÊ \ÌÏÍÁÎÁÑ + ÐÒÑÍÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÅÅ ËÏÎÃÙ", ÍÅ- ÎÑÅÔÓÑ ÎÁ 1, ÓÍ. (20) (ÓÔÏÒÏÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÒÁŒÎÁ 1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÎÇ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÐÏÄÇÒÁÆÉËÏŒ ŒÓÅÈ ÌÏÍÁÎÙÈ.

äÏËÁÖÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÝÅ ÒÁÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1 Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÎÇ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ^1_6 n(n + 1)(2n + 1). íÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏÄÇÒÁÆÉËÏŒ ÉÍÅÅÔ ÎÁÂÏÒ ÌÏÍÁÎÙÈ \çÉÐÏÔÅÎÕÚÙ" { ÐÌÏÝÁÄÉ ŒÓÅÈ ÐÏÄÇÒÁÆÉËÏŒ ÌÏÍÁÎÙÈ Œ ÜÔÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. íÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÙÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏÄÇÒÁÆÉËÏŒ ÉÍÅÅÔ ÎÁÂÏÒ ÌÏÍÁÎÙÈ \ëÁÔÅÔÙ" { ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏÄÇÒÁÆÉËÏŒ ÅÇÏ ÌÏÍÁÎÙÈ ÒÁŒÎÙ 1, 4, : : : , n^2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÎÇ ÒÁŒÅÎ 1^2 + 2^2 + : : : + n^2, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÏÐÉÛÅÍ, ËÁË ÒÁÎÇ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎ Œ ÔÅÒ- ÍÉÎÁÈ ŒÅÓÏŒ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ŒÅÓ ÐÕÔÉ Œ ÇÒÁÆÅ ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ŒÅÓÏŒ ÅÇÏ ÒÅÂÅÒ; Á ŒÅÓ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØ- ËÉÈ ÐÕÔÅÊ ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ŒÅÓÏŒ ÜÔÉÈ ÐÕÔÅÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÅÅ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÅ ŒÅÓÏŒ. úÄÅÓØ ËÁÖÄÏÅ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÅ ÒÅÂÒÏ ÉÍÅÅÔ ŒÅÓ 1. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÉÍÅÅÔ ŒÅÓ q^S , ÇÄÅ S { ÐÌÏÝÁÄØ ŒÅÒÔÉËÁÌØ- ÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÉËÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÔÏ ÒÅÂÒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÏÊ.

212 ë. ëïèáóø

ðÕÓÔØ f(q) ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ŒÅÓÏŒ ŒÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÁÒÛ- ÒÕÔÏŒ ËÏÒÏÌÅÊ ÎÁ ÄÏÓËÅ A_n ÄÌÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅÓÏŒ.

ìÅÍÍÁ 5.3.

f(q) = q^{n(n+1)(2n+1)=6}AD(n; q):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁË ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÎÅÐÅÒÅ- ÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÁÒÛÒÕÔÏŒ ËÏÒÏÌÅÊ ÒÁÎÇ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁ- ËÌÀÞÅÎÁ ÍÅÖÄÕ ÌÏÍÁÎÏÊ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÄŒÉÇÁÌÓÑ ËÏÒÏÌØ, É ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏ- ÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ É ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ. ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍÏÅ ÎÁÚÎÁ- ÞÅÎÉÅ ŒÅÓÏŒ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÜÔÉ ÐÌÏÝÁÄÉ ËÁË ŒÅÓÁ ÐÕÔÅÊ. îÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÎÁ ËÁÒÔÉÎËÅ ÐÏËÁÚÁÎÙ ÄŒÁ ÐÕÔÉ ÉÚ ÔÏÞËÉ (1; 5) { ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ, ÅÇÏ ŒÅÓ ÒÁŒÅÎ q^{16}, É ŒÔÏÒÏÊ, ÅÇÏ ŒÅÓ ÒÁŒÅÎ q^8 · q^7 · q^6 · 1 · 1 · q = q^{22}. þÁÓÔ- ÎÏÅ ŒÅÓÏŒ { q^6 { ÉÍÅÅÔ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ, ËÁË ÒÁÚ ÒÁŒÎÙÊ ÐÌÏÝÁÄÉ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÐÕÔÑÍÉ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ A_n { ÜÔÏ ÄÏÓËÁ (n + 1) × (n + 1). œÅÓ ÎÁÂÏÒÁ, ÓÏ- ÓÔÏÑÝÅÇÏ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÕÔÅÊ, ÒÁŒÅÎ q^{n(n+1)(2n+1)=6}. ôÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÅÓ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ, ÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ q^{n(n+1)(2n+1)=6}, ÓÏŒÐÁ- ÄÁÅÔ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ Œ ÒÁÎÇÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ AD(n; q), Á ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ É ÅÓÔØ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁÎÇÏŒÙÊ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ!

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ a_{pr}(q) = ∑ P r(P );

òáúâéåîéå îá äïíéîï 213

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÍÁÒÛÒÕÔÁÍ P ÈÒÏÍÏÇÏ ËÏÒÏÌÑ ÉÚ ËÌÅÔËÉ (1; p + 1) Œ ËÌÅÔËÕ (q + 1; 1), Á ÞÅÒÅÚ r(P ) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ŒÅÓ ÍÁÒÛ- ÒÕÔÁ P (ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ q^S ). ðÏ ÐÒÅÖÎÅÍÕ, Œ ÚÁÄÁÞÁÈ Ï ÄÉÁÍÁÎÔÅ ÒÁÎÇÁ n ÍÁÔÒÉÃÁ a_{pr}(q) ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÙ (n + 1) × (n + 1).

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÉÎÄÓÔÒÏÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(q) ÒÁŒÅÎ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ a_{pr}(q). ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÌÅÍÍÁ 5.1 ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÎÅ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÒÁÎÇÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÐÏÄÓÞÅÔÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÄÒÕÇÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.2.

det a_{pr}(q) = q^{n(n+1)(2n+1)=6} n−1∏ k=0 (1 + q^{2k+1})^{n−k}:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÄÅÌÁÅÍ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ a_{pr}(q) ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ, ÎÅ ÍÅÎÑÀÝÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ.

1. ðÒÏÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÍÁÔÒÉÃÕ ÓÎÉÚÕ ŒŒÅÒÈ ÄÏ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÉ ŒËÌÀÞÉ- ÔÅÌØÎÏ, ŒÙÞÔÅÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ:

a^{(1)}_{pr} (q) = a_{pr}(q) − a_{p−1 r}(q) ÐÒÉ p ¿ 1:

2. ðÒÏÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÍÁÔÒÉÃÕ ÓÎÉÚÕ ŒŒÅÒÈ ÄÏ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏËÉ ŒËÌÀÞÉ- ÔÅÌØÎÏ, ŒÙÞÔÅÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ q^2:

a^{(2)}_{pr} (q) = a^{(1)}_{pr} (q) − q^2a^{(1)}_{p−1 r}(q) ÐÒÉ p ¿ 2:

3. ðÒÏÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÍÁÔÒÉÃÕ ÓÎÉÚÕ ŒŒÅÒÈ ÄÏ ÞÅÔŒÅÒÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ ŒËÌÀ- ÞÉÔÅÌØÎÏ, ŒÙÞÔÅÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ q^4:

a^{(3)}_{pr} (q) = a^{(2)}_{pr} (q) − q^4a^{(2)}_{p−1 r}(q) ÐÒÉ p ¿ 3:

é ÔÁË ÄÁÌÅÅ (ÎÁ m-Í ÛÁÇÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ q^{2m−2}).

íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ Œ (m + 1)-Ê ÓÔÒÏËÅ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ

a^{(m)}_{m+1 m+1}(q) = q^{m2} m−1∏ k=0 (1 + q^{2k+1}): (21)

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ. äÌÑ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄSSÑŒÉÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÉÓÔÏÌËÏŒÁÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

214 ë. ëïèáóø

a^{(m)}_{pq} (q). þÔÏÂÙ ÎÅ ÄÕÍÁÔØ Ï ËÒÁÅŒÙÈ ÜÆÆÅËÔÁÈ, ÂÕÄÅÍ ÐÏËÁ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ p É q ÂÏÌØÛÅ m.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ a_{pr}(q) { ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ ŒÅÓÏŒ ÐÕÔÅÊ ÈÒÏÍÏÇÏ ËÏÒÏÌÑ ÉÚ ËÌÅÔËÉ (1; p+1) Œ ËÌÅÔËÕ (q+1; 1). œÙÞÉÓÌÑÑ a^{(1)}_{pr} (q), ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÐÌÀÓ ŒÅÓÁ ÐÕÔÅÊ, ŒÅÄÕÝÉÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ A Œ ÔÏÞËÕ B, É ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ { ŒÅÓÁ ÐÕÔÅÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ A^′ Œ ÔÏÞËÕ B (ÓÍ. ÌÅŒÙÊ ÒÉÓÕÎÏË). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÐÕÔØ A^′B ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÒÏÅÎ ÄÏ ÐÕÔÉ AB, ÅÓÌÉ ÄÏÂÁŒÉÔØ Ë ÎÅÍÕ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË AA^′; ŒÅÓ ÐÕÔÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, a^{(1)}pr (q) { ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ ŒÅÓÏŒ ÐÕÔÅÊ ÈÒÏÍÏÇÏ ËÏÒÏÌÑ ÉÚ ËÌÅÔËÉ (1; p + 1) Œ ËÌÅÔËÕ (q + 1; 1), ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÔÒÅÚÏË AA^′. üÔÉ ÐÕÔÉ ŒÙÈÏÄÑÔ ÉÚ ÔÏÞËÉ A ÌÉÂÏ ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ AA_1, ÌÉÂÏ ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ AA_2.

ôÅÐÅÒØ ÐÏÊÍÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ a^{(2)}_{pr} (q). œÙÞÉÓÌÑÑ a^{(2)}_{pr} (q), ÍÙ ÂÅÒÅÍ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÐÌÀÓ ŒÅÓÁ ÐÕÔÅÊ ŒÉÄÁ AA_1B, AA_2B É ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ ŒÅÓÁ ÐÕÔÅÊ A^′A_2B, A^′A_3B (ÄÏÍÎÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁ q^2, ÓÍ. ÓÒÅÄÎÉÊ ÒÉÓÕÎÏË). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ ÓÅËÕÎÄÕ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÐÕÔÉ A_3B É A_2B É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

r(AA_2A_3B) = q^2r(A^′A_3B); r(AA_1A_2B) = q^2r(A^′A_2B):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÕÔÉ ÉÚ A^′ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÁÛÅÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ, É ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ a^{(2)}pr (q) ÐÏÄÓÞÉÔÙŒÁÅÔ ŒÅÓÁ ÐÕÔÅÊ AB, ÉÄÕÝÉÈ ŒÂÌÉÚÉ A ÐÏ ÖÉÒÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ (ÓÍ. ÐÒÁŒÙÊ ÒÉÓÕÎÏË).

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÍÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ a^{(m)}pr (q) ÐÏÄÓÞÉÔÙŒÁÅÔ ŒÅÓÁ ÐÕÔÅÊ AB, ÉÄÕÝÉÈ ŒÂÌÉÚÉ A ÐÏ ÐÅÒÅËÏ- ÛÅÎÎÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ðÁÓËÁÌÑ ÒÁÎÇÁ m; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÜÔÉ ÐÕÔÉ ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÎÁ ÌÉÎÉÑÈ x = 1, x = 2, : : : , x = m.

òáúâéåîéå îá äïíéîï 215

õÞÅÔ ËÒÁÅŒÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ p ¿ q = m + 1 ÔÒÅÂÕÅ- ÍÙÈ ÐÕÔÅÊ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ, ÄÁÅÔ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉ p = q = m+1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ a^{(m)}pr (q) ÄÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÕÔÅÊ, ÉÄÕÝÉÈ ÐÏ ÐÅÒÅËÏÛÅÎÎÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ðÁÓËÁÌÑ ÄÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÉÉ, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÅÊ ÔÏÞËÕ B (É ÐÏ ÎÅÊ ÓÐÕÓËÁÀÝÉÈÓÑ ŒÎÉÚ). îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ŒÅÓ ÔÁËÉÈ ÐÕÔÅÊ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (21).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.3 ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5.3 É ÔÅÏ- ÒÅÍÙ 5.2.

6. òÁÚÂÉÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K_{2n} ËŒÁÄÒÁÔ 2n × 2n. ëÁË É ÄÌÑ ÁÃÔÅËÓËÉÈ ÄÉÁ- ÍÁÎÔÏŒ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ T ËŒÁÄÒÁÔÁ K_{2n} ÞÅÔÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ 2v(T ). œ ÓÔÉÌÅ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÕÓÔØ AK(2n; x) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎË- ÃÉÀ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏ:

AK(2n; x) = ∑ T x^{v(T )}:

œ ÓÔÁÔØÅ ì. ðÁÞÔÅÒÁ [10] ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.1. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ 2n × 2n { ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ŒÉÄÁ #K_{2n} = 2^n(2m + 1)^2:

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÐÏŒÔÏÒÑÔØ ÚÄÅÓØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. îÏ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ.

216 ë. ëïèáóø

ìÅÍÍÁ 6.1. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ 2n × 2n ÄÅ- ÌÉÔÓÑ ÎÁ 2^n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ËŒÁÄÒÁÔÁ É ÒÁÓËÒÁ- ÓÉÍ ËÌÅÔËÉ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÐÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏ Œ ÞÅÒÎÙÊ É ÂÅÌÙÊ ÃŒÅÔÁ. çÏ- ŒÏÒÑ ÎÉÖÅ Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ ÔÏÌØËÏ ÜÔÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ. ðÕÓÔØ A { ÏÄÎÁ ÉÚ ÞÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË, T { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ËŒÁ- ÄÒÁÔÁ K_{2n} ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ, T^′ { ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ T ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ T É T^′ ÃÅÐÏÞËÕ ËÌÅÔÏË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ËÌÅÔËÕ A. îÅÔÒÕÄÎÏ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ, ÞÔÏ ÃÅÐÏÞËÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É ËÒÏÍÅ ËÌÅÔËÉ A ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÅÝÅ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÕ { ÂÅÌÕÀ! { ËÌÅÔËÕ (Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÃÅÐÏÞËÁ ÏÈŒÁÔÙŒÁÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ, ÒÁÚÂÉÔÕÀ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÕÀ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË). ãÅÐÏÞËÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÚÎÙÍ ÞÅÒÎÙÍ ËÌÅÔËÁÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. úÎÁÞÉÔ, ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ n ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÃÅÐÏÞÅË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ËÌÅÔËÉ ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌÉ. äÏÍÉÎÏÛËÉ, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÃÅÐÏÞÅË, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÍÉ.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÓÄŒÉÇÅ ÄÏÍÉÎÏÛÅË Œ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÃÅÐÏÞÅË ÐÏ- ÌÕÞÉÔÓÑ ÎÏŒÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÚÂÉÔØ ŒÓÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÎÁ ÂÌÏËÉ ÐÏ 2^n ÛÔÕË: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÚ- ÂÉÅÎÉÑ ŒÏÚØÍÅÍ ŒÓÅ ÅÇÏ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, Á ÏÓÔÁŒÛÕÀÓÑ ÞÁÓÔØ ÆÉÇÕÒÙ ÚÁÍÏÓÔÉÍ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ n ÃÅÐÏÞÅË ŒÙÂÏÒÏÍ { ÏÔ- ÒÁÖÁÔØ ÜÔÕ ÃÅÐÏÞËÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÉÌÉ ÏÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÅÓÔØ. œÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ 2^n ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÜÔÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓŒÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ { ŒÓÅÇÏ 2^n ÛÔÕË.

ìÅÍÍÁ 6.2. œÏÚØÍÅÍ ÌÀÂÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ 6.1. ðÕÓÔØ ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ V ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ É H ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏ- ÛÅË. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ^1_2 (V − H) { ÎÅÞÅÔÎÏÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÄÏÂÎÅÅ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÏÂSSÅËÔÕ. ðÕÓÔØ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÍÉ ÃÅÎÔÒÙ ÓÏÓÅÄ- ÎÉÈ ËÌÅÔÏË. ïÔÒÅÚËÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÒÉÓÏŒÁÔØ ËÒÁÓÎÙÍ ÃŒÅ- ÔÏÍ, ÏÔÒÅÚËÉ ŒÔÏÒÏÇÏ { ÓÉÎÉÍ. ôÏÇÄÁ ÃÅÐÏÞËÁ { ÜÔÏ ÃÉËÌ, Œ ËÏÔÏ- ÒÏÍ ËÒÁÓÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ Ó ÓÉÎÉÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L ÐÏ- ÌÏŒÉÎÕ ÃÅÐÏÞËÉ, Ô. Å. ÐÕÔØ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊÓÑ É ËÏÎÞÁÀÝÉÊÓÑ ÎÁ ÄÉÁÇÏ- ÎÁÌÉ. ðÕÓÔØ ÐÅÒŒÏÅ ÚŒÅÎÏ Œ L ËÒÁÓÎÏÅ; ÔÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ { ÓÉÎÅÅ, ÜÔÏ ÑÓÎÏ ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ, ÞÅÒÅÚ H_r, H_b, V_r, V_b ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ËÒÁÓÎÙÈ, ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÓÉ-

òáúâéåîéå îá äïíéîï 217

ÎÉÈ, ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ËÒÁÓÎÙÈ É ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÓÉÎÉÈ ÚŒÅÎØÅŒ Œ ÐÕÔÉ L ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÏ ŒÓÅÊ ÃÅ- ÐÏÞËÅ ÉÍÅÅÔÓÑ V_r ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ËÒÁÓÎÙÈ ÚŒÅÎØÅŒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ L, É H_b ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ËÒÁÓÎÙÈ ÚŒÅÎØÅŒ, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ L, Á ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ H_r ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ËÒÁÓÎÙÈ ÚŒÅÎØÅŒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ L, É V_b ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ËÒÁÓÎÙÈ ÚŒÅÎØÅŒ, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ L. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, V − H = V_r + H_b − V_b − H_r: (22)

òÁÚÏÂØÅÍ ÐÕÔØ L ÎÁ ÄŒÕÚŒÅÎÎÙÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ ËÒÁÓÎÏÅ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁ ÎÉÍ ÓÉÎÅÅ ÚŒÅÎÏ. åÓÌÉ ÏÂÁ ÚŒÅÎÁ ŒÅÒ- ÔÉËÁÌØÎÙ ÉÌÉ ÏÂÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙ, ÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ŒËÌÁÄ ÜÔÉÈ ÚŒÅÎØÅŒ Œ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ (22) ÎÕÌÅŒÏÊ. åÓÌÉ ÖÅ ÚŒÅÎØÑ \ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÕÇÏÌÏË", ÔÏ ÉÈ ŒËÌÁÄ ÒÁŒÅÎ ±2. îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÕÇÏÌËÏŒ ÎÅÞÅÔÎÏ.

ëÁË ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ 6.1, ÍÅÖÄÕ ËÏÎÃÁÍÉ ÐÕÔÉ L ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÏ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. œŒÅÄÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÞÁÌÏ ÐÕÔÉ L ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (0; 0), Á ËÏÎÅÃ { ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (2m + 1; 2m + 1). âÕÄÅÍ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ ÐÏ ÐÕÔÉ L ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ Ë ËÏÎÃÕ. óÍÅÝÅÎÉÅ ÐÏ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÄŒÕÚŒÅÎÎÏÍÕ ÆÒÁÇÍÅÎÔÕ ÎÅ ÍÅ- ÎÑÅÔ ÞÅÔÎÏÓÔÉ x-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, Á ÐÏ \ÕÇÏÌËÏŒÏÍÕ" { ÍÅÎÑÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÕÇÏÌËÏŒ ÎÅÞÅÔÎÏ.

üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÓËÁÚÁÌ ÎÁÍ å. áÂÁËÕÍÏŒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.2. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_n(x) Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ (deg P_n = n^2 − 2), ÞÔÏ

AK(2n; x) = (1 + x)^nP_n(x):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ n ÃÅÐÏÞÅË ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ 6.1. ðÕÓÔØ k-Ñ ÃÅÐÏÞËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ v_k ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ É g_k ÇÏÒÉ- ÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏÛÅË, Á ÓÔÁÂÉÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ V ŒÅÒÔÉËÁÌØ- ÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏÛÅË. ôÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ŒËÌÁÄ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÂÌÏËÁ ÉÚ 2^n ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ 6.1, ÒÁ- ŒÅÎ (x^{v1 =2} + x^{g1 =2})(x^{v2 =2} + x^{g2 =2}) : : : (x^{vn=2} + x^{gn =2})x^V :

ðÏ ÌÅÍÍÅ 6.2 ÞÉÓÌÁ^1_2 (v_k − g_k) ÎÅÞÅÔÎÙ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÁÑ ÓËÏÂËÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (1 + x), É ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (1 + x)^n. óÕÍÍÉ- ÒÕÑ ŒËÌÁÄÙ ŒÓÅÈ ÂÌÏËÏŒ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (1 + x)^n.

218 ë. ëïèáóø

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.2 ÍÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÏŒ ëÁÓÔÅÌÅÊÎÁ [8]. ëÒÏÍÅ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ

#K_{2m;2n} = 4^{mn} m∏ j=1 n∏ k=1 ( cos^2 jß 2m + 1

+ cos^2 kß 2n + 1 ) ;

ëÁÓÔÅÌÅÊÎ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ É ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ. ðÕÓÔØ

AK_{2m;2n}(x; y) = ∑ T x^{v(T )}y^{h(T )};

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ T ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ, v(T ) { ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÞÉÓÌÁ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ, Á h(T ) { ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÞÉÓÌÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏÛÅË Œ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ T . ôÏÇÄÁ

AK_{2m;2n}(x; y) = 4^{mn} m∏ j=1 n∏ k=1 ( y cos^2 jß 2m + 1

+ x cos^2 kß 2n + 1 ) :

ðÏÌÁÇÁÑ y = 1, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÐÉÓÁÔØ

AK(2n; x) = AK_{2n;2n}(x; 1)

= 4^{n2}

(_n∏ j=1 cos^2 jß 2n + 1

)_{n n}∏ j=1 n∏ k=1 ( x + cos^{2 kß}_{2n+1} cos^{2 jß}_{2n+1} ) :

ëÁË ŒÉÄÉÍ, Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÐÒÉ j = k ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓËÏÂËÁ (x + 1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, −1 { ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ AK(2n; x) ËÒÁÔÎÏ- ÓÔÉ n. äÅÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ AK(2n; x) ÎÁ (x + 1), ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ { ÅÝÅ ÒÁÚ ÎÁ (x + 1), ÐÏÔÏÍ ÓÎÏŒÁ ÎÁ (x + 1) É Ô.Ä., ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÌÅÎÉÑ AK(2n; x) ÎÁ (x + 1)^n ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

òÁÎÇ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ

ðÏÄÈÏÄ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÊ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 5, ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒŒÅÓÔÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÁÎÇÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ËÌÅÔÞÁÔÙÈ ÆÉ- ÇÕÒ, ŒËÌÀÞÁÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ (ŒÐÒÏÞÅÍ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ Ï ËŒÁÄÒÁÔÁÈ). ïÔÍÅÔÉÍ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ŒÓÅ ÐÁÒÙ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ. ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ Ó ÄÉÁÍÁÎÔÁÍÉ,

òáúâéåîéå îá äïíéîï 219

ÐÏ ÎÁÒÉÓÏŒÁÎÎÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ŒÏÓ- ÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ôÏÔ ÖÅ ÏÞÅŒÉÄÎÙÊ ÜÆÆÅËÔ (20) ÉÍÅÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÑ: ÐÒÉ ÅÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÏÄÎÁ ÌÏÍÁÎÁÑ ÌÉÂÏ \ÐÏÄ- ÎÉÍÁÅÔÓÑ ŒŒÅÒÈ", ÌÉÂÏ \ÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ŒÎÉÚ".

îÁ ÒÉÓ. 6, 7 ÐÏËÁÚÁÎÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÏÍÁÎÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÓÁÍÏÍ ÎÉÖÎÅÍ É Œ ÓÁÍÏÍ ŒÙÓÏËÏÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ. üÔÉ ÒÁÚÂÉÅ- ÎÉÑ ÒÁÓÐÁÄÁÀÔÓÑ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ \ÒÁÍÏË" { Õ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÒÁÍÏË ÃÅÌÉËÏÍ ŒÙÌÏÖÅÎÙ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍÉ, Á Õ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÃÅÌÉËÏÍ ŒÙÌÏÖÅÎÙ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍÉ.

òÉÓ. 6. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. òÉÓ. 7. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. òÁÎÇÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÎÁÚÏŒÅÍ ÍÉ- ÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÐÏ- ÌÕÞÉÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÅ ÎÁ ÒÉÓ. 6. œŒÅÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ

AK(n; q) = ∑ T q^{r(T )}:

ìÅÍÍÁ 6.3. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÎÇ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÁ K_{2n} ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÒÁŒÅÎ^1_3 n(2n − 1)(2n + 1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ, ËÁËÏŒÁ ÐÌÏÝÁÄØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÌÏÍÁÎÙÍÉ Œ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÐÏÌÏ- ÖÅÎÉÑÈ. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÒÑÄÏÍ Ó ËÁÖÄÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ ÎÁ ÒÉÓ. 6 ÕËÁÚÁÎÏ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÏÎÁ ÐÒÏÇÎÕÌÁÓØ ŒÎÉÚ, Ô.Å. ËÁËÏŒÁ ÐÌÏÝÁÄØ ÍÅÖÄÕ ÜÔÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÀ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÅÅ ËÏÎÃÙ. ëÁË ŒÉÄÉÍ, k-Ê ÓÎÉÚÕ ÌÏÍÁÎÏÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÌÏÝÁÄØ 2(k−1)n−(k−1)^2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÐÏÍÅÔËÉ ÓÄÅÌÁÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 7. óÕÍÍÉÒÕÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ

220 ë. ëïèáóø

ÒÁÎÇ ÒÁŒÅÎ n∑ k=1 ( 2(k − 1)n − (k − 1)^2 ) + n∑ k=1 ( 2kn − k^2 )

= 2 ( 2n ·

(n − 1)n 2 − n(n − 1)(2n − 1) 6 ) + n^2 = n(2n − 1)(2n + 1) 3 :

ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ Ó ÁÃÔÅËÓËÉÍÉ ÄÉÁÍÁÎÔÁÍÉ, ÒÁÎÇ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÅÓÏŒ ÒÅÂÅÒ, ÐÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÒÉÓ. 5. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.2 ÎÁÇÌÑÄÎÏ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏ- ÝØÀ ÎÁÛÉÈ ÌÏÍÁÎÙÈ. îÉÖÅ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ŒÏÓÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÁ ÞÅÒÎÏ-ÂÅÌÁÑ ÒÁÚÍÅÔËÁ ÕÚÌÏŒ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 5, Á ÔÁËÖÅ ÎÁÒÉÓÏŒÁÎÙ ÌÉÎÉÉ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÍÏÇÕÔ ÉÄÔÉ ÎÁÛÉ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÌÏÍÁÎÙÅ. åÓÌÉ ÃÅÎÔÒ ËŒÁÄÒÁÔÁ 2 × 2, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÅ → , ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ Œ ÂÅÌÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ, ÔÏ ÒÁÎÇ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ, Á ÅÓÌÉ Œ ÞÅÒÎÏÊ { ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÔÁË, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ (20).

ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ Ó ÄÉÁÍÁÎÔÁÍÉ, ÒÁÎÇ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÅÓÏŒ, ÓÍ. ÒÉÓ. 8.

íÎÏÖÉÔÅÌØ 2^n ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÔÏÌËÏŒÁÎ ÔÁËÖÅ É Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÒÁÎÇÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.3. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R_n(q) Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÞÔÏ AK(2n; q) = (1 + q)^nR_n(q):

òáúâéåîéå îá äïíéîï 221

òÉÓ. 8. œÅÓÁ ÄÌÑ ÒÁÎÇÏŒÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ. òÉÓ. 9. œÅÓÁ ÄÌÑ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ

a_{ij} (q) = ∑ P w(P );

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÕÔÑÍ ÏÔ i-ÇÏ ŒÈÏÄÁ Ë j-ÍÕ ŒÙÈÏÄÕ, Á ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ w(P ) { ÜÔÏ ŒÅÓÁ ÐÕÔÅÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÎÁ ÒÉÓ. 8. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÉÎÄÓÔÒÏÍÁ q^M AK(2n; q) = det ( a_{ij} (q) ) ; ÇÄÅ M { ÎÏÒÍÉÒÏŒÏÞÎÙÊ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ, ÒÁŒÎÙÊ ŒÅÓÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÎÁ- ÂÏÒÁ ÐÕÔÅÊ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_{ij} (q) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ (1 + q). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ.

œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ \ÍÁÌÅÎØËÉÊ" ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ŒÒÏÄÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÚÁËÒÁÛÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÌÀÂÙÈ ÐÕÔÉ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÇÒÁÎÉÃÙ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ: ÏÄÉÎ ÉÄÅÔ ÐÏ ÏÓÎÏŒÁÎÉÀ, Á ÄÒÕÇÏÊ ÐÏ ÏÂÅÉÍ ÂÏËÏŒÙÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÕÍÍÁ ŒÅÓÏŒ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÐÕÔÅÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (1 + q).

úÁÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÇÒÁÆÅ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÊ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÅÒ- ÔÉËÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ŒÅÒÛÉÎ ÎÁ 1 ÂÏÌØÛÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ, ÐÕÔÉ, ÉÄÕÝÉÅ ÏÔ i-ÇÏ ŒÈÏÄÁ Ë j-ÍÕ ŒÙÈÏÄÕ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ Œ ÐÑÔÉÕÇÏÌØ- ÎÉËÅ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ 4 ÓÔÏÒÏÎÙ ÉÄÕÔ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, Á ÐÑÔÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÇÏÒÉ- ÚÏÎÔÁÌØÎÁ. éÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÉ i = 1 ÉÌÉ j = 1 { Œ

222 ë. ëïèáóø

ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÕÔÉ ÚÁÍÅÔÁÀÔ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÎÏ É ÚÄÅÓØ ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁ.

ïÐÉÛÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÕÔÅÊ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ a_{ij} (q), ÎÁ ÐÁÒÙ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ŒÅÓÏŒ ÐÕÔÅÊ Œ ÏÄÎÏÊ ÐÁÒÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (1 + q). ðÕÓÔØ ÐÕÔÉ, ÉÄÕÝÉÅ ÏÔ i-ÇÏ ŒÈÏÄÁ Ë j-ÍÕ ŒÙÈÏÄÕ, ÚÁÍÅÔÁÀÔ ÏÂÌÁÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁ ÎÉÖÎÑÑ ÓÔÏÒÏÎÁ. œÏÚØÍÅÍ ËÁËÏÊ- ÎÉÂÕÄØ ÐÕÔØ; ÐÕÔØ { ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚŒÅÎØÅŒ \ŒÐÒÁŒÏ ŒŒÅÒÈ", \ŒÐÒÁŒÏ", \ŒÐÒÁŒÏ ŒÎÉÚ". îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÄŒÁ ŒÉÄÁ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏŒ: ÄŒÕ- ÚŒÅÎÎÙÊ \ŒÐÒÁŒÏ ŒŒÅÒÈ { ŒÐÒÁŒÏ ŒÎÉÚ" É ÏÄÎÏÚŒÅÎÎÙÊ \ŒÐÒÁŒÏ". îÁÊ- ÄÅÍ Œ ÎÁÛÅÍ ÐÕÔÉ ÓÁÍÏÅ ÒÁÎÎÅÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ (ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, Œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ ÞÔÏ ÎÉÖÎÑÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁ) É ÚÁÍÅÎÉÍ ÅÇÏ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ÐÕÔØ. üÔÏ É ÅÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÐÁÒÙ.

œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ { ŒÅÒÈÎÑÑ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÅÒÛÉÎÁ ÎÉÖÅ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ (Á ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÐÁÒÙ { ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ \ŒÐÒÁŒÏ ŒÎÉÚ { ŒÐÒÁŒÏ ŒŒÅÒÈ" É \ŒÐÒÁŒÏ").

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. èÏÔÑ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.1 ÞÉÓÌÏ #K_{2n}=2^n ÅÓÔØ ÔÏÞÎÙÊ ËŒÁ- ÄÒÁÔ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P_n(x) É R_n(x) ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ 6.2 É 6.3 ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËŒÁ- ÄÒÁÔÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÉ 2 ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÙ ŒÓÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ K_4 É ÕËÁÚÁÎ ŒËÌÁÄ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Œ ÆÕÎËÃÉÉ AK(4; x), AK(4; q). óÕÍÍÉÒÕÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

AK(4; x) = 1 + 9x + 16x^2 + 9x^3 + x^4 = (1 + x)^2(1 + 7x + x^2);

AK(4; q) = 1+q+2q^2+5q^3 +6q^4 +6q^5 +6q^6 +5q^7 +2q^8 +q^9 +q^{10}

= (1 + q)^2(1 − q + 3q^2 + 3q^4 + 3q^6 − q^7 + q^8) :

äÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.2. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØ- ÎÙÍ ÄÏÍÉÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÎÁËÌÏÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ Œ ÇÒÁÆÅ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÊ.

òáúâéåîéå îá äïíéîï 223

ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ AK(n; x) ÕÞÉÔÙŒÁÅÔ ÌÉÛØ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ŒÓÅÈ ŒÅÒÔÉ- ËÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÌÉÛØ ÏÔÒÅÚËÉ, ÉÄÕÝÉÅ, ÓËÁÖÅÍ, ŒÐÒÁŒÏ ŒÎÉÚ. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ AK(n; x) ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÄÓÞÉÔÁÎÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÉÎÄÓÔÒÏÍÁ ÄÌÑ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÅÓÏŒ, ÐÏËÁÚÁÎ- ÎÏÇÏ ÎÁ ÒÉÓ. 9. üÔÏ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÅ ŒÅÓÏŒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ É ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ: ÓÕÍÍÁ ŒÅÓÏŒ ÐÕÔÅÊ, ÏÂÈÏÄÑÝÉÈ Ó ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÇÒÁ- ÎÉÃÕ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (1+x). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.3.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ

AK(n; x; q) = ∑ T x^{v(T )}q^{r(T )}:

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ AK(n; x; q) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n-À ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÎÅŒÅÒÎÏ. îÏ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅ- ÏÒÅÍ 6.2 É 6.3 ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÅÄÉÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÅ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÅ ŒÅÓÏŒ

úÄÅÓØ ÓÕÍÍÁ ŒÅÓÏŒ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÕÔÅÊ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÏÂ- ÈÏÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (x + q) ÉÌÉ (1 + qx). ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ AK(n; x; q) ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ŒÉÄÁ (x + q)^k (1 + qx)^{n−k} Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ Z[x; q].

224 ë. ëïèáóø

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 1. áÃÔÅËÓËÉÅ ÐÏÄÚÅÍÅÌØÑ

òÉÓ. 10. CÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ P_nP_{n−2} = P^2_{n−1} + Q^2_{n−1}.

òáúâéåîéå îá äïíéîï 225

òÉÓ. 11. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Q_nQ_{n−2} = Q^2_{n−1} + P_{n−1}R_{n−1}.

226 ë. ëïèáóø

òÉÓ. 12. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ R_nP_{n−1} = Q_nQ_{n−1} + S^2_{n−1}.

òáúâéåîéå îá äïíéîï 227

òÉÓ. 13. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ S_nP_{n−1} = P_nS_{n−1} + Q_nU_{n−1}.

228 ë. ëïèáóø

òÉÓ. 14. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ U_nU_{n−2} = S^2_{n−1} + U^2_{n−1}.

òáúâéåîéå îá äïíéîï 229

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ 2. òÁÚÂÉÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÁ 4 × 4 òÁÎÇ òÁÚÂÉÅÎÉÑ œËÌÁÄ Œ œËÌÁÄ Œ AK(2n; q) AK(2n; x)

0 1 x

1 q x^2

2 (2) 2q^2 2x

3 (1) ; (4) 5q^3 1 + 4x^2

4 (4) ; (2) 6q^4 4x + 2x^3

5 (2) ; (2) ; (2) 6q^5 6x^2

6 (2) ; (4) 6q^6 2x + 4x^3

7 (4) ; (1) 5q^7 4x^2 + x^4

8 (2) 2q^8 2x^3

9 q^9 x^2

10 q^{10} x^3

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

1. ó. ì. âÅÒÌÏŒ, ó. œ. éŒÁÎÏŒ, ë. ð. ëÏÈÁÓØ, ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ. úÁÄÁÞÁ 97.109. ìÁÎØ, óðÂ. (2003).

2. ë. ð. ëÏÈÁÓØ, òÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ. | íÁÔ. ÐÒÏÓŒÅÝÅÎÉÅ. ôÒÅÔØÑ ÓÅÒÉÑ, ŒÙÐ. 9 (2005), 143{163.

3. M. Ciucu, Enumeration of perfect matchings in graphs with re‚ective symmetry.

| J. Combin. Theory Ser. A. 77, No. 1 (1997), 67{97.

230 ë. ëïèáóø

4. M. Ciucu, Perfect matchings and perfect powers. | J. Algebraic Combin. 17, No. 3 (2003), 335{375.

5. N. Elkies, G. Kuperbeg, M. Larsen, J. Propp, Alternating-sign matrices and domino tilings. | J. Algebraic Combin. 1 (1992), 111{132.

6. I. M. Gessel, X. G. Viennot, Determinants, paths and plane partitions. Preprint (1989).

7. P. John, P. Sachs, H. Zarnitz, Domino covers in square chessboards. | Zastosowania Matematyki (Applicationes Mathematicae) XIX, 3{4 (1987), 635{641.

8. P. W. Kasteleyn, The statistics of dimers on a lattice I. The number of dimer arrangements on a quadratic lattice. | Physica 27 (1961), 1209{1225.

9. E. Kuo, Application of graphical condensation for enumerating matchings. | Teoret. Comput. Sci. 319 (2004), 29{57, arXiv:math.CO/0304090.

10. L. Pachter, Combinatorial approaches and conjectures for 2-divisibility problems concerning domino tilings of polyminoes. | Electron. J. Combin. 4 (1997), R29.

11. J. Propp, Frieze-ing and condensation, http://www.math.wisc.edu/~ propp /bilinear/domino.

12. J. Propp, Generalized domino shu›ing, arXiv:math.CO/0111034. 13. J. Propp, R. Stanley, Domino tilings with barriers. | J. Combin. Theory Ser. A.

87, No. 2 (1999), 347{356, arXiv:math.CO/9801067.

14. Eu Sen-Peng, Fu Tung Shan, A simple proof of Aztec diamond theorem, arXiv:math.CO/0412041.

15. D. Speyer, Perfect matchings and the octahedron recurrence. | J. Algebraic Combin. 25, No. 3 (2007), 309{348.

16. V. Strehl, Counting domino tilings of rectangles via Resultants. | Adv. in Appl.

Math. 27, No. 2{3 (2001), 597{626.

17. Yang Bo-Yin, Three enumeration problems concerning Aztec diamonds. Ph. D. Thesis, Department of Mathematics, Massachusetts Institute of Technology, Cambridge, Massachusetts (1991).

Kokhas K. P. Domino tilings of aztec diamonds and squares. The article gives several new combinatorial proofs of well-known theorems about domino tilings of aztec diamonds and squares. We prove also generalizations of these theorems for the generating polynomials of some statistics of tilings. Some results here are new, for example, we describe how to calculate the rank of a tiling using special weights of edges on the square grid.

The text is self-su‹cient, we give numerous illustrations to all combinatorial constructions.

ðÏÓÔÕÐÉÌÏ 19 ÎÏÑÂÒÑ 2008 Ç. ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÉÊ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔŒÅÎÎÙÊ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ E-mail: kostik@kk1437.spb.edu