úÁÐÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏŒ ðïíé ôÏÍ 360, 2008 Ç.

œ. ó. ëÁÐÉÔÏÎÏŒ, á. ç. ðÒÏÎØËÏ

ðñôéœåòûéîîáñ íïäåìø é ðìïóëéå òáúâéåîéñ œ ñýéëå

1. œŒÅÄÅÎÉÅ

ðÌÏÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÏÂÙÞÎÙÈ (ÌÉÎÅÊÎÙÈ) ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÌÑ ÚÁÄÁÎ- ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÅÇÏ ÐÌÏÓËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ŒÉÄÁ n = ∑ i_1 ;i_2⩾0 ni1 i2 , ÇÄÅ ni1 i2 (i1; i2 = 1; 2; : : : ) { ÃÅÌÙÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉ-

ÓÌÁ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ n_{i1 i2} ⩾ n_{j1j2} ŒÓÑËÉÊ ÒÁÚ, ËÁË i_1 ⩽ j_1, i_2 ⩽ j_2 (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [1, 2]). ðÌÏÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ Œ ŒÉÄÅ ÔÁ- ÂÌÉÃ n_{1;1} n_{1;2} n_{1;3} : : : n_{2;1} n_{2;2} n_{2;3} : : : n_{3;1} n_{3;2} n_{3;3} : : : . . . . . . . . . (1.1)

òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÞÉÓÌÁ n_{i1 i2} ËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÙÓÏÔ, ÔÁËÉÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÍÏÖÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË \ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ".

œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒ ÔÁÂÌÉÃ É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ n_{i1 i2} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, ÐÌÏÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÉÍÅÎÕÀÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ Œ ÑÝÉËÅ. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÐÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ: n_{i1 i2} = 0 ÐÒÉ i_1 ⩾ a É i_2 ⩾ b, É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, n_{i1i2} ⩽ c ÄÌÑ i_1 ⩽ a, i_2 ⩽ b, ÇÄÅ a; b; c { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. üÔÉ ÞÉÓÌÁ ÍÏÇÕÔ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÒÁÚÍÅÒÙ ÐÁÒÁÌ- ÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, Á ÓÁÍÉ ÐÌÏÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ { ËÁË ÅÇÏ ÕËÌÁÄËÉ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ ËÕÂÁÍÉ. ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÕËÌÁÄËÉ ËÕ- ÂÏŒ ÔÏÇÄÁ ÂÕÄÕÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØÓÑ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ŒÙÓÏÔÏÊ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔÉ (ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÅÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÄÏÌØ ÏÓÉ z) ÐÒÉ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÉ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x É y.

ðÒÉ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÐÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ËÁË ÔÒÅÈÍÅÒ- ÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ËÏÎÆÉ- ÇÕÒÁÃÉÊ ÕËÌÁÄÏË ËÕÂÁÍÉ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ \ÇÒÁÄÉÅÎÔÎÙÈ" ÌÉÎÉÊ. üÔÉ ÌÉ-

òÁÂÏÔÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÐÒÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÐÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, ÇÒÁÎÔ 07-01-00358 . 162 ðñôéœåòûéîîáñ íïäåìø 163

ÎÉÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÕËÌÁÄÏË ËÕÂÁÍÉ, ŒËÌÀÞÁÑ ÇÒÁÎÉÃÙ ÑÝÉËÁ, Ó ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ x = p + 1=2 (p = 0; 1; : : : ). ðÒÉÍÅÒ ÐÌÏÓËÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Ó ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÇÒÁÄÉÅÎÔÎÙÈ ÌÉÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÖÉÒÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ, ÐÒÉŒÅÄÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 1 ÓÌÅŒÁ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ ÇÒÁÄÉÅÎÔÎÙÈ ÌÉÎÉÊ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÐÌÏÓËÉÍÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ Œ ÑÝÉËÅ.

òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÜÔÉ ÇÒÁÄÉÅÎÔÎÙÅ ÌÉÎÉÉ ËÁË ÌÉÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ŒÅÒ- ÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÑÔÉŒÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ËÏÎÆÉ- ÇÕÒÁÃÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏËÁÚÁÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 1 ÓÐÒÁŒÁ. ïÔÌÉÞÉÅ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÏÔ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÛÅÓÔÉŒÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÚÁÐÒÅÔÅ ŒÅÒ- ÛÉÎÙ ÓÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÍÉÓÑ ÌÉÎÉÑÍÉ. ïÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏŒ ÐÌÏÓËÏÇÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÕËÌÁÄÏË ËÕÂÁÍÉ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÍÏÄÅÌÉ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 2. íÏÄÅÌØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ c N ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ É M ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÐÒÉ- ÞÅÍ N = b + c É M = a + b; ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ, Ó b ÐÏÄÒÑÄ ŒÈÏÄÑÝÉÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ ÎÁ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅ ÓÐÒÁŒÁ É ÉÓÈÏÄÑÝÉÍÉ ÎÁ ÌÅŒÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅ ŒÎÉÚÕ. äÌÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ŒÓÅ ŒÅÓÁ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ŒÙÂÒÁÎÙ ÒÁŒÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉÃÅ.

òÉÓ. 1. óÌÅŒÁ: ÐÒÉÍÅÒ ÐÌÏÓËÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁ- ÃÉÉ. öÉÒÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ‘‘ÇÒÁÄÉÅÎÔÎÙÅ’’ ÌÉÎÉÉ. óÐÒÁŒÁ: ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ ÐÑÔÉŒÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÇÒÁ- ÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ.

164 œ. ó. ëáðéôïîïœ, á. ç. ðòïîøëï

òÉÓ. 2. œÅÒÛÉÎÙ ÛÅÓÔÉŒÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÐÌÏÓËÉÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÕËÌÁÄÏË. œ ÐÑÔÉŒÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ŒÅÒ- ÛÉÎÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÁ.

óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÀ ÐÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÏÐÉÓÁÎ- ÎÙÈ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÒÁÄÉÅÎÔÎÙÈ ÌÉÎÉÊ, ÏÓÎÏŒÁÎ ÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ÔÅ- ÏÒÉÉ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÕÔÅÊ [3{5]. ãÅÌØ ÎÁÛÅÊ ÒÁÂÏÔÙ { ÐÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉŒÌÅÞÅÎÉÅ ÐÑÔÉŒÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØ ÔÁËÖÅ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÐÌÏÓËÉÍÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ.

þÔÏÂÙ ÄÁÔØ ÐÒÉÍÅÒ ÏÄÎÏÊ ÔÁËÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÔÁËÖÅ ÕÐÏ- ÍÑÎÕÔØ, ÞÔÏ ÐÌÏÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ËÁË ÐÏËÒÙ- ÔÉÑ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÏÍÂÁÍÉ ÔÒčÈ ÔÉÐÏŒ [6]. äÁÎÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØ- ÎÉË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ ÎÁ ÌÅŒÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ ÒÉÓ. 1 (ÓŒÅÔÌÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ). òÏÍ- ÂÁÍÉ ÚÄÅÓØ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÁ ÔÉÐÁ ÒÏÍÂÏŒ É ËŒÁÄÒÁÔÙ (ÒÏÍÂÙ Ó ÕÇÌÁÍÉ 90^∘). éÎÔÅÒÅÓ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÞÉÓÌÏ ÐÌÏÓËÉÈ ÐÏËÒÙÔÉÊ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÍ ÒÏÍÂÏÍ [7{10]. äÁÎÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÁÑ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÏÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÐÑÔÉŒÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÒÁŒÎÏÇÏ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÅ).

îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ŒÒÅÍÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÕÓÔÏÊ- ÞÉŒÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ Ë ÐÒÉŒÌÅÞÅÎÉÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ. üÔÏÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÏÓÎÏŒÁÎ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÕÓÐÅÛ- ÎÏÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÍÅÔÏÄÏŒ, ÒÁÚŒÉÔÙÈ ÒÁÎÅÅ ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÉ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ, Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÐÌÏÓ- ËÉÍÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÏÂSSÅÍÅ [11{15]. óÔÏÉÔ ÔÁËÖÅ ÕÐÏ- ÍÑÎÕÔØ Ï ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÛÅÓÔÉŒÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉ- ÑÍÉ ÄÏÍÅÎÎÏÊ ÓÔÅÎËÉ É ÉÈ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÊ Ë ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÀ É ÉÓÓÌÅÄÏŒÁ- ÎÉÀ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏ-ÚÎÁËÏŒÙÈ ÍÁÔÒÉÃ [16{20]. ðÌÏÓËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Œ ÑÝÉËÅ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ Œ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ, ÔÁËÉÈ, ËÁË ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÂÏÚÏÎÎÙÈ ÆÁÚÏŒÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ [21, 22], Á ÔÁËÖÅ ÞÅÔÙÒÅÈ- É ÐÑÔÉŒÅÒ- ÛÉÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌÉ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ [23, 24].

ðñôéœåòûéîîáñ íïäåìø 165

óÒÅÄÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÏË ÐÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Œ ÑÝÉËÅ Œ ÔÅÒ- ÍÉÎÁÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÐÑÔÉŒÅÒÛÉÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ, ÎÁ ÎÁÛ ŒÚÇÌÑÄ, ÔÅÍ, ÞÔÏ ÅÅ ŒÅÓÁ ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ÕÓÌÏŒÉÀ ÓŒÏÂÏÄ- ÎÙÈ ÆÅÒÍÉÏÎÏŒ. äÌÑ ÔÁËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÅÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÆÅÒÍÉÏÎÏŒ, ÉÌÉ \ÆÅÒÍÉÏÎÉ- ÚÁÃÉÑ". œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÆÅÒÍÉÏÎÉÚÁÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÐÒÑÍÕÀ, ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ êÏÒÄÁÎÁ{œÉÇÎÅÒÁ.

äÁÌÅÅ, Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 3 ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÑÔÉŒÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ Ó ÒÁŒÎÙÍÉ ŒÅÓÁÍÉ ÆÅÒÍÉÏÎÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ (ÔÒÁÎÓÆÅÒ-ÍÁÔÒÉÃÙ) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÏÔ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÏ ÆÅÒÍÉÏÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ. óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÒÑÄËÁ b × b, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÊ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ É ÏÄÎÏÊ ÇÁÎËÅÌÅŒÏÊ ÍÁÔÒÉÃ. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÊ Ó ÁÎÓÁÍÂÌÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ìÁ- ÇÅÒÒÁ.

îÁËÏÎÅÃ, Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4 ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÕÀ ËÏÒÒÅÌÑ- ÃÉÏÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÑ ÌÉÎÉÉ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍ ÒÅÂÒÅ. üÔÁ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÞÉÓÌÕ ÐÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÏËÒÙÔÉÑÍ ÒÏÍÂÁÍÉ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÏÄÎÉÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÒÏÍÂÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ.

2. ðÑÔÉŒÅÒÛÉÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ É ÆÅÒÍÉÏÎÙ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÐÑÔÉŒÅÒÛÉÎÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ Œ ÒÁÍËÁÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÇÏ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÁ, ÔÉÐÉÞÎÏÇÏ ÄÌÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÔÉÐÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØ. äÁÌÅÅ, ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÍÅ- ÎÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ êÏÒÄÁÎÁ{œÉÇÎÅÒÁ ÍÙ ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅ- ÓËÕÀ ÓÕÍÍÕ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ (ÕÖÅ ÆÅÒÍÉ- ÏÎÎÏÇÏ) ÔÉÐÁ ÒÑÄ-ÒÑÄ, ÞÔÏ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÏÌØÃÍÁÎÏŒÓËÏÇÏ ŒÅÓÁ ŒÅÒÛÉÎÙ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ, ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÔÉÐÁ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0, ÅÓÌÉ ÒÅÂÒÏ ÐÕÓÔÏÅ, É 1, ÅÓÌÉ ÒÅÂÒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÎÉÀ. ðÕÓÔØ ¯, ˚, ¯^′ É ˚^′ { ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÅ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ, ÐÒÉÐÉÓÁÎÎÙÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÌÅŒÏÍÕ, ÎÉÖÎÅÍÕ, ŒÅÒÈÎÅÍÕ É ÐÒÁŒÏÍÕ ÒÅÂÒÁÍ ŒÅÒÛÉÎÙ, Á w_{¯;˚;¯}′_{;˚}′ ÅÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÊ ÜÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÂÏÌØÃÍÁÎÏŒÓËÉÊ ŒÅÓ. œ ÐÑÔÉŒÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ,

166 œ. ó. ëáðéôïîïœ, á. ç. ðòïîøëï

ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÀ ÐÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ,

w_{0;0;0;0} = w_{0;1;1;0} = w_{1;0;0;1} = w_{0;1;0;1} = w_{1;0;1;0} = 1; w_{1;1;1;1} = 0; (2.1)

Á ÔÁËÖÅ w_{¯;˚;¯}′_{;˚}′ = 0 ÄÌÑ ¯ + ˚ ≠ ¯^′ + ˚^′.

œ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÎÁÍÅÒÅÎÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ, ŒÅÒÛÉÎÁÍ ËŒÁ- ÄÒÁÔÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ N × M ÂÕÄÕÔ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÔØÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ X_j (j = 1; : : : ; N +M −1), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H_{N+M} = (C^2)^{⊗(N+M)}. ëÁÖÄÙÊ X_j ÂÕÄÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ Œ j-Ê É (j + 1)-Ê ËÏÐÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C^2 Œ H_{N+M} . ðÕÓÔØ v_0, v_1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ C^2,

v_0 = ( 1 0 ) ; v_1 = ( 0 1 ) : (2.2)

äÌÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H_{N+M} , ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÉÇÒÁÔØ ÒÏÌØ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ \ÂÒÁ" É \ËÅÔ" ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ

|¯_{¯1 ;¯2:::;¯N +M} ⟩ := v_{¯1} ⊗ v_{¯2} ⊗ · · · ⊗ v_{¯N +M} ; (2.3)

ÇÄÅ ¯_1; ¯_2; : : : ; ¯_{N+M} = 0; 1. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ X_j ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

⟨¯_{¯1;:::;¯N +M} |X_j |¯_¯′_{1 ;:::;¯}′_{N +M} ⟩ = w_{¯j ;¯j+1 ;¯}′_{j ;¯}′_{j+1}

N+M∏ l=1 l≠j;j+1

ffi_{¯l ;¯}′_l : (2.4)

úÄÅÓØ w_{¯;˚;¯}′_{;˚}′ { ÂÏÌØÍÁÎÏŒÓËÉÊ ŒÅÓ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ, É ffi_{¯;¯}′ { ÓÉÍŒÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ.

œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÐÉÎÏŒÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

œ^ff_j = I ⊗ · · · ⊗ I j−1 ⊗œ^ff ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I (ff = x; y; z); (2.5)

ÇÄÅ I { ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ 2 × 2, Á œ^x, œ^y , œ^z { ÍÁÔÒÉÃÙ ðÁÕÌÉ,

œ^x = ( 0 1 1 0 ) ; œ^y = ( 0 −i i 0 ) ; œ^z = ( 1 0 0 −1 ) ; (2.6)

ðñôéœåòûéîîáñ íïäåìø 167

Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ X_j ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

X_j = 1 4 ( 3 + œ^z_j + œ^z_{j+1} − œ^z_j œ^z_{j+1} ) + 1 2 ( œ^x_j œ^x_{j+1} + œ^y_j œ^y_{j+1} ) : (2.7)

óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÑÔÉŒÅÒÛÉÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ, ÐÏËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÎÁ ÐÒÁŒÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ ÒÉÓ. 1, ÍÏ- ÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ Œ ŒÉÄÅ

Z = ⟨L| ¨ |R⟩; (2.8)

ÇÄÅ ŒÅËÔÏÒ |R⟩ ÕÞÉÔÙŒÁÅÔ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ŒÅÒÈÎÅÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÇÒÁÎÉÃÁÈ ÒÅÛÅÔËÉ,

|R⟩ := |¯0; : : : ; 0 a^;

1; : : : ; 1 b^;

0; : : : ; 0 c ⟩; (2.9)

Á ŒÅËÔÏÒ ⟨L| { ÎÁ ÌÅŒÏÊ É ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÁÈ,

⟨L| := ⟨¯0; : : : ; 0 c^;

1; : : : ; 1 b^;

0; : : : ; 0 a |: (2.10)

ïÐÅÒÁÔÏÒ ¨ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄ ÞÅÒÅÚ ŒÓÀ ÒÅÛÅÔËÕ, Ó ÐÒÁŒÏÇÏ ŒÅÒÈ- ÎÅÇÏ ÕÇÌÁ ÄÏ ÌÅŒÏÇÏ ÎÉÖÎÅÇÏ, É, ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÅÒÅ- ÈÏÄÁ ÔÉÐÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ N ⩾ M, ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

¨ = X_N (X_{N+1}X_{N−1}) · · · (X_{2M−1} · · · X_3X_1)

× · · · (X_{N+M−1} · · · X_{N−M+3}X_{N−M+1}) · · · (X_{M+1}X_{M−1})X_M : (2.11)

œ ÜÔÏÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ËÁÖÄÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÔÉÐÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØ. á ÉÍÅÎÎÏ, ËÒÁÊÎÉÊ ÓÐÒÁŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, X_M , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÁŒÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÒÅÛÅÔËÉ, X_{M+1}X_{M−1} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÔÏÒÏÍÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÒÑÄÕ ŒÅÒÛÉÎ ÏÔ ÐÒÁŒÏÇÏ ŒÅÒÈÎÅÇÏ ÕÇÌÁ É Ô.Ä., ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ÌÅŒÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ŒÅÒÛÉÎÙ, ËÏÔÏ- ÒÏÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ X_N . ðÏÌÅÚÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ X_j X_k = X_kX_j ÐÒÉ |k − j| ⩾ 2, ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ X_j Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ¨ ÍÏ- ÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÇÒÕÐÐÉÒÏŒÁÎÙ ÔÁËÖÅ ŒÄÏÌØ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÌÉÂÏ ÇÏÒÉÚÏÎ- ÔÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÒÅÛÅÔËÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÒÕÐÐÉÒÕÑ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ŒÄÏÌØ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏŒ, ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ¨ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ

¨ = (X_N · · · X_2X_1)(X_{N+1} · · · X_3X_2) × · · · (X_{N+M−1} · · · X_{M+1}X_M ): (2.12)

168 œ. ó. ëáðéôïîïœ, á. ç. ðòïîøëï

œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÒÑÄËÏÍ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÒÅÛÅÔËÉ, ËÏÔÏÒÙÍ ÏÎÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÎÁ ÐÒÁ- ŒÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ ÒÉÓ. 1 (ÐÏÒÑÄÏË ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Œ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÅÂÏÒÕ ŒÅÒÛÉÎ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÒÅÛÅÔËÉ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ).

òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÏ- ÚŒÏÌÑÅÔ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ êÏÒÄÁÎÁ{œÉÇÎÅÒÁ É ŒÙÒÁÚÉÔØ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÞÅÒÅÚ ÁÌÇÅÂÒÕ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÅÒÍÉÏÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ [25]. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ œ^±_j =^1_2 ( œ^x_j ± iœ^y_j ) , ÐÏÌÏÖÉÍ

f_j = ˚^z_j œ^+_j ; f^∗_j = œ^−_j ˚^z_j ; ˚^z_j := j∏ k=1 œ^z_k: (2.13)

äÌÑ ŒÓÅÈ j; k = 1; : : : ; N + M ÉÍÅÅÍ

f_j f^∗_k + f^∗_k f_j = ffi_{jk} ; f_j f_k + f_kf_j = 0; f^∗_j f^∗_k + f^∗_k f^∗_j = 0: (2.14)

ïÐÅÒÁÔÏÒÙ f^∗_j É f_j ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÒÏÖÄÅÎÉÑ É ÕÎÉÞÔÏÖÅÎÉÑ ÆÅÒÍÉÏÎÏŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÁËÕÕÍÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ |˙⟩ = |¯_{0;:::;0}⟩, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H_{N+M} ÉÍÅÅÍ

|¯_{¯1 ;¯2;:::;¯N +M} ⟩ = (f^∗_1 )^{¯1} (f^∗_2 )^{¯2} · · · (f^∗_{N+M} )^{¯N +M} |˙⟩; (2.15)

ÇÄÅ ÐÏÒÑÄÏË ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ (2.10) É (2.9) ÉÍÅÅÍ

⟨L| = ⟨˙|f_{c+b}f_{c+b−1} · · · f_{c+1}; |R⟩ = f^∗_{a+1}f^∗_{a+2} · · · f^∗_{a+b}|˙⟩: (2.16)

ðÒÉÎÉÍÁÑ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ (˚_j )^2 = 1 É œ^z_j = 1 − 2f^∗_j f_j , ÆÏÒÍÕÌÕ (2.7) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

X_j = 1 − q_j q_{j+1} + f^∗_{j+1}f_j + f^∗_j f_{j+1}; (2.17)

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ q_j ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÆÅÒÍÉÏÎÏŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÁËÕÕÍÁ, q_j := f^∗_j f_j . œÙÒÁÖÅÎÉÑ (2.16) É (2.17), ÐÏÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ Œ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ (2.8) É (2.12), ÄÁÀÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÆÅÒÍÉÏÎÏŒ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÐÏÄÇÏÔÏŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÛÁÇÁ ÍÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (2.8) É (2.12) ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ Ë ŒÉÄÕ, ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂ- ÎÏÍÕ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒËÉ ÆÅÒÍÉÏÎÏŒ

P_{j;k} = 1 − q_j − q_k + f^∗_j f_k + f^∗_k f_j ; (2.18)

ðñôéœåòûéîîáñ íïäåìø 169

ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ

P_{j;k}f^∗_j P_{j;k} = f^∗_k ; P_{j;k}f_j P_{j;k} = f_k; P_{j;k}|˙⟩ = |˙⟩: (2.19)

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÔÒÁÎÓÌÑÃÉÉ ÆÅÒÍÉÏÎÏŒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ

U = P_{1;2}P_{2;3} : : : P_{N+M−1;N+M} ; U^{N+M} = 1: (2.20)

äÁÌÅÅ, ŒŒÅÄÅÍ Œ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T , ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔ ÉÇÒÁÔØ ŒÁÖ- ÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÑ ÅÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

T := X_N : : : X_2X_1U: (2.21)

œÙÒÁÖÁÑ ËÁÖÄÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (2.12) ÞÅÒÅÚ T É ÐÒÉ- ÎÉÍÁÑ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ U^{−1}X_j U = X_{j−1}, ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ

Z = ⟨L| T^M | ~R⟩: (2.22)

úÄÅÓØ | ~R⟩ := U^N |R⟩ = f^∗_{N+a+1}f^∗_{N+a+2} · · · f^∗_{N+M} |˙⟩; (2.23)

É ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ N = b + c É M = a + b. æÏÒÍÕÌÁ (2.22) É ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÁ ÎÉÖÅ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ. ïÐÅÒÁÔÏÒ T Œ ÎÅÊ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÔÉÐÁ ÒÑÄ-ÒÑÄ.

3. óŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ É ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ

ïÐÅÒÁÔÏÒ T , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2.21), Œ ÓÉÌÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ X_j É U, ËÁË ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜËÓ- ÐÏÎÅÎÔÏÊ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. üÔÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÓÏÈÒÁ- ÎÑÅÔÓÑ É ÄÌÑ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÉÔ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÓÔÁ- ÔÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÕÍÍÕ Œ ŒÉÄÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ.

äÌÑ ÚÁÐÉÓÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ËÏÍÐÁËÔ- ÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÚÁÐÉÓÉ f^∗Af = ∑ j;k A_{jk} f^∗_j f_k, ÇÄÅ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÏÒÑÄËÁ (N + M) × (N + M) Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ A_{j;k}.

ðÅÒÅÄ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ŒÎÁÞÁÌÅ ÄŒÅ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÏÂÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉ- ÍÙÈ Œ ŒÉÄÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÏÔ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÐÏ ÆÅÒÍÉÏÎÁÍ. ðÅÒ- ŒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A_i (i = 1; 2) ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ A_i = exp{f^∗ ln(A_i)f }; ÔÏÇÄÁ

A_1A_2 = exp{f^∗ ln(A_1A_2)f }: (3.1)

170 œ. ó. ëáðéôïîïœ, á. ç. ðòïîøëï

œÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏŒ. á ÉÍÅÎÎÏ, Œ p-ÞÁÓÔÉÞÎÏÍ ÓÅËÔÏÒÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ŒÉÄÁ A = exp{f^∗ ln(A)f } ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ p-Ê ÍÉÎÏÒ ÍÁÔÒÉÃÙ A:

⟨˙|f_{ip} · · · f_{i2} f_{i1} A f^∗_{j1} f^∗_{j2} · · · f^∗_{jp} |˙⟩

= | | | | | | A_{i1 ;j1} A_{i1 ;j2} : : : A_{i1 ;jp} A_{i2 ;j1} A_{i2 ;j2} : : : A_{i2 ;jp} : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : A_{ip ;j1} A_{ip;j2} : : : A_{ip;jp}

| | | | | | : (3.2)

æÏÒÍÕÌÙ (3.1) É (3.2) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÒÁÚÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ. îÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ËÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌÁ ÇÁÕÓÓÏŒÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ Œ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÇÒÁÓÓÍÁ- ÎÏŒÙÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÆÅÒÍÉÏÎÏŒ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ. óÔÒÕËÔÕÒÁ ÑÄÅÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ ËÁË ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ ÏÔ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÏ ÆÅÒÍÉÏ- ÎÁÍ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÓŒÅÒÔËÅ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ Ó ÓÁÍÏŒÏÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÍÉÓÑ ÑÄÒÁÍÉ [26].

þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÅÍÕ ÍÁÔÒÉÃÕ T Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ Œ ŒÉÄÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ T = exp{f^∗ ln(T )f }, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁÊÔÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÈ ÓÏÍÎÏ- ÖÉÔÅÌÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ (2.21), Á ÉÍÅÎÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ X_j É P_{j;j+1} (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (2.20)). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ V_j (ff), ÇÄÅ ff { ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÑ ÉÈ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

V_j (ff) := exp{f^∗ ln(V_j (ff))f }; (3.3)

ÇÄÅ (N + M) × (N + M) ÍÁÔÒÉÃÙ V_j (ff) ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÂÌÏÞÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ:

V_j (ff) =

I_{(j−1)} ff 1 1 ff I_{(N+M−j−1)}

: (3.4)

úÄÅÓØ É ŒÓÀÄÕ ÎÉÖÅ I_{(p)} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ p×p ÍÁÔÒÉÃÕ. ðÏÌÁÇÁÑ ff ≠ 1, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

V_j (ff) = 1 + (ff − 1)(q_j + q_{j+1}) + ff(ff − 2)q_j q_{j+1} + f^∗_j f_{j+1} + f^∗_{j+1}f_j : (3.5)

ðñôéœåòûéîîáñ íïäåìø 171

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ É ÍÁÔÒÉÃÙ V_j (ff), ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÈÏÒÏÛÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÐÒÉ ff → 1, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ (3.3) É (3.5) ÔÁËÖÅ É ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ff = 1. õËÁÚÁÎÎÙÊ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ŒÁÖÅÎ ÔÅÍ, ÞÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (3.5) ÐÒÉ ff = 1 ÐÅÒÅ- ÈÏÄÉÔ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (2.17) ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ X_j . ðÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ X_j = V_j (1) ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ ŒÉÄÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ

X_j = exp{f^∗ ln(X_j )f }; X_j := V_j (1): (3.6)

ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ X_j É ÍÁÔÒÉÃÙ X_j ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅ- ŒÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÆÏÒÍÕÌÁ (3.6) ÄÏÌÖÎÁ ÐÏÎÉÍÁÔØÓÑ Œ ÓÍÙ- ÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ V_j (ff) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÒÅÇÕ- ÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ X_j Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ X_j = lim_{ff→1} V_j (ff). óÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÍÁÔÒÉÃÙ X_j ÄÏÌÖÅÎ ÐÏÎÉÍÁÔØÓÑ ËÁË ln(X_j ) = lim_{ff→1} ln(V_j (ff)). îÉÖÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ ÔÏÌØËÏ Ó ÓÁÍÉÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ X_j , Á ÎÅ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍÉ ÏÔ ÎÉÈ.

äÁÌÅÅ, ÐÏÌÁÇÁÑ ff = 0 Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ (3.5), ÍÙ ÔÁËÖÅ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ (2.18) ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÐÒÉ k = j + 1, Ô.Å. P_{j;j+1} = V_j (0). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

P_{j;j+1} = exp{f^∗ ln(P_{j;j+1})f }; P_{j;j+1} := V_j (0): (3.7)

ðÒÉÎÉÍÁÑ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (2.20) É (3.1) ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÃÉËÌÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ N + M ÆÅÒÍÉÏÎÏŒ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ U = exp{f^∗ ln(U)f }, ÇÄÅ U = ( 1 I_{(N+M−1)} ) : (3.8)

œÏÏÂÝÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÂÕÄÅÔ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÏÔ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÏ ÆÅÒÍÉÏÎÁÍ Ó ÌÏÇÁÒÉÆ- ÍÏÍ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÞÔÏ ÅÓÔØ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÆÏÒÍÕÌ (3.1) É (3.7).

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ÉÍÅÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÉÓËÏÍÏÇÏ ŒÉÄÁ c ÍÁÔÒÉÃÅÊ T , ÒÁŒÎÏÊ

T = X_N · · · X_2X_1U: (3.9)

œÏÏÂÝÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÃÅÌÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ T^k = exp{f^∗ ln(T^k)f }, ÐÒÉÞÅÍ, ËÁË ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÑŒÎÙÊ ŒÉÄ ÍÁÔÒÉÃ

172 œ. ó. ëáðéôïîïœ, á. ç. ðòïîøëï

T^k (k = 1; : : : ; M) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎ ÐÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ. îÉÖÅ ÍÙ ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. üÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎÙ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

íÁÔÒÉÃÙ T^k ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙ Œ ŒÉÄÅ ÂÌÏÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ

T^k = ( A_k B_k C_k D_k ) (k = 1; : : : ; M): (3.10)

íÁÔÒÉÃÁ A_k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ N × N, ÎÉÖÎÅÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÉÎÏÍÉÁÌØ- ÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(A_k )_{ij} = ( i − j + k − 1 i − j ) : (3.11)

íÁÔÒÉÃÁ B_k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ N × M, É ÅÅ ÐÅÒ- ŒÙÅ M − k ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÎÕÌÅŒÙÅ; ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(B_k)_{ij} = ( i + j − M + k − 2 j − M + k − 1 ) : (3.12)

íÁÔÒÉÃÁ C_k ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ, ÎÏ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ M × N, É ÅÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ M − k ÓÔÒÏË ÎÕÌÅŒÙÅ; ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(C_k )_{ij} = ( N + k − i − j k − i ) : (3.13)

íÁÔÒÉÃÁ D_k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ M × M É, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÂÌÏÞÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ŒÉÄÁ

D_k = ( S_k I_{(M−k)} ) : (3.14)

úÄÅÓØ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ k × k ÍÁÔÒÉÃÁ S_k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ, Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ (S_k)_{ij} = ( j − i + N − 1 j − i ) ; (3.15)

ÇÄÅ i; j = 1; : : : ; k.

ïÂÒÁÔÉÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ Ë ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ. ðÒÉÍÅ- ÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (3.2) Ë ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ (2.22), ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ

ðñôéœåòûéîîáñ íïäåìø 173

ÉÍÅÅÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ ÍÉÎÏÒÁ ÍÁÔÒÉÃÙ B_M , ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ b ÓÔÒÏË É ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ b ÓÔÏÌÂÃÏŒ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ M = a + b, N = b + c). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ

Z = det H; (3.16)

ÇÄÅ b × b ÍÁÔÒÉÃÁ H ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ

H_{ij} = (B_M )_{c+i;a+j} = ( a + c + i + j − 2

a + j − 1 ) : (3.17)

íÁÔÒÉÃÁ H ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÒÅÈ ÍÁÔÒÉÃ

H = ~^{−1}_c ~H ~^{−1}_a ; (3.18)

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ~_p (p = 0; 1; : : : ) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ b × b ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ (~_p)_{ij} = (p + i − 1)! ffi_{ij} ; (3.19)

Á ÍÁÔÒÉÃÁ ~H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÁÎËÅÌÅŒÏÊ,

~H_{ij} = (a + c + i + j − 2)! = ∞∫ 0 e^{−x}x^{a+c+i+j−2} dx: (3.20)

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ~H ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ a É c É ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ b = 1; 2; : : : ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÁÎÓÁÍÂÌÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ìÁÇÅÒÒÁ {L^{(a+c)}_k (x)}_{k=0;1;:::}. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ìÁÇÅÒÒÁ ÉÍÅÀÔ ÑŒÎÙÊ ŒÉÄ

L^{(˘)}_k (x) = k∑ l=0 (−1)^l ( k +˘ k − l ) x^l l! (3.21)

É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ∞∫ 0 e^{−x}x^˘L^{(˘)}_k (x)L^{(˘)}_k′ (x) dx = h_kffi_{kk}′ (˘ ¿ −1); (3.22)

ÇÄÅ h_k = `(˘ + k + 1)=k!. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÇÁÎËÅÌÅŒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [27])

det ~H = b−1∏ k=0 h_k ¯^2_k

; (3.23)

174 œ. ó. ëáðéôïîïœ, á. ç. ðòïîøëï

ÇÄÅ ¯_k ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÓÔÅÐÅÎÉ k, É ÕÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ÎÁÍÉ ÓÌÕÞÁÅ h_k É ¯_k ÒÁŒÎÙ

h_k =

(k + a + c)! k! ; ¯_k = 1 k! ; (3.24)

ÐÏÌÕÞÉÍ

det ~H = b−1∏ k=0 k!(k + a + c)!: (3.25)

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ ÉÍÅÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ

Z = b−1∏ k=0 k!(k + a + c)! (k + a)!(k + c)!

: (3.26)

òÁÓËÒÙŒÁÑ Œ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÆÁËÔÏÒÉÁÌÙ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÒÁÚ- ÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ a ⩽ b ⩽ c) É ÄÏÂÁŒÌÑÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ŒÙÒÁÖÅ- ÎÉÅ_a ∏ i=1 b∏ j=1 c∏ k=1 i + j + k − 1 i + j + k − 2

; (3.27)

ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ íÁË-íÁÇÏÎÁ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÐÌÏÓ- ËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Œ ÑÝÉËÅ ÒÁÚÍÅÒÏÍ a × b × c. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (3.26), ÔÁËÖÅ ËÁË É (3.27), ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ a, b É c, ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ.

4. ïÄÎÏÔÏÞÅÞÎÁÑ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÏÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÉÉ ÒÅÛÅÔËÉ ÎÁ ÐÒÁŒÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ ÒÉÓ. 1 ÞÉÓÌÁÍÉ m = 1; : : : ; M ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, Á ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÌÉ- ÎÉÉ ÞÉÓÌÁÍÉ n = 1; : : : ; N ÓÎÉÚÕ ŒŒÅÒÈ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ŒÅÒÛÉÎ ÒÅÛÅÔËÉ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÄÅËÁÒÔÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (m; n), Ó \ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ" (1; 1) Œ ŒÅÒÛÉÎÅ Œ ÌÅŒÏÍ ÎÉÖÎÅÍ ÕÇÌÕ ÒÅÛÅÔËÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÕÀ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÏÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ G(m; n), ËÏ- ÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÑ ÌÉÎÉÉ ÎÁ ÇÏÒÉ- ÚÏÎÔÁÌØÎÏÍ ÒÅÂÒÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍ ŒÅÒÛÉÎÙ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (m; n) É (m + 1; n). ëÁË ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÏÓØ ŒÏ ŒŒÅÄÅÎÉÉ, Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÁÃÉÉ ÐÌÏÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ËÁË ÕËÌÁÄÏË ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÏÍÂÁÍÉ ÜÔÁ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÏÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁŒÎÁ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ

ðñôéœåòûéîîáñ íïäåìø 175

ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÕÍÍÕ, ÞÉÓÌÕ ÕËÌÁÄÏË ÒÏÍÂÁÍÉ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÏÄ- ÎÉÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÒÏÍÂÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ.

äÌÑ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÊ ÎÁÓ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÏÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÆÏÒ- ÍÕÌÅ (2.22) ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ, ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ:

G(m; n) = 1 Z ⟨L| T^m q_{N−n+1} T^{M−m} | ~R⟩: (4.1)

úÄÅÓØ, ËÁË É ŒÙÛÅ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ q_j ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ ÆÅÒÍÉÏ- ÎÏŒ, q_j := f^∗_j f_j . þÔÏÂÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3.1), ÚÁÍÅÎÉÍ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ q_j ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ ÏÔ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÏ ÆÅÒ- ÍÉÏÎÁÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ:

q_j = @ @ff exp{ffq_j } | | | |_{ff=0} = @ @ff exp { f^∗ ln ( I + (e^ff − 1)E_j ) f } | | | ff=0 ; (4.2)

ÇÄÅ E_j ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ (N + M) × (N + M) ÍÁÔÒÉÃÕ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÒÁŒÎÙÍÉ ÎÕÌÀ, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ, ÒÁŒÎÏÇÏ ÅÄÉÎÉÃÅ É ÓÔÏÑÝÅÇÏ ÎÁ ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌÉ ÎÁ j-Ê ÐÏÚÉÃÉÉ. äÌÑ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÏÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (3.2), ÉÍÅÅÍ

G(m; n) = 1 Z @ @ff det[H + (e^ff − 1)W ] | | |_{ff=0}

= tr (H^{−1}W ); (4.3)

ÇÄÅ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ (3.16). úÄÅÓØ W { ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÎÇÁ ÏÄÉÎ, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÐÒÁŒÙÍ ÎÉÖÎÉÍ ÐÏÄÂÌÏËÏÍ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ b × b, ÐÒÁŒÏÇÏ ŒÅÒÈÎÅÇÏ ÂÌÏËÁ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ N ×M, ÍÁÔÒÉÃÙ T^mE_{N−n+1}T^{M−m}. ïÂÏ- ÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ E_{N−n+1} ÍÁÔÒÉÃÕ ÌÅŒÏÇÏ ŒÅÒÈÎÅÇÏ ÂÌÏËÁ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ N × N, ÍÁÔÒÉÃÙ E_{N−n+1}, ÞØÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÌÏËÉ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÄÌÑ ÉÎ- ÔÅÒÅÓÕÀÝÅÇÏ ÎÁÓ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÉÍÅÅÍ

T^mE_{N−n+1}T^{M−m} = ( : : : A_mE_{N−n+1}B_{M−m} : : : : : : ) ; (4.4)

ÇÄÅ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ÎÁÓ ÂÌÏËÉ. íÁÔÒÉÃÁ W ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ

W_{ij} = (A_mE_{N−n+1}B_{M−m})_{c+i;a+j} : (4.5)

176 œ. ó. ëáðéôïîïœ, á. ç. ðòïîøëï

õÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ (E_k )_{ij} = ffi_{ki}ffi_{kj} , ÉÍÅÅÍ

W_{ij} = (A_m)_{c+i;N−n+1}(B_{M−m})_{N−n+1;a+j} (4.6)

É, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ (3.11) É (3.12), ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÑŒÎÏÍÕ ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ

W_{ij} = ( i + m + n − b − 2 i + n − b − 1 )( j + a + b + c − m − n − 1 j + a − m − 1 ) : (4.7)

éÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ W ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ-ÓÔÏÌÂÃÁ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÒÏËÕ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÄÁÞÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ H. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (3.18) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ H^{−1} = ~_a ~H^{−1} ~_c; (4.8) ÇÄÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ~_a É ~_c ÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3.19). ðÏ- ÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉÃÁ ~H ÇÁÎËÅÌÅŒÁ, ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÑÄÒÅ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ{äÁÒÂÕ K_b(x; y) ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ìÁÇÅÒÒÁ,

K_b(x; y) = b−1∑ k=0 k! (k + a + c)!

L^{(a+c)} k (x)L^{(a+c)}_k (y); (4.9)

ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ,

K_b(x; y) = b∑ i;j=1

~H^{−1}_{ij} x^{i−1}y^{j−1}: (4.10)

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ìÁÇÅÒÒÁ (3.2), ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÎÁÊÔÉ ÍÁ- ÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ ~H^{−1}. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ H^{−1} ÐÏÌÕÞÉÍ

H^{−1}_{ij} =

(−1)^{i+j} (i + a − 1)!(j + c − 1)!

(i + a + c − 1)!(i − 1)!(j + a + c − 1)!(j − 1)! × b−1∑

k=max(i;j)−1

k!(k + a + c)!

(k − i + 1)!(k − j + 1)!

: (4.11)

ðÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ (4.3) ÄÌÑ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÏÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÒÏÊ- ÎÏÊ ÓÕÍÍÙ. úÁÐÉÓÙŒÁÑ ÓÕÍÍÙ ÐÏ i É j ËÁË ÏÂÒÙŒÁÀÝÉÅÓÑ ÇÉÐÅÒ- ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÑÄÙ, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÏÎÎÏÊ

ðñôéœåòûéîîáñ íïäåìø 177

ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÄŒÕÈ ÇÉÐÅÒ- ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÒÑÄÏŒ:

G(m; n) = b−1∑

k=max(0;m−a;b−n)

(k + a)!(k + c)! k!(k + a + c)! × ( k + a + b + c − m − n k + a − m )( k + m + n − b − 1 k + n − b )

×_3F_2 ( −k; −k − a + m; −k − a − c −k − a − b − c + m + n; −k − a | | | |1 )

×_3F_2 ( −k; −k − n + b; −k − a − c −k − m − n + b + 1; −k − c | | |1 ) : (4.12)

œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏŒ Œ ÏÂÏÉÈ ÇÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÒÑÄÁÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ŒÅÒÈÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÕÓÌÏŒÉÑ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ k ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ŒÔÏÒÙÅ ŒÅÒÈÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÇÉ- ÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÒÑÄÏŒ ÎÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a, b, m, n.

æÏÒÍÕÌÁ (4.12) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÒÁÚÍÅÒÏŒ ÑÝÉËÁ a, b, c É ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ m = 1; : : : ; a + b − 1 É n = 1; : : : ; b + c. æÏÒÍÕÌÁ (4.12) ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ c ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍÉ Œ ÒÁÂÏÔÁÈ [7{10] ÄÌÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅŒ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÊ ÕËÌÁÄÏË ÒÏÍ- ÂÁÍÉ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÒÏÍÂÏÍ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

1. G. E. Andrews, The Theory of Partitions. Addison-Wesley Publishing, 1976. 2. D. M. Bressoud, Proofs and Con˛rmations: The Story of the Alternating Sign Matrix Conjecture. Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1999.

3. B. Lindstrom, On the vector representations of induced matroids. | Bull. London Math. Soc. 5 (1973), 85{90.

4. I. M. Gessel, X. Viennot, Binomial determinants, paths, and hook length formulae.

| Adv. Math. 58 (1985), 300{321.

5. K. Johansson, Nonitersecting paths, random tilings and random matrices. | Probab. Theory Rel. Fields 123 (2002), 225{280.

6. H. Cohn, M. Larsen, J. Propp, The shape of a typical boxed plane partition. | New York J. Math. 4 (1998), 137{165.

7. M. Fulmek, C. Krattenthaler, The number of rhombus tilings of a symmetric hexagon which contain a ˛xed rhombus on the symmetry axis. I. | Ann. Combin. 2 (1998), 19{40; arXiv:math/9712244.

8. M. Fulmek, C. Krattenthaler, The number of rhombus tilings of a symmetric hexagon which contain a ˛xed rhombus on the symmetry axis. II. | Europ. J. Combin. 21 (2000), 601{640; arXiv:math/9909038.

178 œ. ó. ëáðéôïîïœ, á. ç. ðòïîøëï

9. C. Krattenthaler, A (conjectural) 1=3-phenomenon for the number of rhombus tilings of a hexagon which contain a ˛xed rhombus. | In: A. K. Agarwal et al. (eds.), Number Theory and Discrete Mathematics, Hindustan Book Agency, New Delhi (2002), pp. 13{30; arXiv:math/0101009.

10. M. Ciucu, C. Krattenthaler, A factorization theorem for classical group characters, with applications to plane partitions and rhombus tilings, arXiv:0812.1251 [math.CO].

11. A. Okounkov, N. Reshetikhin, Correlation function of Schur process with application to local geometry of a random 3-dimensional Young diagram. | J. Amer. Math. Soc. 16 (2003), 581{603.

12. P. L. Ferrari, H. Spohn, Step ‚uctuations for a faceted crystal. | J. Stat. Phys.

113 (2003), 1{46.

13. A. Okounkov, N. Reshetikhin, Random skew plane partitions and the Pearcey process, arXiv:math/0503508.

14. R. Kenyon, A. Okounkov, Limit shapes and the complex Burgers equation, arXiv:math-ph/0507007.

15. R. Kenyon, A. Okounkov, S. She‹eld, Dimers and amoebae. | Ann. Math. 163, No. 3 (2006), 1019{1056.

16. G. Kuperberg, Another proof of the alternative-sign matrix conjecture. | Int.

Math. Res. Not. 1996 (1996), 139{150 17. D. Zeilberger, Proof of the re˛ned alternating sign matrix conjecture. | New York J. Math. 2 (1996), 59{68; arXiv:math/9606224.

18. G. Kuperberg, Symmetry classes of alternating-sign matrices under one roof, arXiv:math.CO/0008184.

19. A. V. Razumov, Yu. G. Stroganov, Bethe roots and re˛ned enumeration of alternating-sign matrices. | J. Stat. Mech. (2006), P07004; arXiv:mathph/0605004.

20. F. Colomo, A. G. Pronko, The limit shape of large alternating-sign matrices, arXiv:0803.2697[math-ph].

21. N. M. Bogoliubov, Boxed plane partitions as an exactly solvable boson model. | J. Phys. A 38 (2005), 9415{9430; arXiv:cond-mat/0503748.

22. î. œ. ãÉÌÅŒÉÞ, ëŒÁÎÔÏŒÙÊ ÍÅÔÏÄ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ q-ÂÏÚÏÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. | æÕÎËÃ. ÁÎÁÌÉÚ É ÅÇÏ ÐÒÉÌ. 40, ŒÙÐ. 3 (2006), 53{65.

23. î. í. âÏÇÏÌÀÂÏŒ, þÅÔÙÒÅÈŒÅÒÛÉÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ É ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÕËÌÁÄËÉ. | ôÅÏÒ.

ÍÁÔ. ÆÉÚ. 155, ŒÙÐ. 1 (2008), 25{38.

24. î. í. âÏÇÏÌÀÂÏŒ, ðÑÔÉŒÅÒÛÉÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ. ðÒÅÐÒÉÎÔ ðïíé 4/2008.

25. C. Destri, H. J. de Vega, Light-cone lattice approach to fermionic theories in 2D:

The massive Thirring model. | Nucl. Phys. B 290 (1987), 363{391. 26. C. Itzykson, J.-M. Drou¸e, Statistical Field Theory, V. 1. Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1989.

27. G. Szeg-o, Orthogonal Polynomials. Amer. Math. Soc., Providence, RI (1975).

ðñôéœåòûéîîáñ íïäåìø 179

Kapitonov V. S., Pronko A. G. The ˛ve-vertex model and boxed plane partitions.

Boxed plane partitions are considered in terms of the ˛ve-vertex model on a ˛nite lattice with ˛xed boundary conditions. Assuming that all weights of the model have the same value, the one-point correlation function describing the probability of having a given state on an arbitrary horizontal edge of the lattice is calculated. This is equivalent to the enumeration of boxed plane partitions that correspond to rhombus tilings of a hexagon with one ˛xed rhombus of a particular type. The solution of the problem is given for the case of a box of generic size.

ðÏÓÔÕÐÉÌÏ 10 ÄÅËÁÂÒÑ 2008 Ç. ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÉÊ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔŒÅÎÎÙÊ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÓÔÉÔÕÔ (ôÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ) E-mail: kapiton@pdmi.ras.ru

ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÅ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ ÉÍ. œ. á. óÔÅËÌÏŒÁ òáî

E-mail: agp@pdmi.ras.ru