úÁÐÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏŒ ðïíé ôÏÍ 359, 2008 Ç.

í. î. ñËÏŒÌÅŒ ïãåîëá ðïçòåûîïóôé íåôïäá òéôãá äìñ óéîçõìñòîïçï äéææåòåîãéáìøîïçï õòáœîåîéñ œôïòïçï ðïòñäëá

äÌÑ ÍÅÔÏÄÁ òÉÔÃÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÇÏ ÆÕÎËÃÉÉ √ 2 sin kßt, k = 1; 2; : : : , ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÏÃÅÎËÁ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÏÔÙÓËÁÎÉÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌÁ

J(u) = 1∫ 0 [u^′(t)]^2dt + 1∫ 0 q(t)u^2(t)dt − 2 1∫ 0 f(t)u(t)dt

Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ^∘W^1_2(0; 1) Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ:

f(t) ∈ L^2(0; 1);

q(t) = q_1(t) + q_2(t) + q_3(t) + q_4(t) + q_5(t); 0 ⩽ q_1(t)t(1 − t) ∈ L(0; 1); 0 ⩽ q_2(t)t^2(1 − t)^2 ∈ C[0; 1];

0 ⩾ q_3(t); 1∫ 0 q_3(t)t(1 − t) dt = d_1 ¿ −∞;

0 ⩾ q_4(t)t^2(1 − t)^2 ⩾ d_2 ¿ −∞; q_5(t) ∈ C[0; 1]; |q_5(t)| ⩽ d_3; c ≡ 1 + d_1 + 4d_2 − d_3 ß^2

¿ 0;

q^2(t)t(1 − t) ∈ L(0; 1):

œ ÒÁÂÏÔÅ ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ É ÕÓÉÌÉŒÁÀÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÁËÁ- ÄÅÍÉËÁÍÉ î. í. ëÒÙÌÏŒÙÍ [1] É ì. œ. ëÁÎÔÏÒÏŒÉÞÅÍ [2]. ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ

u(t) ∈ W^2_{2;0}(0; 1) ≡ {u(t) ∈ W^2_2 (0; 1); u(0) = u(1) = 0}; 208 ïãåîëá ðïçòåûîïóôé íåôïäá òéôãá 209

S_N (t) = 2 N∑ k=1 1∫ 0 u(t) sin kßt dt sin kßt:

ôÏÇÄÁ_1 ∫ 0 [u^′(t) − S^′_N (t)]^2dt ⩽ 1 ß^2(N + 1)^2 1∫ 0 |u^{′′}(t)|^2dt; (1)

1∫ 0 [u(t) − S_N (t)]^2dt ⩽ 1 ß^4(N + 1)^4 1∫ 0 |u^{′′}(t)|^2dt: (2)

ìÅÍÍÁ 2 (ÕÓÉÌÅÎÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (32) §4 ÇÌ. IV ËÎÉÇÉ [2]). ðÕÓÔØ

u(t) ∈^∘W^1_2(0; 1). ôÏÇÄÁ

|u(t)|^2 ⩽ 1∫ 0 |u(t)|^2dt

1=2 1∫ 0 |u^′(t)|^2dt 1=2 : (3)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ u(t) ∈^∘W^1_2(0; 1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ u(0) =

u(1) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ

|u(t)|^2 = | | | | | t∫ 0 2u(t)u^′(t) dt | | | | | ⩽ 2 t∫ 0 |u(t)||u^′(t)| dt;

|u(t)|^2 = | | | | | 1∫ t 2u(t)u^′(t) dt | | | | | ⩽ 2 1∫ t |u(t)||u^′(t)| dt:

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

|u(t)|^2 ⩽ 1∫ 0 |u(t)||u^′(t)| dt ⩽ 1∫ 0 |u(t)|^2dt

1=2 1∫ 0 |u^′(t)|^2dt 1=2 :

210 í. î. ñëïœìåœ

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ:

q(t) = q_1(t) + q_2(t) + q_3(t) + q_4(t) + q_5(t); (4) 0 ⩽ q_1(t)t(1 − t) ∈ L(0; 1); (5) 0 ⩽ q_2(t)t^2(1 − t)^2 ∈ C[0; 1]; (6)

0 ⩾ q_3(t); 1∫ 0 q_3(t)t(1 − t) dt = d_1 ¿ −∞; (7)

0 ⩾ q_4(t)t^2(1 − t)^2 ⩾ d_2 ¿ −∞; 0 ⩽ t ⩽ 1; (8) q_5(t) ∈ C[0; 1]; |q_5(t)| ⩽ d_3 ¡ +∞; 0 ⩽ t ⩽ 1; (9) f(t) √ t(1 − t) ∈ L(0; 1) (10)

É ÐÕÓÔØ c ≡ 1 + d_1 + 4d_2 − d_3 ß^2

¿ 0: (11) ôÏÇÄÁ

(1) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ^∘W^1_2(0; 1) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÁ É ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ u_0(t), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ

J(u) ≡ 1∫ 0 [u^′(t)]^2 dt + 1∫ 0 q(t)u^2(t) dt − 2 1∫ 0 f(t)u(t) dt (12)

ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍÁ Œ^∘W^1_2(0; 1);

(2) ÄÌÑ ŒÓÅÈ v(t) ∈^∘W^1_2(0; 1) ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 1∫ 0 u^′(t)v^′(t) dt + 1∫ 0 q(t)u(t)v(t) dt = 1∫ 0 f(t)v(t) dt (13)

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ u(t) ∈^∘W^1_2(0; 1) ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏ É ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ, É ÜÔÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ u_0(t), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ J(u) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ^∘W^1_2(0; 1);

(3) ÅÓÌÉ f(t) ∈ L^2(0; 1); q^2(t)t(1 − t) ∈ L(0; 1); (14)

ïãåîëá ðïçòåûîïóôé íåôïäá òéôãá 211

ÔÏ u_0(t) ∈ W^2_{2;0}(0; 1) É ŒÅÒÎÁ ÏÃÅÎËÁ 1∫ 0 |u^{′′}_0 (t)|^2dt ⩽ D

≡ 2 1∫ 0 f^2(t)dt + 2 c^2 1∫ 0 q^2(t)t(1 − t) dt 1∫ 0 |f(t)| √ t(1 − t)dt 2 ; (15) (4) ÅÓÌÉ q(t) ∈ C(0; 1); f(t) ∈ C(0; 1); (16) ÔÏ u_0(t) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ËÒÁÅŒÏÊ ÚÁÄÁÞÉ −u^{′′}_0 (t) + q(t)u_0(t) = f(t); 0 ¡ t ¡ 1; (17) u_0(0) = u_0(1) = 0; (18)

É ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Œ^∘W^1_2(0; 1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÒÁÂÏÔÁÈ [3{5]. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ u_N (t) = √ 2 N∑ k=1 c^{(N)}_k sin kßt

{ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÍÅÔÏÄÏÍ òÉÔÃÁ ÐÒÉ ÍÉÎÉÍÉÚÁÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌÁ J(u) ÎÁ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ŒÉÄÁ √ 2 N∑ k=1 a_k sin kßt:

ôÏÇÄÁ J(u_N ) ⩽ J(S_N ), Á ÐÏÓËÏÌØËÕ

J(u_N ) = 1∫ 0 [u^′_0(t) − u^′_N (t)]^2dt + 1∫ 0 q(t)[u_0(t) − u_n(t)]^2dt

− 1∫ 0 [u_0(t)]^2dt − 1∫ 0 q(t)[u_0(t)]^2dt;

212 í. î. ñëïœìåœ

J(S_N ) = 1∫ 0 [u^′_0(t) − S^′_N (t)]^2dt + 1∫ 0 q(t)[u_0(t) − S_N (t)]^2dt

− 1∫ 0 [u^′_0(t)]^2dt − 1∫ 0 q(t)u^2_0(t) dt;

ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ 1∫ 0 [u^′_0(t) − u^′_N (t)]^2dt + 1∫ 0 q(t)[u_0(t) − u_N (t)]^2dt

⩽ 1∫ 0 [u^′_0(t) − S^′_N (t)]^2dt + 1∫ 0 q(t)[u_0(t) − S_N (t)]^2dt

⩽ 1 + 1∫ 0 |q(t)|t(1 − t)dt 1∫ 0 [u^′_0(t) − S^′_N (t)]^2dt

⩽ 1 ß^2(1 + N)^2 1 + 1∫ 0 |q(t)|t(1 − t) dt 1∫ 0 [u^{′′}_0 (t)]^2dt

⩽ 1 ß^2(1 + N)^2 1 + 1∫ 0 |q(t)|t(1 − t) dt D:

ðÕÓÔØ z(t) { ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ^∘W^1_2(0; 1) ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌ_1 ∫ 0 [z^′(t)]^2dt + 1∫ 0 q(t)z^2(t) dt − 2 1∫ 0 z(t)[u_0(t) − u_N (t)] dt

ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ^∘W^1_2(0; 1). ôÏÇÄÁ 1∫ 0 [u_0(t) − u_N (t)]^2dt = 1∫ 0 [z^′(t) − z^′_N (t)][u^′_0(t) − u^′_N (t)] dt

+ 1∫ 0 q(t)[z(t) − z_N (t)][u_0(t) − u_N (t)] dt:

ïãåîëá ðïçòåûîïóôé íåôïäá òéôãá 213

ðÒÉ f(t) ∈ L^2(0; 1), q^2(t)(1 − t)t ∈ L(0; 1) ÐÏÌÕÞÉÍ 1∫ 0 [u_0(t) − u_N (t)]^2dt ⩽ 1 ß^2(N + 1)^2 1 + 1∫ 0 |q(t)t(1 − t) dt

D^{1=2}

× 2 + 1

3c^2 1∫ 0 q^2(t)t(1 − t) dt

1=2 1∫ 0 [u_0(t) − u_N (t)]^2dt 1=2

≡ 1 (N + 1)^2 M 1∫ 0 [u_0(t) − u_N (t)]^2dt 1=2 :

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 1∫ 0 [u_0(t) − u_N (t)]^2dt ⩽ 1 (N + 1)^4

M^2:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ (4){(9), (11), (14). ôÏÇÄÁ ŒÅÒÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ÍÅÔÏÄÁ òÉÔÃÁ:

|u_0(t) − u_N (t)|^2 ⩽ (1 − t)t 1∫ 0 [u^′_0(t) − u^′_N (t)]^2dt

⩽ t(1 − t) c (^1∫ 0 [u^′_0(t) − u^′_N (t)]^2dt + 1∫ 0 q(t)[u_0(t) − u_N (t)]^2dt )

⩽ t(1 − t) cß^2(N + 1)^2 1 + 1∫ 0 |q(t)|t(1 − t) dt

× 2 1∫ 0 f^2(t) dt + 2 c^2 1∫ 0 q^2(t)t(1 − t) dt 1∫ 0 |f(t)| √ t(1 − t) dt 2

≡ R^2 (1 + N)^2

(1 − t)t; (19)

214 í. î. ñëïœìåœ 1∫ 0 [u_0(t) − u_N (t)]^2 dt ⩽ 1 ß^4(N + 1)^4 1 + 1∫ 0 |q(t)|t(1 − t) dt

× 2 1∫ 0 f^2(t) dt + 2 c^2 1∫ 0 q^2(t)t(1 − t) dt 1∫ 0 |f(t)| √ t(1 − t) dt 2 1=2

× 2 + 1

3c^2 1∫ 0 q^2(t)t(1 − t) dt 1=2 ≡ 1 (N + 1)^4

M^2: (20)

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÕÓÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ôÏÇÄÁ

|u_0(t) − u_N (t)|^2 ⩽ 1 (N + 1)^3

MR: (21)

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (21) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2 É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ (19) É (20).

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

1. î. í. ëÒÙÌÏŒ, éÚÂÒÁÎÎÙÅ ÔÒÕÄÙ. ô. 2. ëÉÅŒ, 1980.

2. ì. œ. ëÁÎÔÏÒÏŒÉÞ, œ. é. ëÒÙÌÏŒ, ðÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ŒÙÓÛÅÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.

í., 1962.

3. í. î. ñËÏŒÌÅŒ, òÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÒÁÅŒÙÈ ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÐÏÒÑÄËÁ 2m. | úÁÐ. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 309 (2004), 174{188.

4. í. î. ñËÏŒÌÅŒ, ðÅÒŒÁÑ ËÒÁÅŒÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÏÂÙË- ÎÏŒÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÞÅÔŒÅÒÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. | úÁÐ. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 334 (2006), 233{245.

5. í. î. ñËÏŒÌÅŒ, íÅÔÏÄ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÄÌÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÒÁÅŒÙÈ ÚÁÄÁÞ.

| úÁÐ. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 346 (2007), 149{159.

Yakovlev M. N. An error bound of the Ritz method for a singular second-order di¸erential equation.

The paper presents an error bound of the Ritz method for the problem of minimizing the functional

J(u) = 1∫ 0 [u^′(t)]^2dt + 1∫ 0 q(t)u^2(t)dt − 2 1∫ 0 f(t)u(t)dt

ïãåîëá ðïçòåûîïóôé íåôïäá òéôãá 215

in the space^∘W^1_2(0; 1) in the case where the standard assumption on the continuity of q(t) is replaced by the condition q^2(t)t(1−t) ∈ L(0; 1). In the case where q(t) is continuous, the new bound is sharper than the known one.

ðÏÓÔÕÐÉÌÏ 20 ÏËÔÑÂÒÑ 2008 Ç.

ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÅ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ ÉÍ. œ. á. óÔÅËÌÏŒÁ òáî