úÁÐÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏŒ ðïíé ôÏÍ 357, 2008 Ç.

ï. í. æÏÍÅÎËÏ

ôåïòåíù ï óòåäîéè úîáþåîéñè äìñ ïäîïçï ëìáóóá òñäïœ äéòéèìå

§1 œŒÅÄÅÎÉÅ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ

òÑÄÙ äÉÒÉÈÌÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ, ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÌÁÓÓÕ óÅÌØÂÅÒÇÁ S [1]. ðÉÛÅÍ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, s = œ + it É f(s) = f(s). ëÌÁÓÓ óÅÌØÂÅÒÇÁ S ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ F (s), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ.

(i) (òÑÄ äÉÒÉÈÌÅ) äÌÑ œ ¿ 1 F (s) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÒÑÄÏÍ äÉÒÉÈÌÅ

F (s) = ∞∑ n=1 a(n)n^{−s}:

(ii) (áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ m ⩾ 0, (s − 1)^mF (s) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

(iii) (æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ) F (s) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ŒÉÄÁ

˘(s) = !˘(1 − s); ÇÄÅ ˘(s) = Q^s r∏ j=1 `(˘_j s + ¯_j )F (s);

Ó Q ¿ 0, ˘_j ¿ 0, Re ¯_j ⩾ 0 É |!| = 1.

(iv) (çÉÐÏÔÅÚÁ òÁÍÁÎÕÄÖÁÎÁ) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ” ¿ 0, a(n) ≪ n^”. (v) (üÊÌÅÒÏŒÓËÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ) äÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ œ,

log F (s) = ∞∑ n=1 b(n) n^s ; ÇÄÅ b(n) = 0, ÅÓÌÉ n ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, É b(n) ≪ n^` ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ` ¡^1_2 .

òÁÂÏÔÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÐÏÄÄÅÒÖÁÎÁ òææé (ÇÒÁÎÔ 08-01-00233) . 201

202 ï. í. æïíåîëï

óÔÅÐÅÎØ d ÆÕÎËÃÉÉ F ∈ S ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË d = 2

∑_r j=1 ˘_j ; m_F ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÒÑÄÏË ÐÏÌÀÓÁ ÆÕÎËÃÉÉ F Œ ÔÏÞËÅ s = 1.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ S(x) ËÁË ÓÕÍÍÕ ŒÙÞÅÔÏŒ ÆÕÎËÃÉÉ F (s)x^s=s É ÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÙÊ ÞÌÅÎ E(x) ËÁË

E(x) = ∑ n⩽x ′ a(n) − S(x);

∑_′

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÞÌÅÎ ÄÏÌÖÅÎ ÕÍÎÏÖÁÔØÓÑ ÎÁ 1=2, ÅÓÌÉ x = n. œ ÓÌÕÞÁÅ m_F ≠ 0, E(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÄÌÑ ÓÕÍ- ÍÁÔÏÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÑÄÁ äÉÒÉÈÌÅ F (s). ïÞÅŒÉÄÎÏ,

S(x) = F (0) + xP_F (log x);

ÇÄÅ P_F { ÐÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ m_F − 1.

ðÏŒÅÄÅÎÉÅ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ E(x) ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÉÚ- ŒÅÓÔÎÙÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ á. ðÕÓÔØ F ∈ S ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ d É ” ¿ 0 ÌÀÂÏÅ, ÎÏ ÆÉËÓÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÅ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ x ⩾ 1

E(x) ≪ x^{d−1d+1 +”}:

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ìÁÎÄÁÕ [2] É ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÏ ÂÙÌÁ ÐÏÌÕ- ÞÅÎÁ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ¯_j (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓÎÑÔÏ Œ [3]).

ôÅÏÒÅÍÁ œ. ðÕÓÔØ F ∈ S ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ d É ” ¿ 0 ÌÀÂÏÅ, ÎÏ ÆÉËÓÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÅ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ x ⩾ 1, x∫ 1 |E(y)|^2dy = { O(x^{2−1=d}); ÅÓÌÉ 0 ¡ d ¡ 3; O(x^{3−4=d+”}); ÅÓÌÉ d ⩾ 3:

üÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ þÁÎÄÒÁÓÅËÈÁÒÁÎÁ É îÁÒÁÓÉÍÈÁÎÁ [4] (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [3]). œÐÅÒŒÙÅ ÔÅÏÒÅÍÕ á ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ F (s) = ı^2(s) ÄÏËÁÚÁÌ œÏÒÏÎÏÊ (1904), Á ÔÅÏÒÅÍÕ œ ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ F (s) = ı^2(s) { ëÒÁÍ«ÅÒ (1922) (ÐÒÉÞÅÍ ëÒÁÍ«ÅÒ ÐÏÌÕÞÉÌ ÄÁÖÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ).

õÓÉÌÉÔØ ÏÂÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ á É œ { ÔÒÕÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. ðÕÓÔØ ÚÄÅÓØ É ÎÉÖÅ k { ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÅÏÒÅÍÙ á É œ ÂÙÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÌÕÞÛÅÎÙ ÄÌÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÆÕÎËÃÉÊ F (s) = ı^k (s) (k ⩾ 2) (ÓÍ. ÇÌÁŒÙ, ÐÏÓŒÑÝÅÎÎÙÅ ÐÒÏÂÌÅÍÁÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, Œ ËÎÉÇÁÈ [5, 6]).

ôåïòåíù ï óòåäîéè úîáþåîéñè 203

œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍ á É œ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ ÄŒÕÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ F ∈ S:

i) F (s) { ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ äÅÄÅËÉÎÄÁ;

ii) F (s) = L^k(s; f) (k ⩾ 1), ÇÄÅ L(s; f) { L-ÆÕÎËÃÉÑ çÅËËÅ ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÏÊ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÊ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ f ÞÅÔÎÏÇÏ ŒÅÓÁ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ SL(2; Z).

ðÕÓÔØ K_n { ÐÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÓÔÅÐÅÎÉ n; ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ äÅÄÅËÉÎÄÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ

ı_{Kn} (s) = ∑ a (Na)^{−s} (œ ¿ 1);

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÉÄÅÔ ÐÏ ŒÓÅÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÃÅÌÙÍ ÉÄÅÁÌÁÍ a Œ K_n. íÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ı_{Kn} (s) = ∞∑ k=1 d(k; K_n) k^s ; ÇÄÅ d(k; K_n) { ÞÉÓÌÏ ÃÅÌÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ K_n ÎÏÒÍÙ k. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ı_{Kn} (s) { ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÏÌÀÓÏÍ Œ ÔÏÞËÅ s = 1 Ó ŒÙÞÅÔÏÍ, ÓËÁÖÅÍ, ~_n; ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÀ ¸(s) = ¸(1 − s); ÇÄÅ ¸(s) = `^{r1} ( 1 2 s ) `^{r2} (s)B^{−s}ı_{Kn} (s);

B = 2^{r2} ß^{n=2}(|´|)^{−1=2}, r_1 { ÞÉÓÌÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÐÏÌÑ K_n, 2r_2 { ÞÉÓÌÏ ÍÎÉÍÙÈ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ, ´ { ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ þÁÎÄÒÁÓÅËÈÁÒÁÎÁ É îÁÒÁÓÉÍÈÁÎÁ Œ ÏÒÉ- ÇÉÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÒÁÂÏÔÙ [4]. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ

D(x; K_n) := ∑ k⩽x d(k; K_n)

Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÇÌÁŒÎÏÇÏ É ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÏŒ

D(x; K_n) =: M(x; K_n) + ´(x; K_n) = ~_nx + ´(x; K_n):

þÁÎÄÒÁÓÅËÈÁÒÁÎ É îÁÒÁÓÉÍÈÁÎ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ x∫ 1 ´(y; K_2)^2 dy = Cx^{3=2} + O(x log^3 x); (1.1)

204 ï. í. æïíåîëï

ÇÄÅ C ¿ 0; ÄÌÑ n ⩾ 3 x∫ 1 ´(y; K_n)^2dy ≪ x^{3−4=n} log^n x: (1.2)

ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ŒÒÅÍÅÎÉ Œ (1.1), (1.2) ÂÙÌÉ ÓÄÅÌÁÎÙ ÌÉÛØ ÎÅÂÏÌØÛÉÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ: ìÁÕ [7] ÓÎÉÚÉÌ Œ (1.1) ÓÔÅÐÅÎØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÄÏ log^2 x, Á Œ (1.2) { ÄÏ log^{n−1} x (n ⩾ 3).

ôÅÏÒÅÍÁ á ÄÌÑ F (s) = ı_{Kn} (s) Œ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÓÁÍÏÇÏ ìÁÎÄÁÕ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁË:

´(x; K_n) ≪ x^{n−1n+1} : (1.3)

åÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅÍ ÄÌÑ K_2 = Q(i) ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ ÍÎÏÇÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (ÐÒÏ- ÂÌÅÍÁ ËÒÕÇÁ !). œ ÓÌÕÞÁÅ ÌÀÂÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ K_2 ÔÅÐÅÒØ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ èÁËÓÌÉ É œÁÔÔÁ [8]:

´(x; K_2) ≪ x^{2373} (log x)^{461146} :

äÒÕÇÉÈ ÕÔÏÞÎÅÎÉÊ (1.3) ÎÅ ÂÙÌÏ.

ïÓÎÏŒÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍÅÎÁ ÏÃÅÎËÉ (1.2) ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÏÊ Œ ÓÌÕÞÁÅ K_3. ðÕÓÔØ œ(K_n) { ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÔÁËÉÈ œ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ” ¿ 0 T∫ 1 | |ı_{Kn} (œ + it) | |^2dt ≪ T^{1+”}:

éÚŒÅÓÔÎÏ [9], ÞÔÏ œ(K_n) ⩽ 1 −^1_n .

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ K_3 { ËÕÂÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁÄ Q, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÐÒÉÓÏ- ÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÏÒÎÑ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ f(x) = x^3 + ax^2 + bx + c ÏÔ- ÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ S_3. ðÒÉ œ(K_3) ⩽^2_3 É ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ” ¿ 0 ÉÍÅÅÍ x∫ 1 ´^2(y; K_3)dy =

|´|^{1=3} 10ß^2 ∞∑ n=1 d^2(n; K_3)

n^{4=3} x^{5=3} + R(x; K_3)

Ó R(x; K_3) ≪ x^{c+”};

ôåïòåíù ï óòåäîéè úîáþåîéñè 205 ÇÄÅ c = 2 −

3 − 4œ(K_3) 6(1 − œ(K_3)) − 1 ; ÂÅÒÑ œ(K_3) ⩽ 5 8 (ÓÍ. [10]);

ÉÍÅÅÍ c ⩽ 8 5 : úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÒÁËÔÕÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÌÑ K_3 Ó ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ C_3.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÁÅÔÓÑ Œ §2. ïÎÏ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÅÔÏÄ ôÏÎÇÁ [11, III], ÒÁÓÓÍÏÔÒÅŒÛÅÇÏ ÓÌÕÞÁÊ F (s) = ı^k(s) (k ⩾ 2), É ÉÚÌÁÇÁ- ÅÔÓÑ Œ ÓÖÁÔÏÍ ŒÉÄÅ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 É ÍÅÔÏÄÁ èÉÓ-âÒÁÕÎÁ [12] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÅÅ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. œÅÌÉÞÉÎÁ x^{−1=3}´(x; K_3) ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ p(ff); ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ I ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

X^{−1}mes { x ∈ [1; X] : x^{−1=3}´(x; K_3) ∈ I } → ∫ I p(ff)dff

ÐÒÉ X → ∞. ðÌÏÔÎÏÓÔØ p(ff) É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ- ŒÉÀ ÕÂÙŒÁÎÉÑ d^k dff^k p(ff) ≪ (1 + |ff|)^{−A}

ÄÌÑ k = 0; 1; 2; : : : É ÌÀÂÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ A, ÐÒÉÞÅÍ ≪-ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ A É k. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, p(ff) ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ŒÓÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ C ËÁË ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

ðÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÓÅÍÅÊÓÔŒÕ ÆÕÎËÃÉÊ F (s) = L^k(s; f), k ⩾ 1, ÇÄÅ

L(s; f) = ∞∑ n=1 d(n; f)n^{−s}

{ L-ÆÕÎËÃÉÑ çÅËËÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÊ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ

f(x) = ∞∑ n=1 d(n; f)n^{(κ−1)=2}e^{2ßinz}

206 ï. í. æïíåîëï

ÞÅÔÎÏÇÏ ŒÅÓÁ κ ⩾ 12 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ SL(2; Z). L(s; f) ∈ S É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅ- ÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ; ÅÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Œ §3. œŒÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ

L^k(s; f) =: ∑ n⩾x d_k(n; f)n^{−s}; k ⩾ 1;

d_1(n; f) = d(n; f); ∑ n⩽x d_k(n; f) =: ´_k(x; f):

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÒÑÄÏË ff(L^k) ŒÅÌÉÞÉÎÙ ´_k(x; f) ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ´_k(x; f) ≪ x^{ff(Lk )+”} ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ”. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ fi(L^k), ÓÒÅÄÎÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ŒÅÌÉÞÉÎÙ ´_k(x; f), ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 1 x x∫ 1 ´^2_k(y; f)dy ≪ x^{2fi(Lk )+”}

ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ”. ïÞÅŒÉÄÎÏ,

fi(L^k) ⩽ ff(L^k); k ⩾ 1:

ôÅÏÒÅÍÁ 2.

(i) fi(L) = 1 4 ; ff(L) ⩽ 1 3 ; (ii) fi(L^2) = 3 8 ; ff(L^2) ⩽ 1 2 ; (iii) 5 12 ⩽ fi(L^3) ⩽ 1 2 ; ff(L^3) ⩽ 5 8 ; (iv) fi(L^k) ⩾

2k − 1 4k ; ff(L^k) ⩽

2k − 1 2k + 2

ÄÌÑ k ⩾ 4:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. òÅÚÕÌØÔÁÔ (i) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ œÁÌØÆÉÛÕ [13] É ÐÒÉŒÅÄÅÎ ÚÄÅÓØ ÄÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÕÓÉÌÉŒÁÀÔ (ËÒÏÍÅ ff(L) ⩽^1_3 ) ÔÅÏ- ÒÅÍÙ á É œ ÄÌÑ F (s) = L^k(s; f).

ôåïòåíù ï óòåäîéè úîáþåîéñè 207

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÐÒÉÅÍÙ, ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ Œ ÐÒÏ- ÂÌÅÍÁÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ (ÓÍ. [5]), É ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÓÒÅÄÎÉÈ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑÈ L(s; f). ïÎÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ Œ §3.

ïÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÇÉÐÏÔÅÚÏÊ ìÉÎÄÅÌčÆÁ ÄÌÑ L(s; f) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ: L (1 2 + it; f ) ≪ |t|^”

ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ”.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. áÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÙÍÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉ É ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÇÉÐÏÔÅÚÙ ìÉÎÄÅÌčÆÁ ÄÌÑ L(s; f) ÑŒÌÑÀÔÓÑ

ff(L^k) ⩽ 1 2 (k = 1; 2; 3; : : : );

fi(L^k) ⩽ 1 2 (k = 1; 2; 3; : : : );

fi(L^k) =

2k − 1 4k (k = 1; 2; 3; : : : ):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ [5]. çÉÐÏÔÅÚÁ.

ff(L^k) = fi(L^k) =

2k − 1 4k (k = 1; 2; 3; : : : ):

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ë ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍ, ŒŒÅÄÅÎÎÙÍ ŒÙÛÅ, ÄÏÂÁŒÉÍ ÅÝÅ ÎÅ- ÓËÏÌØËÏ.

ffi; ”; ”^′; ”_0; ”_1; ”_2; : : : ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ;

ff; fi; C^′; C^{′′}; C_œ ; C_{œ;k} { ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ.

§2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ı_{K3} (s) Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ŒÉÄÅ 1 2ßi ı_{K3} (1 − s) = f(3; s) · ı_{K3} (s); ÇÄÅ f(3; s) = 1 2ßi ß^{−3=2}2^{2−s}B^{1−2s} cos^2 ßs 2 sin ßs 2 `^3(s):

208 ï. í. æïíåîëï

ðÕÓÔØ `_j (j = 0; 1; 2; : : : ) { ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÔÏÞËÁÈ −j −i∞, −j −i(j +2), j +^3_2 −i(j +2), j +^3_2 +i(j +2), −j +i(j +2), −j + i∞;

J_{3;h}(u; x) := ∫ �_0

u^{−s}x^{1−s} f(3; s) (1 − s)^{h+1} ds = ∫ �_j

u^{−s}x^{1−s} f(3; s) (1 − s)^{h+1} ds;

ÇÄÅ x ¿ 1, u ¿ 1, h = 0; 1; 2.

äÌÑ y ¿ 1 ~y := y + 1 x (y_1 + y_2 + y_3); ∫ E_3

g(~y)dY := 1∫ 0 1∫ 0 1∫ 0 g(~y)dy_1dy_2dy_3:

éÚ ÏÂÝÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ èÁÆÎÅÒÁ [14] (ÉÌÉ ÏÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÍÅÔÏÄ ôÏÎÇÁ [11, I]) ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

J_{3:0}(n; x) =

|´|^{1=6} √ 3 ß x^{1=3} n^{2=3} cos ( 6ß ( nx |´| )_{1=3} − ß 2 ) + O ( 1 n ) ; n = 1; 2; 3; : : : : (2.1)

áÎÁÌÏÇÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (10.1){(10.4) ÒÁÂÏÔÙ [11, III] ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ É Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ:

J_{3:h}(u; x) ≪ x^{13 − h3} u^{− 23 − h3} ; (2.2) ∫ E_3

J_{3;h}(u; ~y)dY ≪ x^3 y^{73 − h3} u^{− 53 − h3} ; (2.3)

d^j dx^j d du J_{3:0}(u; x) ∼ ∞∑ m=0 Re { c_{jm}

(ux)^{23 − j+m3}

u^2x^j

· e^{−6ßi( ux|�| )1=3+ ß2 i} }

(j = 0; 1; 2; : : : ); (2.4) ∫ E_3 d du J_{3;0}(u; ~y)dY

∼ ∞∑ m=0 3∑ l=0 Re { c^′_{lm} x^3(y+lx^{−1})^{8=3−m=3}

u^{7=3+m=3} e^{−6ßi( u(y+lx}

−1 )

|�| )^{1=3}+^ß_2 i } : (2.5)

ôåïòåíù ï óòåäîéè úîáþåîéñè 209

ðÕÓÔØ 1 ¡ x ⩽ y ⩽ (1 + ffi)x: (2.6)

œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ÞÉÓÌÁ M ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ´(M; K_3) = 0; (2.7) 1 2 ⩽ M = M(x) ⩽ √ N; (2.8) ÇÄÅ N = x^{5−”}: (2.9)

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÈÅÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 1[11, I] ÉÌÉ ÌÅÍÍÙ 1 [15], ÉÍÅÅÍ ∫ E_3

´(~y; K_3)dY − ı_{K3} (0) = ∞∑ n=1 d(n; K_3) ∫ E_3

J_{3;0}(n; ~y)dY

= ∑ n⩽M · · · + ∑ n¿M · · · =: ∑ + ∑_′

: (2.10)

éÓÐÏÌØÚÕÑ (2.1), (2.6) É d(n; K_3) ≪ n^”; (2.11)

ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∑ − |´|^{1=6} √ 3 ß ∑ n⩽M d(n; K_3)y^{1=3}

n^{2=3} cos ( 6ß ( ny |´| ) − ß 2 )

≪ x^{−4=3}M^{2=3+”} + M^{1=6+”}: (2.12)

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ∑ n⩽x d(n; K_3) = M(x; K_3) + ´(x; K_3) = ~_3x + O(x^{1=2}): (2.13)

óÕÍÍÕ

∑_′ ÔÒÁËÔÕÅÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÂÅÌÅŒÁ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ. éÍÅÅÍ

∑_′ = ∞∫ M M^′(u; K_3) ( ∫ E_3

J_{3:0}(u; ~y)dY ) du −

210 ï. í. æïíåîëï

− (^N∫ M + ∞∫ N ) ´(u; K_3) ( ∫ E_3 d du J_{3;0}(u; ~y)dY ) du =: I_1 − (I_2 + I_3); (2.14)

ÐÒÉÞÅÍ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ (2.3) É (2.7). óÕÍÍÁ I_1 ÌÅÇËÏ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ (2.2), (2.3), (2.6) É ÆÏÒÍÕÌÙ

J_{3;h}(u; y) = 1 u u∫ 0 J_{3;h−1}(v; y)dv (0 ¡ h ¡ 3):

óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÏÃÅÎËÁ

I_1 = ∞∫ M ~_3 ( ∫ E_3

J_{3;0}(u; ~y)dY ) du ≪ 1: (2.15)

ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÓÕÍÍÅ

I_2 = N∫ M ´(u; K_3) ( ∫ E_3 d du J_{3;0}(u; ~y)dY ) du:

ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ, (2.4) É (2.6), d du J_{3;0}(u; ~y) = ∑ 0⩽j⩽18”^{−1}

d^j dy^j d du J_{3;0}(u; y) ·

(~y − y)^j j!

+ d^{[18”−1 ]+1} dv^{[18”−1 ]+1} d du J_{3;0}(u; v) | | |_{v=y`+~y(1−`)}

(0¡`¡1) · (~y − y)^{[18”−1 ]+1} ([18”^{−1}] + 1)! ;

I_2 = ∑ 0⩽j⩽18”^{−1}

c_j N∫ M x^{−j} ´(u; K_3) d^j dy^j d du J_{3;0}(u; y)

+O ( max y⩽v⩽y+3x^{−1} N∫ M x^{−[18”−1 ]−1} | |´(u; K3) d^{[18”−1 ]+1} dv^{[18”−1 ]+1} d du J_{3;0}(u; v) | |du )

ôåïòåíù ï óòåäîéè úîáþåîéñè 211

= ∑ 0⩽j;

m⩽18”^{−1} Re { c_j c_{jm} N∫ M ´(u; K_3)

(uy)^{23 + j−m3} u^2(xy)^j e^{−6ßi( uy|�| )} 1 3 +^ß_2 idu } +x^{−1=6}O(L);

ÇÄÅ

L = max

0⩽j⩽18”^{−1} N∫ M | |´(u; K_3) | | (ux) 5 6 −^{[18”−1]+1}_3

u^{13}6 ( (ux)^{1=3}

x^2

)_j du

+ N∫ M | |´(u; K_3) | | (ux) 5 6 u^{13}6 ( (ux)^{1=3}

x^2

)_{[18”}−1_{]+1} du: ðÏÌØÚÕÑÓØ (2.8), (2.9), (2.13), ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ

L ≪ 1:

œŒÏÄÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ: ÅÓÌÉ y ¿ 1,^1_2 ⩽ M ¡ N ⩽ ∞, ÔÏ

I(˘; M; N; y) := 2ßi N∫ M u^˘´(u; K_3)e^{−6ßi( uy|�| )1=3+ ß2 i} u^{4=3} du: (2.16)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ c_0c_{00} =: b; ÔÏÇÄÁ, Œ ÓÉÌÕ (2.6), (2.16) É ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ,

I_2 − Re ( b 2ßi y^{2=3}I(0; M; N; y) )

= ∑ 0⩽j;m⩽18”^{−1} j+m¿0 Re { c_j c_{jm} 2ßi x^{−j} y^{23 + j−m3 −j} I ( j − m 3 ; M; N; y )}

+O ( x^{− 16} ) ≪ ∑ 0⩽j;m⩽18”^{−1} j+m¿0

x^{23 − m3 −j 53} | |I(j − m 3 ; M; N; y )| | + x^{− 16} : (2.17)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÚ (2.5), (2.16), (2.9), (2.13), (2.6) ÓÌÅÄÕÅÔ

I_3 ≪ 3∑ l;m=0

x^{173 − m3} | | |I ( − 1 − m 3 ; N; ∞; y + lx^{−1} )| | + x^{− 16} : (2.18)

212 ï. í. æïíåîëï

îÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ (2.12), (2.14), (2.15), (2.17), (2.18) É (2.10) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∫

E_3

´(~y; K_3)dY = f_3(y) + g_3(y); (2.19) ÇÄÅ

f_3(y) =

|´|^{1=6} √ 3 ß ∑ n⩽M d(n; K_3)y^{1=3} n^{2=3} cos ( 6ß ( ny |´| )_{1=3} − ß 2 )

− Re ( b 2ßi y^{2=3}I(0; M; N; y) ) ; (2.20)

g_3(y) ≪ ∑ 0⩽j;m⩽18”^{−1} j+m¿0

x^{23 − m3 −j 53} | | |I ( j − m 3 ; M; N; y )| |

+ 3∑ l;m=0

x^{17=3−m=3} | |I ( − 1 − m 3 ; N; ∞; y + lx^{−1} )| | + x^{− 16} + x^{− 43} M^{23 +”} + M^{16 +”} + 1 + ı_{K3} (0) ≪ { A + B + x^{− 83} M^{43 +2”} + M^{13 +2”}

}_{1=2} ; (2.21)

A := ∑ 0⩽j;m⩽18”^{−1} j+m¿0

x^{43 − 2m3 −2j 53} | | |I (j − m 3 ; M; N; y )| |^2;

B := 3∑ l;m=0

x^{343 − 2m3} | | |I ( − 1 − m 3 ; N; ∞; y + lx^{−1} )| |^2:

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ 1 2 ⩽ œ(K_3) ⩽ 2 3 : (2.22)

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ÌÅÍÍÙ 1{3, ÐÏÓŒÑÝÅÎÎÙÅ ÏÃÅÎËÁÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ. üÔÉ ÌÅÍÍÙ ŒÐÏÌÎÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ÔÅÏÒÅ- ÍÁÍ 1{3 ÒÁÂÏÔÙ [11, III].

ôåïòåíù ï óòåäîéè úîáþåîéñè 213

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ M ¡ N ⩽ x^6 É n { ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ n ⩽ M=2. ôÏÇÄÁ

(1+ffi)x∫

x I(0; M; N; y)y cos ( 6ß ( ny |´| )_{1=3} − ß 2 ) dy ≪ x^{3=2+”′} · M^{œ(K3)−5=6}:

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ M ¡ N ⩽ x^6. ôÏÇÄÁ

(1+ffi)x∫

x |I(˘; M; N; y)|^2dy ≪ x^{1=3+”′} · max_{M⩽R⩽N} R^{2˘+2(œ(K3 )−2=3)}:

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ N ⩽ x^6, ˘ + œ(K_3) ¡^2_3 . ôÏÇÄÁ

(1+ffi)x∫

x |I(˘; N; ∞; y)|^2dy ≪ x^{1=3+”′} · N^{2˘+2(œ(K3 )−2=3)}:

ó ÕÞÅÔÏÍ ÌÅÍÍÙ 2, (2.8), (2.9) É (2.22), ÉÍÅÅÍ

(1+ffi)x∫

x Ady ≪ x^{1+”′} M^{4(œ(K3)−2=3):}

ó ÕÞÅÔÏÍ ÌÅÍÍÙ 3, (2.8), (2.9) É (2.22), ÉÍÅÅÍ

(1+ffi)x∫

x Bdy ≪ x^{5=3+”1} M^{4(œ(K3 )−2=3)}:

ðÏÌØÚÕÑÓØ (2.21), ÔÅÐÅÒØ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(1+ffi)x∫

x g^2_3(y)dy

≪ x^{1+”′} M^{1=3+2”} +x^{5=3+”2} M^{4(œ(K3)−2=3)} +x^{−5=3}M^{4=3+2”}: (2.23)

214 ï. í. æïíåîëï

ðÏÌØÚÕÑÓØ (2.20), ÉÍÅÅÍ

(1+ffi)x∫

x f^2_3 (y)dy = ∑ n⩽M |´|^{13} 3ß^2

(1+ffi)x∫

x d^2(n; K_3)y^{23}

n^43 cos^2 ( 6ß ( ny |´| ) 1_3 − ß 2 ) dy

+ ∑ m¡n⩽M

2|´|^{1=3} 3ß^2 d(m; K_3)d(n; K_3)

(mn)^{2=3}

(1+ffi)x∫

x y^{2=3}

× cos ( 6ß ( my |´| )_{1=3} − ß 2 ) cos ( 6ß ( ny |´| )_{1=3} − ß 2 ) dy

+ (1+ffi)x∫

x [ Re ( b 2ßi y^{2=3}I(0; M; N; y)

)]_2

dy + ( ∑ n⩽^M_2 + ∑ M 2 ¡n⩽M ) d(n; K_3) n^23

× Re

−b|´|^{16} √ 3 ß^2i

(1+ffi)x∫

x I(0; M; N; y)y cos ( 6ß ( ny |´| )_{1=3} − ß 2 ) dy

=: ∑ 1 + ∑ 2 + ∑ 3 + (∑ 4 + ∑ 5 ) : (2.24)

éÓÐÏÌØÚÕÑ (2.11), ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ ∑ 1 − |´|^{13} 6ß^2 ∞∑ n=1 d^2(n; K_3)

n^43

(1+ffi)x∫

x y^{23} dy ≪ x^{43} + x^{53} M^{− 13 +2”}: (2.25)

óÈÏÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ∑ 2 ≪ x^{43} M^{13 +3”}: (2.26)

ðÏ ÌÅÍÍÅ 2 É (2.22), ∑ 3 ≪ x^{43}

(1+ffi)x∫

x | |I(0; M; N; y) | |^2 dy ≪ x^53^{+”′} M^{2(œ(K}3^{)−2=3)}: (2.27)

œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1, (2.11) É (2.22), ∑ 4 ≪ x^{3=2+”′} M^{œ(K3 )− 12 +”}: (2.28)

ôåïòåíù ï óòåäîéè úîáþåîéñè 215

ðÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ëÏÛÉ,

∑_2

5 ≪ x^{83}

(1+ffi)x∫

x | |I(0; M; N; y) | |^2 dy

× (1+ffi)x ∫ x [ ∑ M 2 ¡n⩽M

d(n; K_3) n^23 cos ( 6ß ( ny |´| )_{1=3} − ß 2 ) dy ]_2 dy^{13} =x^{83} ∑ 6 · ∑ 7 : ðÏ ÌÅÍÍÅ 2 É (2.22), ∑ 6 ≪ x^{1=3+”′} M^{2(œ(K3)−2=3)}:

éÓÐÏÌØÚÕÑ (2.11), ÉÍÅÅÍ ∑ 7 ≪ x^{1=3}M^{−1=3+2”} + M^{1=3+3”}:

ðÏÜÔÏÍÕ ∑ 5 ≪ √ x^{8=3} ∑ 6 · ∑ 7 ≪ x^{53 +”′} M^{œ(K3)− 56 +”} + x^{32 +”′} M^{œ(K3)− 12 +2”}: (2.29)

óÏÂÉÒÁÑ (2.24){(2.29) É (2.22), ÉÍÅÅÍ

(1+ffi)x∫

x f^2_3 (y)dy −

|´|^{13} 6ß^2 ∞∑ n=1 d(n; K_3)^2 n^43

(1+ffi)x∫

x y^{2=3}dy

≪ x^{43} M^{13 +3”} + x^{53 +”′} · M^{2(œ(K3 )− 23 )+3”} + x^{32 +”′} M^{œ(K3 )− 12 +2”}: (2.30) ìÅÍÍÁ 4. îÁÊÄÕÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C É D ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ T ¿ T_0 ËÁÖÄÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ [T; T + CT^{2=3}] ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ t_1, t_2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

´(t_1; K_3) ¿ Dt^{1=3}_1 ; ´(t_2; K_3) ¡ −Dt^{1=3}_2 :

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÏÂÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ éŒÉÞÁ [16]. œÓÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÄÌÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ Œ

216 ï. í. æïíåîëï

ÓÌÕÞÁÅ ı_{K3} (s) ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ, ËÒÏÍÅ ÕÓÌÏŒÉÑ (i), ËÏÔÏÒÏÅ ÅÝÅ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ.

õÓÌÏŒÉÅ (i): d(n; K_3) ≪ n^{K+”} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ K ⩾ 0 É d(n; K_3) ≫ n^K ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÞÉÓÅÌ n.

ïÃÅÎËÁ ÓŒÅÒÈÕ d(n; K_3) ≪ n^” (ÓÍ. (2.11)) ÏÂÝÅÉÚŒÅÓÔÎÁ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ d(p; K_3) = 1 ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ Œ [10].

éÚ ÌÅÍÍÙ 4 É ÓŒÏÊÓÔŒÁ d(n; K_3) ⩾ 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ¿ x_0 ŒÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ M,

x^1

6(1−œ(K3 ))−1 ≪ M ≪ x 1 6(1−œ(K3 ))−1 ; (2.31)

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ´(M; K_3) = 0. ó ÕÞÅÔÏÍ (2.22), ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏŒÉÊ (2.7){(2.9).

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. œ ÓÉÌÕ (2.30), (2.31) É (2.22),

(1+ffi)x∫

x f^2_3 (y)dy =

|´|^{13} 6ß^2 ∞∑ n=1 d^2(n; K_3) n^43

(1+ffi)x∫

x y^{2=3}dy

+O ( x^{2− 3−4œ(K3 )}

6(1−œ(K3 ))−1 +”3 ) ≪ x^{53 +”3} : (2.32)

œ ÓÉÌÕ (2.31) É (2.23),

(1+ffi)x∫

x g^2_3 (y)dy ≪ x^{2− 3−4œ(K3 )}

6(1−œ(K3 ))−1 +

2(œ(K3 )− 23 ) 6(1−œ(K3 ))−1 +”4 : (2.33)

ðÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ëÏÛÉ, ÔÅÐÅÒØ ÉÍÅÅÍ

(1+ffi)x∫

x f_3(y) g_3(y)dy ≪ x^{2− 3−4œ(K3 )}

6(1−œ(K3 ))−1 +”5 : (2.34)

éÓÐÏÌØÚÕÑ (2.19), (2.32){(2.34) É (2.22), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(1+ffi)x∫

x ( ∫ E_3

(~y; K_3)dY

)_2

dy =

(1+ffi)x∫

x (f_3(y) + g_3(y))^2dy

ôåïòåíù ï óòåäîéè úîáþåîéñè 217

= |´|^{13} 6ß^2 ∞∑ n=1 d^2(n; K_3) n^43

(1+ffi)x∫

x y^{23} dy + O ( x^{2− 3−4œ(K3 )}

6(1−œ(K3 ))−1 +”6 ) : (2.35)

åÓÌÉ [y] ¡ y ¡ [y] + 1 − 3x^{−1}, ÔÏ ∫ E_3 ( ´_3(~y; K_3) − ´_3(y; K_3) ) dY ≪ x^{−1};

ÅÓÌÉ ÖÅ [y] + 1 − 3x^{−1} ⩽ y ⩽ [y] + 1, ÔÏ ÐÏ (2.11), ∫ E_3 ( ´_3(~y; K_3) − ´_3(y; K_3) ) dY ≪ y^”:

ðÏÜÔÏÍÕ, Ó ÕÞÅÔÏÍ (2.13), ÉÍÅÅÍ

(1+ffi)x∫

x ( ∫ E_3 ( ´(~y; K_3)dY

)_2 − (1+ffi)x∫

x ´^2(y; K_3)dy ≪ x^{1+2”}:

ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ŒÍÅÓÔÅ Ó (2.35) ŒÌÅÞÅÔ

(1+ffi)x∫

x ´^2(y; K_3)dy −

|´|^{13} 6ß^2 ∞∑ n=1 d^2(n; K_3) n^43

(1+ffi)x∫

x y^{23} dy

≪ x^{2− 3−4œ(K3 )}

6(1−œ(K3 ))−1 +”7 :

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ É (2.13), ÉÍÅÅÍ

218 ï. í. æïíåîëï

x∫ 1 ´^2(y; K_3)dy

= ∑ 0⩽j⩽^1_ffi log x x=(1+ffi)^j ∫ x=(1+ffi)^{j+1}

´^2(y; K_3)dy + O

(^{xffi}∫ 1 ´^2(y; K_3)dy )

= ∑ 0⩽j⩽^1_ffi log x { |´|^{13} 6ß^2 ∞∑ n=1 d^2(n; K_3)

n^43

x=(1+ffi)^j ∫ x=(1+ffi)^{j+1}

y^{23} dy

+ O [ (( 1 + ffi

)_{−j} x )_{2−}^{3−4œ(K}3^)

6(1−œ(K3 ))−1 +”7 ]} + O(x^{”8} ) = |´|^{13} 10ß^2 ∞∑ n=1 d^2(n; K_3)

n^43 x^{53} + O ( x^{2− 3−4œ(K3 )}

6(1−œ(K3 ))−1 +”0 ) ; É ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

§3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 óÎÁÞÁÌÁ ŒŒÅÄÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ œ(L^k) { ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÞÉÓÅÌ œ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 1 T T∫ 1 | |L^k(œ + it; f) | |^2 dt = O(1):

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ fl(L^k) ËÁË ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ œ, ÄÌÑ ËÏ- ÔÏÒÙÈ_∞ ∫ −∞ | |Lk(œ + it; f) | |^2 |œ + it|^2 dt ¡ ∞:

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ [5, 17], ÞÔÏ fl(L^k) = fi(L^k): (3.1) ðÒÉŒÅÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄÌÑ L(s; f), ÇÄÅ f { ÇÏ- ÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÁÑ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÞÅÔÎÏÇÏ ŒÅÓÁ κ ⩾ 12 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ SL(2; Z):

L(s; f) = (−1)^{κ2} 1 (2ß)^{1−2s}

`(^{κ+1}_2 − s) `(^{κ−1}_2 + s)

L(1 − s; f): (3.2)

ôåïòåíù ï óòåäîéè úîáþåîéñè 219

ìÅÍÍÁ 5. fi(L^k) ⩾

2k − 1 4k (k ⩾ 1):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ çÕÄÁ [18]. éÍÅÅÍ ÄÌÑ 1 2 ¡ œ ¡ 1:

C_œ T ⩽ T∫ 1 2 T | |L(œ + it; f) | |^2 dt ⩽

{^T∫ 1 2 T | |L^k(œ + it; f) | |^2 dt

}_{1=k}(^T∫ 1 2 T dt )_{1−} 1_k :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, T∫ 1 2 T | L^k(œ + it; f)

|_2

dt ⩾ 2^{k−1}C^k_œ T:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ 0 ¡ œ ¡^1_2 , T ¿ 1, ÔÏ ∞∫ −∞ | |L^k(œ + it; f) | |^2 |œ + it|^2 dt ¿

C^′ T^2 T∫ 1 2 T | |L^k(œ + it; f) | |^2 dt

¿ C^{′′}T^{2k(1−2œ)−2} T∫ 1 2 T | |L^k(1 − œ − it; f) | |^2 dt (ÐÏ (3.2))

⩾ C^{′′}2^{k−1}C^k_{1−œ} T^{2k(1−2œ)−1}:

ðÕÓÔØ œ = (2k − 1)=4k − œ_0, ÔÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÒÁŒÎÁ

C_{œ;k}T^{4kœ0} : (3.3)

åÓÌÉ œ_0 ¿ 0, ÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ (3.3) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎÁ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ŒÍÅÓÔÅ Ó T , ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

fl(L^k) ⩾

2k − 1 4k ; É, ÐÏ (3.1), ÌÅÍÍÁ 5 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

220 ï. í. æïíåîëï

ìÅÍÍÁ 6. ff(L^k) ⩽

2k − 1 2k + 2

(k ⩾ 2):

ðÕÓÔØ c = 1 + ” ¿ 1, x { ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ðÅÒÒÏÎÁ,

´_k(x; f) = 1 2ßi c+iT∫

c−iT

L^k(s; f) x^s s ds + O

( x1+” T ) ;

ÇÄÅ O(· · · ) = O_{”;k} (· · · ).

âÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ 1 2 − iT; c − iT; c + iT; 1 2 + iT:

ðÕÓÔØ L(^1_2 + it) ≪ t^˘, t ⩾ 1. ðÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ æÒÁÇÍÅÎÁ{ìÉÎÄÅÌčÆÁ, Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ 1 2 + i; c + i; c + iT; 1 2 + iT

L(s) ≪ t^{˘(c−œ)=(c− 12 )}:

œËÌÁÄ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ

O (^c∫ 1 2 T^{k˘(c−œ)=(c− 12 )−1}x^œ dœ ) = O ( T^{k˘−1}x^{1=2} ) + O(T^{−1}x^c):

äÁÌÅÅ, 1 2 +iT∫

1 2 −iT

L^k(s; f) x^s s ds = O(x^{1=2}) + O ( x^{1=2} T∫ 1 | |L_k(1 2 + it; f )| | ) dt t :

éÍÅÅÍ T∫ 1 | | |L^k (1 2 + it; f )| | dt t ⩽ max 1⩽t⩽T | | |L (1 2 + it; f )| |^{k−2} T∫ 1 | | |L^2 ( 1 2 + it; f )| | dt t :

ôåïòåíù ï óòåäîéè úîáþåîéñè 221

œ ÓÉÌÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ çÕÄÁ [18], T∫ 1 | |L^2 ( 1 2 + it; f )| | dt ≪ T^{1+”};

ÐÏÜÔÏÍÕ_T ∫ 1 | |L_2( 1 2 + it; f )| | dt t ≪ T^”:

éÍÅÅÍ ÔÅÐÅÒØ

´_k(s; f) = O

( xc T ) + O ( x^{12} T^{k˘−1} ) + O ( x^{12} T^{(k−2)˘+”} ) : óÒÅÄÎÉÊ ÞÌÅÎ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÞÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÄÏ- ËÁÚÁÌ çÕÄ [19], ˘ = 1 3 + ”:

âÅÒÑ T = x^{1={2(k−2)˘+2}};

ÉÍÅÅÍ ´_k(x; f) ≪ x^{2k−12k+2 +”};

É ÌÅÍÍÁ 6 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ìÅÍÍÁ 7. fi(L^2) = 3 8 éÚŒÅÓÔÎÏ [20], ÞÔÏ œ(L^2) ⩽^5_8 . ðÒÉ œ ¡^3_8 , ÉÓÐÏÌØÚÕÑ (3.2), ÉÍÅÅÍ T∫ 1 | |L^2(œ + it; f) | |^2dt = O ( T^{4(1−2œ)} ) · T∫ 1 | |L^2(1 − œ − it; f) | |^2dt

= O ( T^{4(1−2œ)+1} ) : åÓÌÉ œ ¿^3_8 + ”, ÔÏ, ÐÏ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÓÒÅÄÎÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ [5, Ó. 149], T∫ 1 | |L^2(œ + it; f) | |^2 dt ≪ T^ff; ff ¡ 2;

222 ï. í. æïíåîëï

ÏÔËÕÄÁ_T ∫ 1 2 T

| |L2(œ + it; f) | |^2 |œ + it|^2 dt ≪ T^{−fi}; fi ¿ 0:

ðÏÜÔÏÍÕ fl(L^2) ⩽^3_8 , ÏÔËÕÄÁ, ÐÏ (3.1), fi(L^2) ⩽^3_8 , É Œ ÓÏÞÅÔÁÎÉÉ Ó ÌÅÍÍÏÊ 5, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 7.

ìÅÍÍÁ 8. fi(L^3) ⩽ 1 2 : äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ àÔÉÌÙ [21] T∫ 1 | | |L^3 ( 1 2 + it; f )| |^2 dt ≪ T^{2+”}

É ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ œ(L^3) ⩽ 1:

œ ÓÉÌÕ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÓÒÅÄÎÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÉ œ ¿^1_2 T∫ 1 2 T

| L^3(œ + it; f)

|_2

|œ + it|^2 dt ≪ T^{−fi}; fi ¿ 0;

ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ fl(L^3) ⩽^1_2 , É, ÐÏ (3.1), ÌÅÍÍÁ 8 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

éÚ ÌÅÍÍ 5{8 ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

1. J. Kaczorowski, A. Perelli, The Selberg class: a survey, in: Number Theory in Progress, Vol. 2 (Zakopane{Ko«scielisko, 1997), de Gruyter, Berlin, 1999, 953{992.

2. E. Landau, -Uber die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Bereichen. | G-ott.

Nachr. (1912), 687{771.

3. A. de Roton, On the mean square of the error term for an extended Selberg class.

| Acta Arithm. 126 (2007), 27{55.

4. K. Chandrasekharan, R. Narasimhan, On the mean value of the error term of a class of arithmetical functions. | Acta Math. 112 (1964), 41{67.

5. E. C. Titchmarsh, The theory of the Riemann zeta-function. 2nd edn, revised by D. R. Heath-Brown, New York, 1986.

6. A. Ivi«c, The Riemann zeta-function. Wiley, New York etc. (1985).

ôåïòåíù ï óòåäîéè úîáþåîéñè 223

7. Y.-K. Lau, On the mean square formula of the error term for a class of arithmetical functions. | Monatsh. Math. 128 (1999), 111{129.

8. M. N. Huxley, N. Watt, The number of ideals in a quadratic ˛eld. | Proc. Indian Acad. Sci. (Math. Sci) 104 (1994), 157{165.

9. K. Chandrasekharan, R. Narasimhan, The approximate functional equation for a class of zeta-functions. | Math. Ann. 152 (1963), 30{64.

10. ï. í. æÏÍÅÎËÏ, óÒÅÄÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÅÊ äÅÄÅËÉÎÄÁ.

| úÁÐ. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 350 (2007), 187{198.

11. K.-C. Tong, On divisor problems. I, III. | Acta Math. Sinica 5 (1955), 313{324;

6 (1956), 515{541.

12. D. R. Heath-Brown, The distribution and moments of the error term in the Dirichlet divisor problem. | Acta Arithm. 60 (1992), 389{415.

13. A. Wal˛cz, -Uber die Koe‹zientensummen einiger Modulformen. | Math. Ann.

108 (1933), 75{90.

14. J. L. Hafner, On the representation of the summatory functions of a class of arithmetical functions, Analytic Number Theory, Lecture Notes in Math. Vol. 899, Springer, Berlin, 1981, 148{165.

15. ï. í. æÏÍÅÎËÏ, ôÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÒÅÄÎÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÄÌÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÎÙÈ L-ÆÕÎËÃÉÊ.

| áÌÇÅÂÒÁ É áÎÁÌÉÚ 19 (2007), No. 5, 243{261.

16. A. Ivi«c, Large values of certain number-theoretic error terms. | Acta Arithm. 56 (1990), 135{159.

17. K. Matsumoto, Liftings and mean value theorems for automorphic L-functions.

| Proc. London Math. Soc. (3) 90 (2005), 297{320.

18. A. Good, Approximative Funktionalgleichungen und Mittelwerts-atze f-ur Dirichletreihen, die Spitzenformen assoziiert sind. | Comment. Math. Helvetici 50 (1975), 327{361.

19. A. Good, The square mean of Dirichlet series associated with cusp forms. | Mathematika 29 (1982), 278{295.

20. A. Ivi«c, On zeta-functions associated with Fourier coe‹cients of cusp forms, Proc.

of the Amal˛ Conf. on Analytic Number Theory (Maiori, 1989), Salerno, 1992, 231{246.

21. M. Jutila, Lectures on a method in the theory of exponential sums. Bombay, 1987.

Fomenko O. M. Mean value theorems for a class of Dirichlet series. We obtain an asymptotic formula instead of the upper bounds of Chandrasekharan and Narasimhan (1964) and Lau (1999) for the mean square value of the error term associated with the Dedekind zeta-function of a cubic ˛eld K_3. We study also modular analogs of the classical divisor problems.

ðÏÓÔÕÐÉÌÏ 28 ÉÀÌÑ 2008 Ç.

ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÅ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ ÉÍ. œ. á. óÔÅËÌÏŒÁ òáî E-mail:fomenko@pdmi.ras.ru