úÁÐÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏŒ ðïíé ôÏÍ 357, 2008 Ç.

ï. í. æÏÍÅÎËÏ

ï ëœáäòáôéþîùè óòáœîåîéñè §1 îÉÖÅ Z ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ N.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ

f^2 + 2rf − fi ≡ 0 (mod n);

ÇÄÅ r ∈ Z; fi; n ∈ N, ÐÒÉÞÅÍ ÚÄÅÓØ É ÎÉÖÅ n ÎÅÞÅÔÎÏÅ, É r^2 + fi É fi ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÕÍÍÕ

œ(n) := ∑ 0¡f ⩽n f^2+2rf −fi≡0 (mod n) ( f n ) ;

ÇÄÅ (_f n ) { ÓÉÍŒÏÌ ñËÏÂÉ.

œ ÒÁÂÏÔÅ [1] ÂÙÌÁ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÏÃÅÎËÁ ∑ n⩽x ′ œ(n) ≪ x^{58 +”};

ÇÄÅ ∑_′

ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÎÅÞÅÔÎÙÍ n, ” { ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ãÅÌØÀ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÌÕÞÛÅÎÉÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔÁ. îÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ. ∑ n⩽x ′ œ(n) ≪ x^{12 +”}: (1)

óÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏŒÙÊ ÆÁËÔ Ï ÒÁÓÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÓÒÁŒÎÅÎÉÊ: ÒÅÛÅÎÉÑ f ÓÒÁŒÎÅÎÉÊ

f^2 + 2rf − fi ≡ 0 (mod n); n ⩽ x; 195

196 ï. í. æïíåîëï

Ó (f=n) = ±1 ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ 1 ⩽ n ⩽ x ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÒÏŒÎÕ. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ, ÐÕÓÔØ æ_+(n) { ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ f ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ f^2 + 2rf − fi ≡ 0 (mod n); 0 ¡ f ⩽ n;

Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ (f=n) = 1;

æ_−(n) { ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ f ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ f^2 + 2rf − fi ≡ 0 (mod n); 0 ¡ f ⩽ n;

Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ (f=n) = −1; T_+(x) := ∑ n⩽x ′ æ_+(n);

T_−(x) := ∑ n⩽x ′ æ_−(n):

œ ÓÉÌÕ (1), T_+(x) − T_−(x) ≪ x^{12 +”}: (2) ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, T_+(x) + T_−(x) =: T (x);

ÇÄÅ T (x) { ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ f ÓÒÁŒÎÅÎÉÊ

f^2 + 2rf − fi ≡ 0 (mod n); 0 ¡ f ⩽ n; (f; n) = 1; n ⩽ x: èÏÌÉ [2] ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ T (x) = cx + O ( x^{34} ) : éÓÍÏÉÌÏŒ [3] ÄÏŒÅÌ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÏ T (x) = cx + O ( x^{12} ffi(x) ) ; (3) ÇÄÅ ffi(x) = exp ( − c_0

(log x)^{3=5} (log log x)^{1=5} ) ; ÚÄÅÓØ c É c_0 { ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. ðÏÜÔÏÍÕ, Œ ÓÉÌÕ (2) É (3), ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ óÌÅÄÓÔŒÉÅ. T_+(x) = 1 2 cx + O ( x^{12 +”} ) ; T_−(x) = 1 2 cx + O ( x^{12 +”} ) :

ï ëœáäòáôéþîùè óòáœîåîéñè 197 §2 œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÄÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, s = œ + it;

Z(s) := ∞∑ n=1 ′ œ(n)n^{−s}:

éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÒÁÂÏÔÙ [1] ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Z(s) = L(s; F )U(s); (4) ÇÄÅ L(s; F ) { L-ÆÕÎËÃÉÑ çÅËËÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÐÒÉÍÉÔÉŒ- ÎÏÊ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ çÅËËÅ ŒÅÓÁ 1 É ÈÁÒÁËÔÅÒÁ Ø ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÇÒÕÜÎÃ-ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ `_0(N), U(s) { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÒÑÄ äÉÒÉÈÌÅ, ËÏÔÏ- ÒÙÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ œ ¿^1_2 .

œ [4] ŒŒÏÄÉÔÓÑ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑ C^∞ ÆÕÎËÃÉÑ ’_u ÎÁ (0; ∞) ÄÌÑ u ⩾ 2:

’_u(y) = { 1 ÄÌÑ 0 ¡ y ⩽ 1; 0 ÄÌÑ y ⩾ 1 + 1=u;

ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ’^{(r)}_u (y) ≪ u^r; r = 0; 1; 2; : : : ;

ÇÄÅ ≪-ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ r. åÓÌÉ M_u(s) { ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ íÅÌÌÉÎÁ M_u(s) = ∞∫ 0 ’_u(y) y^{s−1} dy; œ ¿ 0;

ÔÏ, ËÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ [4], ÄÌÑ r = 1; 2; : : :

M_u(s) ≪ 1 |s| ( u |s| )_r (5) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÄÌÑ^1_2 ⩽ œ ⩽ 2 É u ⩾ 2. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ íÅÌÌÉÎÁ É (4), ÉÍÅÅÍ ∞∑ n=1 ′ œ(n)’_u(n=x) = 1 2ßi ∫ (2) L(s; F )U(s)M_u(s)x^s ds; (6)

198 ï. í. æïíåîëï ÇÄÅ ∫ (œ_0 )

ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ œ = œ_0 Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ

ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÉ s. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ’_u É ÏÃÅÎËÕ œ(n) ≪ n^”, ÉÍÅÅÍ ∞∑ n=1 ′ œ(n)’_u(n=x) = ∑ n⩽x ′ œ(n) + O ( x^{1+”}=u ) : (7)

ðÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ (6) ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ Œ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ œ ¿^1_2 . ðÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÍ Œ ÐÏÌÏÓÅ 0 ⩽ œ ⩽ 1 | |L(œ + it; F ) | | ≪ | |t | |^{1−œ+”}:

éÓÐÏÌØÚÕÑ (6), (5) É ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∞∑ n=1 ′ œ(n)’_u(n=x) = 1 2ßi ∫ (œ_0 )

L(s; F )U(s)M_u(s)x^s ds; (8)

ÇÄÅ œ_0 =^1_2 + ”_0, ”_0 { ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÌÑ œ = œ_0 ÉÍÅÅÍ

U(s) = O(1);

Á ÔÁËÖÅ

|M_u(s)| ≪ |s|^{−1}; ÅÓÌÉ |t| ⩽ u;

|M_u(s)| ≪ |s|^{−1}(u |s|^{−1}); ÅÓÌÉ |t| ⩾ u

(ÓÍ. (5)).

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ∫ (œ_0 ) | L(œ_0 + it; F )U(s)M_u(s)x^s | ds

≪ x^{œ0} ( ∫ |t|⩽u | |L(œ_0 + it; F ) | | dt 1 + |t| + ∫ |t|⩾u | |L(œ_0 +it; F ) | | u t^2 dt ) =: S: (9)

ï ëœáäòáôéþîùè óòáœîåîéñè 199

éÎÔÅÇÒÁÌÙ Œ ÓÕÍÍÅ S ÏÃÅÎÉÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ |t|⩽u | |L(œ_0 + it; F ) | | dt 1 + |t| :

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ_u ∫ 1 | |L(œ_0 + it; F ) | | dt t : éÍÅÅÍ

(u) := u∫ 1 | |L(œ_0 + it; F ) | |dt ≪ u:

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ çÕÄÁ [5]: ÐÒÉ^1_2 ¡ œ ⩽ 1 T∫ 0 | |L(œ + it; F ) | |^2dt ≪ T:

éÍÅÅÍ_u ∫ 1 | |L(œ_0 + it; F ) | |dt t = u∫ 1 ^′(t) dt t

= [ (t) t ]_u 1 + u∫ 1 (t)

t^2 dt = O(1) + O

(^u∫ 1 1 t dt ) = O(log u):

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, u ∞∫ u | |L(œ_0 + it; F ) | | dt t^2 = u {[ (t)

t^2

]_∞ u + 2 ∞∫ u (t)

t^3 dt } = O(1):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, S ≪ x^{œ0} log u: (10)

óÏÅÄÉÎÑÑ (8), (9) É (10), ÉÍÅÅÍ ∑ n⩽x ′ œ(n)’_u(n=x) ≪ x^{œ0} log u: (11)

óÏÅÄÉÎÑÑ (7) É (11) É ŒÙÂÉÒÁÑ u = x^{1=2}, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ.

200 ï. í. æïíåîëï

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

1. ï. í. æÏÍÅÎËÏ, ï ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÒÎÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ. | úÁÐ.

ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 183 (1990), 155{164.

2. C. Hooley, On the number of divisors of quadratic polynomials. | Acta Math. 110 (1963), 97{114.

3. ä. éÓÍÏÉÌÏŒ, óÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ. | äÏËÌ. áî ôÁÄÖ. óóò 21, No. 9 (1978), 10{13.

4. K. Chandrasekharan, A. Good, On the number of integral ideals in Galois extensions. | Monatsh. Math. 95 (1983), 99{109.

5. A. Good, Approximative Funktionalgleichungen und Mittelwerts-atze f-ur Dirichletreihen, die Spitzenformen assoziiert sind. | Comment. Math. Helvetici 50 (1975), 327{361.

Fomenko O. M. On quadratic congruences.

We prove that under suitable assumptions, the solutions f of quadratic congruences Q(f) ≡ 0 (mod n), n ⩽ x, with (f=n) = ±1 distribute asymptotically equally as x → ∞.

ðÏÓÔÕÐÉÌÏ 28 ÉÀÌÑ 2008 Ç.

ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÅ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ ÉÍ. œ. á. óÔÅËÌÏŒÁ òáî E-mail:fomenko@pdmi.ras.ru