úÁÐÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏŒ ðïíé ôÏÍ 357, 2008 Ç.

ç. œ. ëÕÚØÍÉÎÁ

ï óéííåôòéþîùè ëïîæéçõòáãéñè œ úáäáþáè ïâ üëóôòåíáìøîïí òáúâéåîéé. II

§1. œŒÅÄÅÎÉÅ

úÁÄÁÞÉ ÏÂ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÏÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÕÄÅÌÑÌÏÓØ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÀ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ËÏÎÆÉÇÕ- ÒÁÃÉÊ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÉÈÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ Œ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË É ÚÎÁÞÅÎÉÊ ŒÅÓÏŒÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ.

èÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÅÎ ÒÑÄ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ, ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÝÉÈ ÒÏÌØ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÊ Œ ÔÅÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÏÂ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÏÄÎÏ- ÓŒÑÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÈ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË É ËÏÎÆÏÒÍÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÄŒÕÓŒÑÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ [1, 2]. ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ËÒÕÇÏÍ ŒÏÐÒÏÓÏŒ ÓŒÑÚÁÎÁ ÎÅÄÁŒÎÑÑ ÒÁÂÏÔÁ [3].

äÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ, ËÁË É ÐÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÒÁÂÏÔÁ [4], ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁ- ÎÉÀ ÒÏÌÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÊ Œ ÓÒÁŒÎÉÔÅÌØÎÏ ÍÁÌÏ ÉÚÕÞÅÎ- ÎÏÍ ËÒÕÇÅ ÚÁÄÁÞ ÏÂ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÀÔÓÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÈ ŒÅÒÛÉÎ.

œ §1 ÐÒÉŒÏÄÑÔÓÑ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ. œ §2 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÓÏ ÓŒÏÂÏÄ- ÎÙÍÉ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÏÐÕÔÎÏ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁ- ÀÔÓÑ ÎÏŒÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Œ ÚÁÄÁÞÅ Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ËÏÎÆÏÒÍ- ÎÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏŒ ÎÅÎÁÌÅÇÁÀÝÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ. œ §3 ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂ ÜËÓ- ÔÒÅÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ ÓÉÓÔÅÍ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÄŒÕÈ ÔÉÐÏŒ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. C { ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ |z| = 1, U { ËÒÕÇ |z| < 1.

ðÕÓÔØ n ≥ 2. ðÕÓÔØ a_1; a_2; : : : ; a_n { ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ C, 0 = arg a_1 < arg a_2 < · · · < arg a_n < 2ı;

ÐÏÌÏÖÉÍ

–_k = arg a_k − arg a_{k+1}; n∑ k=1 –_k = 1:

158 ï óéííåôòéþîùè ëïîæéçõòáãéñè 159

þÅÒÅÚ a^∗_1; : : : ; a^∗_n ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÒÁŒÎÏÏÔÓÔÏÑÝÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ó:

a^∗_k = e^{2iß(k−1)=n}; k = 1; : : : ; n:

ðÕÓÔØ P_n { ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÓÉÓÔÅÍ ÎÅÎÁÌÅÇÁÀÝÉÈ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÏŒ P_k; k = 1; : : : ; n, : : : ÎÁ z-ÓÆÅÒÅ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÓŒÏÉÍÉ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÔÏÞËÉ a_k; a_{k+1}. ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉË P_k; k = 1; : : : ; n, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ÄÕÇ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÈ ÎÁ C \ {a_1; : : : ; a_n} ÄÕÇÅ ‚_k = {z : |z| = 1, arg a_k < arg z < arg a_{k+1}} É ÉÍÅÅÔ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ a_k; a_{k+1} ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÕÇÌÙ, ÒÁŒÎÙÅ ı. þÅÒÅÚ P^∗_k ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉË {z : 0 < |z| < ∞, arg a^∗_k < arg z < arg a^∗_{k+1}}.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ n ≥ 2. œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ P_n ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ max { − n∑ k=1 M(P_k; a_k; a_{k+1}) } ≥ − 2n ı log 4 n : (1)

òÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ (1) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÔÏÞÅË: a_k = a^∗_k É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÏÂÌÁÓÔÅÊ: P_k = P^∗_k ; k = 1; : : : ; n. äŒÕÕÇÏÌØÎÉËÉ P^∗_k ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÏÓÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ

Q(z)dz^2 = z^{n−2} (z^n − 1)^2 dz^2:

ðÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ Œ [4]. íÙ ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÅÇÏ ÚÄÅÓØ ÄÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ P_k ; k = 1; : : : ; n; { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ P_n . ðÕÓÔØ P^∗_k { ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉË É ÐÕÓÔØ ^P_k { ÐÒÏÏÂÒÁÚ P ∗_k ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ

f_k = ( z a_k

)_{1=(n˘k )} ; k = 1; : : : ; n:

óÉÓÔÅÍÁ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ^P_k; k = 1; : : : ; n; ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÕ P, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ max { − n∑ k=1 M(P_k; a_k; a_{k+1}) } ≥ − n∑ k=1 M( ^P_k; a_k; a_{k+1}): (2)

160 ç. œ. ëõúøíéîá

ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÐÒÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ [5] ÉÍÅÅÍ

M(P^∗_k ; a^∗_k; a^∗_{k+1}) = M( ^P_k; a_k; a_{k+1}) − 2 ı log(n–_k );

ÏÔËÕÄÁ n∑ k=1 M( ^P_k; a_k; a_{k+1}) = n∑ k=1 [ M(P^∗_k ; a^∗_k; a^∗_{k+1}) + 2 ı log(n–_k) ] : (3)

ðÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ

w_k = ^f_k(z) = ( z a_k

)_{n=2}

ÏÂÌÁÓÔÉ P^∗_k ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÅÒÈÎÑÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ H_k = {w_k : Im w_k > 0}. éÍÅÅÍ

M(H_k; −1; 1) = M(P^∗_k ; a^∗_k; a^∗_{k+1}) + 2 ı log n 2 : éÓÐÏÌØÚÕÑ ÉÚŒÅÓÔÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ÐÒÁŒÏÊ ÐÏ- ÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ 1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

M(H_k; −1; 1) = 2 ı log 2;

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, M(P^∗_k ; a^∗_k; a^∗_{k+1}) = 2 ı log 4 n : ôÅÐÅÒØ ÉÚ (3) ÎÁÈÏÄÉÍ n∑ k+1 M( ^P_k; a_k; a_{k+1}) = 2n ı log 4 n + 2 ı [ n log n + log(–_1 : : : –_n) ] ≤ 2n ı log 4 n :

ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ (2) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1) É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ ÜÔÏÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ P_n ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ min n∑ k=1 M(P_k; a_k; a_{k+1}) ≤ n∑ k=1 M(P^∗_k ; a^∗_k; a^∗_{k+1}):

ï óéííåôòéþîùè ëïîæéçõòáãéñè 161

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ n∑ k=1 M(P_k; a_k; a_{k+1}) ≤^n ∑ k=1 M(P^∗_n ; a^∗_k; a^∗_{k+1}) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄŒÕÕ-

ÇÏÌØÎÉËÏŒ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ P_n. ðÅÒŒÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Œ ÜÔÏÍ ŒÏÐÒÏÓÅ ÐÏÌÕ- ÞÅÎÙ Œ §2.3.

ðÕÓÔØ a_1; : : : ; a_n { ÔÁ ÖÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÞÅË, ÞÔÏ É Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 1. ðÕÓÔØ D_n { ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÓÉÓÔÅÍ ÎÅÎÁÌÅÇÁÀÝÉÈ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ D_1; : : : ; D_n; a_k ∈ D_k; k = 1; : : : ; n. þÅÒÅÚ M(D_k; a_k) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÏÂÌÁÓÔÉ D_k ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ a_k. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 É ÔÅÏÒÅÍÙ å. ç. åÍÅÌØÑÎÏŒÁ [6], ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÝÅÊ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÏÂ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ, ŒÎÏŒØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚŒÅÓÔ- ÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ œ. î. äÕÂÉÎÉÎÁ [7]: Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ D_n ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ_n ∑ k=1 M(D_k; a_k) ≤ n∑ k=1 M(D^∗_k; a^∗_k); ÇÄÅ D^∗_k = |z : 0 < |z| < ∞; 2ı(k − 1=2)=n < arg z < 2ı(k + 1=2)=n|;

É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏÌØËÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ a_k = a^∗_k, D_k = D^∗_k, k = 1; : : : ; n.

ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ Œ [6] ÓŒÑÚÁÎ ÔÁËÖÅ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ D_n ËÏÎÆÏÒÍÎÏÇÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ 2ı n∑ k=1 M(D_k; a_k) − 2 n − 1 ∑ 1≤k¡l≤n

log |a_k − a_l|:

ïÂ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ Œ §2.

§2. ïÃÅÎËÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÇÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ

2.1. ïÃÅÎËÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ Ï ÍÁË- ÓÉÍÕÍÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ËÏÎÆÏÒÍÎÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏŒ ÎÅÎÁÌÅÇÁÀÝÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ŒÏÓÈÏÄÑÔ Ë ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑÍ í. á. ìÁŒÒÅÎÔØÅŒÁ É ç. í. çÏÌÕÚÉÎÁ É ÏÔÎÏ- ÓÑÔÓÑ Ë ÞÉÓÌÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ Œ ÚÁÄÁÞÁÈ ÏÂ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ. úÄÅÓØ ÍÙ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÍ ÐÒÏÓÔÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ.

162 ç. œ. ëõúøíéîá

ðÕÓÔØ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ a_1; : : : ; a_n { ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÉ C. ðÕÓÔØ D_1; : : : ; D_n { ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ D_n.

ëÁË ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ŒÅÌÉÞÉÎÁ

I(a_1; : : : ; a_n) = n∑ k=1 M(D_k; a_k) − 2 n − 1 ∑ 1≤k¡l≤n

log |a_k − a_l| (4)

ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕÐÐÙ ` ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏŒ C. úÁÄÁÞÁ Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ (4) Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÓÉÓÔÅÍ ÎÅÎÁÌÅÇÁÀÝÉÈ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ D_1; : : : ; D_n, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÀ a_k ∈ D_k; k = 1; : : : ; n, ÂÅÚ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÔÏÞËÉ a_1; : : : ; a_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖÎÏÊ É ÒÅÛÅÎÁ ÔÏÌØËÏ Œ ÓÌÕÞÁÑÈ n = 2; 3; 4 ÓÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ Œ 1934, 1950 É 1980 ÇÇ., ÐÏ ÜÔÏÍÕ ŒÏÐÒÏÓÕ ÓÍ. [1].

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÚÁÄÁÞÁ Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ (4) Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ D_n ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ. ðÕÓÔØ

I_n(D_n) = max I(a_1; : : : ; a_n)

Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ D_n. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÌÅÍÍÁ.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ n ≥ 2 É ÐÕÓÔØ

0 < –_k < 1; k = 1; : : : ; n; n∑ k=1 –_k = 1:

ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ

F (–_1; : : : ; –_n) = n∑ k=1 log(2–_k) − 2 n − 1 ∑ 1≤k¡l≤n

log sin ı(–_1 + · · · + –_{l−1})

ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ^n ∑ k=1 –_k = 1 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÐÒÉ –_1 = · · · = –_n: ôÏÇÄÁ

I_n(D_n) = F ( 1 n ; : : : ; 1 n )

ï óéííåôòéþîùè ëïîæéçõòáãéñè 163

É ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÞÅË a^∗_1; : : : ; a^∗_n É ÓÉÓÔÅÍ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÉÚ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ `.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ å. ç. åÍÅÌØÑÎÏŒÁ [5], ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 2ı n∑ k=1 M(D_k; a_k) ≤ 2ı 1 4 n∑ k=1 M(S_k; a_k; a_{k+1}) = n∑ k=1 log 4–_k: (5) ÇÄÅ S_k = { z : 0 < |z| < ∞; arg a_k < arg z < arg a_{k+1} } ; M(S_k; a_k; a_{k+1}) = 2 ı log(4–_k);

É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ (5) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ `, ÔÏÌØËÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ a_k = a^∗_k, k = 1; : : : ; n:

ðÒÉ 1 ≤ k < l ≤ n ÉÍÅÅÍ

a_l = a_k _e^{2ßi(˘k +:::˘l−1 )}; |a_k − a_l| = 2 sin ı(–_k + · · · + –_{l−1});

É ÉÚ (5) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

I(a_1; : : : ; a_n) ≤ F (–_1; : : : ; –_n);

ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ F (–_1; : : : ; –_n) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÌÅÍÍÙ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÌÕÞÁÀ ÒÁŒÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ –_k ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÓÉ- ÓÔÅÍÁ ÒÁŒÎÏÏÔÓÔÏÑÝÉÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ C, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÌÅÍÍÕ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ 1. ôÅÏÒÅÍÁ 2. œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ D_n ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

I_4(D_4) = − 4 3 log 4; I_5(D_5) = − 5 2 log[ 25 4 sin ı=5 sin 2ı=5];

I_6(D_6) = 24 5 log 2 3 √ 3 : œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅŒ n = 4; 5; 6 ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÞÅË a^∗_1; : : : ; a^∗_n É ÓÉÓÔÅÍ ÔÏÞÅË, ÐÏÌÕÞÁÀ- ÝÉÈÓÑ ÉÚ ÎÅÅ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ `.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ a_1; a_2; : : : ; a_n { ÔÏÞËÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ C, ÐÅÒÅ- ÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÅ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ arg a_k.

164 ç. œ. ëõúøíéîá

ðÕÓÔØ n = 4. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ

{a_1; a_2; a_3; a_4} = {e^{−ßifi} ; e^{ßifi}; −e^{−ßifi} ; −e^{ßifi}}; 0 < ˛ ≤ 1=4: äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ Œ ËÒÕÇÅ U , ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÔÏÞËÉ a_1; a_3 É ÔÏÞËÉ a_2; a_4 , É ÐÕÓÔØ z_0 { ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅ- ÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ Œ U. ðÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ

f(z) = e^{ifl} z − z_0 1 − —z_0 ; ÇÄÅ ‚ { ÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÔÏÞËÁÍ a_1; a_2; a_3; a_4 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÔÏÞËÉ. éÍÅÅÍ

{–_1; –_2; –_3; –_4} = { ˛; 1 2 − ˛; ˛; 1 2 −˛ } ; F (–_1; –_2; –_3; –_4) = 2 [ log ˛ + log( 1 2 − ˛) ] − 4 3 log( 1 2 sin(2ı˛):

ïÔÓÀÄÁ dF d˛ = 1 − 4˛ ˛(^1_2 − ˛) − 8ı 3 ctg(2ı˛):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,^{dF}_{dfi} = 0 ÐÒÉ ˛ = 1=4. ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ðÕÓÔØ n = 5. œËÌÀÞÁÑ Œ ÞÉÓÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÔÒÏÊËÕ ÔÏÞÅË, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ, ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÏÞÅË

{a_1; a_2; a_3; a_4; a_5} = {1; e^{2iß( 15 +ffi1)}; e^{2iß 25} ; e^{2iß 35} ; e^{2iß( 45 +ffi2 )}}: ôÏÇÄÁ

{–_1; –_2; –_3; –_4; –_5} = { 1 5 + ‹_1; 1 5 − ‹_1; 1 5 ; 1 5 + ‹_2; 1 5 − ‹_2 } : éÍÅÅÍ

F = log [( 1 25 − ‹^2_1 ) 1 5 ( 1 25 − ‹^2 )]

− 1 2 log [ sin ı ( 1 5 + ‹_1 ) sin ı ( 1 5 − ‹_1 ) sin ı ( 1 5 + ‹_2 ) sin ı ( 1 5 − ‹_2 )

sin ı ( 2 5 − ‹_1 ) sin ı ( 2 5 + ‹_2) sin ı ( 2 5 + ‹_1 − ‹_2 )]

− 1 2 log [ sin^2 2ı 5 · sin ı 5 ] :

ï óéííåôòéþîùè ëïîæéçõòáãéñè 165

ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ffi(u) = 1 u − ı 2 ctg ıu;

ÎÁÈÏÄÉÍ @F @‹_1 =ffi ( 1 5 + ‹_1 ) − ffi ( 1 5 − ‹_1 ) + ı 2 ctg ı ( 2 5 − ‹_1 ) − ı 2 ctg ı ( 2 5 + ‹_1 − ‹_2 ) ; (6) @F @‹_2 =ffi ( 1 5 + ‹_2 ) − ffi ( 1 5 − ‹_2 ) − ı 2 ctg ı ( 2 5 + ‹_2 ) + ı 2 ctg ı ( 2 5 + ‹_1 − ‹_2 ) : (7) òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÐÏÞÌÅÎÎÙÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒ (6) É (7), ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ^{@F}_{@ffi1} =^{@F}_{@ffi2} = 0, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ ‹_1 + ‹_2 = 0. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÚÁÔÅÍ ‹_2 = −‹_1 Œ (6), ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ ‹_1 = ‹_2 = 0. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, –_1 = · · · = –_5 . ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1 ÎÁÈÏÄÉÍ I_5.

ðÕÓÔØ n = 6. éÓÐÏÌØÚÕÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ Œ ÓÌÕÞÁÅ n = 4, ŒËÌÀÞÉÍ Œ ÞÉÓÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ŒÅÒÛÉÎÙ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÅÊ. ðÕÓÔØ { a_1; a_2; a_3; a_4; a_5; a_6 } = { e^{ißfi}; e^{iß( 12 +2ffi1 )}; −e^{−ißfi}; −e^{ißfi} ; e^{iß( 32 +2ffi2)}; e^{−ißfi} } ; 0 < ˛ < 1=6;

ÔÏÇÄÁ { –_1; –_2; –_3; –_4; –_5; –_6 } = { 1 4 − ˛ 2 + ‹_1; 1 4 − ˛ 2 − ‹_1; ˛; 1 4 − ˛ 2 + ‹_2; 1 4 − ˛ 2 − ‹_2;˛ } : ðÏÓÌÅ ÎÅÓÌÏÖÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

F (–_1; : : : ; –_6) = log {[( 1 4 − ˛ 2 )_2 − ‹^2_1 ] ˛^2 [( 1 4 − ˛ 2 )_2

− ‹^2 ]}

+ 2 5 { log [ cos ı(˛ + 2‹_1) cos ı(˛ − 2‹_1) cos ı(˛ + 2‹_2) cos ı(˛ − 2‹_2) ] + 2 log(sin 2ı˛) + log cos ı(‹_1 − ‹_2) − 3 log 4 } : ôÅÐÅÒØ ÎÁÈÏÄÉÍ @F @‹_1 = −2‹_1 (^1_4 −^fi_2 )^2 − ‹^2_1 + 2ı 5 { 2 tg ı(˛+2‹_1)−2 tg ı(˛−2‹_1)−tg ı(‹_1 −‹_2) } ;

166 ç. œ. ëõúøíéîá @F @‹_2 = −2‹_2 (^1_4 −^fi_2 ) − ‹^2 + 2ı 5 {2 tg ı(˛ +2‹_2)−2 tg ı(˛ −2‹_2)+tg ı(‹_1 −‹_2)}:

éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ^{@F}_{@ffi1} =^{@F}_{@ffi2} = 0 ŒÙÔÅËÁÀÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ‹_1 = ‹_2 = 0.

ðÒÉ ‹_1 = ‹_2 = 0

F = 2 log {( 1 4 − ˛ 2 )_2 ˛ } − 2 5 { 4 log cos ı˛ + 2 log sin 2ı˛ − 3 log 4 } ; ÏÔËÕÄÁ dF d˛ = −2 1 4 −^fi_2 + ˛ 2 − 2ı 5 { − 4 tg ı˛ + 4 ctg 2ı˛ } : óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,^{dF}_{dfi} = 0 ÐÒÉ ˛ =^ß_6 .ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,–_1 = · · · = –_6. ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ 2.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ D_4(˛) { ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÓÉÓÔÅÍ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÉÚ D_4, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÓÔÅÍÅ ÔÏÞÅË a_1; a_2; a_3; a_4 ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ` ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÞÅÔŒÅÒËÁ ÔÏÞÅË e^{−ifi} ; e^{ifi} ; −e^{−ifi}; −e^{ifi} ; 0 < ˛ < ı=4, É ÐÕÓÔØ I_4(˛) { ÍÁËÓÉÍÕÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ (4) Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ D_4(˛). îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ 0 < ˛ < ı=2 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

I_4(˛) = 8 3 log sin 2˛ − 4 3 log 4 ≤ − 4 3 log 4;

É ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÓÌÕÖÉÔ ÞÅÔŒÅÒËÁ ÕÇÌÏŒ

S_k = {z : 0 < |z| < ∞; (k − 1)ı=2 < arg z < kı=2}; k = 1; 2; 3; 4:

üÔÉ ÕÇÌÙ ÓÌÕÖÁÔ ËÒÕÇÏŒÙÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÁÌÁ z^2dz^2 (z^2 − e^{2ifi} )(z^2 − e^{−2ifi} ) : ëÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÌÅÍÍÁ 3 (ÓÍ. §2.3) ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ ÓÉÓÔÅÍ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ P_4 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 Œ ÓÌÕÞÁÅ n = 4 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÂ- ÝÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ Œ ÚÁÄÁÞÅ Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ (8) ÐÒÉ n = 4 [8, 1], ÎÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÝÅ. œÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ

ï óéííåôòéþîùè ëïîæéçõòáãéñè 167

I_5(D_5) ÂÙÌÏ ÕËÁÚÁÎÏ Œ [8], ÎÏ ÐÏÌÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Œ [8] ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ ÎÅ ÂÙÌÏ. òÅÚÕÌØÔÁÔ Ï I_6(D_6) ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏŒÙÍ.

éÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÊ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÐÒÉÅÍ ÏÓÎÏŒÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ (8), ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ Œ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÔÏÞÅË a_k. üÔÏÔ ÐÒÉÅÍ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï I_n(D_n) É ÐÒÉ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑÈ n.

2.2. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ P_1; P_2; : : : ; P_n { ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ P_n. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÌÅÍÍÁ. ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ n ≥ 2. œÅÌÉÞÉÎÁ

J(a_1; : : : ; a_n) = ı 2 n∑ k=1 M(P_k; a_k; a_{k+1}) − 2 n − 1 ∑ 1≤k¡l≤n

log |a_k − a_l| (8)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÆÏÒÍÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕÐÐÙ ` ÄÒÏÂÎÏ- ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÆÅÒÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ P_1; : : : ; P_n { ÓÉÓÔÅÍÁ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÉÈ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÁ P_n : ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËP_k ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÉÍÉ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÔÏÞËÉ a_k; a_{k+1}, ÏÂÒÁÚÕÅÔ Œ ÜÔÉÈ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÕÇÌÙ, ÒÁŒÎÙÅ ı , É ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎ Ó ËÌÁÓ- ÓÏÍ ÄÕÇ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÈ ÄÕÇÅ ‚_k = {z : |z| = 1; arg a_k < arg z < arg a_{k+1}}; k = 1; : : : ; n: ðÕÓÔØ

w = f(z) = az + b cz + d { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ `_1 , É ÐÕÓÔØ

b_k = f(a_k); k = 1; : : : ; n:

ðÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ P_k ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉË ˝_k , ÉÍÅÀ- ÝÉÊ ÓŒÏÉÍÉ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÔÏÞËÉ b_k; b_{k+1} É ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÊ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ÄÕÇ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÈ ÄÕÇÅ f(‚_k). éÍÅÅÍ

M(˝_k; b_k; b_{k=1}) = M(P_k; a_k; a_{k+1}) + 1 ı log |f^′(a_k )f^′(a_{k+1})|:

ðÏÜÔÏÍÕ ı 2 n∑ k=1 M(˝_k; b_k; b_{k+1}) − 2 n − 1 ∑ 1≤k¡l≤n

log |b_k − b_l| =

168 ç. œ. ëõúøíéîá ı 2 n∑ k=1 [M(P_k; a_k; a_{k+1}) + 1 ı log |f^′(a_k)f^′(a_{k+1})|] − 2 n − 1 ∑ 1≤k¡l≤n

log |b_k − b_l|

= ı 2 n∑ k=1 M(P_k; a_k; a_{k+1}) − 2 n − 1 ∑ 1≤k¡l≤n

log |a_k − a_{k+1}| + X; ÇÄÅ X = n∑ k=1 log |f^′(a_k)| − 2 n − 1 ∑ 1≤k¡l≤n

log | b_k − b_l a_k − a_l |: éÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

|f^′(a_k)| =

|ad − bc| |ca_k + d|^2 ; | b_k − b_l a_k − a_l | = |ad − bc| |ca_k + d||ca_l + d|

= |f^′(a_k)f^′(a_l)|^{1=2};

ÏÔËÕÄÁ 2 n − 1 ∑ 1≤k¡l≤n log | | | b_k − b_l a_k − a_l | | | = n∑ k=1 log |f^′(a_k)|:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, X = 0, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÌÅÍÍÕ.

ðÕÓÔØ J_n(P_n) { ÍÁËÓÉÍÕÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ (8), ff_n(P_n) { ÍÁËÓÉÍÕÍ ÓÕÍÍÙ_n ∑ k=1 M(P_k; a_k; a_{k+1})

Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ P_n.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

J_3(P_3) = log 64 81 √ 3 ; ff_3(P_3) = 6 ı log 4 3 ; J_4(P_4) = − 4 3 log 4; ff_4(P_4) = 0: (9)

ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ Œ (9) ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏÌØËÏ Œ ÓÌÕÞÁÑÈ {a_k} = {a^∗_k}, {P_k} = {P^∗_k }.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÌÕÞÁÅ n = 3 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ŒÅÓØÍÁ ÐÒÏÓÔÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÓÉÌÕ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÚÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁ- ÅÍÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÔÏÞÅË ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÎÑÔØ {a^∗_1; a^∗_2; a^∗_3} = {1; !; !^2}, ! = e^{2ß=3}.

ï óéííåôòéþîùè ëïîæéçõòáãéñè 169

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ P^∗_k ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÏÓÏÏÂÒÁÚ- ÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ zdz^2 (z^3 − 1)^2 ; Ô.Å. ÕÇÌÙ ÒÁÓÔŒÏÒÁ 2ı=3 Ó ÏÂÝÅÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. éÍÅÅÍ

M(P^∗_k ; a^∗_k; a^∗_{k+1}) = 2 ı log 4 3 ; ÏÔËÕÄÁ ı 2 3∑ k=1 M(P^∗_k ; a^∗_k; a^∗_{k+1}) − ∑ 1≤k¡l≤3

log |a^∗_k − a^∗_l |

= 3 log 4 3 − 3 log √ 3 = log 64 81 √ 3 : ôÁË ËÁË ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÔÏÞÅË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ C

|(a_1 − a_2)(a_1 − a_3)(a_2 − a_3)| ≤ |(1 − !)(1 − !^2)(! − !^2)| = 3 √ 3; ÔÏ ff_3(P_3) = 6 ı log 4 3 ; É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ Œ ÓÌÅÄÓÔŒÉÉ 1 ÓÌÕÞÁÅ. 2.3. ðÒÉ n = 4 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ É ÏÓÎÏŒÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ÎÉÖÅ ÌÅÍÍÅ 3.

ðÕÓÔØ a_1; a_2; a_3; a_4 { ÞÅÔŒÅÒËÁ ÔÏÞÅË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ C, ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏ- ŒÁÎÎÙÈ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ arg z . òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ `, ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ

{a_1; a_2; a_3; a_4} = {e^{−ifi}; e^{ifi} ; −e^{−ifi}; −e^{ifi} }; 0 < ˛ ≤ ı=4: ðÕÓÔØ P_4(˛) { ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÓÉÓÔÅÍ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÏŒ P_k, k = 1; : : : ; 4, ÉÚ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÁ P_4, ÉÍÅÀÝÉÈ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ a_k; a_{k+1}. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ ff_4(˛) ÓÕÍÍÙ 4∑ k=1 M(P_k; a_k; a_{k+1}) (10)

Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ P_4(˛) ÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÏÊ É ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ ff_4(P_4) ÓÕÍÍÙ (10) ŒÏ ŒÓÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ P_4.

170 ç. œ. ëõúøíéîá

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ 0 < ˛ < ı=4: íÁËÓÉÍÕÍ ff_4(˛) ÓÕÍÍÙ (10) Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ P_4(˛) ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÌÏÓÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ P_k(˛); k = 1; : : : ; 4; ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ

Q(z; ˛)dz^2 =

(z^2 − b^2)(z^2 − 1=b^2)dz^2 (z^2 − e^{2ifi} )^2(z^2 − e^{−2ifi} )^2

; (11)

ÎÕÌÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ b; −b; 1=b; −1=b; 0 < b < 1, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ

lenght_Q[b; 1] = lenght_Q[0; i]: (12)

ðÒÉ 0 < ˛ ≤ ı=4 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

ff_4(˛) ≤ ff_4(ı=4); ff_4(ı=4) = ff_4(P_4) = 0;

É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ff_4(˛) = 0 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ˛ = ı=4.

íÁËÓÉÍÕÍ ff_4(P_4) cÕÍÍÙ (10) Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ P_4 ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÒÁŒÎÏÏÔÓÔÏÑÝÉÈ ÔÏÞÅË ÎÁ C É ÔÏÌØËÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÇÌÏŒ

S_k = {z : 0 < |z| < ∞; (k − 1)ı=2 < arg z < kı=2}; k = 1; 2; 3; 4:

üÔÉ ÕÇÌÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÏÓÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ − z^2dz^2 (z^4 + 1)^2

: (13)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ 0 < ˛ < ı=4. œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÏÂÝÅÊ ÔÅ- ÏÒÉÅÊ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [9]), ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ (11), ÎÕÌÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÌÑÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (12), ÉÌÉ ÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ

Q(z)dz^2 = − z^2dz^2 (z^2 − e^{2ifi2} )(z^2 − e^{−2ifi} )

: (14)

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ Œ ÓÌÕÞÁÅ ˛ < ı=4 ÎÅŒÏÚÍÏÖÅÎ : ÐÏ- ÌÏÓÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ (14) ÉÍÅÀÔ Œ ÓŒÏÉÈ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÕÇÌÙ, ÎÅ ÒÁŒÎÙÅ ı. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ 0 < ˛ < ı=4 ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌ (11). ðÏÌÏÓÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ P_1; P_2:P_3; P_4 ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ

ï óéííåôòéþîùè ëïîæéçõòáãéñè 171

(11) ÉÍÅÀÔ ÓŒÏÉÍÉ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÔÏÞËÉ e^{−ifi} É e^{ifi} ; e^{ifi} É −e^{−ifi} ; −e^{−ifi} É −e^{−ifi}; −e^{−ifi} É e^{−ifi} É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ C.

œ ÓÌÕÞÁÅ ˛ = ı=4 ÉÍÅÅÍ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌ (13). ðÏÌÏÓÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÏÐÉÓÁÎÙ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÌÅÍÍÙ , ff_4(ı=4) = 0.

ðÕÓÔØ

P^∗_k = P_k ∩ {z : |z| > 1}; M(P^+_k ; a_k; a_{k+1}) = 2M(P_k; a_k; a_{k+1}):

ðÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ w = 1 2 ( z^2 + 1 z^2 )

ÞÅÔŒÅÒËÅ ÏÂÌÁÓÔÅÊ P^+_1 ; P^+_2 ; P^+_3 ; P^+_4 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÁÒÁ ÐÏÌÏÓÏÏÂÒÁÚ- ÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ˝_1; ˝_2 ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ

Q_1(w)dw^2 =

(w − B)dw^2 (w − cos 2˛)^2(w^2 − 1) ; Á ÕÓÌÏŒÉÅ (12) ŒÌÅÞÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

[1; B]_{Q1} = [−∞; −1]_{Q1} :

õÞÉÔÙŒÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ dw dz = 1 z (z^2 − 1=z^2);

É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÄŒÕÕÇÏÌØ- ÎÉËÏŒ ÐÒÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ, ÎÁÈÏÄÉÍ

M(˝_k; cos 2˛; cos 2˛) = M(P^+_k ; a_k; a_{k+1}) + 4 ı log(2 sin 2˛); k = 1; 2;

ÏÔËÕÄÁ 4∑ k=1 M(P_k; a_k; a_{k=1}) = 2∑ k=1 M(˝_k; cos 2˛; cos 2˛) − 8 ı log(2 sin 2˛):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, d d˛ 4∑ k=1 M(P_k; a_k; a_{k+1}) = d d˛ 2∑ k=1 M(˝_k; cos 2˛; cos 2˛)− 16 ı ctg 2˛: (15)

172 ç. œ. ëõúøíéîá

îÁÊÄÅÍ d d˛ 2∑ k=1 M(˝_k; cos 2˛; cos 2˛):

œ ÓÉÌÕ ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÏÂÝÅÊ ÇÒÁÄÉÅÎÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ [10], d d˛ 2∑ k=1 M(˝_k; cos 2˛; cos 2˛) =

4ı sin 2˛ · 1 4ı^2

16 sin^2 2˛ B − cos 2˛ · @[(w − cos 2˛)^2Q_1(w)] @w | | | |_{w=cos 2fi} =

= 16 ı −1 − cos^2 2˛ + 2B cos 2˛ (B − cos 2˛) sin 2˛ : ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ (15) d d˛ 4∑ k=1 M(P_k; a_k; a_{k+1}) = 16 ı B cos 2˛ − 1 (B − cos 2˛) sin 2˛

: (16)

ôÁË ËÁË ŒÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ J(˛) ÒÁŒÎÏ 4 3 log(4 sin 2˛), ÔÏ ÉÚ (16) ÐÏÌÕÞÁÅÍ d d˛ J_4(˛) = 16 3 B cos 2˛ − cos^2 2˛ (B − cos 2˛) sin 2˛ :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,^{dJ4(fi)}_{dfi} > 0 ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ

B cos 2˛ − cos^2 2˛ > 0: (17)

ïÂÒÁÔÉÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (12). úÁÐÉÛÅÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ B∫ 1 [ √ B + t (t + cos 2˛) − √ B − t t − cos 2˛ ] dt √ t^2 − 1 + ∞∫ B √ B + tdt (t + cos 2˛) √ t^2 − 1

= 0:

ï óéííåôòéþîùè ëïîæéçõòáãéñè 173

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ A−B = (A^2 −B^2)=(A+B), ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÅÍ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ B∫ 1 2t(t^2 + cos^2 2˛ − 2B cos 2˛)dt [ √ B + t(t − cos 2˛) + √ B − t(t + cos 2˛)](t^2 − cos^2 2˛) √ t^2 − 1 + ∞∫ B √ B + tdt (t + cos 2˛) √ t^2 − 1

= 0:

éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÕÓÌÏŒÉÅ

2B cos 2˛ > 1 + cos^2 2˛:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (16) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ 0 < ˛ < ı=4.

üÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ^{dJ4(fi)}_{dfi} > 0 ÐÒÉ 0 < ˛ < ı=4. ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 3 ÌÅÇËÏ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔÓÑ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ 3 ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

J_4(P_4) = 0: (18)

õËÁÚÁÎÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ , ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÞÅË a_1; a_2; a_3; a_4 É ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÇÌÏŒ, ÕËÁÚÁÎÎÏÊ Œ ÌÅÍÍÅ 3.

§3. ë ÚÁÄÁÞÅ ÏÂ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ ÓÉÓÔÅÍ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÄŒÕÈ ÔÉÐÏŒ

3.1. ðÕÓÔØ P^{(2)}_n { ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÓÉÓÔÅÍ ÎÅÎÁÌÅÇÁÀÝÉÈ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÙÈ ÏÂÌÁ- ÓÔÅÊ ÎÁ z-ÓÆÅÒÅ ÄŒÕÈ ÔÉÐÏŒ: ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÏŒ P_k ; k = 1; : : : ; n, Ó ŒÅÒÛÉ- ÎÁÍÉ a_k É a_{k+1} ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ C, É ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ D_0; D_∞, ÇÄÅ 0 ∈ D_0; ∞ ∈ D_∞. ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉË P_k; k = 1; : : : ; n, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ÄÕÇ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÈ ÄÕÇÅ {z : |z| = 1; arg a_k < arg z < arg a_{k+1}}, É ÉÍÅÅÔ Œ ÓŒÏÉÈ ŒÅÒÛÉÎÁÈ a_k; a_{k+1} ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÕÇÌÙ, ÒÁŒÎÙÅ ı. ðÕÓÔØ h É ¸ { ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ n∑ k=1 h^2M(P_k; a_k; a_{k+1}) + ¸^2{M(D_0; 0) + M(D_∞; ∞)} (19)

174 ç. œ. ëõúøíéîá

Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ P^{(2)}_n .

ðÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÉ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÏÂ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ ÞÅÔŒÅÒÏË ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÚÕÀÝÉÍÓÑ ÎÁÌÉÞÉÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ Œ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË.

þÅÒÅÚ ~P^{(2)}_2 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÎÅÎÁÌÅÇÁÀÝÉÈ ÏÂÌÁ- ÓÔÅÊ : ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÏŒ P_1; P_2 Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÔÏÞËÁÈ -1, 1 É ŒÎÕÔÒÅÎ- ÎÉÍÉ ÕÇÌÁÍÉ, ÒÁŒÎÙÍÉ ı Œ ÜÔÉÈ ŒÅÒÛÉÎÁÈ É ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ D_0; D_∞; 0 ∈ D_0; ∞ ∈ D_∞. ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÉ P_1; P_2 ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÙ Ó ËÌÁÓÓÁÍÉ ÄÕÇ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÄÕÇÅ ‚_1 = {z : z = e^{iŒ}; 0 < ffi < ı} É ÄÕÇÅ ‚_2 = {z : z = e^Œ; ı < ffi < 2ı}. ðÕÓÔØ h É ˛ { ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ

h^2{M(P_1; −1; 1) + M(P_2; −1; 1)} + ˛^2{M(D_0; 0) + M(D_∞; ∞)} (20)

Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ ~P^{(2)}_2 .

ìÅÍÍÁ 4. äÌÑ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ F^∗_2 (h; ˛) ÚÁÄÁÞÉ Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ (9) Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ ~P^{(2)}_2 ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

F^∗_2 (h; ˛) = 1 ı { −2h^2 log

4h^2 + ˛^2

16h^2 + ˛^2 2 log 4˛^2 4h^2 + ˛^2 } : (21)

õËÁÚÁÎÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÌÏÓÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ P^∗_1 ; P^∗_2 É ËÒÕÇÏŒÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ D^∗_0 ; D^∗_∞ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌÁ Q_2(z)dz^2 = −

˛^2 4ı^2

(z^2 − r^2)(z^2 − r^{−2}) z^2(z^2 − 1) dz^2;

ÇÄÅ r; 0 < r < 1, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ 1 r − r = 4h ˛ :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ P^∗_1 , P^∗_2 , D^∗_0 , D^∗_∞ { ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ (9) Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ ~P^{(2)}_2 . îÅ- ÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÖÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ ~P^{(2)}_2 ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÉÚ (20) ÚÁÍÅÎÏÊ ÍÎÏÖÉ- ÔÅÌÑ h^2 ÎÁ −h^2. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÏÂÌÁÓÔÅÊ

ï óéííåôòéþîùè ëïîæéçõòáãéñè 175

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÌÏÓÏÏÂÒÁÚÎÙÈ É ËÒÕÇÏŒÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ (20), ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ËÁ- ÖÄÏÊ ÉÚ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÈ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.

ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 Œ [4] ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

M(P^∗_j ; −1; 1) = 2 ı { − 1 2 log l^2 + 1 4l^2 + 1 l arctg 1 i } ; j = 1; 2;

M(D^∗_0 ) = M(D^∗_∞) = 1 2ı { 1 2 log 4 l^2 + 1

− l arctg 1 l + log 2 } ; ÇÄÅ l = 2h ˛ : ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (21) ÄÌÑ F^∗_2 (h; ˛).

3.2. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÙÑŒÌÑÅÔ ÒÏÌØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ Œ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÔÏÞÅË a_k Œ ÚÁÄÁÞÅ ÏÂ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ P^{(2)}_n . ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÒÉ n ≥ 2, h=¸ ≥ 1; 703=n ÄÌÑ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ F_n(h; ¸) ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌÁ (19) Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ P^{(2)}_n ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

F_n(h; ¸) = n ı { − h^2 log n^2h^2 + ¸^2 16h_2 + ¸^2 n^2 log 16¸^2 n^2h^2 + ¸^2 } : (22)

õËÁÚÁÎÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÞÅË a^∗_k É ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÌÏÓÏÏÂÒÁÚÎÙÈ É ËÒÕÇÏŒÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ

Q_n(z)dz^2 = −

¸^2 4ı^2

(z^n − r^n)(z^n − r^{−n}) z^2(z^n − 1)^2 dz^2;

ÇÄÅ r; 0 < r < 1; ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

(1 − r^n)^2 r^n = 4h^2n^2 ¸^2 : äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÄÏÐÕÓÔÉÍÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÉÚ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÁ P^{(2)}n , ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ z-ÓÆÅÒÙ ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÇÌÏŒ

S_k = {z : 0 < |z| < ∞; arg a_k < arg z < arg a_{k+1}}; k = 1; : : : ; n:

176 ç. œ. ëõúøíéîá

ðÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ

f_k(z) = ( z a_k

)_{1=(2˘k )} (23)

ÕÇÌÕ S_k ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÅÒÈÎÑÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ H_k = {w : Im w > 0}w_k- ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÌÅÍÍÙ 3 Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ ~F_2(h; ˛_k) ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌÁ

h^2[M(˝_{1;k}; −1; 1)+M(˝_{2;k}; −1; 1)]+˛^2_k[M(´_{0;k})+M(´_{∞;k})]; ˛_k = 2¸–_k;

Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ ~˝^{(2)}_2 ÓÉÓÔÅÍ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÎÁ w_k -ÓÆÅÒÅ.

þÅÒÅÚ ^˝_{1;k}; ^˝_{2;k}; ^´_{0;k} É ^´_{∞;k} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, É ÐÕÓÔØ ^´^+_{0;k} = ^´_{0;k} ∩ H_k; ^´^+_{∞;k} = ^´_{∞;k} ∩ H_k:

ðÕÓÔØ P_k; D_{0;k} É D_{∞;k} { ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ^˝_{1;k}; ^´^+_{0;k} É ^´^+_{∞;k} ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ (23). ïÂÌÁÓÔÉ D_{0;k} É D_{∞;k} ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏ- ÂÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ Œ ÔÏÞËÁÈ 0 É ∞ . ðÕÓÔØ D_0 { ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÏÂÌÁÓÔÅÊ D_{0;k}; k = 1; : : : ; n, É ÏÂÝÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÜÔÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, É ÐÕÓÔØ ÏÂÌÁÓÔØ D_∞ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óÉÓÔÅÍÁ ÏÂÌÁÓÔÅÊ P_1; : : : ; P_n; D_0; D_∞ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÕ D_n(P; D).

œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉ- ËÏŒ ÐÒÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ,

M(P_k; a_k; a_{k+1}) = M(^˝_{1;k}; −1; 1) + 2 ı log(2–_k): (24)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M(D_{0;k}; 0) ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ D_{0;k} ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÙ. (ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ É ÄÁÅÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ [10],[11] ). ðÒÉÎÉÍÁÑ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÕÓÌÏ- ŒÉÅ^1_2^n ∑ k=1 ˛_k = ¸ Œ ÓÉÌÕ ÉÚŒÅÓÔÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÍÅÔÏÄÁ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÉÍÅÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

¸^2M(D_0; 0) ≤ 1 4 n∑ k=1 ˛^2_kM(D_{k;0}; 0)

= 1 4 n∑ k=1 ˛^2_k M(´^+_{k;0}; 0) = 1 2 n∑ k=1 ˛^2_kM(´_{k;0}; 0): (25)

ï óéííåôòéþîùè ëïîæéçõòáãéñè 177

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ (25) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÜËÓ- ÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÍÅÔÒÉËÉ ÐÒÏÂÌÅÍ ÍÏÄÕÌÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ M(D_{0;k}; 0), k = 1; : : : ; n; ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÄÏÐÕÓÔÉÍÕÀ ÍÅÔÒÉËÕ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÍÏÄÕÌÑ, ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÀÝÅÊ M(D_0; 0) (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ [10, 11]).

éÚ (24), (25) É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ M(D_∞; ∞) ÐÏÌÕÞÁÅÍ

F_n(h; ¸) ≤ n∑ k=1 h^2M(P_k; a_k; a_{k+1}) + ¸^2[M(D_{0;k}; 0) + M(D_{∞;k}; ∞)] =

h^2 n∑ k=1 [M(^˝_{1;k}; −1; 1) + 2=ı log(2–_k)]

+ 1 2 n∑ k=1 ˛^2_k[M( ^´_{0;k}; 0) + M( ^´_{∞;k}; ∞)] =

1 2 n∑ k=1 [ ~F_2(h; ˛_k) + 4 ı h^2 log(2(–_k )]:

œÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ~F_2(h; ˛) ÐÏÌÕÞÅÎÏ Œ ÌÅÍÍÅ 4:

~F_2(h; ˛) = 2h^2 ı F (h; ‚); ÇÄÅ F (h; ‚) = − log

1 + ‚^2 4 + ‚^2 log

16‚^2 1 + ‚^2 ; ‚ = ˛ 2h = ¸ h : (26)

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ~F_2(h; ˛_k) + 4h^2 ı log(2–_k) =

2h^2 ı [ F (h; ‚_k) + 2 log(2–_k) + 2 log h ¸ ] : éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ n∑ k=1 [F (h; ‚_k) + 2 log(2‚_k)

178 ç. œ. ëõúøíéîá

ÐÒÉ ÓŒÑÚÉ_n ∑ k=1 ‚_k = ¸ h : (27)

ïÂÒÁÚÕÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ

X(‚_1; : : : ; ‚_n) = n∑ k=1 [F (h; ‚_k) + 2 log(2‚_k)] + —

[_n ∑ k=1 ‚_k − ¸ h ] ; — { ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ @X @‚_k

= 0; k = 1; : : : ; n: (28)

îÁÈÏÄÉÍ @X @‚_k

= 2{‚_k log

16‚^2_k 1 + ‚^2 + 1 ‚_k

} + —:

æÕÎËÃÉÑ Y (‚) = ‚ log

16‚^2 1 + ‚^2 + 1 ‚ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙŒÁÅÔ ÏÔ +∞ ÄÏ Y (‚_0) ÐÒÉ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÉ ‚ ÏÔ 0 ÄÏ ‚_0 É ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÏÔ ‚_0 ÄÏ ∞ ÐÒÉ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÉ ‚ ÏÔ ‚_0 ÄÏ ∞ ; ÚÄÅÓØ ‚_0 = 0; 5873 { ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

Y^′(‚) = log

16‚^2 1 + ‚^2 − 1 − ‚^2 ‚^2(1 + ‚^2

= 0:

òÁŒÅÎÓÔŒÏ (26) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ¸=h ≤ ‚_0; h=¸ ≥ 1=‚_0 = 1; 7026, ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ – ∈ (0; 1) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ‚ ∈ (0; ‚_0). ðÒÉ ÔÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ‚ ÆÕÎËÃÉÑ Y (‚) ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙŒÁÅÔ É ÐÏÔÏÍÕ ÓÉÓÔÅÍÁ (28) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

‚_1 = · · · = ‚_n = ¸ nh : õËÁÚÁÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ‚_k ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

–_1 = · · · = –_n = 1 n : üÔÉÍ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ï óéííåôòéþîùè ëïîæéçõòáãéñè 179

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

1. ç. œ. ëÕÚØÍÉÎÁ, íÅÔÏÄÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ. I, II. | áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÚ 9, ŒÙÐ. 3 (1997), 41{103; ŒÙÐ. 5 (1997), 1{50.

2. œ. î. äÕÂÉÎÉÎ, óÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. | õÓÐÅÈÉ ÍÁÔ.ÎÁÕË 49, ŒÙÐ. 1 (1994), 3{76.

3. œ. î. äÕÂÉÎÉÎ, ä. á. ëÉÒÉÌÌÏŒÁ, ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÏÂ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ. | úÁÐ. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 357 (2008) 4. ç. œ. ëÕÚØÍÉÎÁ, ïÂ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑÈ Œ ÚÁÄÁÞÁÈ ÏÂ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØ- ÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ. | úÁÐ. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 350 (2007), 160{172.

5. å. ç. åÍÅÌØÑÎÏŒ, îÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ËÒÉŒÙÈ. | úÁÐ. ÎÁ- ÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 144 (1985), 72{82.

6. å. ç. åÍÅÌØÑÎÏŒ, ï ÓŒÑÚÉ ÄŒÕÈ ÚÁÄÁÞ ÏÂ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ. | úÁÐ.

ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 160 (1987), 91{98.

7. œ. î. äÕÂÉÎÉÎ, òÁÚÄÅÌÑÀÝÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÅÊ É ÚÁÄÁÞÉ ÏÂ ÜËÓÔÒÅ- ÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ. | úÁÐ. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 168 (1988), 48{66.

8. ç. œ. ëÕÚØÍÉÎÁ, ë ŒÏÐÒÏÓÕ ÏÂ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÆÅÒÙ. | úÁÐ. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 185 (1990), 72{95.

9. å. ç. åÍÅÌØÑÎÏŒ, ç. œ. ëÕÚØÍÉÎÁ, ôÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ ÓÉÓÔÅÍ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÉÐÏŒ. | úÁÐ. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 237 (1997), 74{104.

10. á. à. óÏÌÙÎÉÎ, íÏÄÕÌÉ É ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ. | áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÚ 11, ŒÙÐ. 1 (1999), 3{86.

11. á. à. óÏÌÙÎÉÎ, òÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ðÏÌÉÁ{óÅÇÅ . | úÁÐ. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ìïíé 168 (1988), 140{153.

Kuz’mina G. V. On symmetric con˛gurations in some problems on extremal decomposition. II.

Some problems on extremal decomposition in families of systems of nonoverlapping domains containing systems of biangles with free vertices are considered. The role of symmetric con˛gurations in these problems is investigated.

ðÏÓÔÕÐÉÌÏ 29 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2008 Ç.

ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÅ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ ÉÍ. œ. á óÔÅËÌÏŒÁ òáî E-mail: kuzmina@pdmi.ras.ru