úÁÐÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏŒ ðïíé ôÏÍ 357, 2008 Ç.

ó. é. ëÁÌÍÙËÏŒ

ðòéîãéðù íáöïòáãéé é îåëïôïòùå îåòáœåîóôœá äìñ ðïìéîïíïœ é òáãéïîáìøîùè æõîëãéê ó ðòåäðéóáîîùíé ðïìàóáíé

œŒÅÄÅÎÉÅ

æÕÎËÃÉÀ çÒÉÎÁ g_D(z; ı) ÏÂÌÁÓÔÉ D ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ D. äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D, ÉÍÅÀÝÅÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ çÒÉÎÁ, ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË {z_k}^m_{k=1}, z_k ∈ D ⊂ C_z , k = 1; : : : ; m, É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ r ¿ 0 ŒŒÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ

D_r(z_1; : : : ; z_m) = { z : m∑ k=1 g_D(z; z_k) ¿ r } : ðÕÓÔØ ÏÂÌÁÓÔÉ D É G ÉÍÅÀÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ çÒÉÎÁ, D ⊂ C_z , ∞ ∈ G ⊂ C_w. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f, ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D, ÉÍÅÅÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÐÏÌÀÓ Œ D É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ f(@D) ⊂ @G. œ ÎÅÄÁŒÎÅÊ ÒÁÂÏÔÅ [1] ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ

f(D_r(z_1; : : : ; z_m))\f(@D_r(z_1; : : : ; z_m)) ⊃ G_r(∞); (1)

ÇÄÅ z_1; : : : ; z_m { ÐÏÌÀÓÙ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÉÔÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ËÁËÏŒ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄÏË.

åÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÂÌÁÓÔØ D ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÓŒÏÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÔËÒÙÔÕÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÄÕÇÕ öÏÒÄÁÎÁ fl, Á ÏÂÌÁÓÔØ G ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÓŒÏÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅ ÔÁËÕÀ ÖÅ ÄÕÇÕ `, ÆÕÎËÃÉÑ f ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍÁ ÎÁ fl, f(fl) ⊂` É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÎÁ ÄÕÇÅ fl ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÎÁ `, ÔÏ ÉÚ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ (1) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

|f^′(z)|

@g_G(f(z); ∞) @n ≤ m∑ k=1 @g_D(z; z_k) @n (2) òÁÂÏÔÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÐÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏŒÏÊ ÐÏÄÄÅÒÖËÅ ŒÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ (ÇÒÁÎÔ îû-2810.2008.1), òææé (ÇÒÁÎÔ 08-01-00028) É äœï òáî (ÇÒÁÎÔ 06-III- A-01-013) . 143

144 ó. é. ëáìíùëïœ

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z ∈ fl, ÇÄÅ^@_{@n} ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÄÏÌØ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÄÕÇÅ (ÓÍ. [1, ÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÅ 1]). îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (2) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁË ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÍÎÏÇÉÅ ËÌÁÓ- ÓÉÞÅÓËÉÅ É ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ É ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

éÚ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ (1) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÖÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ íÉÔÀËÁ [2], ËÏÔÏÒÏÅ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ŒÙÛÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÉÄ: ÐÕÓÔØ ÔÏÞËÁ z_0 ∈ D ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÀÓÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏÒÑÄËÁ n, Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

f(z) = c(z − z_0)^{−n} + : : : ; ËÏÇÄÁ z_0 ËÏÎÅÞÎÏ,

f(z) = cz^n + ::: ÐÒÉ z_0 = ∞; c ≠ 0:

ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

|c| ≤

(r(D; z_0))^n r(G; ∞) exp { ∑ z_k ≠z_0

g_D(z_0; z_k) } ; (3)

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÏÌÀÓÁÍ z_k ÆÕÎËÃÉÉ f, ÌÅÖÁ- ÝÉÍ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D, ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ z_0, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ, Á r(˙; a) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÒÁÄÉÕÓ ÏÂÌÁÓÔÉ ˙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ a. òÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(D) = G É f ÏÓÕ- ÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÐÏÌÎÏÅ m-ËÒÁÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÏÂÌÁÓÔØÀ D (Ô.Å. ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË z_k ∈ D, ÓÔÒÅÍÑÝÁÑÓÑ Ë @D, ÐÅÒÅ- ÈÏÄÉÔ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË w_k, ÓÔÒÅÍÑÝÁÀÓÑ Ë @G, ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ w ∈ G ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ m ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D).

œ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÉÚÕÞÅÎÙ ŒÓÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ (1) É (2). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ (1){(3) ÎÏŒÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÄŒÕÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ. äÁÌÅÅ, ÍÙ ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÏŒÏÅ, ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍ 4 É 5 ÒÁÂÏÔÙ á. ì. ìÕËÁÛÏŒÁ Ï ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ [3]. œÏ ŒÓÅÈ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑÈ ÄÁÎÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÌÕÞÁÅŒ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ.

§1. ôÅÏÒÅÍÙ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÏÂÌÁÓÔÉ D É G ÉÍÅÀÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ çÒÉÎÁ, D ⊂ C_z, ∞ ∈ G ⊂ C_w. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D, ÉÍÅÅÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÐÏÌÀÓ Œ

ðòéîãéðù íáöïòáãéé 145

D É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ f(@D) ⊂ @G. þÅÒÅÚ z_1; : : : ; z_m ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ŒÓÅ ÐÏÌÀÓÙ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÉÔÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ËÁËÏŒÁ ÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ r { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÆÉËÓÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

f(D_r(z_1; : : : ; z_m))\f(@D_r(z_1; : : : ; z_m)) = G_r(∞); (4)

ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ f(D) = G É f ÏÓÕÝÅ- ÓÔŒÌÑÅÔ ÐÏÌÎÏÅ m-ËÒÁÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÏÂÌÁÓÔØÀ D.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁË ËÁË ÇÒÁÎÉÃÁ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ G ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÀÓÏŒ z_1; : : : ; z_m.

œÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

h(z) = m∑ k=1 g_D(z; z_k) − g_G(f(z); ∞)

ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ

B = {z ∈ D : f(z) ∈ G}:

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÐÏÌÀÓÏŒ z_k, k = 1; : : : ; m, ÆÕÎËÃÉÉ çÒÉÎÁ g_D(z; z_k), Á ÔÁËÖÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑ g_G(f(z); ∞) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ z_k { ÐÏÌÀÓ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ- ÒÑÄËÁ n_k, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ∞. ôÏÇÄÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z_k ÉÍÅÅÍ m∑ k=1 g_D(z; z_k) = −n_k log |z − z_k| + h_1;

g_G(f(z); ∞) = log |f(z)| + h_2 = −n_k log |z − z_k| + h_3;

ÇÄÅ h_i, i = 1; 2; 3, { ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ- ÓÔÉ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ h Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ z = ∞ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÀÓÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ z_0 ∈ @B, ÔÏ z_0 ∈ D É ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ h ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ. ðÕÓÔØ w_0 { ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(z), ËÏÇÄÁ z → z_0 ∈ @B, z ∈ B. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ w_0 ∈ @G. œ ÓÌÕÞÁÅ z_0 ∈ @D ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ z_0 ∈ D. ôÏÇÄÁ w_0 = f(z_0) É ÔÏÞËÁ w_0 ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÏÞËÁ w_0 ÎÅ

146 ó. é. ëáìíùëïœ

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ G. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔÉ f ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ z_0, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁ- ÝÁÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ f^{−1}(G). ïÔÓÀÄÁ z_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ B, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÄÏÐÕÝÅÎÉÀ. éÔÁË, ÔÏÞËÁ w_0 ∈ @G É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, lim_{z→z0} z∈B h(z) ≥ 0:

ðÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ

h(z) ≥ 0 ÎÁ B:

åÓÌÉ f(D) = G É f(z) ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÐÏÌÎÏÅ m-ËÒÁÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÏÂÌÁÓÔØÀ D, ÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (4) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r ¿ 0 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ (1) É ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ B = D É h(z) ≡ 0 Œ B.

äÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÄÅÎÉÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r ¿ 0 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (4). ðÕÓÔØ w ∈ @G_r(∞), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË w_k ∈ G_r(∞), ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë w. œŒÉÄÕ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÁ (4), ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ w_k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ ı_k ∈ D_r(z_1; : : : ; z_m) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(ı_k) = w_k. éÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {ı_k}^∞_{k=1} ÍÏÖÎÏ ŒÙ- ÄÅÌÉÔØ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {ı^′_k}^∞_{k=1}, ÌÉÂÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÌÉÂÏ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÞÅÒÅÚ ı. ðÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ {ı^′_k}^∞_{k=1} ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ Ë ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ D_r(z_1; : : : ; z_m). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ, ÐÕÓÔØ ı ∈ D_r(z_1; : : : ; z_m). éÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f(z) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f(ı^′_k) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë w, ÎÏ ÔÏÇÄÁ w ∈ G_r(∞), ÜÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ w ∈ @G_r(∞), Á G_r(∞) ÏÔËÒÙÔÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ı ∈ @D_r(z_1; : : : ; z_m). ôÁË ËÁË r ¿ 0, ÔÏ ı =∈ @D, ÔÏ ÅÓÔØ ı ∈ D, ÔÁËÖÅ f(ı) = w ∈ @G_r(∞) ⊂ G, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ı ∈ B. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, h(ı) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ h(z) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B. ðÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, h(z) ≡ 0 ÎÁ B.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f(D) = G. ôÁË ËÁË ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ f(@D) ⊂ @G, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ B = D. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ ı^′ ∈ D ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ı^′ ∈ @B. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, Œ B ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ m∑ k=1 g_D(z; z_k) = g_G(f(z); ∞):

œÙÂÉÒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ı_k ∈ B, ı_k → ı^′, ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ÎÕÌÀ, Á ÌÅŒÁÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ

ðòéîãéðù íáöïòáãéé 147

ÎÕÌÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, B = D. óÎÏŒÁ ÉÚ ŒÌÀÞÅÎÉÑ (1) É ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ B = D É h(z) ≡ 0 Œ B, ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (4) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r ¿ 0.

óÌÅÄÕÑ é. ð. íÉÔÀËÕ [2], ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ m ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D ÐÒÉ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÉ f. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G^k ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÉÚ G, ÉÍÅÀÝÉÈ k ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ Œ D,

G = G^m ∪

(_∞⋃ k=1 k≠m

G^k ) ; G^m ∩

(_∞⋃ k=1 k≠m

G^k ) = ∅: (5)

íÎÏÖÅÓÔŒÏ G^m ≠ ∅, ÔÁË ËÁË ∞ ∈ G^m. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ G^k { ÏÔËÒÙ- ÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ w ∈ G^k. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÏÞËÉ ı_1; ı_2; : : : ; ı_˚ ∈ D, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ w, ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ k_1; k_2; : : : ; k_˚ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ ∑ k_i = k. ïÞÅŒÉÄÎÏ, k ≠ ∞, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ f(z) ÂÙÌÁ ÂÙ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ. äÁÌÅÅ, ÔÁË ËÁË f(z) { ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_w ÔÏÞËÉ w ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ı_i; i = 1; : : : ; ˚ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_{ıi} , k_i-ËÒÁÔÎÏ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÁÑ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f(z) ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_w. åÓÌÉ ÄÏÐÕÓÔÉÔØ, ÞÔÏ w ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G^k, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË {w_s}, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë w, ÐÒÉÞÅÍ w_s =∈ G^k. ôÏÇÄÁ ÏÞÅ- ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ w_s ∈ ⋃ j¿k G^j , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

{ı_s} ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(ı_s) = w_s, ı_s =∈^˚ ⋃ j=1 U_{ıj} , s = 1; 2; : : : . íÎÏÖÅÓÔŒÏ

{ı_s} ÉÍÅÅÔ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÏÄÎÕ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ ı^′ (ËÏÎÅÞÎÕÀ

ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ), ÐÒÉÞÅÍ ı^′ ∈ D \^˚ ⋃ i=1 U_{zi} . åÓÌÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ

ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {ı_{sk} } ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ı^′ ∈ D \^˚ ⋃ i=1 U_{zi} ,

ÔÏ f(ı^′) = lim_{sk →∞} f(ı_{sk} ) = lim_{sk →∞} w_{sk} = w. îÏ ÔÏÇÄÁ w ∈ ⋃ i¿k G^i, ÞÔÏ

ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏŒÉÀ. éÔÁË, ı^′ ∈ @D. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {ı_{sk} } Ë ı^′ ŒÌÅÞÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ {w_{sk} } Ë @G, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ŒÙÂÏÒÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {w_s}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, w { ŒÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G^k, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, G^k { ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÉÚ (5) É ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ G = G^m. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f(z) ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÐÏÌÎÏÅ m-ËÒÁÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ G ÏÂÌÁÓÔØÀ D. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

148 ó. é. ëáìíùëïœ

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÏÂÌÁÓÔØ D ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÓŒÏÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÔËÒÙÔÕÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÄÕÇÕ öÏÒÄÁÎÁ fl, Á ÏÂÌÁÓÔØ G ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÓŒÏÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅ ÔÁËÕÀ ÖÅ ÄÕÇÕ `, ÆÕÎËÃÉÑ f ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍÁ ÎÁ ÄÕÇÕ fl, f(fl) ⊂ `, É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÎÁ ÄÕÇÅ fl ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÎÁ `. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÊ ÔÏÞËÉ z ∈ fl ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

|f^′(z)|

@g_G(f(z); ∞) @n = m∑ k=1 @g_D(z; z_k) @n ; (6)

ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(D) = G É f ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÐÏÌÎÏÅ m-ËÒÁÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÏÂÌÁÓÔØÀ D.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÐÏÌÎÏÅ m-ËÒÁÔ- ÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÏÂÌÁÓÔØÀ D, ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (3) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r ¿ 0. éÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ ÍÏÄÕÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (6).

äÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ z_0 ∈ fl ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (6). âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ fl { ÄÕÇÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. œÏÚØÍÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ h(z) É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ èÏÐÆÁ [4] ÌÉÂÏ^{@h}_{@n} | z_0 ¡ 0, ÌÉÂÏ h(z) ≡ 0 ÎÁ B. ðÅÒŒÏÇÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÔÁË

ËÁË ÉÎÁÞÅ

|f^′(z_0)|

@g_G(f(z_0); ∞) @n ¡ m∑ k=1 @g_D(z_0; z_k) @n ; ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, h(z) ≡ 0 ÎÁ B. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏŒÔÏÒÉÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÞÁÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ 1. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÔÅÏÒÅÍÁÈ 1 É 2, ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑ- ÀÝÁÑ ÐÏÌÎÏÅ m-ËÒÁÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÎÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ.

§2. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÎÁ ÄŒÕÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ

ðÏÌÉÎÏÍÙ þÅÂÙÛÅŒÁ ÐÅÒŒÏÇÏ, ÔÒÅÔØÅÇÏ É ÞÅÔŒÅÒÔÏÇÏ ÒÏÄÏŒ [5] ÉÍÅÀÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ:

T_n(z) =

(z + √ z^2 − 1)^n + (z − √ z^2 − 1)^n 2 ;

ðòéîãéðù íáöïòáãéé 149

V_n(z) =

(z + √ z^2 − 1)^{n+ 12} + (z − √ z^2 − 1)^{n+ 12} (z + √ z^2 − 1)^12 + (z − √ z^2 − 1)^12

; (7)

W_n(z) =

(z + √ z^2 − 1)^{n+ 12} − (z − √ z^2 − 1)^{n+ 12} (z + √ z^2 − 1)^12 − (z − √ z^2 − 1)^12 : ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÐÏÌÉÎÏÍ P (z) = c_nz^n + · · · + c_0, c_n ≠ 0, c_k ∈ R, k = 0; : : : ; n, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ

|P (x)| √ (1 − x^2) ≤ 1; x ∈ [−1; −ff] ∪ [ff; 1]; 0 ¡ ff ¡ 1;

ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

|c_n| ≤

2^n (1 − ff^2)^{(n+1)=2} (8) É √ x^2 − ff^2|(1 − x^2)P^′(x) − xP (x)| ≤ (n + 1)|x| √ 1 − (1 − x^2)P^2(x); (9)

ÐÒÉ x ∈ [−1; −ff] ∪ [ff; 1].

òÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÐÒÉ ÞÅÔÎÙÈ n ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

P_n(z) = ± 1 √ 1 − ff^2

W_{n=2}

(2z2 − 1 − ff2

1 − ff^2 ) :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(z) = P^2(z)(1−z^2) ÎÁ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ D = C \ ([−1; −ff] ∪ [ff; 1]), É ÐÕÓÔØ G = C_w \ [0; 1]. ôÏÇÄÁ f(@D) ⊂ @G.

œÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÒÁÄÉÕÓ r(G; ∞) = 4, Á ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ r(D; ∞) ÚÁÍÅ- ÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÁ T^∗(z) = (z^2 − ff^2)=(1 − ff^2) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ Œ (3), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, 1 1 − ff^2 = r^2(D; ∞) 4 ;

r(D; ∞) = 2 √ 1 − ff^2 :

150 ó. é. ëáìíùëïœ

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (3) ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ

|c^2_n| ≤

2^{2n} (1 − ff^2)^{n+1} : éÚŒÅËÁÑ ÉÚ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ËÏÒÅÎØ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (8).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (9) ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (2). æÕÎËÃÉÉ çÒÉÎÁ ÏÂÌÁÓÔÅÊ D É G ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ [6, 7]

g_D(z; ∞) = ln | | | | √ z^2 − 1 + √ z^2 − ff^2 √ 1 − ff^2 | | | | ;

g_G(w; ∞) = ln |2w − 1 + 2 √ w^2 − w|; (10)

ÇÄÅ ŒÅÔŒÉ ËÏÒÎÅÊ ŒÙÂÒÁÎÙ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ g_D(∞; ∞) = g_G(∞; ∞) = +∞.

œÙÞÉÓÌÑÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ

@g_D(z_0; ∞) @n = |z_0| √ (1 − z^2_0 )(z^2_0 − ff^2)

; z_0 ∈ (−1; −ff) ∪ (ff; 1);

@g_G(w_0; ∞) @n = 1 √ w^2_0 − w_0

; w_0 ∈ (0; 1);

ÉÚ (2) ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ

|2P (x)P^′(x)(1 − x^2) − 2xP^2(x)| √ P^2(x)(1 − x^2) − P^4(x)(1 − x^2)^2 ≤ (2n + 2)|x| √ (1 − x^2)(x^2 − ff^2)

ÐÒÉ x ∈ (−1; −ff) ∪ (ff; 1), ÏÔËÕÄÁ ÐÏÓÌÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (9).

òÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ (8) É (9) ÐÒÉ ÞÅÔÎÙÈ n É

P_n(z) = ± 1 √ 1 − ff^2

W_{n=2}

(2z2 − 1 − ff2

1 − ff^2 ) ; ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÐÏÌÎÏÅ (2n + 2)-ËÒÁÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ G = C_w \ [0; 1] ÏÂÌÁÓÔØÀ

ðòéîãéðù íáöïòáãéé 151

D = C_z \([−1; −ff]∪[ff; 1]), ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÎÁÍ ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅ (7) ÐÏÌÉÎÏÍÁ þÅÂÙÛÅŒÁ ÞÅÔŒÅÒÔÏÇÏ ÒÏÄÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒŒÅÄÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ

Œ(z) =

2z^2 − 1 − ff^2

1 − ff^2 ; ÐÏÌÕÞÁÅÍ

P^2_n (z)(1 − z^2) =

1 − z^2 1 − ff^2

W^2_{n=2}(Œ(z))

= 1 − z^2 1 − ff^2 ( (Œ(z) + √ Œ^2(z) − 1)^{n+12} − (Œ(z) − √ Œ^2(z) − 1)^{n+12} (Œ(z) + √ Œ^2(z) − 1)^12 − (Œ(z) − √ Œ^2(z) − 1)^12

)_2

= 1 − z^2 1 − ff^2

(Œ(z) + √ Œ^2(z) − 1)^{n+1} − 2 + (Œ(z) − √ Œ^2(z) − 1)^{n+1} Œ(z) + √ Œ^2(z) − 1 − 2 + Œ(z) − √ Œ^2(z) − 1 = 1 − z^2 1 − ff^2

(Œ(z) + √ Œ^2(z) − 1)^{n+1} − 2 + (Œ(z) − √ Œ^2(z) − 1)^{n+1} 2(Œ(z) − 1)

= 1 − 12 ( (Œ(z) + √ Œ^2(z) − 1)^{n+1} + (Œ(z) − √ Œ^2(z) − 1)^{n+1} ) 2 : éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÕËÃÉÑ Œ ÄŒÕËÒÁÔÎÏ ÎÁËÒÙŒÁÅÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÒÁÚÒÅÚÏÍ ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ [−1; 1] ÏÂÌÁÓÔØÀ D, ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(z) ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÐÏÌÎÏÅ (2n + 2)-ËÒÁÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ G ÏÂÌÁÓÔØÀ D.

äÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ (8) É (9) ÄÏÓÔÉÇÁ- ÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÁ ÔÏÌØËÏ Œ (8). ôÁË ËÁË ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ŒÙÛÅ ÆÕÎËÃÉÑ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 2n + 2, ÔÏ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

|c^2_n| =

2^{2n} (1 − ff^2)^{n+1}

É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÉ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÁ ÄŒÕÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÐÏÌÉÎÏÍÁ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÓÔÁÒ- ÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÅÎÎÔÏÍ ÒÁŒÎÙÍ 1 [8], ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

f(z) =

1 − T_{n+1} ( 2z^2 − 1 − ff^2 1 − ff^2 )

2 ;

152 ó. é. ëáìíùëïœ

P^2_n (z)(1 − z^2) =

1 − T_{n+1} ( 2z^2 − 1 − ff^2 1 − ff^2 )

2 ; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

P_n(z) = ± 1 √ 1 − ff^2

W_{n=2} ( 2z^2 − 1 − ff^2 1 − ff^2 ) ; ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

õÓÔÒÅÍÌÑÑ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ff Ë ÎÕÌÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ Œ ÒÁÂÏÔÅ [9], ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ [−1; 1] ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÁ þÅÂÙÛÅŒÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.

òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÀ f(z) = P^2(z)(z^2 − ff^2) É ÐÒÏŒÏÄÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ ÐÏÌÉÎÏÍ P (z) = c_nz^n + · · · + c_0, c_n ≠ 0, c_k ∈ R, k = 0; : : : ; n ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ

|P (x)| √ (x^2 − ff^2) ≤ 1; x ∈ [−1; −ff] ∪ [ff; 1]; 0 ¡ ff ¡ 1;

ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

|c_n| ≤

2^n (1 − ff^2)^{(n+1)=2} É √ 1 − x^2|(x^2 − ff^2)P^′(x) + xP (x)| ≤ (n + 1)|x| √ 1 − (x^2 − ff^2)P^2(x);

ÐÒÉ x ∈ [−1; −ff] ∪ [ff; 1].

òÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÐÒÉ ÞÅÔÎÙÈ n ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

P_n(z) = ± 1 √ 1 − ff^2

V_{n=2} ( 2z^2 − 1 − ff^2 1 − ff^2 ) : ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ É ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏ- ÍÏŒ P (z) = c_nz^n + · · · + c_0, c_n ≠ 0, c_k ∈ R, k = 0; : : : ; n, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀ- ÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÀ

|P (x) √ (1 − x^2)(x^2 − ff^2)| ≤ 1; x ∈ [−1; −ff] ∪ [ff; 1]:

íÎÏÖÉÔÅÌØ √ (1 − x^2)(x^2 − ff^2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ŒÅÓÁ, ÒÁÓ- ÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ Œ ÒÁÂÏÔÅ [10].

ðòéîãéðù íáöïòáãéé 153

§3. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ !(z; ff; D) ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÍÅÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ff ∈ @D Œ ÔÏÞËÅ z ∈ D ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÌÁÓÔÉ D[7].

ôÅÏÒÅÍÁ 5. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÄÒÏÂÉ

r(x) = x^n + b_1x^{n−1} + · · · + b_n √ æ_˚ (x) ;

ÇÄÅ b_1; : : : ; b_n ∈ R, æ_˚ (x) =^˚ ∗∏ j=1 (x − x_j )^{˚j} { ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

ÓÔÅÐÅÎÉ ˚, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÎÁ E = [a_1; a_2] ∪ · · · ∪ [a_{2l−1}; a_{2l}] ⊂ R; a_1 ¡ · · · ¡ a_{2l}, x ∈ int (E), ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ( r^′(x) ß 2 ((2n − ˚)_+$_E (∞; x) +

∑_˚′

j=1 ˚_j $_E (x^′_j ; x))

)_2

+ r^2(x) ≤ ||r||^2_{C(E)}; (11)

ÚÄÅÓØ $_E (z; x) =^d_{dx} (!(z; [inf (E); x] ∩ E; C \ E)), Á x^′_j { ÔÅ x_j , ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÀÓÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ r^2.

òÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ (11) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(z) = r^2(z)=||r||^2_{C(E)} f(C_z \E) = C_w \[0; 1] É f ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÐÏÌÎÏÅ m-ËÒÁÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ C_w \ [0; 1] ÏÂÌÁÓÔØÀ C_z \ E, ÇÄÅ m { ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. æÕÎËÃÉÑ f(z) = r^2(z)=||r||^2_{C(E)}, ÚÁÄÁÎÎÁÑ Œ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ D = C_z \ E, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (2), ÇÄÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ G ŒÚÑÔÁ ÏÂÌÁÓÔØ C_w \ [0; 1].

æÕÎËÃÉÑ çÒÉÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ G ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (10). œÙÐÉÓÙŒÁÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (2) ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(z), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

|2r(x)r^′ (x)|

||r||^2 √ r^2(x) ||r||^2

− r^4(x) ||r||^4

≤ (2n − ˚)_+

@g_D(x; ∞) @n^± + ˚^′∑

j=1 ˚_j

@g_D(x; x^′_j ) @n^±

ÉÌÉ |r^′(x)| √ ||r||^2_{C(E)} − r^2(x) ≤ ( n − ˚ 2 ) + @g_D(x; ∞) @n^± + 1 2 ˚^′∑

j=1 ˚_j

@g_D(x; x^′_j ) @n^± ;

154 ó. é. ëáìíùëïœ

ÇÄÅ^@_{n+} ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÍÎÉÍÏÊ ÏÓÉ, Á @ @n^− { Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ. äÌÑ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-

ÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ

$_E (ı; x) = 1 2ß [ @g_D(x; ı) @n^+ + @g_D(x; ı) @n^− ] ; ı ∈ E:

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏ- ËÁÚÁÎÁ.

äÏÂÁŒÌÑÑ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ- ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (11), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÒÁÂÏÔÙ [3]. îÁÛ ÐÏÄÈÏÄ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ "ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ-ÔÒÉÇÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ" ÆÕÎËÃÉÉ ŒÉÄÁ

r(’) = a_0 cos N’ + b_0 sin N’ + a_1 cos(N − 1)’ + · · · + b_{[N]} sin(N − [N])’ √ A_a(’)

; (12)

ÇÄÅ N ∈ N=2, a_0^2 + b_0^2 ≠ 0 É A_a(’) { ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ a ∈ N, ÉÍÅÀÝÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ-

ÎÉÅ A(’) =^m ∗∏ j=1 sin^{’−¸j}_2 .

ðÕÓÔØ E = [’_1; ’_2]∪· · ·∪[’_{2l−1}; ’_{2l}], b ≤ ’_1 ¡ ’_2 ¡ · · · ¡ ’_{2l} ¡ b+2ß. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

f_1(z) = 1 2||r(’)||^2_{C(E)}

(Q_1(z) + Q_1(1=z))^2 Q_2(z) + Q_2(1=z)

Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D = C \ `, ` = {z ∈ C : z ∈ e^{i’}; ’ ∈ E}. úÄÅÓØ

Q_1(ı) =

[N]∑ j=0 (a_j − ib_j )ı^{N−j} ; Á Q_2(ı) = a∑ j=0 (a^∗_j − ib^∗_j )ı^j ;

ÇÄÅ a^∗_j , b^∗_j { ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÉÚ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ A_a(’)

A_a(’) = a∑ j=0 (a^∗_j cos j’ + b^∗_j sin j’):

ðòéîãéðù íáöïòáãéé 155

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f_1 ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

f_1(e^{i’}) = r^2(’) ||r(’)||^2_{C(E)}

; ’ ∈ E:

ôÅÏÒÅÍÁ 6. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ r(’) ŒÉÄÁ (12), ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÔÒÅÚ- ËÏŒ E = [’_1; ’_2] ∪ · · · ∪ [’_{2l−1}; ’_{2l}], b ≤ ’_1 ¡ ’_2 ¡ · · · ¡ ’_{2l} ¡ b + 2ß, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

r^′(’) ß 2 ((2N − a)_+($(∞; ’) + $(0; ’)) +^m ′∗∑ j=1 ˚_j $(z^′_j ; x))

2 + r^2(’)

≤ ||r||^2_{C(E)}; (13) ÇÄÅ x ∈ int (E), Á z^′_j { ÔÅ z_j = e^{i¸j} , ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÀÓÁÍÉ ÆÕÎË- ÃÉÉ f_1. úÄÅÓØ $(z; x) =^@_{@x} !(z; ` ∩ e^{i’} : b ≤ ’ ≤ x; C \ `), ` = {z ∈ C : z ∈ e^{i’}; ’ ∈ E}.

òÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ (13) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f_1(C_z \ `) = C_w \[0; 1] É f_1 ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÐÏÌÎÏÅ m-ËÒÁÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ C_w \ [0; 1] ÏÂÌÁÓÔØÀ C_z \ `, ÇÄÅ m { ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f_1. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. æÕÎËÃÉÑ f_1, ÚÁÄÁÎÎÁÑ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ D = C_z \ `, ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (2), ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ G ŒÚÑÔÁ ÏÂÌÁÓÔØ C_w \ [0; 1]. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

|f^′(z)| 1 √ f(z) − f^2(z)

≤ (2N − a)_+ ( @g_D(z; ∞) @n^± + @g_D(z; 0) @n^± ) + m^{′∗}∑

j=1 ˚_j

@g_D(z; z^′_j ) @n^± ; ÇÄÅ z ∈ `, Á^@_{n+} ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÄÏÌØ ÒÁÄÉÕÓÁ ÏÔ ÃÅÎ- ÔÒÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á^@_{n−} { Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ r(’), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

|r^′(’)| √ ||r||^2_{C(E)} − r^2(’) ≤ ( N − a 2 ) + ( @g_D(z; ∞) @n^± + @g_D(z; 0) @n^± ) + 1 2 m^{′∗}∑

j=1 ˚_j

@g_D(z; z^′_j ) @n^± ;

156 ó. é. ëáìíùëïœ

ÇÄÅ z ∈ `, ÔÏÇÄÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ

$(ı; x) = 1 2ß [ @g_D(e^{ix}; ı) @n^+ + @g_D(e^{ix}; ı) @n^− ] ; x ∈ int (E):

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏ- ËÁÚÁÎÁ.

éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (13) ÐÏÓÌÅ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÒÁÂÏÔÙ [3].

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÞÅÔŒÅÒÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ úÏÌÏÔÁÒÅŒÁ Z_n(z) Ï ÎÁÉÌÕÞÛÅÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ sign x ÎÁ E = [−1; −ff] ∪ [ff; 1], 0 ¡ ff ¡ 1, ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. œ ÐÁ- ÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÆÏÒ- ÍÕÌÁÍÉ x = ff sn (u; x);

y = (1 − L)sn ( u M ;˘ ) ; ˘ = 1 − L

1 + L ;

L^′ =

K^′ nM ; L = K M ; ÇÄÅ K, L { ÐÏÌÎÙÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÄÌÑ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ff É ˘, K^′, L^′ { ÄÌÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, Á L { ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÕËÌÏÎÅÎÉÑ [11]. õÞÉÔÙŒÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ sn (!; k) [12], ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ Z_n(C_z \E) = C_w \F , ÇÄÅ F = Z_n(E) = [−L−1; L−1]∪[−L+1; L+1]. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÆÕÎËÃÉÑ Z_n(z) ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÐÏÌÎÏÅ n-ËÒÁÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ C_w \ F ÏÂÌÁÓÔØÀ C_z \ E. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÁÍ 1 É 2 ÄÌÑ Z_n(z) ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (4) É (6), ÇÄÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ D É G ŒÚÑÔÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÌÁÓÔÉ C_z \ E É C_w \ F , Á z_k; k = 1; : : : ; n, { ÐÏÌÀÓÙ ÆÕÎËÃÉÉ Z_n(z) (ÓÍ. [13]).

áŒÔÏÒ ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ œ. î. äÕÂÉÎÉÎÕ ÚÁ ÃÅÎÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁ- ÎÉÑ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

1. œ. î. äÕÂÉÎÉÎ, ó. é. ëÁÌÍÙËÏŒ, ðÒÉÎÃÉÐ ÍÁÖÏÒÁÃÉÉ ÄÌÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ. | íÁÔ. ÓÂ. 198, No. 12 (2007), 37{46.

2. é. ð. íÉÔÀË, óÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÏÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ É ÉÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ. œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÏÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ. ëÕÂÁÎÓËÉÊ ÇÏÓ. ÕÎ-Ô, ëÒÁÓÎÏÄÁÒ, 1980.

ðòéîãéðù íáöïòáãéé 157

3. á. ì. ìÕËÁÛÏŒ, îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÅ- ÓËÏÌØËÉÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ. | éÚŒ. òáî. óÅÒ. ÍÁÔ., 68, No. 3 (2004), 115{138.

4. M. H. Protter, H. F. Weinberger, Maximum principles in di¸erential equations.

Springer-Verlag, New York, Inc., 1984.

5. ñ. ì. çÅÒÏÎÉÍÕÓ, ôÅÏÒÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. í., 1950. 6. ç. óÅÇÅ, ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. í., 1962.

7. ó. óÔÏÉÌÏŒ, ôÅÏÒÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. ô. 2, í., 1962. 8. î. é. áÈÉÅÚÅÒ, üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. í., 1970. 9. œ. î. äÕÂÉÎÉÎ, á. œ. ïÌÅÓÏŒ, ï ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ë ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ. | úÁÐ. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 286 (2002), 85{ 102.

10. F. Peherstorfer, Elliptic orthogonal and extremal polynomials. | Proc. London Math. Soc. 70, No. 3 (1995), 605{624.

11. î. é. áÈÉÅÚÅÒ, ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ. í., 1947. 12. í. á. ìÁŒÒÅÎÔØÅŒ, â. œ. ûÁÂÁÔ, íÅÔÏÄÙ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. óðÂ., 2002.

13. á. ì. ìÕËÁÛÏŒ, ïÃÅÎËÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÞÅÔŒÅÒÔÁÑ ÚÁÄÁÞÁ úÏÌÏÔÁÒÅŒÁ. | áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÚ 19, No. 2 (2007), 122{130.

Kalmykov S. I. Majoration principles and some inequalities for polynomials and rational functions with prescribed poles.

The paper considers the equality cases in the majoration principle for meromorphic functions established earlier by V. N. Dubinin and S. I. Kalmykov [Mat. Sb. 198 (2007), No. 12, 37{46; translated in Mat. Sb. 198 (2007), No. 11{12, 1737{1745]. As corollaries of this principle, we obtain new inequalities for the coe‹cients and derivatives of polynomials satisfying certain conditions on two intervals. Simple proofs of some Lukashov’s theorems on the derivatives of rational functions on several intervals [MR 2069196 (2006):26010)] are provided.

ðÏÓÔÕÐÉÌÏ 7 ÉÀÌÑ 2008 Ç.

éÎÓÔÉÔÕÔ ÐÒÉËÌÁÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ äœï òáî, œÌÁÄÉŒÏÓÔÏË E-mail: sergeykalmykov@inbox.ru