úÁÐÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏŒ ðïíé ôÏÍ 357, 2008 Ç.

å. ç. çÏÌÕÚÉÎÁ

ïâ ïäîïê ôåïòåíå éóëáöåîéñ äìñ ôéðéþîï œåýåóôœåîîùè æõîëãéê

œŒÅÄÅÎÉÅ

ðÕÓÔØ A { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ f(z), ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ Œ ËÒÕÇÅ U = {z ∈ C : |z| ¡ 1} É ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ f(0) = 0, f^′(0) = 1. ðÕÓÔØ T { ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÊ f(z) ∈ A, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÀ

Im z · Im f(z) ¿ 0 ÐÒÉ Im z ≠ 0:

ëÌÁÓÓ T { ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ËÌÁÓc ÔÉÐÉÞÎÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÕÓÔØ f(z) ∈ A, ÔÏÇÄÁ

f(z) ∈ T ⇔ f(z) = 1∫ −1 k_t(z)dff(t); ff(t) ∈ M_1; (1)

ÇÄÅ k_t(z) = z(1 − 2tz + z^2)^{−1}, M_1 { ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÊ ff(t), ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÉÈ

ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1] É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÀ^1 ∫ −1 dff(t) = 1.

éÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (1) ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ í. òÏÂÅÒÔÓÏÎÏÍ [1] É ç. í. çÏÌÕÚÉÎÙÍ [2]. œ [3] ÂÙÌÉ ŒÙŒÅÄÅÎÙ ŒÁÒÉÁÃÉÏÎÎÙÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ T . üÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÒÉŒÅÌÉ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞ ÔÉÐÁ ÔÅÏÒÅÍ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ Œ ËÌÁÓÓÅ T É ÐÏÌÏÖÉÌÉ ÎÁÞÁÌÏ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÀ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ.

œ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÍ, ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ Œ ËÌÁÓÓÅ T ÂÙÌ ÐÏÓŒÑÝÅÎ ÒÑÄ ÒÁÂÏÔ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÈ ÔÅ ÉÌÉ ÉÎÙÅ ÐÏÄÈÏÄÙ É ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏ ÓÏ- ÄÅÒÖÁÎÉÀ É ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÂÝÎÏÓÔÉ.

òÑÄ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ Œ ËÌÁÓÓÅ T ÂÙÌ ÐÏÌÕÞÅÎ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÄ- ÈÏÄÁ, ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÏÇÏ Œ ÒÁÂÏÔÅ ÔÒÅÈ ÁŒÔÏÒÏŒ [4]. œ ÒÁÂÏÔÅ [4] ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔÙ î. é. áÈÉÅÚÅÒÁ É í. ç. ëÒÅÊÎÁ ÂÙÌÉ ÐÒÉÍÅÎÅÎÙ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÓÉÓÔÅÍÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ Œ ËÌÁÓÓÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ Œ ËÒÕÇÅ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ óÔÉÌÔØÅÓÁ. 33

34 å. ç. çïìõúéîá

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ Œ ËÌÁÓÓÅ T ÂÙÌÉ ÒÅÛÅÎÙ ÁŒÔÏÒÏÍ. œ ÞÁÓÔÎÏ- ÓÔÉ, ÂÙÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍ {f(z_0); f^′(z_0)} [6] É {f(z_0); f^′(z_0); f(r)} [7].

œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ

I(f) = {f(z_0); f^′(z_0); f(r_1); f(r_2); : : : ; f(r_n)}; n ⩾ 2; (2)

ÎÁ ËÌÁÓÓÅ T É ÎÁÊÄÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f^′(z_0) Œ ËÌÁÓÓÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ T Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ f(z_0) É f(r_j ) (z_0 ∈ U, Im z_0 ≠ 0, 0 ¡ r_j ¡ 1, j = 1; 2; : : : ; n). úÄÅÓØ ÄÁÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉËÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ I(f) Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÜÒÍÉ- ÔÏŒÙÈ ÆÏÒÍ É ÏÐÉÓÁÎÙ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÎ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÍÏÍÅÎÔÏŒ (ÓÍ. [5, 8]). §1 ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (2) Œ ËÌÁÓÓÅ T . ðÕÓÔØ

ı(z) = z + 1 z ; ı_0 = ı(z_0); w_0 = x_0 + iy_0 = f(z_0); x_0; y_0 ∈ R;

x_{n+1} + iy_{n+1} = f^′(z_0); w^′_0 = −f^′(z_0)=ı^′(z_0); x_{n+1}; y_{n+1} ∈ R;

æ_j = ı(r_j ); x_j = f(r_j ); j = 1; 2; : : : ; n:

œŒÅÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÌÑ n = 2N ÐÏÌÏÖÉÍ

g_j = n∏ j^′ =1 j^′ ≠j

(æ_j′ − æ_j )^{−1}; c = n∏ j=1 (æ_j − ı_0)^{−1};

h_j = (4 − æ^2_j )g_j ; d = (4 − ı^2_0 )c; j = 1; 2; : : : ; n;

a_{kl} = n∑ j=1 g_j æ^{k+l}_j x_j ; k; l = 0; 1; : : : ; N; k + l ≠ 2N;

a_{NN} = n∑ j=1 g_j æ^{2N}_j x_j + 1;

ïâ ïäîïê ôåïòåíå éóëáöåîéñ 35

a_{k(N+1)} = n∑ j=1 g_j æ^k_j x_j ı_0 − æ_j

+ cı^k_0 w_0;

a_{(N+1)k} = —a_{k(N+1)} a_{k(N+2)} = —a_{k(N+1)}; a_{(N+2)k} = —a_{k(N+2)}; k = 0; 1; : : : ; N;

a_{(N+1)(N+1)} = a_{(N+2)(N+2)} = n∑ j=1 g_j x_j |ı_0 − æ_j |^2

+ 2 Re [ cw_0 —ı_0 − ı_0 ] ;

a_{(N+1)(N+2)} = n∑ j=1 g_j x_j − w_0 (—ı_0 − æ_j )^2

+ cw^′_0; (3)

a_{(N+2)(N+1)} = —a_{(N+1)(N+2)};

b_{kl} = n∑ j=1 h_j æ^{k+l}_j x_j ; k; l = 0; 1; : : : ; N − 1; k + l ≠ 2N − 2;

b_{(N−1)(N−1)} = n∑ j=1 h_j æ^{2N−2}_j x_j − 1;

b_{kN} = n∑ j=1 h_j æ^k_j x_j ı_0 − æ_j

+ dı^k_0 w_0; b_{Nk} = —b_{kN} ;

b_{k(N+1)} = —b_{kN} ; b_{(N+1)k} = —b_{k(N+1)}; k = 0; 1; : : : ; N − 1;

b_{NN} = b_{(N+1)(N+1)} = n∑ j=1 h_j x_j |ı_0 − æ_j |^2

+ 2 Re [ dw_0 —ı_0 − ı_0 ] ;

b_{N(N+1)} = n∑ j=1 h_j x_j − w_0 (—ı_0 − æ_j )^2

+ dw^′_0; (4)

b_{(N+1)N} = —b_{N(N+1)}:

äÌÑ n = 2N + 1 ÐÏÌÏÖÉÍ

” = ±1; h^{(”)}_j = (2 + ”æ_j ) n∏ j^′ =1 j^′ ≠j

(æ_j′ − æ_j )^{−1}; j = 1; 2; : : : ; n;

d^{(”)} = (2 + ”ı_0) n∏ j=1 (æ_j − ı_0)^{−1};

36 å. ç. çïìõúéîá

a^{(”)}_{kl} = n∑ j=1 h^{(”)}_j æ^{k+l}_j x_j ; k; l = 0; 1; : : : ; N; k + l ≠ 2N;

a^{(”)}_{NN} = n∑ j=1 h^{(”)}_j æ^{2N}_j x_j − ”;

a^{(”)}_{k(N+1)} = n∑ j=1 h^{(”)}_j æ^k_j x_j ı_0 − æ_j

+ d^{(”)}ı^k_0 w_0;

a^{(”)}_{(N+1)k} = a^{(”)}_{k(N+1)};

a^{(”)}_{k(N+2)} = a^{(”)}_{k(N+1)}; a^{(”)}_{N+2)k} = a^{(”)}_{k(N+2)}; k = 0; 1; : : : ; N;

a^{(”)}_{(N+1)(N+1)} = a^{(”)}_{(N+2)(N+2)} = n∑ j=1 h^{(”)}_j x_j |ı_0 − æ_j |^2

+ 2 Re [ d^{(”)}w_0 —ı_0 − ı_0 ] ;

a^{(”)}_{(N+1)(N+2)} = n∑ j=1 h^{(”)}_j x_j − w_0 (—ı_0 − æ_j )^2

+ d^{(”)}w^′_0; (5)

a^{(”)}_{(N+2)(N+1)} = a^{(”)}_{(N+1)(N+2)}:

ðÒÉ ŒŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ôÅÏÒÅÍÁ 1. 1. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ D ÓÉÓÔÅÍÙ I(f) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË X = X(x_0; y_0; x_1; x_2; : : : x_n; x_{n+1}; y_{n+1}) ∈ R^{n+4}; (6) Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ ŒÓÅ ÇÌÁŒÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ ÍÁÔÒÉÃ A É B, ÇÄÅ

A = (a_{kl})^{N+2}_0 ; B = (b_{kl})^{N+1}_0 ; ÅÓÌÉ n = 2N; A = (a^{(1)}_{kl} )^{N+2}_0 ; B = (a^{(−1)}_{kl} )^{N+2}_0 ; ÅÓÌÉ n = 2N + 1:

2. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ (6) ÂÙÌÁ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ D, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ n = 2N ŒÙÐÏÌ- ÎÑÌÉÓØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ det[(a_{kl})^{N ′}_0 ] ¿ 0; det[(b_{kl})^{N ′′}_0 ] ¿ 0;

ïâ ïäîïê ôåïòåíå éóëáöåîéñ 37

N^′ = 0; 1; : : : ; N + 2; N^{′′} = 0; 1; : : : ; N + 1;

Á ÐÒÉ n = 2N + 1 { ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

det[(a^{(”)}_{kl} )^{N ′}_0 ] ¿ 0; N^′ = 0; 1; : : : ; N + 2; ” = ±1:

3. ëÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ X ∈ @D ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ T , É ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

f_X (z) =

N+3∑ l=1 ˘_lk_{tl} (z); (7)

ÇÄÅ ˘_l ⩾ 0,^{N+3} ∑ l=1 ˘_l = 1, t_j ≠ t_j′ ÐÒÉ j ≠ j^′, É ÅÓÌÉ n = 2N, ÔÏ

ÉÌÉ −1 ¡ t_l ¡ 1, l = 1; 2; : : : ; N + 2, ˘_{N+3} = 0, ÉÌÉ t_1 = 1, t_2 = −1, −1 ¡ t_l ¡ 1, l = 3; 4; : : : ; N + 3, Á ÅÓÌÉ n = 2N + 1, ÔÏ

t_1 = ±1; −1 ¡ t_l ¡ 1; l = 2; 3; : : : ; N + 3:

§2 œŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. œ ÓÌÕÞÁÅ n = 2N

A = (a_{kl})^{N+2}_0 ; A_{N+1} = (a_{kl})^{N+1}_0 ; A_N = (a_{kl})^N_0 ;

A^{(0)}_{N+1} = a_{0(N+1)}

A_N . . a_{N(N+1)} a_{(N+2)0} : : : a_{(N+2)N} 0 ;

B = (b_{kl})^{N+1}_0 , B_N = (b_{kl})^N_0 , B_{N−1} = (b_{kl})^{N−1}_0 ,

B^{(0)}_N = b_{0N}

B_{N−1} . . b_{(N−1)N} b_{(N+1)0} : : : b_{(N+1)(N−1)} 0 :

38 å. ç. çïìõúéîá

œ ÓÌÕÞÁÅ 2N + 1

A^{(”)} = (a^{(”)}_{kl} )^{N+2}_0 ; A^{(”)}_{N+1} = (a^{(”)}_{kl} )^{N+1}_0 ; A^{(”)}_N = (a^{(”)}_{kl} )^N_0 ;

~A^{(”)}_{N+1} = a^{(”)}_{0(N+1)}

A^{(”)}_N . . a^{(”)}_{N(N+1)} a^{(”)}_{(N+2)0} : : : a^{(”)}_{(N+2)N} 0

; ” = ±1:

ðÕÓÔØ T_n(z_0) = {f(z) ∈ T : f(r_j ) = x_j ; f(z_0) = w_0; j = 1; 2; : : : ; n};

ÇÄÅ {x_j }^n_1 É w_0 { ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

det[(a_{kl})^{N ′}_0 ] ¿ 0; N^′ = 0; 1; : : : ; N + 1;

det[(b_{kl})^{N ′′}_0 ] ¿ 0; N^{′′} = 0; 1; : : : ; N; ÅÓÌÉ n = 2N, É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

det[(a^{(”)}_{kl} )^{N ′}_0 ] ¿ 0; N^′ = 0; 1; : : : ; N + 1; ” = −1; 1; ÅÓÌÉ n = 2N + 1.

ðÕÓÔØ D^′_{1;n} { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f^′(z_0) ÎÁ ËÌÁÓÓÅ T_n(z_0) (n ⩾ 2). ðÒÉ ŒŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. åÓÌÉ n = 2N, ÔÏ D^′_{1;n} = {w ∈ C : |w − O_j | ⩽ R_j ; j = 1; 2}; (8) ÇÄÅ O_1 = ı^′(z_0) n∏ j=1 (æ_j − ı_0)

[_n∑ j=1 g_j x_j − w_0 (ı_0 − æ_j )^2 + det A^{(0)}_{N+1} det A_N ] ;

R_1 = | | | |ı^′(z^0) n∏ j=1 (æ_j − ı_0) | | | | det A_{N+1} det A_N ;

O_2 = ı^′(z_0) 4 − ı^2_0 n∏ j=1 (æ_j − ı_0)

[_n∑ j=1 h_j x_j − w_0 (ı_0 − æ_j )^2 + det B^{(0)}_N det B_{N−1} ] ;

R_2 = | | | | ı^′(z_0) 4 − ı^2_0 n∏ j=1 (æ_j − ı_0) | | | | det B_N det B_{N−1} :

ïâ ïäîïê ôåïòåíå éóëáöåîéñ 39

åÓÌÉ n = 2N + 1, ÔÏ

D^′_{1;n} = {w ∈ C : |w − O^{(”)}| ⩽ R^{(”)}; ” = ±1}; (9) ÇÄÅ

O^{(”)} = ı^′(z_0) 2 + ”ı_0 · n∏ j=1 (æ_j − ı_0)

[_n∑ j=1 h^{(”)}_j x_0 − w_0 (ı_0 − æ_j )^2 + det ~A^{(”)}_{N+1} det A^{(”)}_N ] ;

R^{(”)} = | | | | ı^′(z_0) 2 + ”ı_0 · n∏ j=1 (æ_j − ı_0) | | | | det A^{(”)}_{N+1} det A^{(”)}_N :

§3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (1), ÐÏÌÕ- ÞÉÍ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ I(f) ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ

f(z_0) = 1∫ −1 dff(t) ı_0 − 2t

; f^′(z_0) = 1∫ −1 −ı^′(z_0) (ı_0 − 2t)^2 dff(t);

f(r_j ) = 1∫ −1 dff(t) æ_j − 2t

; j = 1; 2; : : : ; n; ff(t) ∈ M_1:

(10)

îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ D { ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ Œ R^{n+4}.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1] ÆÕÎËÃÉÀ ’(t):

’(t) ≡ Re [ ffi_0 + n∑ j=1 ffi_j æ_j − 2t + ffi_{n+1} ı_0 − 2t + ffi_{n+2} (ı_0 − 2t)^2 ]

ÇÄÅ ffi_0 ≠ 0, {ffi_j }^{n+2}_0 { ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ’(t) Œ ŒÉÄÅ

’(t) =

A_{n+4}(t)

|ı_0 − 2t|^{4 n} ∏ j=1 (æ_j − 2t)

: (11)

40 å. ç. çïìõúéîá

úÄÅÓØ A_{n+4}(t) { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ t ÓÔÅÐÅÎÉ (n + 4), ÎÅÏ- ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1]. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ íÁÒËÏŒÁ{ìÕËÁÞÁ ÄÌÑ A_{n+4}(t) ÉÍÅÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ

A_{n+4}(t) =

(_{N+2} ∑ k=0 fi_kt^k

)_2

+ (1 − t^2)

(_{N+1} ∑ k=0 fl_k t^k

)_2

ÐÒÉ n = 2N;

(1 − t)

(_{N+2} ∑ k=0 fi_kt^k

)_2

+ (1 + t)

(_{N+2} ∑ k=0 fl_kt^k

)_2

ÐÒÉ n = 2N + 1:

(12)

(ÓÍ. [8, Ó. 89]).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ n = 2N.

ðÏÄÓÔÁŒÉÍ (12) Œ (11) É ÚÁÐÉÛÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ ’(t) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ:

’(t) = 1 n∏ j=1 (æ_j − 2t) [| | | N∑ k=0 ¸_kt^k +

¸_{N+1} ı_0 − 2t + ¸_{N+2} ı_0 − 2t | | | | 2

+(1 − t^2) | | | | N−1∑ k=0 ȷ_kt^k + ȷ_N ı_0 − 2t + ȷ_{N+1} ı_0 − 2t | | | | 2]

= N∑ k;l=0

¸_k¸_l

[_n∑ j=0 g_j ( æ_j 2 )_{k+l} 1 æ_j − 2t

+ g_{kl} ]

+ N∑ k=0 ( ¸_k¸_{N+1} + ¸_k¸_{N+2}

)[_n∑ j=1 g_j ( æ_j 2 )_k 1 ı_0 − æ_j · 1 æ_j − 2t + ( ı_0 2 )_k c ı_0 − 2t ]

+ ( |¸_{N+1}|^2 + |¸_{N+2}|^2

)[_n∑ j=1 g_j |ı_0 − æ_j |^2 · 1 æ_j − 2t

+ 2 Re c (ı_0 − ı_0)(ı_0 − 2t) ]

+2 Re { ¸_{N+1}¸_{N+2}

[_n∑ j=1 g_j (ı_0 − æ_j )^2 ( 1 æ_j − 2t − 1 ı_0 − 2t ) + c (ı_0 − 2t)^2 ]}

+ N−1∑

k;l=0

ȷ_kȷ_l

[_n∑ j=1 h_j ( æ_j 2 )_{k+l} 1 æ_j − 2t

+ h_{kl} ]

+ N−1∑ k=0 (ȷ_kȷ_N + ȷ_k ȷ_{N+1})

[_n∑ j=1 h_j ( æ_j 2 )_k 1 (ı_0 − æ_j )(æ_j − 2t) + ( ı_0 2 )_k d ı_0 − 2t ]

+ ( |ȷ_N |^2 + |ȷ_{N+1}|^2

)[_n∑ j=1 h_j |ı_0 − æ_j |^2 1 æ_j − 2t

+ 2 Re d (ı_0 − ı_0)(ı_0 − 2t) ]

+2 Re { ȷ_N ȷ_{N+1}

[_n∑ j=1 h_j (ı_0 − æ_j )^2 ( 1 æ_j − 2t − 1 ı_0 − 2t ) + d (ı_0 − 2t)^2 ]} ;

ïâ ïäîïê ôåïòåíå éóëáöåîéñ 41 ÇÄÅ g_{kl} = { 0 ÐÒÉ k + l ¡ 2N (−1=2)^n ÐÒÉ k + l = 2N;

h_{kl} = { 0 ÐÒÉ k + l ¡ 2N − 2 (−1)^{n+1}=2^n ÐÒÉ k + l = 2N − 2;

{¸_k} É {ȷ_k} { ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ {fi_k} É {fl_k}, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ.

œ ÓÌÕÞÁÅ n = 2N +1 ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ (12) Œ (11) É ÚÁÐÉÛÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ ’(t) Œ ŒÉÄÅ

’(t) = 1 n∏ j=1 (æ_j − 2t) [ ∑ ”=+1;−1

(1 + t”) | | |^N ∑ k=0 ¸^{(”)}_k t^k +

¸^{(”)}_{N+1} ı_0 − 2t + ¸^{(”)}_{N+2} ı_0 − 2t | | |^2 ]

= ∑ ”=+1;−1

{_N∑

k;l=0

¸^{(”)}_k ¸^{(”)}_l

× [_n∑ j=0 ( æ_j 2 )_{k+l}

h^{(”)}_j + h^{(”)}_{kl} ]

+ N∑ k=0 ( ¸^{(”)}_k ¸^{(”)}_{N+1} + ¸^{(”)}_{N+1} + ¸^{(”)}_k ¸^{(”)}_{N+2} )

× [_n∑ j=1 h^{(”)}_j ( æ_j 2 )_k 1 ı_0 − æ_j · 1 æ_j − 2t + ( ı_0 2 )_k

d^{(”)} ı_0 − 2t ]

+ ( |¸^{(”)}_N |^2 + |¸^{(”)}_{N+1}|^2

)[_n∑ j=1 h^{(”)}_j |ı_0 − æ_j |^2 · 1 æ_j − 2t

+ 2 Re d^{(”)} (ı_0 − ı_0)(ı_0 − 2t) ]

+2 Re [ ¸^{(”)}_{N+1}¸^{(”)}_{N+2}

(_n∑ j=1 h^{(”)}_j (ı_0 − æ_j )^2 ( 1 æ_j − 2t − 1 ı_0 − 2t ) + d^{(”)} (ı_0 − 2t)^2 )]} ;

ÇÄÅ h^{(”)}_{kl} = { 0 ÐÒÉ k + l ¡ 2N ”(−1)^n=2^n ÐÒÉ k + l = 2N;

42 å. ç. çïìõúéîá

{¸^{(−1)}_k } É {¸^{(1)}_k } { ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ {fi_k} É {fl_k}, ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ (ÓÍ. [8, Ó. 84{85]), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (10) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÚ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ’(t) ⩾ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ t ∈ [−1; 1] ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÆÏÒÍ H_1 É H_2, ÇÄÅ

H_1 =

N+2∑

k;l=0

a_{kl}¸_k¸_l; H_2 =

N+2∑

k;l=0

b_{kl}ȷ_kȷ_l; ÅÓÌÉ n = 2N;

H_1 =

N+2∑

k;l=0

a^{(1)}_{kl} ¸_k¸_l; H_2 =

N+2∑

k;l=0

a^{(−1)}_{kl} ¸_k¸_l; ÅÓÌÉ n = 2N + 1:

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÇÌÁŒ- ÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏŒ ÍÁÔÒÉÃ A É B (ÓÍ. [9, Ó. 272]). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÏËÁÚÁÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ 2 É 3 ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 Œ [10].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1. œ ÓÉÌÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÉÍÅÅÍ (ÐÒÉ w = f^′(z_0))

Int D^′_{1;n} = {w ∈ C : det[(a_{kl})^{N+2}_0 ] ¿ 0; det[(b_{kl})^{N+1}_0 ] ¿ 0}

ÐÒÉ n = 2N É

Int D^′_{1;n} = { w ∈ C : det [ (a^{(”)}_{kl} )^{N+2}_0 ] ¿ 0; ” = −1; +1 }

ÐÒÉ n = 2N + 1.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔ w^′_0 ÚÁŒÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÁÔÒÉÃ A É B. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁÐÉÛÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det A Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ŒÉÄÅ

det A ≡ det [ (a_{kl})^{N+2}_0 ]

= −a_{(N+1)(N+2)} det a_{0(N+1)}

(a_{kl})^N_0 . . a_{N(N+1)} a_{(N+2)0} : : : a_{(N+2)N} a_{(N+2)(N+1)}

ïâ ïäîïê ôåïòåíå éóëáöåîéñ 43

+ det a_{0(N+2)}

(a_{kl})^{N+1}_0 . . a_{N(N+2)} 0 a_{(N+2)0} : : : a_{(N+2)(N+1)} a_{(N+2)(N+2)}

=−|a_{(N+1)(N+2)}|^2det[(a_{kl})^N_0 ]

−a_{(N+1)(N+2)}det a_{0(N+1)}

(a_{kl})^N_0 . . a_{N(N+1)} a_{(N+2)0} : : : a_{(N+2)N} 0

−a_{(N+2)(N+1)}det a_{0(N+2)}

(a_{kl})^N_0 . . a_{N(N+2)} a_{(N+1)0} : : : a_{(N+1)N} 0

+ det a_{0(N+2)}

(a_{kl})^{N+1}_0 . . a_{N(N+2)} 0 a_{(N+2)0} : : : a_{(N+2)N} 0 a_{(N+2)(N+2)}

(13)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

a_{(N+2)(N+1)} = —a_{(N+1)(N+2)}; a_{(N+2)0} = a_{0(N+1)}; a_{(N+1)0} = a_{0(N+2)}:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ

det A ¿ 0 ⇔ | | | |a^{(N+1)(N+2)} + det A^{(0)}_{N+1} det A_N | | | | 2 ¡ R^2

44 å. ç. çïìõúéîá ÇÄÅ R^2 = | | |det A (0) N+1 det A_N | | |^2

+ 1 det A_N a_{0(N+2)}

(a_{kl})^{N+1}_0 . . a_{N(N+2)} 0 a_{(N+2)0} : : : a_{(N+2)N} 0 a_{(N+2)(N+2)} :

œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ óÉÌØŒÅÓÔÒÁ (ÓÍ. [9, Ó. 48]), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

det[(a_{kl})^N_0 ] det a_{0(N+2)}

(a_{kl})^{N+1}_0 . . a_{N(N+2)} 0 a_{(N+2)0} : : : a_{(N+2)N} 0 a_{(N+2)(N+2)}

= det ( A_{N+1} A^{(0)}_{N+1}

A^{(0)}_{N+1} A_{N+1} ) = ( det A_{N+1}

)_2 − | | det A^{(0)}_{N+1} | |^2:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

det A ¿ 0 ⇔ | | |a^{(N+1)(N+2)} + det A^{(0)}_{N+1} det A_N | | | 2 ¡ ( det A_{N+1} det A_N

)_2 : áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ

det B ¿ 0 ⇔ | | |b_{N(N+1)} + det B^{(0)N} det B_{N−1} | | |^2 ¡ ( det B_N det B_{N−1}

)_2 : œ ÓÌÕÞÁÅ n = 2N + 1 ÐÏÌÕÞÉÍ

det A^{(”)} ¿ 0 ⇔ | | |a^{(”)}(N+1)(N+2) + det ~A^{(”)}_{N+1}

det A^{(”)}_N | | | 2 ¡ ( det A^{(”)}_{N+1}

det A^{(”)}_N

)_2 ; ” = ±1:

éÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÄÁÌÅÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (3), (4) É (5) ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_{(N+1)(N+2)}, b_{N(N+1)} É a^{(”)}_{(N+1)(N+2)} ÍÁÔÒÉÃ A; B É A^{(”)} É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ D^′_{1;n} ÅÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (8) É (9). óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1 ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ïâ ïäîïê ôåïòåíå éóëáöåîéñ 45

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

1. M. S. Robertson, On the coe‹cients of typically-real function. | Bull. Amer. Math.

Soc. 41, No. 8 (1935), 565{572.

2. ç. í. çÏÌÕÚÉÎ, ï ÔÉÐÉÞÎÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ. | íÁÔ. ÓÂ. 27(69), No. 2 (1950), 201{218.

3. ç. í. çÏÌÕÚÉÎ, ïÂ ÏÄÎÏÍ ÍÅÔÏÄÅ ŒÁÒÉÁÃÉÊ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

| õÞÅÎ. ÚÁÐ. ìçõ, No. 144 (1952), 85{101.

4. œ. á. áÎÄÒÅÅŒÁ, î. á. ìÅÂÅÄÅŒ, á. œ. óÔÏŒÂÕÎ, ïÂ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. | œÅÓÔÎ. ìçõ, No. 7, ÓÅÒ. ÍÁÔ., ÍÅÈ, É ÁÓÔÒ., ŒÙÐ. 2 (1961), 8{22.

5. î. áÈÉÅÚÅÒ, í. ëÒÅÊÎ, ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ŒÏÐÒÏÓÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÍÏÍÅÎÔÏŒ. èÁÒØËÏŒ, 1938.

6. å. ç. çÏÌÕÚÉÎÁ, ï ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍ {f(z_1), f^′(z_1)} É {f(z_1) f(z_2)} Œ ËÌÁÓÓÅ ÔÉÐÉÞÎÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. | úÁÐ. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé, 254 (1998), 65{75.

7. å. ç. çÏÌÕÚÉÎÁ, ï ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍ {f(z_1 ); f(z_2 )}; f^′(z_2)} É {f(z_1); f^′(z_1); f^{′′}(z_1)} ÎÁ ËÌÁÓÓÅ ÔÉÐÉÞÎÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. | úÁÐ. ÎÁ- ÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 286 (2002), 48{61.

8. í. ç. ëÒÅÊÎ, á. á. îÕÄÅÌØÍÁÎ, ðÒÏÂÌÅÍÁ ÍÏÍÅÎÔÏŒ íÁÒËÏŒÁ É ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. í., 1973.

9. æ. ò. çÁÎÔÍÁÈÅÒ, ôÅÏÒÉÑ ÍÁÔÒÉÃ. 3-Å ÉÚÄ., í., 1967.

10. å. ç. çÏÌÕÚÉÎÁ, ï ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ {f(z_1); : : : f^′(z_n)} Œ ËÌÁÓÓÅ ÔÉÐÉÞÎÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. | úÁÐ. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 314 (2004), 41{51.

Goluzina E. G. A distortion theorem for the class of typically real functions.

The author’s investigations in the well known class T of typically real functions f(z) in the disk U = {z : |z| ¡ 1} are prolonged. The region of values of the system {f(z_0); f(z_0); f(r_1); f(r_2); : : : ; f(r_n)} in the class T is investigated. Here z_0 ∈ U, Im z_0 ≠ 0, 0 ¡ r_j ¡ 1 for j = 1; : : : ; n, n ⩾ 2. As a corollary, the region of values of f^′(z_0) in the class of functions f ∈ T with ˛xed values f(z_0) and f(r_j ) (j = 1; : : : ; n) is determined. In the proof a criterion of decision power moment problem is used.

ðÏÓÔÕÐÉÌÏ 11 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2008 Ç.

ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÅ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ ÉÍ. œ. á. óÔÅËÌÏŒÁ òáî E-mail: goluzina@pdmi.ras.ru