úÁÐÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏŒ ðïíé ôÏÍ 357, 2008 Ç.

å. ð. çÏÌÕÂÅŒÁ

ï ðìïóëïê œùðõëìïê ëòéœïê ó âïìøûéí þéóìïí ãåìùè ôïþåë

œ ÒÁÂÏÔÅ [1] ñÒÎÉË ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÅÛÉÌ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ËÏ- ÌÉÞÅÓÔŒÅ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÂÏÌØÛÏÊ ÄÌÉÎÙ l ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ 3(4ß)^{−1=3}l^{2=3} + o(l^{2=3}).

üÔÁ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ l É ÅÅ ÆÏÒÍÁ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÒÏ- ÓÔÅ l.

œ ÓŒÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÔÏÒÁÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÕÀ ËÒÉŒÕÀ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÓÞÉÔÁÅÍ ÎÁ ÎÅÊ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË Ó ÚÁ- ÄÁÎÎÙÍ (ÂÏÌØÛÉÍ) ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ M. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÅÒŒÏÇÏ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, N_M { ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË { ÅÓÔØ ŒÅÌÉÞÉÎÁ O(M^{2=3}).

œ ÒÁÂÏÔÅ [2] ÂÙÌ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÐÒÁŒÉÌØÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ N_M , Á Œ ÒÁÂÏÔÅ [3] ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ N_M = o(M^{2=3}).

óŒÉÎÎÅÒÔÏÎ{äÁÊÅÒ Œ [4] É âÏÍÂØÅÒÉ{ðÉÌÁ Œ [5] (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [6]) ÐÏËÁ- ÚÁÌÉ, ÞÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ N_M ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ: Œ ÒÁÂÏÔÅ [4] ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÀÝÁÑ ËÒÉ- ŒÕÀ, ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÔØÀ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ, ÏÔÄÅÌÅÎÎÕÀ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ N_M = O_”(M^{3=5+”}), ÇÄÅ ” ¿ 0 { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ.

œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÕÀ ËÒÉŒÕÀ ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ M ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ N_M ⩾ M^{log 2= log 3}. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ log 2= log 3 ¿ 0:639).

æÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÀÝÁÑ ÜÔÕ ËÒÉŒÕÀ, ÉÍÅÅÔ ÐÅÒŒÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÕÀ. œÔÏÒÁÑ ÖÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÒÁŒÎÁ ∞ ŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ É ÒÁŒÎÁ 0 ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÚÏÌÏÔÏÍÕ ÓÅÞÅÎÉÀ, Ô.Å. Œ ÔÏÞËÁÈ ŒÉÄÁ 0 ¡ (a!+c)=(b!+d) ¡ 1, ÇÄÅ a; b; c; d ¿ 0, ad−bc = 1, ! = (1 + √ 5)=2.

áÌÇÏÒÉÔÍ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÜÔÕ ËÒÉŒÕÀ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ ÔÏÍÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉ- ÍÅÎÑÌ ñÒÎÉË. òÁÚÎÉÃÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌ ÒÑÄÙ æÁ- ÒÅÑ, Ô.Å. ÒÑÄÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÒÅÄÎÉÈ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- 22 ï ðìïóëïê œùðõëìïê ëòéœïê 23

ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÁÌÅÎÙ ŒÓÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ Ó ÂÏÌØÛÉÍÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑÍÉ. íÙ ÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ŒÓÅ ÓÒÅÄÎÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ. ôÅÏÒÅÍÁ. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ p = p(t) É q = q(t), ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0; 1], ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ p(0) = q(0) = 1, p(1) = 1=2, q(1) = 1 É

1. p(q) { ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÐÒÉ q ∈ [0; 1]; 2. ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ p = p(q) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0; 1];

3. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2^n ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ (a=3^n; b=3^n) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ a=2 · 3^n = p(b=2 · 3^n);

4. ÄÌÑ ŒÓÅÈ t ∈ (0; 1) dp=dq = t;

5. d^2p=dq^2 = ∞ ŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, d^2p=dq^2 = 0 ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ŒÉÄÁ (a! + c)=(b! + d), ÇÄÅ a; b; c; d { ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ, ad − bc = 1, ! = (1 + √ 5)=2.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. äÌÑ ËÒÉŒÏÊ Ó ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ p = p(q) É M = 2 · 3^n ÉÍÅÅÍ N_M ⩾ M^{log 2= log 3}.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÙ ÉÍÅÅÍ N_M ⩾ M^{log 2= log 3}, Á ÎÅ ÔÏÞÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÅ ÔÏÞËÉ, Ô.Å. ÔÏÞËÉ ŒÉÄÁ (a=2 · 3^n; b=2 · 3^n), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ a ≡ b ≡ 0 (mod 3).

äÁÌÅÅ Œ §1 ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ œ_N { ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÕÒÏŒÎÑ N. œ §2 ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ p(t) É q(t) É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ ÉÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ, Œ §3 { ŒÙÐÕËÌÏÓÔØ ËÒÉŒÏÊ p = p(q), Œ §4 ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ dp=dq É Œ §5 { d^2p=dq^2 Œ ÔÅÈ ÔÏÞËÁÈ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ.

§1. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÕÒÏŒÎÑ N

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÏÌÏÖÉÍ

œ_0 = { 0 1 ; 1 1 } ; œ_1 = { 0 1 ; 1 2 ; 1 1 } ; : : : ;

œ_N = { 0 1 ; : : : ; 1 N + 1

; : : : ;

a_i b_i ; a_{i+1} + a_i b_{i+1} + b_i ; a_{i+1} b_{i+1}

; : : : ; 1 1 } ; ÇÄÅ a_i=b_i É a_{i+1}=b_{i+1} ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ ŒÓÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÁÒÙ ÞÉÓÅÌ ÉÚ œ_{N−1}. ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ (ÓÍ. [7]),

a_ib_{i+1} − a_{i+1}b_i = −1; (a_i; b_i) = 1: (1)

24 å. ð. çïìõâåœá

ìÅÍÍÁ 1. éÍÅÅÍ

1. ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÏŒÙÈ ÔÏÞÅË a=b ÉÚ œ_N ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÏÃÅÎËÁ N + 1 ⩽ b ⩽ F_{N+1}, ÇÄÅ F_N { ÞÉÓÌÏ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, F_0 = 1, F_1 = 1; : : : ; F_n = F_{n−1} + F_{n−2});

2. ÐÕÓÔØ a=b É c=d { ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÔÏÞËÉ Œ œ_N , ÔÏÇÄÁ 1 F_{N+1}F_N ⩽ | | a b − c d | | ⩽ 1 N + 1 ; 3. ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ∑ 0¡a=b∈œ_N

a = (3^N + 1)=2; ∑ 0¡a=b∈œ_N

= 3^N ;

4. ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N_0 = N_0(a=b) ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÎÏÍÅÒ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ a=b ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ œ_N ÄÌÑ ŒÓÅÈ N ⩾ N_0. ðÕÓÔØ a=b = [ff_1; : : : ; ff_L] { ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ a=b Œ ÐÒÏÓÔÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÄÒÏÂØ. ôÏÇÄÁ N_0 = ff_1 + · · · + ff_L − 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒŒÏÅ É ÔÒÅÔØÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ N. œÔÏÒÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÓÉÌÕ (1) | |a b − c d | | = 1 bd : (2)

äÏËÁÖÅÍ ÞÅÔŒÅÒÔÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÕÄÅÍ ÐÒÏŒÏ- ÄÉÔØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ L-ÄÌÉÎÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ a=b Œ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÄÒÏÂØ.

ðÒÉ L = 1 a=b = 1=(N + 1) É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ. ðÕÓÔØ ÏÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÄÌÉÎÏÊ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÑ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÅÊ L − 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a_{−1}=b_{−1} É a=b ÔÏÞËÉ ÉÚ œ_{N0 −1}, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ a=b Œ œ_N . ïÎÉ ÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ Ë a=b Œ œ_N . œ ÓÉÌÕ (2) | | |a b − a_{−1} b_{−1} | | | = 1 bb_{−1} ; | | | a^1 b_1 − a b | | | = 1 bb_1 : ðÕÓÔØ, ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, b_{−1} ⩽ b_1, ÔÏÇÄÁ b ¿ 2b_{−1} É |a=b − a_{−1}=b_{−1}| ¡ 1=2b^2_{−1}. œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÊÓÔŒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ a_{−1}=b_{−1} ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÄÒÏÂØÀ Ë a=b.

ðÕÓÔØ N_0(a_{−1}=b_{−1}) = k. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ a_{−1}=b_{−1} ¿ a=b. ðÕÓÔØ ÓÏÓÅÄÎÑÑ ÓÌÅŒÁ ÔÏÞËÁ Ë a_{−1}=b_{−1} Œ œ_k ÅÓÔØ a_0=b_0.

ï ðìïóëïê œùðõëìïê ëòéœïê 25

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÓÌÅŒÁ ÔÏÞËÉ Ë a_{−1}=b_{−1} Œ œ_{k+1}; : : : ; œ_N . ïÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ ÉÈ ÞÅÒÅÚ c_i=d_i (0 ⩽ i ⩽ N_0 −k). ôÏÇÄÁ c_i=d_i = (a_0 +ia_{−1})=(b_0 +ib_{−1}) É a b = c_{N0−k} d_{N0−k} = a_0 + (N_0 − k)a_{−1} b_0 + (N_0 − k)b_{−1}

: (3)

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ a_0=b_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÄÒÏÂØÀ Ë a=b. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, a b − a_0 b_0 = ab_0 − a_0b

b_0b = (a_0 + (N_0 − k)a_{−1})b_0 − a_0(b_0 + (N_0 − k)b_{−1}) b_0(b_0 + (N_0 − k)b_{−1}) = N_0 − k b_0(b_0 + (N_0 − k)b_{−1}) ¡ 1 b_0b_{−1} : œ ÓÉÌÕ ÉÚŒÅÓÔÎÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ (ÓÍ. [7]) a_0=b_0 ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÄÒÏÂØÀ Ë a=b.

ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, a b = ff_La_{−1} + a_0 ff_Lb_{−1} + b_0 ; ÇÄÅ ff_L { ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ.

óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Ó (3), ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ff_L = N_0 −k, É ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ (a; b) = 1, 1 ⩽ a ⩽ b − 1 ÞÅÒÅÚ ff_i(a) ÏÂÏ- ÚÎÁÞÅÎÙ ÎÅÐÏÌÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ a=b Œ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÄÒÏÂØ, a=b = [ff_1(a); : : : ; ff_L(a)], ÇÄÅ L = L(a) { ÄÌÉÎÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. ëÁË ÐÏ- ËÁÚÁÎÏ Œ ÒÁÂÏÔÅ [8] (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [9]), ∑ a (mod b) (a;b)=1

L(a)∑

k=1 ff_k(a) ∼ 6 ß^2 b log^2 b (b → ∞); (4)

ÔÁË ÞÔÏ Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÐÒÉ ÒÁÓÔÕÝÅÍ b N_0(a=b) ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË log^2 b.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ Œ ÒÁÂÏÔÅ [10], ÄÌÑ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ b = p ∑ a (mod p)

L(a)∑

k=1 (ff_k(a))^{1−1= log log p} ∼ 12 ß^2 p log p log log p:

26 å. ð. çïìõâåœá

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ a, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ff_k(a) ⩽ log^{2+”} p ÄÌÑ ŒÓÅÈ k, 1 ⩽ k ⩽ L(a), ÞÅÒÅÚ A_1, Á ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÅÒÅÚ A_2. ôÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ (4) #(A_2) = O_”(p= log^” p) É #(A_1) = p + O_”(p= log^” p).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ a, ËÒÏÍÅ O_”(p= log^” p) ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ, ÉÍÅÅÍ ÉÚ (4)

c_1 log p ¡ N_0 ( a p ) ¡ c_2 log p log log p;

ÇÄÅ c_1 ¿ 0, c_2 ¿ 0 { ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ.

§2. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÊ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÉÚ œ_N

ðÕÓÔØ a=b { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ œ_N (N ⩾ N_0(a=b)). œŒÅÄÅÍ ÄŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ P_N (a=b) É Q_N (a=b) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

P_N ( a b ) = ∑ 0¡a_i=b_i⩽a=b

a_i =b_i∈œ_N

a_i; Q_N (a=b) = ∑ 0¡a_i=b_i ⩽a=b a_i=b_i∈œ_N

b_i

üÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

P_{N+1}(a=b) = 3P_N (a=b) − a; (5) Q_{N+1}(a=b) = 3Q_N (a=b) − b + 1: (6)

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ a_i ÉÚ œ_N , ËÒÏÍÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a ÉÚ a=b, ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 3a_i Œ œ_{N+1}, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÔÒÉ ÞÉÓÌÉ- ÔÅÌÑ: Œ a_i=b_i, Œ (a_i +a_{i+1})=(b_i +b_{i+1}) É Œ (a_i +a_{i−1})=(b_i +b_{i−1}). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ a ÉÚ a=b ÕÞÁÓÔŒÕÅÔ Œ ÓÕÍÍÅ ÄŒÁ ÒÁÚÁ: Œ a=b É Œ ÐÒÅÄÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÏÞËÅ.

ôÁËÏÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ É Ë Q_{N+1} Ó ÔÏÊ ÒÁÚÎÉÃÅÊ, ÞÔÏ ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ É ÓÁÍÁÑ ÌÅŒÁÑ ÔÏÞËÁ 0=1.

œÙÞÉÓÌÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ P_{N+1} É Q_{N+1} Œ ÎÏŒÙÈ ÔÏÞËÁÈ Œ œ_{N+1}. ðÕÓÔØ a_{−1}=b_{−1} { ÔÏÞËÁ, ÓÏÓÅÄÎÑÑ ÓÌÅŒÁ Ë a=b Œ œ_{N+1}, ÔÏÇÄÁ

P_{N+1} ( a_{−1} + a b_{−1} + b ) = 3P_N ( a_{−1} b_{−1} ) + a = 3P_N ( a b ) − 2a; (7)

Q_{N+1} ( a_{−1} + a b_{−1} + b ) = 3Q_N ( a_{−1} b_{−1} ) + b + 1 = 3Q_N ( a b ) − 2b + 1: (8)

ï ðìïóëïê œùðõëìïê ëòéœïê 27

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÔÁËÏÅ ÖÅ ËÁË É ÆÏÒÍÕÌ (5), (6). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

p_N ( a b ) = P_N

(_a b ) 3^N

; q_N ( a b ) = Q_N

(_a b ) 3^N (9) œ ÓÉÌÕ (5) É (6)

p_{N0+n} ( a b ) = p_{N0} ( a b ) − a 3^{N0+1} ( 1 + 1 3 + · · · + 1 3^{n−1} )

= p_{N0} ( a b ) − a 2 · 3^{N0} ( 1 − 1 3^n ) É q_{N0+n} ( a b ) = q_{N0} ( a b ) − b − 1 3^{N0+1} ( 1 + 1 3 + · · · + 1 3^{n−1} )

= p_{N0} ( a b ) − b − 1 2 · 3^{N0} ( 1 − 1 3^n ) : ðÏÌÏÖÉÍ p ( a b ) = lim_{N→∞} p_N ( a b ) = p_{N0} ( a b ) − a 2 · 3^{N0}

= p_N ( a b ) − a 2 · 3^N

(N ⩾ N_0);

q ( a b ) = lim_{N→∞} q_N ( a b ) = q_{N0} ( a b ) − b − 1 2 · 3^{N0}

= q_N ( a b ) − b − 1 2 · 3^N

(N ⩾ N_0):

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ p(a=b) É q(a=b) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ (0; 1). ðÕÓÔØ a=b ¡ c=d { ÄŒÅ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÉÚ œ_N . œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌ (7) É (8) p ( a b ) = p_N ( a b ) − a 2 · 3^N ; p ( c d ) = p_N ( a b ) + a 2 · 3^N : ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, p(a=b) ¡ p(c=d). ôÏ ÖÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ É ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ q.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ a=b ¡ c=d { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÁÒÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. œÏÚØÍÅÍ N ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÂÏÌØÛÉÍ, ÞÔÏ a=b ∈ œ_N É c=d ∈ œ_N . œ ÓÉÌÕ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ p(a=b) ¡ p(c=d) É q(a=b) ¡ q(c=d).

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ É p = p(q) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁ- ÓÔÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÁÌÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ p(t) É q(t) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ t ÉÚ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ (0; 1). ðÕÓÔØ t { ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ.

28 å. ð. çïìõâåœá

ðÏÌÏÖÉÍ

p(t) = sup_{a=b¡t} p ( a b ) É —p(t) = inf_{a=b¿t}p (a b ) ;

ÇÄÅ a=b { ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a=b ¡ c=d ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ p(a=b) ¡ p(c=d), ÔÏ p(t) ⩽ —p(t). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏ- ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ —p(t) − p(t) = ” ¿ 0: (10)

œÏÚØÍÅÍ N ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÂÏÌØÛÉÍ, ÞÔÏ F_N =3^N ¡ ”=2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÅ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÔÏÞËÉ a_{−1}=b_{−1} É a=b ÉÚ œ_N ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a_{−1}=b_{−1} ¡ t ¡ a_1=b_1. ôÏÇÄÁ p(a_1=b_1) − p(a_{−1}=b_{−1}) = (a + a_1)=2 · 3^N . œ ÓÉÌÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 ÌÅÍÍÙ 1 ÉÍÅÅÍ a_1 ⩽ F_N É a_{−1} ⩽ F_N . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, p(a_1=b_1) − p(a_{−1}=b_1) ⩽ F_N =3^N ¡ ”=2 É, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (10) ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ.

ðÏÌÏÖÉÍ p(t) = p(t) = —p(t):

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,

q(t) = sup_{a=b¡t} q ( a b ) ; —q(t) = inf_{1¿a=b¿t}q ( a b ) ;

ÇÄÅ a=b { ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É

q(t) = q(t) = —q(t):

ðÏÐÕÔÎÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ

ìÅÍÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ÓÐÒÁŒÁ É ÓÌÅŒÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ a=b ÉÚ œ_N ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ 1 F_N F_{N+1} ⩽ | t − a b | ⩽ 1 N ; | p(t) − p (a b )| ⩽ F_N 3^N ; | |q(t) − q( a b )| ⩽ F_{N+1} 3^N : äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ p(t) É q(t) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0; 1]. ðÕÓÔØ 0 ¡ t ¡ 1 { ÔÏÞËÁ ÒÁÚÒÙŒÁ ÆÕÎËÃÉÉ p(t). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ t_k → t ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ p(t_k) ↛ p(t).

ï ðìïóëïê œùðõëìïê ëòéœïê 29

ðÕÓÔØ, ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, t_k ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. œ ÓÉÌÕ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÁ ÌÅÍÍÙ 2 ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ t_k { ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ðÏÓËÏÌØËÕ t_k ¡ t, ÚÎÁÞÅÎÉÑ p(t_k) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ É ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÙ ÓŒÅÒÈÕ ŒÅÌÉÞÉÎÏÊ p(t). òÁŒÅÎÓÔŒÏ lim_{tk →t} p(t_k) = p ¡ p(t) ÎÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ Œ ÓÉÌÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÌÅÍÍÙ 2.

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ q(t) É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÅ ŒÏÚ- ÒÁÓÔÁÎÉÅ p(t) É q(t).

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ p = p(q) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚ- ÒÁÓÔÁÅÔ ÐÏ q ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0; 1]. (ðÏÓÌÅÄÎÅÅ Œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, q(0) = 0, q(1) = 1).

§3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÔÒÏÇÏÊ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ ËÒÉŒÏÊ p = p(q) úÁÐÉÛÅÍ ÕÓÌÏŒÉÅ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ ËÒÉŒÏÊ p = p(q) Œ ŒÉÄÅ

(p(t_2) − p(t_1))(q(t_3) − q(t_1)) ¡ (p(t_3) − p(t_1))(q(t_2) − q(t_1)); ÇÄÅ 0 ¡ t_1 ¡ t_2 ¡ t_3 ¡ 1 { ÌÀÂÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ t_1, t_2 É t_3 ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÉÚ œ_N , ÇÄÅ N { ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏ.

ðÕÓÔØ t_i = a_i=b_i (1 ⩽ i ⩽ 3). ðÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ ÕÓÌÏŒÉÅ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ p(t_i) ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (5){(6). ôÏÇÄÁ ÏÎÏ ÐÒÉÍÅÔ ŒÉÄ ( p_N ( a_2 b_2 ) − p_N ( a_1 b_1 ) − a_2 − a_1 2 · 3^N )( q_N ( a_3 b_3 ) − q_N ( a_1 b_1 ) − b_3 − b_1 2 · 3^N )

¡ ( p_N ( a_3 b_3 ) − p_N ( a_1 b_1 ) − a_3 − a_1 2 · 3^N )( q_N ( a_2 b_2 ) − q_N ( a_1 b_1 ) − b_2 − b_1 2 · 3^N ) : éÚ (7) É (8), ÉÍÅÅÍ

p_N ( a_2 b_2 ) = p_N ( a_1 b_1 ) + a_2 3^N

; p_N ( a_3 b_3 ) = p_N ( a_1 b_1 ) + a_2 + a_3 3^N ; q_N ( a_2 b_2 ) = q_N ( a_1 b_1 ) + b_2 3^N

; q_N ( a_3 b_3 ) = q_N ( a_1 b_1 ) + b_2 + b_3 3^N : ðÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ a_1 + a_2 2 · 3^N · b_1 + 2b_2 + b_3 2 · 3^N ¡ a_1 + 2a_2 + a_3 2 · 3^N · b_1 + b_2 2 · 3^N : ðÏÓÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ a_1b_2 + a_2b_3 + a_1b_3 ¡ a_2b_1 + a_3b_1 + a_3b_2;

ËÏÔÏÒÏÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ a_1b_2 − a_2b_1 = a_2b_3 − a_3b_2− = 1, a_1b_3 − a_3b_1 ⩽ −1.

30 å. ð. çïìõâåœá

§4. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ dp=dq éÍÅÅÍ dp dq (t) = lim_{ffi→0} p(t + ffi) − p(t) q(t + ffi) − q(t) : ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ffi ¿ 0.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÊ p(t) É q(t) Ó ÕÞÅÔÏÍ ÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÉÍÅÅÍ

p(t+ffi)−p(t) = lim_{N→∞} 1 3^N ∑ t¡a=b⩽t+ffi a=b∈œ_N

a; q(t+ffi)−q(t) = lim_{N→∞} 1 3^N ∑ t¡a=b⩽t+ffi a=b∈œ_N b:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dp dq (t) = lim_{ffi→0} lim_{N→∞} ∑ a=b a ∑ a=b b ;

ÇÄÅ Œ ∑ a=b ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ÔÏÞËÁÍ a=b ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ t ¡ a=b ⩽

t + ffi, a=b ∈ œ_N .

äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÁÒÙ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ tb ¡ a ⩽ (t + ffi)b. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, t ∑ t¡a=b⩽t+ffi

a=b∈œ_N b ⩽ ∑ t¡a=b⩽t+ffi a=b∈œ_N

a ⩽ (t + ffi) ∑ t¡a=b⩽t+ffi a=b∈œ_N b

É t ¡ p(t + ffi) − p(t) q(t + ffi) − q(t)

⩽ t + ffi:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, dp dq (t + o) = t:

óÌÕÞÁÊ ffi ¡ 0 ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ.

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÉÍÅÅÍ dp=dq(t) = t.

§5. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ d^2p=dq^2(t) Œ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

d^2p dq^2

(t) = lim_{ffi→0} ffi q(t + ffi) − q(t) :

ï ðìïóëïê œùðõëìïê ëòéœïê 31

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ dq=dt ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ

d^2p dq^2

(t) = 1 dq dt (t) = t dp dt (t) : îÁÊÄÅÍ dq=dt Œ ÔÅÈ ÔÏÞËÁÈ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ.

ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ t = a=b { ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ dq=dt(a=b) = 0.

ðÕÓÔØ a_1=b_1 { ÔÏÞËÁ, ÓÏÓÅÄÎÑÑ ÓÐÒÁŒÁ Ë a=b Œ œ_{N0+1}, ÇÄÅ N_0 = N_0(a=b). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ffi ¿ 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ffi ⩽ ˘^{−1}(b^2 + bb_1)^{−1}, ÇÄÅ ˘ { ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØ- ÛÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. ðÏÌÏÖÉÍ k = [(1=ffi − bb_1)=b^2]. ôÏÇÄÁ

kb^2 + bb_1 ⩽ 1 ffi ¡ (k + 1)b^2 + bb_1 É q (_{ak+a1}

bk+b_1 ) − q (_a b ) ( b(bk + b_1)

)_{−1} ¿ q (_a b + ffi) − q

(_a b ) ffi : ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 4 ÌÅÍÍÙ 1 ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, Œ ÞÁÓÔ- ÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ (ak + a_1)=(bk + b_1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÓÅÄÎÅÊ ÓÐÒÁŒÁ ÔÏÞËÏÊ Ë a=b Œ œ_{N0 +k}.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, q((ak + a_1)=(bk + b_1)) − q(a=b) = O(k · 3^{−k}), ÇÄÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ŒÈÏÄÑÝÁÑ Œ O, ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ a É b.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, dq dt ( a + 0 b ) = lim_{k→∞} k^2 3^k

= 0:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ ffi ¡ 0.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ t = (a! + c)=(b! + d), ÇÄÅ ! = (1 + √ 5)=2, ad − bc = 1.

âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a=b ¡ c=d { ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÔÏÞËÉ Œ œ_{N0} .

äÅÊÓÔŒÕÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ dq=dt(a=b), ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ dq dt ( a! + c d! + d ) ⩾ lim_{k→∞} lim_{n→∞} q (_{aFk+n+cFk+n−1}

bF_{k+n}+dF_{k+n−1} ) − q (_{aFk +cFk−1}

bF_k +dF_{k−1} ) ffi_{k;n} ; ÇÄÅ k É n { ÞÅÔÎÙÅ,

ffi_{k;n} = aF_{k+n} + cF_{k+n−1} bF_{k+n} + dF_{k+n−1} − aF_k + cF_{k−1} dF_k + dF_{k−1} ⩽ F_n F_k F_{k+n} = O ( 1 F^2_k ) :

32 å. ð. çïìõâåœá

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ q ( aF_{k+1} + cF_{k+n−1} bF_{k+n} + dF_{k+n−1} ) − q ( aF_k + cF_{k−1} bF_k + dF_{k−1} ) ⩾ bF_{k+2} + dF_{k+1} 3^{k+2} ⩾ b 9 F_k 3^k : ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dq dt ( a! + c b! + d ) ⩾ C lim_{k→∞}

F^3_k 3^k ; ÇÄÅ C ¿ 0 { ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ a, b, c, d.

ðÏÓËÏÌØËÕ !^3 ¿ 3, ÉÍÅÅÍ d^2p=dq^2((a! + b)=(c! + d)) = 0.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

1. V. Jarn«ik, -Uber die Gitterpunkte auf konvexen Kurven. | Math. Z. 24 (1926), 500{518.

2. A. Plague, A uniform version of Jarn«ik theorem. | Acta Arith. 87, No. 3 (1999), 255{267.

3. æ. B. ðÅÔÒÏŒ, ï ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÊ ËÒÉŒÏÊ.

| æÕÎËÃ. ÁÎÁÌÉÚ É ÅÇÏ ÐÒÉÌ., ŒÙÐ. 1, 40 (2006), 30{42.

4. H. P. F. Svinnerton{Dyer, The number of lattice points on a convex curve. | J.

Number Theory 6 (1974), 128{135.

5. E. Bombieri, J. Pila, The number of integral points on arcs and ovals. | Duke Math. J. 59 (1989), 337{357.

6. M. N. Huxley, Area, Lattice Points and Exponential Sums. Oxford, 1996. 7. â. á. œÅÎËÏŒ, üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ. í.-ì., 1937.

8. œ. î. ðÏÐÏŒ, áÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ÓÕÍÍÙ ÓÕÍÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ a=p.

| úÁÐ. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ìïíé 91 (1979), 81{93.

9. G. Myerson, On semi-regular ˛nite continued fractions. | Arch. Math. 48, No. 5 (1987), 420{425.

10. å. ð. çÏÌÕÂÅŒÁ, ï ÍÏÍÅÎÔÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ. | úÁÐ. ÎÁÕÞÎ.

ÓÅÍÉÎ. ðïíé 337 (2006), 13{22.

Golubeva E. P. On a plane convex curve with a large number of lattice points.

Let fl be a continuous convex curve and let N_M be the number of points belonging to fl of the form (u=M; v=M), where u, v are integers.

A smooth curve fl such that there exists a sequence {M} with the property N_M ¿ M^{log 2= log 3}(log 2= log 3 ¿ 0:639) is constructed.

ðÏÓÔÕÐÉÌÏ 24 ÉÀÌÑ 2008 Ç.

çÏÓÕÄÁÒÓÔŒÅÎÎÙÊ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ ÔÅÌÅËÏÍÍÕÎÉËÁÃÉÊ ÉÍ. í. á. âÏÎÞ-âÒÕÅŒÉÞÁ E-mail: elena golubeva@mail.ru