úÁÐÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏŒ ðïíé ôÏÍ 355, 2008 Ç.

é. å. íÁËÓÉÍÅÎËÏ, å. ì. òÁÂËÉÎ

íîïçïíåòîùå óéóôåíù óþéóìåîéñ

§1. œŒÅÄÅÎÉÅ

úÁÄÁÞÁ ŒÏÚÎÉËÌÁ ÐÒÉ ÐÏÐÙÔËÅ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÕ ÉÚ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ŒÓÐÌÅÓËÏŒ (Á ÉÍÅÎÎÏ, ÔÅÏÒÅÍÕ 6.3.5 [1]), Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ.

ëÏÇÄÁ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ Ï ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ, ÞÔÏ, ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁŒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ËÁÖÄÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ Œ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ z = N∑ j=0 d_j n^j ; ÇÄÅ d_j ∈ {0; : : : ; n − 1}:

úÄÅÓØ n { ÏÓÎÏŒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. åÓÌÉ n = 2, ÔÏ ÜÔÏ ÄŒÏÉÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. ïÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉ- ÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ- ËÌÁÄÙŒÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÐÏ ÃÉÆÒÁÍ (−d_j ) ÉÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÂÒÁÔØ (−n). ïÂÁ ÜÔÉ ÓÐÏÓÏÂÁ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÎÁÅÍ, ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏÅ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÄ ÎÁÍÉ. äÒÕÇÏÊ \ÅÄÉÎÙÊ" ÓÐÏ- ÓÏÂ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÔØ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ { ÜÔÏ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ \ÌÉÛÎÅÅ" ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ z Œ ŒÉÄÅ

z = (−1) · n^{N+1} + N∑ j=0 d_j n^j ; ÇÄÅ d_j ∈ {0; : : : ; n − 1}; (1)

ÎÁÐÒÉÍÅÒ, −27 = (−1) · 10^2 + 7 · 10 + 3. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ z ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÏ ÐÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÓÔÅÐÅÎÑÍ n: z = +∞∑ j=1 d_j n^{−j} ; ÇÄÅ d_j ∈ {0; : : : ; n − 1}:

òÁÂÏÔÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÁŒÔÏÒÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÐÒÉ ÓÏÄÅÊÓÔŒÉÉ òææé, ÇÒÁÎÔ No. 06-01- 00457 . 199

200 é. å. íáëóéíåîëï, å. ì. òáâëéî

œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁ- ÔÒÉÃÁ, Á ÒÏÌØ ÃÉÆÒ ÉÇÒÁÀÔ ŒÅËÔÏÒÙ.

œ ŒÅÎÇÅÒÓËÏÍ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÅ ÂÙÌÉ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÙ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ ÓÉ- ÓÔÅÍÙ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 12 Œ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÍÏÄÕÌØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ M ÒÁŒÅÎ ÄŒÕÍ (ÓÍ. http://szdg.lpds.sztaki.hu/szdg/desc_−numsys_−ed.php).

œ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÁÔÒÉÃÙ-ÏÓÎÏŒÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ (Ô.Å. ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁ- ÔÒÉÃÁ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ŒÓÅ ÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉ- ÎÉÃÙ). œ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÁÎÁÌÏ- ÇÉÀ Ó ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ, ÄÏÐÕÓËÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ (1) (ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ −1, ÂÕÄÅÔ ÏÂSSÑÓÎÅÎÏ ÎÉÖÅ). œ §3 ÐÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ-ÃÉÆÒ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ËÁË ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÌÀ- ÂÏÊ ÃÅÌÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ ÍÁÔÒÉÃÙ, É ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÃÅÌÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. §4 ÐÏÓŒÑÝÅÎ ÐÒÉÍÅÒÁÍ. œ §5 ÕËÁÚÁÎÙ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ −1. œ §6 ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

§2. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ

ðÕÓÔØ M { ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ d × d, det M { ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ M, I_d { ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ d × d. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ k; n ∈ Z^d ÓÒÁŒÎÉÍÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ M É ÐÉÓÁÔØ k ≡ n (mod M), ÅÓÌÉ k − n = M‘, ‘ ∈ Z^d. ãÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÒÅ- ÛÅÔËÁ Z^d ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÏ m := | det M| (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [4, Ó. 107]). îÁÚÏŒÅÍ M-ÃÉÆÒÁÍÉ ÌÀÂÕÀ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ y_0 = 0; y_1; : : : ; y_{m−1}, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÒÁÚÎÙÍ ËÌÁÓÓÁÍ ÓÍÅÖ- ÎÏÓÔÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M-ÃÉÆÒ ÞÅÒÅÚ D(M).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ M { ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÍÁ- ÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ d × d. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ H(M) := Z^d ∩ M[0; 1)^d ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ | det M| = 1, ÔÏ H(M) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ | det M| > 1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ H(M) ÎÅÔ ÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏ ÍÏ- ÄÕÌÀ ÍÁÔÒÉÃÙ M. ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒÙ s_1, s_2 ∈ H(M) ÓÒÁŒÎÉÍÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏ- ÂÏÊ, ÔÏÇÄÁ s_1 − s_2 = M‘, ÇÄÅ ‘ { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÃÅÌÙÊ ŒÅËÔÏÒ. äÏÍÎÏÖÉŒ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ M^{−1}, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ [0; 1)^d

íîïçïíåòîùå óéóôåíù óþéóìåîéñ 201

ÒÁŒÎÁ ÃÅÌÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ, ÞÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ‘ = 0, Á ÚÎÁÞÉÔ É s_1 = s_2.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ a ∈ Z^d ÓÒÁŒÎÉÍ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ H(M) ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÁÔÒÉÃÙ M. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒ M^{−1}a. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÃÅÌÙÊ ŒÅËÔÏÒ ‘, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ b := M^{−1}a + ‘ ÐÏÐÁÄÅÔ Œ ËÕÂ [0; 1)^d. ôÏÇÄÁ ÃÅÌÙÊ ŒÅËÔÏÒ Mb ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ H(M), É ŒÅËÔÏÒ a ÓÒÁŒÎÉÍ Ó ŒÅËÔÏÒÏÍ Mb ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÁÔÒÉÃÙ M. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. íÎÏÖÅÓÔŒÏ H(M) ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ M-ÃÉÆÒ. œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÔÁËÏÊ ŒÙÂÏÒ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅ- ÎÅÎ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ m-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÂÏÒ ÃÉÆÒ {0; 1; : : : ; (m − 1)} ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ∩ m[0; 1).

éÎÏÇÄÁ ÂÙŒÁÅÔ ÕÄÏÂÎÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M-ÃÉÆÒ D(M) ŒÚÑÔØ ŒÅËÔÏÒÙ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. åÓÌÉ Õ ÍÁÔÒÉÃÙ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ a ∈ Z^d ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Õ ŒÅËÔÏÒÁ

M^{−1}a =

(a_1 m ; a_2 m ; · · · ;

a_d m ) ; a_1; : : : ; a_d ∈ Z; (2)

ÞÉÓÌÁ a_1; : : : ; a_d ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, Ô.Å. ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ (îïä) ÞÉÓÅÌ a_1; : : : ; a_d ÒÁŒÅÎ 1, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (∗). õÓÌÏŒÉÅ (∗) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ Õ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÏÓÔÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ (ÔÏÇÄÁ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ŒÅËÔÏÒÁ a ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÎÅ ÓÒÁŒÎÉÍÙÊ Ó ÎÕÌÅÍ ŒÅËÔÏÒ). ôÁËÖÅ ÕÓÌÏŒÉÅ (∗) ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÓÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏ- ÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ (M_{11}; M_{12}; : : : ; M_{1d})^T , ÇÄÅ M_{ij} { ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ M, ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏ- ÓÔÙ. ôÏÇÄÁ, ŒÚÑŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ a ŒÅËÔÏÒ e_1 = (1; 0; : : : ; 0), ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ M^{−1}e_1 =^1_m (M_{11}; M_{12}; : : : ; M_{1d})^T É ŒÅËÔÏÒ a = e_1 ÉÓËÏÍÙÊ. õÓÌÏ- ŒÉÅ (∗) ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ îïä ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÅ ÒÁŒÅÎ 1.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ M { ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ŒÙÐÏÌ- ÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (∗). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ a ∈ Z^d ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ (a_M ) := { 0; a; 2a; : : : ; (m − 1)a } ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M-ÃÉÆÒ D(M).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (a_M ) ÓÏÄÅÒÖÉÔ m ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÒÁÚÎÙÍ ËÌÁÓÓÁÍ

202 é. å. íáëóéíåîëï, å. ì. òáâëéî

ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÁÔÒÉÃÙ M. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ k · a, 1 � k � m − 1, ÎÅ ÓÒÁŒÎÉÍ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÁÔÒÉÃÙ M. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ, Ô.Å. ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k, 1 � k � m − 1, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ ‘ ∈ Z^d ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ka = M‘ ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ,

‘ = kM^{−1}a = k m (a_1; a_2; : : : ; a_d):

ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÁ a_1; a_2; : : : ; a_d ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ŒÅËÔÏÒ ‘ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÃÅÌÙÍ ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ k; 1 � k � m − 1. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. □

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m { ÐÒÏÓÔÏÅ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, m = 2k + 1, ÔÏ, ŒÙÂÉÒÁÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ a ∈ Z^d, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ M-ÃÉÆÒ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {na}, n = −k; −k + 1; : : : ; k.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ‖M‖ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÎÏÒÍÕ ÍÁÔÒÉÃÙ M ÉÚ R^d Œ R^d, Ô.Å. ‖M‖ = √ max –_{MM} ∗ , ÇÄÅ –_{MM} ∗ { ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÁÔÒÉÃÙ MM^∗. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ M ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÒÁÓÔÑÖÅ- ÎÉÑ, ÅÓÌÉ M { ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ d × d ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÂÏÌØÛÅ 1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÉ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ M ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅ ÐÏ ŒÓÅÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÍ, Ô.Å. lim_{n→∞} |M^nx| = ∞ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

x ∈ R^d, x ≠ 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ lim_{n→+∞} ‖M^{−n}‖ = 0 É ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ∞∑ n=1 ‖M^{−n}‖ < ∞: (3)

üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÅÓØ ÓÐÅËÔÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ M^{−1} (Œ ËÏÎÅÞÎÏ- ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÐÅËÔÒ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÁÂÏÒÏÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ) ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ {– ∈ C : |–| � r(M^{−1})}, ÇÄÅ r(M^{−1}) := lim_{n→∞} ‖M^{−n}‖^{1=n} { ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÍÁÔÒÉÃÙ M^{−1}, Á ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÒÕÇÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÓÐÅËÔÒÁ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [3, Ó. 267]). ðÏÓËÏÌØËÕ Õ ÍÁÔÒÉÃÙ M^{−1} ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÉÈ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, r(M^{−1}) < 1, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ‖M^{−n}‖ ÕÂÙŒÁÅÔ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.

ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ M { ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ, D(M) { ÎÁÂÏÒ M-ÃÉÆÒ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ s_k ∈ D(M) É ÄÌÑ ŒÓÅÈ N ∈ N ÉÍÅÅÍ | | | | N∑ k=1 M^{−k}s_k | | | | � C^M ;

íîïçïíåòîùå óéóôåíù óþéóìåîéñ 203

ÇÄÅ C_M =^{+∞} ∑ k=1 ‖M^{−k}‖ max_{s∈D(M)} |s|.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. | | | N∑ k=1 M^{−k}s_k | | | � N∑ k=1 |M^{−k}s_k| � N∑ k=1 ‖M^{−k}‖ |s_k|

� max

s∈D(M) |s| +∞∑ k=1 ‖M^{−k}‖ =: C_M :

óÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÑÄÁ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (3). □ §3. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ

ðÕÓÔØ M { ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ, D(M) { ÎÁÂÏÒ M-ÃÉÆÒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. îÁÚÏŒÅÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ z_0 ∈ Z^d ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ M ÄÌÉÎÙ r (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÎÁÂÏÒÕ M-ÃÉÆÒ D(M)), ÅÓÌÉ

z_0 = M^rz_0 + M^{r−1}s_{r−1} + · · · + Ms_1 + s_0; s_0; : : : ; s_{r−1} ∈ D(M); (4)

ÇÄÅ r { ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ.

ðÏÌÏÖÉÍ z_1 := M^{−1}(z_0 − s_0). œÅËÔÏÒ z_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÍ ÄÌÉÎÙ r Ó ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÃÉÆÒ s_1; : : : ; s_{r−1}; s_0, Ô.Å.

z_1 = M^rz_1 + M^{r−1}s_0 + M^{r−2}s_{r−1} + : : : + s_1:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ z_0 { ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀ- ÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ ÄÌÉÎÙ r, ÔÏ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÉÍ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÍÉ ÄÌÉÎÙ r ÂÕÄÕÔ ŒÅËÔÏÒÙ z_1; : : : ; z_{r−1}, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (4) Ó ËÒÕ- ÇÏŒÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ M-ÃÉÆÒ s_0; s_1; : : : ; s_{r−1}.

ôÅÏÒÅÍÁ 6 (ï \ÄÅŒÑÔËÁÈ"). ðÕÓÔØ M { ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ, D(M) { ÎÁÂÏÒ M-ÃÉÆÒ, ŒÅËÔÏÒ z_0 { ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÊ ŒÉÄÁ (4). ôÏÇÄÁ

−z_0 = ∞∑ l=0 M^{−lr} r∑ k=1 M^ks_{r−k} = ∞∑ l=1 M^{−l}y_l; (5)

204 é. å. íáëóéíåîëï, å. ì. òáâëéî

ÇÄÅ y_l = y_{rk+n} = s_{r−n} ∈ D(M), n = 0; : : : ; r − 1, k ∈ Z^d. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÅËÔÏÒ z_0 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (4). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ s ŒÅË- ÔÏÒ^{r−1} ∑ k=0 M^ks_k, ÔÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒ z_0 ÒÁŒÅÎ M^rz_0 + s. ðÏÓÞÉÔÁŒ ÓÕÍÍÕ ÇÅÏ-

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ M^{−r}, ÐÏÌÕÞÉÍ^∞ ∑ l=1 M^{−lr}s = (M^r − I_d)^{−1}s. ðÏÌÏÖÉÍ a := (M^r − I_d)^{−1}s, ÔÏÇÄÁ s = M^ra − a. îÏ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, s = z_0 − M^rz_0, ŒÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÒÕ- ÇÏÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ z_0 + a = M^r(z_0 + a). îÏ Õ ÍÁÔÒÉÃÙ M ÎÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÒÁŒÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÚÎÁÞÉÔ, ÉÈ ÎÅÔ É Õ ÍÁÔÒÉÃÙ M^r, ÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, z_0 = −a = −^∞ ∑ l=1 M^{−lr}s. □

ôÅÏÒÅÍÕ 6 ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ \Œ ÌÏÂ". éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

z_0 = M^{−r}z_0 − M^{−1}s_{r−1} − · · · − M^{−r+1}s_1 − M^{−r}s_0 = M^{−2r}z_0 − M^{−r−1}s_{r−1} − · · · − M^{−2r+1}s_1 − M^{−2r}s_0 −M^{−1}s_{r−1} − · · · − M^{−r+1}s_1 − M^{−r}s_0 = · · · = = − ∞∑ l=0 M^{−lr} r∑ k=1 M^ks_{r−k} = − ∞∑ l=1 M^{−l}y_l;

ÇÄÅ y_l = y_{rk+n} = s_{r−n}. □ úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ z_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÍ ÄÌÉÎÙ 1, z_0 = Mz_0+ s_0, ÔÏ −z_0 = ∞∑ l=1 M^{−l}s_0: (6)

œ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÃÉÆÒ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ −1,

−(−1) = 1 = 0; (9) = 0; 999 : : : = ∞∑ l=1 10^{−l}9:

M-ÃÉÆÒÁ s_0 Œ ÓÉÔÕÁÃÉÉ (6) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÃÉÆÒÙ \9". ïÄÎÁËÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ \ÄÅŒÑÔËÁ" ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÏÄÎÁ. äÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ M ÂÕ- ÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ M-ÄÅŒÑÔÏË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ M-ÃÉÆÒ s_{r−1}; : : : ; s_0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Õ ÄÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ, É ËÁÖÄÏÍÕ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÅÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÔØ ÓŒÏÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ M-ÄÅŒÑÔÏË.

íîïçïíåòîùå óéóôåíù óþéóìåîéñ 205

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 7. ðÕÓÔØ M { ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ

|z_0| � C_M

ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ z_0 ÍÁÔÒÉÃÙ M, ÇÄÅ C_M { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 6 É ÌÅÍÍÙ 4. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÃÅÐÏÞËÁ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÈ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ, ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÎÅÞÎÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ŒÓÅ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ M, ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÕ C_M , Á ÐÏÔÏÍ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ M-ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (ÓÍ. ÎÉÖÅ) ŒÓÅ ÃÅÌÏ- ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, ÍÏÄÕÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ŒÅÌÉÞÉÎÙ C_M . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ ÄÌÉÎÙ r ŒÉÄÁ (4) ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ

ËÁË ÓÕÍÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ z = −(M^r − I_d)^{−1 r−1} ∑ k=0 M^ks_k.

åÓÌÉ C_M < 1, ÔÏ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÅÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 8 (ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ). ðÕÓÔØ M { ÍÁ- ÔÒÉÃÁ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ, D(M) { ÎÁÂÏÒ M-ÃÉÆÒ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ Z^d ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ

x = M^{N+1}z_0 + N∑ k=0 M^ky_k; (7)

ÇÄÅ N ∈ N, y_0; : : : ; y_N ∈ D(M), Á ŒÅËÔÏÒ z_0 ∈ Z^d ÌÉÂÏ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀ- ÝÉÊ, ÌÉÂÏ ÎÕÌÅŒÏÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (7) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ Œ ÓÌÕÞÁÅ z_0 = 0 ÉÓËÌÀÞÉÔØ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ y_N = 0 (Ô.Å. ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÝÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ N − 1), Á Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ z_0 { ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀ- ÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ, ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ M-ÃÉÆÒÁ y_N ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ M-ÄÅŒÑÔËÏÊ (Ô.Å. Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅËÔÏÒ Mz_0 + s_0 ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ z_1, ÇÄÅ z_1 ÌÉÂÏ ÒÁŒÅÎ z_0, ÌÉÂÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÒÕÇÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÉÚ ÃÅÐÏÞËÉ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÄÌÉÎÙ r > 1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ x ∈ Z^d. œÅË- ÔÏÒ x ÓÒÁŒÎÉÍ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ M-ÃÉÆÒ ÉÚ D(M), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÞÅÒÅÚ y_0, ÔÏ ÅÓÔØ x = Ma_0 + y_0, ÇÄÅ a_0 ∈ Z^d. äÁÌÅÅ, ŒÅËÔÏÒ a_0 ÓÒÁŒÎÉÍ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ M-ÃÉÆÒ ÉÚ D(M), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÞÅÒÅÚ y_1, ÔÏ ÅÓÔØ a_0 = Ma_1 + y_1,

206 é. å. íáëóéíåîëï, å. ì. òáâëéî

ÇÄÅ a_1 ∈ Z^d. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ x = M^2a_1 + My_1 + y_0 É Ô.Ä. ïÓÔÁÎÏŒÉŒÛÉÓØ ÎÁ n-Í ÛÁÇÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ

x = M^{n+1}a_n + M^ny_n + · · · + My_1 + y_0; (8)

ÇÄÅ y_0; : : : ; y_n ∈ D(M), a_n ∈ Z^d. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ x ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÄÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. ïÓÔÁÎÏŒÉŒÛÉÓØ ÎÁ n-Í ÛÁÇÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ

x = M^{n+1}a^1_n + M^ny^1_n + · · · + My^1 + y^1_0 : (9)

ðÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ÐÒÁŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ (8) É (9), ÐÏÌÕÞÉÍ

M^{n+1}a_n + M^ny_n + : : : + My_1 + y_0 = M^{n+1}a^1_n + M^ny^1_n + : : : + My^1 + y^1_0 :

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ y_0 ÓÒÁŒÎÉÍ Ó ŒÅËÔÏÒÏÍ y^1_0 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÁÔÒÉÃÙ M. ðÏÓËÏÌØËÕ y_0, y^1_0 ∈ D(M), ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. œÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ÐÒÁŒÏÊ É ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ y_0 É ÄÏÍÎÏÖÁÑ ÓÌÅŒÁ ÎÁ M^{−1}, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ y_1 = y^1 . é ÔÁË ÄÁÌÅÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, y_k = y^1_k ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k = 0; : : : ; n, Á ÚÎÁÞÉÔ É a_n = a^1_n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ (8) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÔØÓÑ ÎÁ n-Í ÛÁÇÅ.

ïÃÅÎÉÍ ÍÏÄÕÌØ ŒÅËÔÏÒÏŒ a_n. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ 4, ÐÏÌÕÞÉÍ

|a_n| = |M^{−n−1}x − M^{−1}y_n − : : : − M^{−n}y_1 − M^{−n−1}y_0|

� |M^{−n−1}x| + | | | | n+1∑ k=1 M^{−k}y_{n−k} | | | | � C + C^M ;

ÇÄÅ C { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ. œÅËÔÏÒÙ a_n { ÃÅÌÏÞÉ- ÓÌÅÎÎÙÅ, ÉÈ ÍÏÄÕÌØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, ÚÎÁÞÉÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ a_n ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÛÁÇÅ ÌÉÂÏ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÅ ÏÂÏÒŒÅÔÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ a_k = 0, ÌÉÂÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ŒÅËÔÏÒ a_k, ËÏÔÏÒÙÊ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÓÑ ÒÁÎØÛÅ. ðÕÓÔØ a_n = a_k ÐÒÉ k > n. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ŒÅËÔÏÒ x ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, ÏÓÔÁÎÏŒÉŒÛÉÓØ ÎÁ n-Í É ÎÁ k-Í ÛÁÇÅ:

x = M^{k+1}a_k + M^ky_k + : : : + M^{n+1}y_{n+1} + M^ny_n + : : : + My_1 + y_0;

x = M^{n+1}a_n + M^ny_n + : : : + My_1 + y_0:

œÙÞÔÅÍ ÏÄÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄÌÑ a_n:

0 = (M^{k+1} − M^{n+1})a_n + M^ky_k + : : : + M^{n+1}y_{n+1}

íîïçïíåòîùå óéóôåíù óþéóìåîéñ 207 ÉÌÉ a_n = M^{k−n}a_n + M^{k−n−1}y_k + : : : + My_{n+2} + y_{n+1}:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÅËÔÏÒ a_n ÂÕÄÅÔ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÍ ÄÌÉÎÙ k − n. åÓÌÉ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ x ÂÕÄÅÍ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÔØÓÑ ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀ- ÝÅÍ ŒÅËÔÏÒÅ, ÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. □

åÓÌÉ ÐÒÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ x ŒÅËÔÏÒ z_0 ÏËÁÚÁÌÓÑ ÒÁŒÎÙÍ ÎÕÌÀ, ÔÏ ŒÅËÔÏÒ x ÎÁÚÏŒÅÍ M-ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ z_0 ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ ŒÅËÔÏÒ x ÎÁÚÏŒÅÍ M-ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ŒÅËÔÏ- ÒÏÍ. üÔÏ ÈÏÒÏÛÏ ŒÉÄÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 1{4.

œÙÂÏÒ ÃÉÆÒ ŒÌÉÑÅÔ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÎÁ \ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ" É \ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔØ" ŒÅËÔÏÒÏŒ. ðÒÉ ÄÅÓÑÔÉÞ- ÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÃÉÆÒ ŒÚÑÔØ ÞÉÓÌÁ 10; 11; : : : ; 19, ÔÏ \ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ" ÂÕÄÕÔ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÅÎØÛÉÅ 10. åÓÌÉ ÖÅ ŒÙÂÒÁÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÃÉÆÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {−4; −3; : : : ; 4; 5}, ÔÏ ŒÓÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÂÕÄÕÔ \ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ". âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9. ðÕÓÔØ n ∈ Z, |n| > 1 { ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÞÉ- ÓÌÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ n ≠ 2, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÉÆÒ D(n) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔÓÕÔÓÔŒÏŒÁÌÉ, É ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ x ∈ Z ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ) Œ ŒÉÄÅ x = N∑ k=0 n^kd_k;

ÇÄÅ d_k ∈ D(n); k = 1; : : : ; N.

åÓÌÉ n = 2, ÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÃÉÆÒ ÂÕÄÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏ- ŒÁÔØ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ É \ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ" ÞÉÓÌÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ n; |n| > 2. åÓÌÉ n { ÞÅÔÎÏÅ, |n| = 2k, ÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÃÉÆÒ ŒÏÚØÍÅÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ D(n) := {−k + 1; −k + 2; : : : ; 0; 1; : : : ; k}. åÓÌÉ n { ÎÅÞÅÔÎÏÅ, |n| = 2k + 1, ÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÃÉÆÒ ŒÏÚØÍÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ D(n) := {−k; −k + 1; : : : ; 0; 1; : : : ; k}. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ z_0 ÄÌÉÎÙ R, ÔÏ ÅÓÔØ

z_0 = n^Rz_0 +

R−1∑ j=0 n^j d_j ;

208 é. å. íáëóéíåîëï, å. ì. òáâëéî

ÇÄÅ d_j ∈ D(n). ôÏÇÄÁ

z_0 = −(n^R − 1)^{−1}

R−1∑ j=0 n^j d_j :

ïÃÅÎÉÍ ÍÏÄÕÌØ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ, ÕÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ max |d_j |<k.

|z_0| � |(n^R − 1)^{−1}|k

R−1∑ j=0 |n|^j = k |n^R − 1| · |n|^R − 1 |n| − 1 � k |n| − 1

< 1:

þÉÓÌÏ z_0 { ÃÅÌÏÅ, ÅÇÏ ÍÏÄÕÌØ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÚÎÁÞÉÔ, z_0 = 0.

åÓÌÉ n = −2, ÔÏ, ŒÙÂÉÒÁÑ ÎÅÎÕÌÅŒÕÀ ÃÉÆÒÕ, ÒÁŒÎÕÀ 1, ÐÏÌÕÞÉÍ

|z_0| � |((−2)^R − 1)^{−1}| | | | | R−1∑ j=0 (−2)^j · d_j | | | | < | | |^{R−1} ∑ j=0 2^j | | | |2^R − 1|

= 1;

ÇÄÅ d_j ÒÁŒÎÏ 0 ÉÌÉ 1. é ÏÐÑÔØ, ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÏÄÕÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÅÍ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ n = 2 É ÐÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ d ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÃÉÆÒÏÊ. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ z_0 = 2z_0 + d ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ z_0 = −d, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ −d ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÍ ÄÌÉÎÙ 1. □

ìÅÍÍÁ 10. ðÕÓÔØ n { ÏÓÎÏŒÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ \ÃÉÆÒÙ" ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌÏ (n − 1) ÚÁÃÉËÌÉŒÁ- ÀÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÄÌÉÎÙ 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÃÉÆÒ ŒÏÚØÍÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

D(n) = {0; n − 1; 2(n − 1); : : : ; (n − 1)(n − 1)}:

üÔÉ ÃÉÆÒÙ ÎÅ ÓÒÁŒÎÉÍÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÔÁË ËÁË, ÅÓÌÉ k(n − 1) ≡ 0 (mod n), 1 � k � n − 1, ÔÏ k(n − 1) = n‘ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ‘, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ‘ = k −^k_n , ÞÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÃÅÌÙÍ ÐÒÉ 1 � k � n − 1. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ (−r), r = 1; 2; : : : ; n − 1, ÂÕÄÕÔ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÍÉ ÄÌÉÎÙ 1, ÔÁË ËÁË −r = n · (−r) + r · (n − 1). □

íîïçïíåòîùå óéóôåíù óþéóìåîéñ 209

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 11. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k; 1 � k � n − 1, ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÃÉÆÒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÁŒÎÑÌÏÓØ k. åÓÌÉ n ≠ 2, ÔÏ k ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9). œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÃÉÆÒ ŒÏÚØÍÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

D(n) = {0; 1; : : : ; n − k − 1; (n − 1); 2(n − 1); : : : ; k(n − 1)}:

ðÒÉ n = 10 ŒÙÂÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÃÉÆÒ {0; 9; 18; 27; 36; 45; 54; 63; 72; 81} ŒÌÅÞÅÔ 9 ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÈ ÞÉÓÅÌ

−1 = 10 · (−1) + 9; −2 = 10 · (−2) + 18; −3 = 10 · (−3) + 27; : : : ;

ŒÙÂÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÃÉÆÒ {0; 1; 9; 18; 27; 36; 45; 54; 63; 72} ŒÌÅÞÅÔ 8 ÚÁ- ÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÈ ÞÉÓÅÌ; ŒÙÂÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÃÉÆÒ {0; 1; 2; 9; 18; 27; 36; 45; 54; 63} ŒÌÅÞÅÔ 7 ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÈ ÞÉÓÅÌ É Ô.Ä.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ M = ( 1 1 −1 1 )

ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÃÉÆÒÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÊ ŒÅË- ÔÏÒ ÄÌÉÎÙ 1. œÙÒÁÖÁÑ z_0 ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ z_0 = Mz_0 + s_0, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

z_0 = −(M − I)^{−1}s_0 = − ( 0 1 −1 0

)_{−1}

s_0 = ( 0 1 −1 0 ) s_0:

ôÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÃÉÆÒÙ s_0, ŒÅËÔÏÒ

(_{0 1}

−1 0 ) s_0 ÂÕ- ÄÅÔ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÍ ÄÌÉÎÙ 1.

§4. ðÒÉÍÅÒÙ

œ ÐÒÉÍÅÒÁÈ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M-ÃÉÆÒ ŒÚÑÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ H(M) (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1).

ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ

M_1 = ( 1 1 −2 1 ) : åÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁŒÅÎ 3, ÅÅ M_1-ÃÉÆÒÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ 3 ŒÅËÔÏÒÁ

s_0 = ( 0 0 ) ; s_1 = ( 1 0 ) É s_2 = ( 1 −1 ) :

210 é. å. íáëóéíåîëï, å. ì. òáâëéî

úÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ z_0 =

(_0 −1 ) , ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ z_0 = M_1z_0 + s_1:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, z_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÄÌÉÎÙ 1, ŒÅË- ÔÏÒ (1; 0)^T ÑŒÌÑÅÔÓÑ M_1-ÄÅŒÑÔËÏÊ.

îÁ ÒÉÓÕÎËÅ 1 ÓÉÍŒÏÌÏÍ \?" ÏÔÍÅÞÅÎÙ M_1-ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ É ÓÉÍŒÏÌÏÍ \·" { M_1-ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ Œ ÄÉÁÐÁÚÏÎÅ [−40; 40] × [−40; 40]. ðÒÏÓÌÅÖÉŒÁÅÔÓÑ ÆÒÁËÔÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ.

òÉÓ. 1. ðÒÉÍÅÒ 1.

ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ

M_2 = ( 5 1 −2 1 ) : åÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁŒÅÎ 7, Õ ÎÅÅ 7 M_2-ÃÉÆÒ. á ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÍÉ ŒÅË- ÔÏÒÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ

z_{01} = ( 0 −1 ) ; z_{02} = ( 0 −2 ) É z_{03} = ( 0 −3 ) :

íîïçïíåòîùå óéóôåíù óþéóìåîéñ 211

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ

z_{01} = M_2z_{01} + (1; 0)^T ; z_{02} = M_2z_{02} + (2; 0)^T ; z_{03} = M_2z_{03} + (3; 0)^T :

ôÏ ÅÓÔØ Õ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ 3 ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÁ ÄÌÉÎÙ 1 ËÁÖÄÙÊ É 3 M_2-ÄÅŒÑÔËÉ (1; 0)^T , (2; 0)^T , (3; 0)^T .

òÉÓ. 2. ðÒÉÍÅÒ 2.

ðÒÉÍÅÒ 3. õ ÍÁÔÒÉÃÙ

M_3 = ( 2 7 1 −3 )

ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁŒÅÎ −13, ÚÎÁÞÉÔ, Õ ÎÅÅ 13 M_3-ÃÉÆÒ. úÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÙ z_{01} = (−1; 0)^T É z_{02} = (−1; −1)^T , ÎÏ ÏÎÉ ŒÈÏÄÑÔ Œ ÏÄÎÕ ÃÅÐÏÞËÕ, Ô.Å. ( −1 0 ) = M^2_3 ( −1 0 ) + M_3 ( 1 0 ) + ( 8 −2 )

É ( −1 −1 ) = M^2_3 ( −1 −1 ) + M_3 ( 8 −2 ) + ( 1 0 ) :

212 é. å. íáëóéíåîëï, å. ì. òáâëéî

òÉÓ. 3. ðÒÉÍÅÒ 3.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Õ ÍÁÔÒÉÃÙ M_3 ÄŒÁ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÁ, ŒÈÏÄÑ- ÝÉÈ Œ ÏÄÎÕ ÃÅÐÏÞËÕ ÄÌÉÎÙ 2, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ M_3-ÄÅŒÑÔÏË ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÙ (1; 0)^T , (8; −2)^T . ðÒÉÍÅÒ 4. õ ÍÁÔÒÉÃÙ

M_4 = ( 0 5 −2 3 )

ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÅÔ, É ŒÓÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ M_4-ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ, M_4-ÄÅŒÑÔÏË ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

ðÒÉÍÅÒ 5. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ 4 ÐÏËÁÚÁÎÙ M-ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ É M- ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÄÌÑ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ M =

(_{1 1}

−1 1 ) . æÒÁË- ÔÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÐÒÏÓÌÅÖÉŒÁÅÔÓÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÏÔÞÅÔÌÉŒÏ.

§5. óŒÏÊÓÔŒÁ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ôÅÏÒÅÍÁ 12 (ïÂÒÁÔÎÁÑ). ðÕÓÔØ M { ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ, D(M) { ÎÁÂÏÒ M-ÃÉÆÒ. ðÕÓÔØ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ z ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ z =^∞ ∑ l=1 M^{−l}y_l, y_l ∈ D(M). ôÏÇÄÁ ÌÉÂÏ z { ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ É ŒÓÅ M- ÃÉÆÒÙ y_l ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ ŒÅËÔÏÒ −z { ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÊ É M-ÃÉÆÒÙ

íîïçïíåòîùå óéóôåíù óþéóìåîéñ 213

òÉÓ. 4. ðÒÉÍÅÒ 5.

y_l ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ Œ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ É ÐÏŒÔÏÒÑÀÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 6).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÃÅÌÙÊ ŒÅËÔÏÒ z ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ z =^∞ ∑ l=1 M^{−l}y_l, ÔÏÇÄÁ ÄÏÍÎÏÖÉÍ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ M^p, ÇÄÅ p ∈ N ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÏÚÖÅ, É ÐÅÒÅÎÅÓÅÍ ŒÌÅŒÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ:

M^pz − (M^{p−1}y_1 + M^{p−2}y_2 + : : : + y_p) = ∞∑ l=1 M^{−l}y_{p+l} =: b: (10)

ðÏ ÌÅÍÍÅ 4 ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (10) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ p ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ |b| = | |^∞ ∑ l=1 M^{−l}y_{l+p} | | � CM . úÎÁÞÉÔ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ b ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÅÒŒÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ b_0. äÏÍÎÏÖÉŒ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (10) ÎÁ −1, ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ −b_0 = M^p(−z) + M^{p−1}y_1 + M^{p−2}y_2 + : : : + y_p: (11) õ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ −b_0 É −z ÅÓÔØ M-ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ: −b_0 = M^j w_0 + M^{j−1}v_{j−1} + : : : + v_0 É −z = M^kz_0 + M^{k−1}u_{k−1} + : : : + u_0,

214 é. å. íáëóéíåîëï, å. ì. òáâëéî

ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ ÉÈ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (11):

M^j w_0 + M^{j−1}v_{j−1} + : : : + v_0 = (12)

M^{p+k}z_0 + M^{p+k−1}u_{k−1} + : : : + M^pu_0 + M^{p−1}y_1 + M^{p−2}y_2 + : : : + y_p;

ÇÄÅ w_0 É z_0 ÌÉÂÏ ÎÕÌÅŒÙÅ, ÌÉÂÏ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÅ ŒÅËÔÏÒÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÅËÔÏÒ b_0 ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ p > j + 1, ÉÎÁÞÅ ÐÒÏÄÅÌÁÅÍ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ (10) ÅÝÅ ÎÕÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. îÏ Õ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÅÇÏ M-ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ, ÚÎÁÞÉÔ v_0 = y_p; : : : ; v_{j−1} = y_{p−j+1} É

w_0 = M^{p+k−j} z_0 + M^{p+k−1−j} u_{k−1} + · · · + M^{p−j} u_0

+ M^{p−1−j} y_1 + M^{p−2−j} y_2 + · · · + y_{p−j} : (13)

óÌÕÞÁÊ 1. œÅËÔÏÒ −b_0 { M-ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ, ÔÏ ÅÓÔØ w_0 = 0, ÔÏÇÄÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (13) ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

0 = M^{p+k−j} z_0 + M^{p+k−1−j} u_{k−1} + : : : + M^{p−j} u_0

+M^{p−1−j} y_1 + M^{p−2−j} y_2 + : : : + y_{p−j} ;

ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ y_1 = · · · = y_{p−j} = 0 É u_0 = · · · = u_{k−1} = z_0 = 0 ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ M-ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÃÅÌÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ, ŒÓÅ M-ÃÉÆÒÙ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ.

óÌÕÞÁÊ 2. œÅËÔÏÒ −b_0 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ M-ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, Ô.Å. w_0 ≠ 0 ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÊ ÄÌÉÎÙ r, Ô.Å. w_0 = M^rw_0 + M^{r−1}q_{r−1} + · · · + q_0, ÇÄÅ q_0; : : : ; q_{r−1} ∈ D(M), ÐÒÉÞÅÍ, ÐÒÏÄÏÌÖÉŒ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ w_0 = M^{2r}w_0 +M^{2r−1}q_{r−1} +· · ·+M^rq_0 +M^{r−1}q_{r−1} +· · ·+q_0, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ- ÄÏÌÖÉÔØ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ w_0 ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÓËÏÌØËÏ ÎÕÖÎÏ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ (13) ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

w_0 = M^{2r}w_0 + M^{2r−1}q_{r−1} + · · · + M^rq_0 + M^{r−1}q_{r−1} + · · · + q_0

= M^{p+k−j} z_0 + M^{p+k−1−j} u_{k−1} + · · · + M^{p−j} u_0

+M^{p−1−j} y_1 + M^{p−2−j} y_2 + · · · + y_{p−j} :

éÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ M-ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÐÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ÃÉÆÒÙ ÐÒÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ M, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ −z ÏÄÉÎ ÉÚ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÄÌÉÎÙ r ÃÅÐÏÞËÉ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÊÓÑ ŒÅË- ÔÏÒÏÍ w_0. □

íîïçïíåòîùå óéóôåíù óþéóìåîéñ 215

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 13 (ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ). åÓÌÉ 0 = N∑ l=−∞

M^ly_l; y_l ∈ D(M);

ÔÏ y_l = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ l = N; N − 1; : : : .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ N = 0, ÔÁË ËÁË ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ M^{−N} É ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ. ðÅÒÅÎÏÓÑ y_0 ŒÌÅŒÏ, ÐÏÌÕÞÉÍ −y_0 =^∞ ∑ l=1 M^{−l}y_l, ÐÒÉÞÅÍ ŒÅËÔÏÒ y_0 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ y_0 { M-ÃÉÆÒÁ. úÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 12 ŒÅËÔÏÒ y_0 ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ y_1; : : : ; y_k; : : : ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍÉ ÃÉÆÒÁÍÉ. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 14 (ï ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ). åÓÌÉ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÑ í-ÄÅŒÑÔÏË, ÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÏ ÌÀÂÙÍ (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ É/ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ) ÓÔÅÐÅÎÑÍ ÍÁÔÒÉÃÙ M ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

üÔÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ 8 É 12.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ ÏÂ M-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÏÂÑÈ. œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ ÐÒÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÄÒÏÂÉ Œ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, ÄÒÏÂØ ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÊ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 4=7 = 0; (571428); 7=65 = 0; 1(076923). ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ, ÎÁÚÏŒÅÍ M- ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ ŒÅËÔÏÒ, Œ M-ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ, M-ÃÉÆÒÙ ÐÏŒÔÏÒÑÀÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉ: M^{−1}d_1 + · · · + M^{−n}d_n + M^{−n−1}d_1 + · · · + M^{−2n}d_n + M^{−2n−1}d_1 + · · ·

= (M^n − I_d)^{−1}g = ∞∑ k=1 M^{−kn}g;

ÇÄÅ g = M^{n−1}d_1 + · · · + Md_{n−1} + d_n.

§6. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ôÅÏÒÅÍÁ 15 (óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ). ðÕÓÔØ M { ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ, D(M) { ÎÁÂÏÒ M-ÃÉÆÒ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ x ∈ R^d ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ x = M^{N+1}z_0 + ∞∑ l=−N

M^{−l}s_l; s_l ∈ D(M); (14)

216 é. å. íáëóéíåîëï, å. ì. òáâëéî

ÇÄÅ N ∈ N, Á ŒÅËÔÏÒ z_0 ÌÉÂÏ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÊ, ÌÉÂÏ ÎÕÌÅŒÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ z_n ÃÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ ŒÅËÔÏÒÁ M^nx, Ô.Å. M^nx = z_n + r_n, ÇÄÅ r_n ∈ [0; 1)^d. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ M^{−n}z_n ÒÁŒ- ÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÔÁË ËÁË |M^{−n}z_n| � |x| + √ d. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ x = lim_{n→∞} M^{−n}z_n: (15)

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 8 ËÁÖÄÙÊ ÃÅÌÙÊ ŒÅËÔÏÒ z_n ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ

z_n = M^{N+1}w_0 + N∑ k=0 M^ks_k;

ÇÄÅ N ∈ N, s_0; : : : ; s_N ∈ D(M), Á ŒÅËÔÏÒ w_0 ∈ Z^d ÌÉÂÏ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀ- ÝÉÊ, ÌÉÂÏ ÎÕÌÅŒÏÊ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ z_n ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ ÂÅÚ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÎÉÑ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÏÄÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ z_{nk} , ÔÁËÕÀ ÞÔÏ ŒÓÅ z_{nk} ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ ÂÅÚ ÚÁÃÉËÌÉ- ŒÁÎÉÑ.

òÁÚÌÏÖÉŒ z_{nk} ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ ÍÁÔÒÉÃÙ M É ÕÍÎÏÖÉŒ ÎÁ M^{−nk} , ÐÏÌÕ- ÞÉÍ b_k := M^{−nk} z_{nk} =

L_k∑

‘=−N_k

M^‘s_‘:

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ L_k ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ |L_k| � C ÄÌÑ ŒÓÅÈ k ∈ N. œÅËÔÏÒÙ b_k ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Œ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÅÒŒÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒ

b_k = −1∑ ‘=−N_k

M^‘s_‘ +

L_k∑

‘=0 M^‘s_‘

ÔÏÖÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ k) ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C_M . úÎÁ- ÞÉÔ, É ŒÔÏÒÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ L_k = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÉÎÁÞÅ ÐÏÌÏÖÉÍ L := max L_k É ÒÁÚÌÏÖÉÍ ŒÅËÔÏÒ M^{−L}x, Á ÐÏÔÏÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÏÍÎÏÖÉÍ ÎÁ M^L.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÄÁÌÅÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ëÁÎÔÏÒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b_k. èÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ M-ÃÉÆÒ, ÓÔÏÑÝÉÈ Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ b_k ÐÒÉ M^{−1}, ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÞÅÒÅÚ s_1.

íîïçïíåòîùå óéóôåíù óþéóìåîéñ 217

œÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ b_k ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b^1_k, Õ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ ÍÅÓÔÅ ÓÔÏÉÔ s_1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÚ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ b^1_k ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b^2_k, ÎÁ ŒÔÏÒÏÍ ÍÅÓÔÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÃÉÆÒÁ, ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÁÑÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÚ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÞÅÒÅÚ s_2 É Ô.Ä. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ b^‘ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë x, ÔÁË ËÁË ÜÔÏ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

lim_{‘→∞} b^‘ = ∞∑ l=1 M^{−l}s_l

ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ. éÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ x. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ z_n ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Ó ÚÁ- ÃÉËÌÉŒÁÎÉÅÍ. òÁÚÌÏÖÉŒ z_n ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ ÍÁÔÒÉÃÙ M É ÕÍÎÏÖÉŒ ÎÁ

M^{−n}, ÐÏÌÕÞÉÍ M^{−n}z_n = M^{Ln+1}w_0 +^{Ln} ∑ ‘=−N_n

M^‘s_‘, ÐÒÉÞÅÍ, ËÁË É ŒÙÛÅ,

ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ L_n = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n (ÅÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÚÁÃÉËÌÉ- ŒÁÀÝÅÅÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÂÏÒŒÁÌÏÓØ ÒÁÎØÛÅ, ÔÏ ÅÇÏ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ- ÄÏÌÖÉÔØ, ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 8). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ M^{−n}z_n ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÊÓÑ ŒÅËÔÏÒ w_0, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ z_{nk} , ÔÁËÕÀ ÞÔÏ ŒÓÅ M^{−nk} z_{nk} ÐÒÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ ÍÁÔÒÉÃÙ M ÉÍÅÀÔ ÐÒÉ ÎÕ- ÌÅŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ w_0. ðÏÌÏÖÉÍ b_k := M^{−nk} z_{nk} . äÁÌÅÅ, ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ËÁË Œ ÓÌÕÞÁÅ ÂÅÚ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ

x = lim_{‘→∞} b^‘ = w_0 + ∞∑ l=1 M^{−l}s_l: □

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

1. é. äÏÂÅÛÉ, äÅÓÑÔØ ÌÅËÃÉÊ ÐÏ ŒÅÊŒÌÅÔÁÍ. éÖÅŒÓË: îéã òÅÇÕÌÑÒÎÁÑ É ÈÁÏÔÉ- ÞÅÓËÁÑ ÄÉÎÁÍÉËÁ, 2001.

2. é. å. íÁËÓÉÍÅÎËÏ, í. á. óËÏÐÉÎÁ, íÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ŒÓÐÌÅÓËÉ. | áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÚ 15, ŒÙÐ. 2 (2003), 1{39.

3. œ. á. óÁÄÏŒÎÉÞÉÊ, ôÅÏÒÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. éÚÄ-ŒÏ \œÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ", íÏÓËŒÁ, 1999. 4. P. Wojtaszczyk, A mathematical introduction to wavelets. | London Math. Soc., Student texts 37 (1997).

218 é. å. íáëóéíåîëï, å. ì. òáâëéî

Maximenko I. E., Rabkin E. L. Expansion of vectors in powers of a matrix.

In this paper, we investigate the problem of expansion of any d-di-mensional vector in powers of a dilation matrix M. (A dilation matrix is an integral matrix of size d×d with all eigenvalues greater than 1 in modulus.) This expansion can be viewed as a multidimensional system of numeration with the matrix as the base and a special set of vectors as the set of digits. We give a constructive method of expanding an integral vector in powers of a dilation matrix and prove the existence of an expansion for any real vector.

ðÏÓÔÕÐÉÌÏ 31 ÍÁÒÔÁ 2008 Ç.

óðÂ çõ éôíï

E-mail: irene@ir4558.spb.edu

óðÂ çõô E-mail: rabk@sut.ru