úÁÐÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏŒ ðïíé ôÏÍ 355, 2008 Ç.

å. ó. äÕÂÃÏŒ

òáäéáìøîùå ðòåäåìù ðïìïöéôåìøîùè òåûåîéê õòáœîåîéñ äáòâõ

1. œŒÅÄÅÎÉÅ 1.1. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÍÁÌÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ âÌÏÈÁ. ðÕÓÔØ R^{d+1}_+ = {(x; y) : x ∈ R^d; y ¿ 0}. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÍÁÌÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ âÌÏÈÁ B_0(R^{d+1}_+ ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ u : R^{d+1}_+ → R ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ lim_{t→0+} sup_{0¡y⩽t} y|∇u(x; y)| = 0:

ðÕÓÔØ dim_H ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏ èÁÕÓÄÏÒÆÕ. ïÔÐÒÁŒÎÏÊ ÔÏÞ- ËÏÊ ÄÌÑ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ôÅÏÒÅÍÁ 1.1. ([4], ÔÅÏÒÅÍÁ 2.5). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÆÕÎË- ÃÉÀ u ∈ B_0(R^{d+1}_+ ) É ËÕÂ Q ⊂ R^d. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ

lim_{y→0+} u(¸; y) = 0 ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ ¸ ∈ Q;

Á ÔÁËÖÅ

lim_{y→0+} u(¸^′; y) = +∞ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ ¸^′ ∈ Q:

ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a ∈ (0;+∞) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ dim_H E_u(a) = d, ÇÄÅ

E_u(a) = {x ∈ Q : lim_{y→0+} u(x; y) = a}:

1.2. òÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ äÁÒÂÕ. œ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÂÕÄÕÔ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1 ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ äÁÒÂÕ

´_ffu = ´u −

(ff − 1) y @u @y = 0; ff ¿ 0;

òÁÂÏÔÁ ÐÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òææé No. 08-01-00358-Á É æÏÎÄÏÍ ÓÏÄÅÊÓÔŒÉÑ ÏÔÅÞÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÎÁÕËÅ. 163

164 å. ó. äõâãïœ

Œ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^{d+1}_+ .

œŒÅÄÅÍ ÍÁÌÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ âÌÏÈÁ B^ff_0 (R^{d+1}_+ ), ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÀ äÁÒÂÕ. ïÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ u : R^{d+1}_+ → R ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ´_ffu = 0 Œ R^{d+1}_+ É lim_{t→0+} sup_{0¡y⩽t} y|∇u(x; y)| = 0:

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, B^1_0(R^{d+1}_+ ) = B_0(R^{d+1}_+ ).

ôÅÏÒÅÍÁ 1.2. ðÕÓÔØ ff ¿ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ u ∈ B^ff_0 (R^{d+1}_+ ) ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ u ≢ 0 É

lim_{y→0+} u(¸; y) = 0 ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ ¸ ∈ R^d:

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ 0 ⩽ a ⩽ b ⩽ +∞. ôÏÇÄÁ dim_H E_u(a; b) = d, ÇÄÅ

E_u(a; b) = {x ∈ R^d : lim inf_{y→0+} u(x; y) = a; lim sup_{y→0+} u(x; y) = b}:

äÁÌÅÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÁÌÏÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ âÌÏÈÁ B^{ff;log}_0 (R^{d+1}_+ ), ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ u : R^{d+1}_+ → (0; +∞) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ´_ffu = 0 Œ R^{d+1}_+ É

lim_{t→0+} sup_{0¡y⩽t} y|∇ log u(x; y)| = 0:

ôÅÏÒÅÍÁ 1.3. ðÕÓÔØ ff ¿ 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ u ∈ B^{ff;log}_0 (R^{d+1}_+ ) É

lim_{y→0+} u(¸; y) = 0 ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ ¸ ∈ R^d:

ðÕÓÔØ 0 ¡ a ⩽ b ¡ +∞. ôÏÇÄÁ dim_H E_u(a; b) = d, ÇÄÅ

E_u(a; b) = {x ∈ R^d : lim inf_{y→0+} u(x; y) = a; lim sup_{y→0+} u(x; y) = b}:

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ a = b É ff = 1 ÔÅÏÒÅÍÁ 1.3 ÐÏÌÕÞÅÎÁ Œ [4].

òáäéáìøîùå ðòåäåìù 165

2. œÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ 2.1. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ëÕÂÏÍ Q Ó ÄÌÉÎÏÊ ÒÅÂÒÁ ‘ = ‘(Q) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ- ŒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ d∏ j=1 [‘_j ; L_j ) ⊂ R^d ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

‘ = L_j − ‘_j , 1 ⩽ j ⩽ d. ïÂSSÅÍ ËÕÂÁ Q ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÏÍ |Q|.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÉÖÎÑÑ É ŒÅÒÈÎÑÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÍÅÒÙ ¯ Œ ÔÏÞËÅ x ∈ R^d ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ

D¯(x) = lim inf

x∈Q; |Q|→0

¯(Q) |Q| ; D¯(x) = lim sup

x∈Q; |Q|→0

¯(Q) |Q| ; ÇÄÅ Q ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÕÂ. åÓÌÉ D¯(x) = D¯(x), ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÂÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ D¯(x) É ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ Œ ÔÏÞËÅ x. ðÒÉ a ⩽ b ÐÏÌÏÖÉÍ

E_¯(a; b) = {x ∈ R^d : D¯(x) = a É D¯(x) = b}:

2.2. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÅÒ. ìÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÁÑ ÍÅÒÁ ¯ ÎÁ R^d ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ, ÅÓÌÉ lim |Q^−|→0

¯(Q^−) − ¯(Q^+) |Q^−|

= 0;

ÇÄÅ ÐÒÅÄÅÌ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ËÕÂÏŒ Q^− É Q^+. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÕÂÙ Q^−; Q^+ ⊂ R^d ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ, ÅÓÌÉ |Q^−| = |Q^+|, L^−_j = ‘^+_j ÄÌÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ j É ‘^−_k = ‘^+_k ÐÒÉ k ≠ j. çÌÁÄËÉÅ ÍÅÒÙ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÁÌÙÍÉ ÍÅÒÁÍÉ úÉÇÍÕÎÄÁ. ôÅÏÒÅÍÁ 2.1. (äÏÎÁÊÒÅ [1]) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÕÀ ÇÌÁÄËÕÀ ÍÅÒÕ ¯ ÎÁ R^d. ðÕÓÔØ 0 ⩽ a ⩽ b ⩽ +∞. ôÏÇÄÁ dim_H E_¯(a; b) = d. 2.3. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÍÅÒ. ìÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ¯ ÎÁ R^d ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ lim |Q^−|→0

¯(Q^−) ¯(Q^+)

= 1;

ÇÄÅ ÐÒÅÄÅÌ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ËÕÂÏŒ Q^− É Q^+.

166 å. ó. äõâãïœ

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2. ([3]) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÍÅÒÕ¯

ÎÁ R^d. ðÕÓÔØ 0 ¡ a ⩽ b ¡ +∞. ôÏÇÄÁ dim_H E_¯(a; b) = d.

2.4. æÏÒÍÕÌÁ çÒÉÎÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÄÎÕ ÆÏÒÍÕÌÕ çÒÉÎÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ-

ÀÝÕÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ L = y^{1−ff}´_ff. ðÕÓÔØ D ⊂ R^{d+1}_+ É D ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁ-

ÎÉÞÅÎÎÙÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Ó ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ. åÓÌÉ

f; g ∈ C^2(D) ∩ C^1(D), ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ: ∫ D (fLg − gLf) dx dy = ∫ @D y^{1−ff} ( f @g @n − g @f @n ) dœ;

ÇÄÅ @=@n { ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ŒÄÏÌØ ŒÎÅÛÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌÉ, Á dœ | ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ

ÎÁ @D.

3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.2

óÈÅÍÁ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÉÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÁ Œ ÓÌÕÞÁÅ

ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÓÒ. Ó [6]). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ‘ ¿ 0 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÓÏÓÅÄÎÉÅ ËÕÂÙ Q^± ⊂ R^d Ó ÄÌÉÎÏÊ ÒÅÂÒÁ ‘. ðÕÓÔØ 0 ¡ ” ¡ ‘. ðÒÉÍÅÎÑÑ

ÆÏÒÍÕÌÕ çÒÉÎÁ Ë ÆÕÎËÃÉÑÍ y^ff É u ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ Q^±×(”; ‘), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ff | | | | | | ∫ Q^±

u(x; ”)dx − ∫ Q^±

u(x; ‘)dx | | | | | | ⩽ | | | | | | ∫ @Q^±×[”;‘] y @u @n (x; y) dœ(x; y) | | | | | |

+ | | | | | ∫ Q^± ‘ @u @n (x; ‘)dx | | | | | + | | | | | ∫ Q^± ” @u @n (x; ”)dx | | | | | : (3.1)

ðÏÌÏÖÉÍ !(t) = sup_{0¡y⩽t} y|∇u(x; y)|. ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ !(t) ÕÂÙŒÁÅÔ,

ÔÏ ÏÃÅÎËÁ (3.1) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ | | | | | | ∫ Q^±

u(x; ”) dx − ∫ Q^±

u(x; ‘) dx | | | | | | ⩽ C(d; ff)!(‘)|Q^±|: (3.2)

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ŒÅÌÉÞÉÎÙ !(‘) ÉÍÅÅÍ | | | | | | ∫ Q^−

u(x; ‘) dx − ∫ Q^+

u(x; ‘) dx | | | | | | ⩽ !(‘)|Q^±|:

òáäéáìøîùå ðòåäåìù 167

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, | | | | | | ∫ Q^−

u(x; ”) dx − ∫ Q^+

u(x; ”) dx | | | | | | ⩽ C(d; ff)!(‘)|Q^±|: (3.3)

äÁÌÅÅ, ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ u ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ É ´_ffu = 0, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÅÒÇÌÏÔÃÁ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [5])

u(x; y) = Cy^ff + P_ff[¯];

ÇÄÅ C ⩾ 0, Á ¯ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ∫ R^d

d¯(x) (1 + |x|)^{x+ff}

¡ ∞:

úÄÅÓØ P_ff[¯] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ff-ÉÎÔÅÇÒÁÌ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÍÅÒÙ¯

fl_ff ∫ R^d

y^ff (|x − t|^2 + y^ff)^{d+ff}2 d¯(t);

ÇÄÅ fl_ff | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÏÞÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ¯(@Q) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÕÂÁ Q ⊂ R^d. åÓÌÉ d = 1, ÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏÝÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ d ⩾ 2. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ x^′ ∈ R É ËÕÂ Q^′ ⊂ R^{d−1} ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ¯(x^′ ×^∘Q^′) = 2fi ¿ 0, ÇÄÅ^∘Q^′ | ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ËÕÂÁ Q^′. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÙ P^− = [x^′ − ‘_1; x^′ + ‘_1) × Q^′ É P^+ = [x^′ +‘_1; x^′ +3‘_1)×Q^′, ‘_1 ¿ 0. òÁÚÂÉŒÁÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÙ ÎÁ ËÕÂÙ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 2‘_1, Ó ÐÏÍÏÝØÀ (3.3) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ | | | | | | ∫ P^−_1

u(x; ”) dx − ∫ P^+_1

u(x; ”) dx | | | | | | ⩽ C(d; ff)!(2‘_1)‘_1|Q^′|:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ∫ P^+_1

u(x; ”) dx ⩾ ∫ P^−_1

u(x; ”) dx − C(d; ff; !)‘_1|Q^′|:

168 å. ó. äõâãïœ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÒÙ u(x; ”) dx *-ÓÌÁÂÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÍÅÒÅ d¯(x) ÐÒÉ ” → 0+. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

lim_{”→0+} ∫ P^−_1

u(x; ”) dx ⩾ ¯(x^′ ×^∘Q^′) = 2fi ¿ 0:

ðÏÜÔÏÍÕ ∫

P^+_1

u(x; ”) dx ¿ fi

ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ ” É ‘_1. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ ” → 0+, ÉÍÅÅÍ ¯(P^+_1 ) ⩾ fi. ðÏÌÁÇÁÑ ‘_2 = ‘_1=4 É ÐÏŒÔÏÒÑÑ ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ ¯(P^+_2 ) ⩾ fi, ÇÄÅ P^+_2 = [x^′ + ‘_2; x^′ + 3‘_2) × Q^′. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÐÁÒÎÏ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ {P^+_j } ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ¯(P^+_j ) ⩾ fi É P^+_j ⊂ [x^′; x^′ + 3‘_1] × Q^′. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ¯([x^′; x^′ + 3‘_1] × Q^′) = +∞, ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

éÔÁË, ¯(@Q^±) = 0. õÓÔÒÅÍÌÑÑ ” Ë ÎÕÌÀ Œ ÏÃÅÎËÅ (3.3), ÐÏÌÕÞÁÅÍ |¯(Q^+) − ¯(Q^−)| ⩽ C!(‘)|Q^±|. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ !(‘) → 0 ÐÒÉ ‘ → 0, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÅÒÁ ¯ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ x_0 ∈ R^d É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ x_0 ∈ Q, ÇÄÅ Q | ËÕÂ Ó ÄÌÉÎÏÊ ÒÅÂÒÁ ‘. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ ” → 0+ Œ ÏÃÅÎËÅ (3.2), ÉÍÅÅÍ | | | | | | ¯(Q) − ∫ Q u(x; ‘) dx | | | | | | ⩽ C(d; ff)!(‘)|Q|:

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, | | | | | ∫ Q u(x; ‘) dx − |Q|u(x_0; ‘) | | | | | ⩽ C(d)!(‘)|Q|:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, | | | ¯(Q) |Q| − u(x_0; ‘) | | | ⩽ C(d; ff)!(‘):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.1, ÉÍÅÅÍ E_¯(a; b) = E_u(a; b). äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ u(x_0; ‘) → 0 ÐÒÉ ‘ → 0, ÔÏ D¯(x_0) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ D¯(x) = 0 ÐÒÉ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ x ∈ R^d. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ¯ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÍÅÒÏÊ É ÔÅÏÒÅÍÁ 2.1 ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ dim_H E_u(a; b) = dim_H E_¯(a; b) = d. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.2 ÚÁ- ŒÅÒÛÅÎÏ.

òáäéáìøîùå ðòåäåìù 169

4. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.3

ôÁË ËÁË u { ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ äÁÒÂÕ, ÔÏ ÍÅÒÙ

u(x; y) dx *-ÓÌÁÂÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÊ

ÍÅÒÅ ¯ Œ R^d:

lim_{y→0+} ∫ R^d

u(x; y)’(x) dx = ∫ R^d

’(x) d¯(x)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ∈ C(R^d) Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ. ðÏËÁÖÅÍ,

ÞÔÏ ÍÅÒÁ ¯ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ

ÄÌÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚÌÏÖÅÎÙ Œ [2].

éÔÁË, ÐÏÌÏÖÉÍ !(t) = sup_{0¡y⩽t} y|∇ log u(x; y)|. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ !(t) → 0

ÐÒÉ t → 0+. ðÒÉ ÐÒÏŒÅÒËÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÍÅÒÙ ¯ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,

ÞÔÏ ‘ = ‘(Q^±) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ,

ÞÔÏ !(‘) ⩽ 1=2. ðÕÓÔØ 0 ¡ ” ¡ ‘. œÙÐÉÛÅÍ ÏÃÅÎËÕ (3.1):

ff | | | | | | ∫ Q^±

u(x; ”)dx − ∫ Q^±

u(x; ‘)dx | | | | | | ⩽ | | | | | | ∫ @Q^±×[”;‘] y @u @n (x; y) dœ(x; y) | | | | | |

+ | | | | | | ∫ Q^± ‘ @u @n (x; ‘)dx | | | | | | + | | | | | | ∫ Q^± ” @u @n (x; ”)dx | | | | | | :

åÓÌÉ x ∈ @Q^± É 0 ¡ y ¡ ‘, ÔÏ

| log u(x; y) − log u(x; ‘)| ⩽ ‘∫ y |∇u(x; t)|

u(x; t) dt ⩽ !(‘) log ‘ y : éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ,

u(x; y) ⩽ u(x; ‘) ( ‘ y )_{!(‘)}

⩽ u(x; ‘) ( ‘ y ) 1_2 : ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ‘∫ ” y|∇u(x; y)| dy ⩽ ‘∫ ” !(y)u(x; y) dy ⩽ !(‘) ‘∫ ” u(x; ‘) ( ‘ y ) 1_2 dy ⩽ 2!(‘)‘u(x; ‘):

(4.1)

170 å. ó. äõâãïœ

ðÏÌÏÖÉÍ x_0 = (x^− + x^+)=2, ÇÄÅ x^− É x^+ | ÃÅÎÔÒÙ ËÕÂÏŒ Q^− É Q^+.

ôÏÇÄÁ

| log u(x; ‘) − log u(x_0; ‘)| ⩽ |x − x_0|!(‘)=‘ ⩽ C!(‘):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ (4.1) ÉÍÅÅÍ ‘∫ ” y|∇u(x; y)| ⩽ C!(‘)‘u(x_0; ‘)

É | | | | | | ∫ @Q^± ×[0;‘] y @u @y (x; y) dœ(x; y) | | | | | | ⩽ C!(‘)|Q^±|u(x_0; ‘):

ôÁËÖÅ ÉÍÅÅÍ ∫ Q^± ‘ | | | @u @y (x; ‘) | | | dx ⩽ C!(‘) ∫ Q^±

u(x_0; ‘) dx = C!(‘)|Q^±|u(x_0; ‘)

É | | | | | | ∫ Q^± ” @u @y (x; ”) dx | | | | | | ⩽ C!(”) ∫ Q^±

u(x; ”) dx → 0

ÐÒÉ ” → 0. ðÏÄÏÂÎÏ ÇÌÁÄËÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ¯(@Q) = 0

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÕÂÁ Q ⊂ R^d. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ Œ ÏÃÅÎËÅ

(3.1) ÐÒÉ ” → 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ | | | | | | ¯(Q^±) − ∫ Q^±

u(x; ‘) dx | | | | | | ⩽ C!(‘)|Q^±|u(x_0; ‘): (4.2)

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

|Q^±|u(x_0; ‘) ⩽ C ∫ Q^±

u(x; ‘) dx ⩽ C¯(Q^±) + C!(‘)|Q^±|u(x_0; ‘):

òáäéáìøîùå ðòåäåìù 171

ôÁË ËÁË !(‘) ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÍ, ÔÏ ÉÍÅÅÍ

|Q^±|u(x_0; ‘) ⩽ C min{¯(Q^−); ¯(Q^+)}: (4.3)

äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ x_1; x_2 ∈ Q^+ ∪ Q^−, ÔÏ log u(x_1; ‘) − log u(x_2; ‘) ⩽ C!(‘) ⩽ 1=2 (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ‘ ¿ 0). ðÏÜÔÏÍÕ

u(x_1; ‘) − u(x_2; ‘) ⩽ (exp(C!(‘)) − 1)u(x_2; ‘) ⩽ C!(‘)u(x_2; ‘) ⩽ C!(‘)u(x_0; ‘):

éÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÉÍÅÅÍ |u(x_1; ‘) − u(x_2; ‘)| ⩽ C!(‘)u(x_0; ‘). óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, | | | | | | ∫ Q^−

u(x; ‘) dx − ∫ Q^+

u(x; ‘) dx | | | | | | ⩽ C!(‘)|Q^±|u(x_0; ‘) (4.4)

ïÃÅÎËÉ (4.2), (4.3) É (4.4) ÄÁÀÔ

|¯(Q^−) − ¯(Q^+)| ⩽ C!(‘) min{¯(Q^−); ¯(Q^+)}:

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ !(‘) → 0 ÐÒÉ ‘ → 0; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ¯ | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÁÑ ÍÅÒÁ.

äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ ¸ ∈ Q, ÇÄÅ Q ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÕÂÏŒ Q^− ÉÌÉ Q^+. ôÏÇÄÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (4.4) ÉÍÅÅÍ | | | | | |Q|u(¸; ‘) − ∫ Q u(x; ‘) dx | | | | | ⩽ C!(‘)|Q|u(x_0; ‘) ⩽ C!(‘)¯(Q)

Œ ÓÉÌÕ (4.3). œÍÅÓÔÅ Ó ÏÃÅÎËÏÊ (4.2) ÐÏÌÕÞÁÅÍ | | | ¯(Q) |Q| − u(¸; ‘) | | | ⩽ C!(‘)

¯(Q) |Q| : ôÁË ËÁË !(‘) → 0 ÐÒÉ ‘ → 0, ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ E_¯(a; b) = E_u(a; b). ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ lim_{y→0+} u(¸; ‘) = 0 ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ ¸, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, D¯(¸) = 0 ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ ¸. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ¯ | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÍÅÒÁ É ÔÅÏÒÅÍÁ 2.2 ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ dim_H E_u(a; b) = dim_H E_¯(a; b) = d ÄÌÑ ŒÓÅÈ 0 ¡ a ⩽ b ¡ +∞. äÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.3 ÚÁŒÅÒÛÅÎÏ.

172 å. ó. äõâãïœ

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

1. J. J. Donaire, Conjuntos excepcionales para las classes de Zygmund. Thesis, Barcelona (1995).

2. E. Doubtsov, A. Nicolau, Symmetric and Zygmund measures in several variables.

| Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 52, No. 1 (2002), 153{177.

3. E. Doubtsov, Di¸erentialtion properties of symmetric measures. | Potential Anal.

27, No. 4 (2007), 389{401.

4. å. ó. äÕÂÃÏŒ, ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÍÅÒ. | áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÚ 19, No. 2 (2007), 86{104.

5. ð. ð. ëÁÒÇÁÅŒ, ï ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ äÁÒÂÕ ´u =^{(ff−1)}_y^{@u}_{@y} ; ff ¿ 0; Œ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ y ¿ 0. | áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÚ 8, No. 3 (1996), 125{150.

6. J. G. Llorente, Boundary values of harmonic Bloch functions in Lipschitz domains:

a martingale approach. | Potential Anal. 9, No. 3 (1998), 229{260.

Dubtsov E. S. Radial limits of positive solutions to the Darboux equation.

Assume that a positive function u satis˛es the Darboux equation

´u =

(ff − 1) y @u @y ; ff ¿ 0;

in the upper half-space R^{d+1}_+ . We investigate Bloch type conditions that guarantee the following property: for any a ∈ (0; +∞), the set where the radial limit of u is equal to a, is large in the sense of the Hausdor¸ dimension.

ðÏÓÔÕÐÉÌÏ 25 ÑÎŒÁÒÑ 2008 Ç.

ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÅ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ ÉÍ. œ. á. óÔÅËÌÏŒÁ òáî E-mail: dubtsov@pdmi.ras.ru