úÁÐÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏŒ ðïíé ôÏÍ 355, 2008 Ç.

A. œÅÒÛÉÎÉÎa, ó. çÅÆÔÅÒ

Oâ áîáìéôéþåóëéè òåûåîéñè õòáœîåîéñ ôåðìïðòïœïäîïóôé ó ïðåòáôïòîùí ëïüææéãéåîôïí

1. œŒÅÄÅÎÉÅ œ ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ- ŒÅÓÔÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ ÏÂ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [1]). äÌÑ ËÌÁÓÓÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÞÁÓÔ- ÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÐÏÄÏÂÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ëÏÛÉ É ëÏŒÁ- ÌÅŒÓËÏÊ [2{4]. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ëÏŒÁÌÅŒÓËÁÑ [5] ÐÏËÁÚÁÌÁ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ, ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÁÎÁ- ÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ëÏŒÁÌÅŒÓËÏÊ: @u @t = a^2

@^2u @x^2 u(0; x) = b 1 − x (1)

(ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÎÁÍ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ Œ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÕÓÌÏŒÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ b).

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ∞∑ n;m=0

(m + 2n)!

m!n!

a^{2n}bt^nx^m (2)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ (1). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ a ≠ 0 É b ≠ 0 ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ (1) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ- ÓËÉÈ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ. éÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ, ÎÁÞÁÔÙÅ ëÏŒÁÌÅŒÓËÏÊ, ÂÙÌÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÙ Œ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÁÂÏÔÁÈ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [6{18]).

œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (1): @u @t = A^2

@^2u @x^2 u(0; x) = b 1 − x (3)

139

140 A. œåòûéîéîA, ó. çåæôåò

É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ @u @t = A^2

@^2u @x^2 u(0; x) = g(x): (4)

úÄÅÓØ A { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ E, b ∈ E É g { ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ. œŒÉÄÕ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (1), ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (4) ÍÙ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ \ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ÔÅÐÌÏÐÒÏŒÏÄÎÏÓÔÉ". ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÎÁÛÅ \ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÔÅÐÌÏÐÒÏ- ŒÏÄÎÏÓÔÉ" ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÅ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.7). íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (4), ËÏÔÏÒÙÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 0 ∈ R × R. ðÏÄ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ (4) ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, Ô.Å. ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÀ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ t É x, ËÏÔÏÒÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ Œ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÁ- ÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 0 ∈ R. æÏÒÍÁÌØ- ÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (3) ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÊ ÖÅ ŒÉÄ, ËÁË É Œ ÓËÁÌÑÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ:_∞ ∑ n;m=0

(m + 2n)!

m!n!

A^{2n}bt^nx^m: (5)

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ A = 0 ÆÕÎËÃÉÑ u(t; x) =^∞ ∑ n=0 bx^n =^b_{1−x} ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ (3). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÅ- ÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (3) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÅÓÌÉ A { ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, Ô.Å. A^k = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂ- ÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÂÌÉÚËÉÅ Ë ÎÕÌÀ Œ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ËŒÁÚÉÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÚÉÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒ œ(A) ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ˘ = 0. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÑÄ (5) ÍÏÖÅÔ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉ ËŒÁÚÉÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2).

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÔÁÔØÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.8. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) úÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ (3) ÉÍÅÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ b ∈ E.

Oâ áîáìéôéþåóëéè òåûåîéñè 141

2) úÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ (4) ÉÍÅÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ- ÆÕÎËÃÉÉ g(x), ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ. 3) ïÐÅÒÁÔÏÒ A ËŒÁÚÉÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ É ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ æÒÅÄÇÏÌØÍÁ F_A2 (z) = (1 − zA^2)^{−1} ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A^2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÜËÓÐÏ- ÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÉÐÁ (Ô.Å. ‖F_A2 (z)‖ ≤ Ce^{fi|z|} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ C É fi).

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (4) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ:

u(t; x) = g(x) + ∞∑ n=1 t^n n! A^{2n}g^{(2n)}(x) (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.2):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ (4) ÉÍÅÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅ- ÎÉÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ Œ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÂÌÉÚÏË Ë ÎÕÌÀ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (4) ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

@u_k @t = m∑ j=1 c_{kj}

@^2u_j @x^2

; k = 1; : : : ; m; (m = dim E);

ÇÄÅ ÍÁÔÒÉÃÁ C = (c_{kj} ) ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ (ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.4). ëÏÎÅÞÎÏ, Œ ÜÔÏÍ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 3.4 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÅÍ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ íÉÚÏÈÁÔÙ [10, ÔÅÏÒÅÍÁ 1 ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 3].

ôÅÏÒÅÍÕ 3.8 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÀ ÎÅ- ÏÂÙÞÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ËŒÁÚÉÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍÉ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁÍÉ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [19, ÒÁÚÄÅÌÙ 4.6 É 4.10] É [22]).

îÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÑŒÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (3) ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 3 (ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 3.3{3.5, ÐÒÉÍÅÒ 3.6 É ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.7).

îÁÛÅ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (4) ÏÓÎÏŒÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÉ A- ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1), ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙÌÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÏ Œ ÓÔÁÔØÅ [22]. œ [22] ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÌÏÓØ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ z^2Aw^′ + g(z) = w, ÇÄÅ A { ËŒÁÚÉÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.8 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ A^2-

ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (ı) = ∞∑ n=0 (2n)! n! ı^n (ÓÍ.

142 A. œåòûéîéîA, ó. çåæôåò

ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.9). ðÏÎÑÔÉÅ A-ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÒÁÚ- ÄÅÌÅ 2.

œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4 ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (4) Œ ŒÉÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ. œ ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ (Ô.e. ËÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ËŒÁÚÉÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÏÞÅÞ- ÎÏÇÏ ÔÅÐÌÏŒÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ

H_A(t; ¸) = 1 2A √ ßt exp { − ¸^2 4A^2t } ; ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ H_A ËÁË ŒÅË- ÔÏÒÏÚÎÁÞÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ \ÏÓÎÏŒ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ" ÓÌÕÖÉÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑ- ÄÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ E (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1 É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.3). úÁÔÅÍ ÍÙ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (4) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓŒÅÒÔËÉ ÆÕÎËÃÉÉ H_A Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ g (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 4.4).

œ ÒÁÚÄÅÌÅ 5 ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ @u @t = A^2

@^2u @x^2

+ f(t; x)

u(0; x) = 0:

íÙ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏŒÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.8 ÁÎÁÌÉÔÉ- ÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ ÒÑÄÁ ÐÏ ÓÔÅ- ÐÅÎÑÍ \ÍÁÌÏÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ" A (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 5.1):

u(t; x) = ∞∑ k=0 A^{2k} u_k(t; x):

2. ðÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ

ðÕÓÔØ E { ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, A : E → E { ÏÇÒÁ-

ÎÉÞÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, b ∈ E É f(ı) = ∞∑ n=0 c_nı^n { ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ

ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ C. ðÏÌÏÖÉÍ

f(zA) = ∞∑ n=0 c_nA^nz^n; z ∈ C; (6)

Oâ áîáìéôéþåóëéè òåûåîéñè 143

f(zA)b = ∞∑ n=0 c_nA^nbz^n; z ∈ C: (7)

ôÏÇÄÁ f(zA) { ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ B(E) ŒÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E, Á f(zA)b { ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ E. òÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ (6) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ R_A(f), Á ÒÑÄÁ (7) { ÞÅÒÅÚ R_{A;b}(f).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. óÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ f(ı) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ A-ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ, ÅÓÌÉ R_A(f) ¿ 0, É (A; b)-ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ, ÅÓÌÉ R_{A;b}(f) ¿ 0.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ A-ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (A; b)- ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ b ∈ E, ÐÒÉÞÅÍ R_{A;b}(f) ≥ R_A(f). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ |z| ¡ R_A(f), ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ (7) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f(zA) ÎÁ ŒÅËÔÏÒ b.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.2. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ f ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ R(f). ôÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÒÑÄ A-ÇÏÌÏÍÏÒÆÅÎ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ æ(A) { ÓÐÅË- ÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A É |z|æ(A) ¡ R(f), ÔÏ f(zA) { ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ zA.

ðÒÉÍÅÒ 2.3. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ b ∈ ker A^m ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m ∈ N. ôÏÇÄÁ

f(zA)b = m−1∑ n=0 c_nA^nbz^n;

Ô.Å. ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ f(ı) ÑŒÌÑÅÔÓÑ (A; b)-ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ.

åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ Œ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÊ ÄÌÑ ÎÁÓ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÓÍ. [22], ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÅ 1.4).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.4. ðÕÓÔØ dim E ¡ ∞ É f { ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. åÓÌÉ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ (A; b)-ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ, ÔÏ b ∈ ker A^m ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m ∈ N.

œ ÓÌÕÞÁÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÎÁ- ÌÏÇ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.4.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.5. ðÕÓÔØ E { ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É f(ı) = ∞∑ n=0 c_nı^n { ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. åÓÌÉ A

144 A. œåòûéîéîA, ó. çåæôåò

{ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ É ÒÑÄ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ (A; b)-ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÙÍ, ÔÏ b ∈ ker A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ R_{A;b}(f) ¿ 0. óÏÇÌÁÓÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÁÎÁÌÏÇÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ-áÄÁÍÁÒÁ, 1 R_{A;b}(f)

= lim_{n→∞}^n √ |c_n|‖A^nb‖ ¡ ∞:

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞}^n √ ‖A^nb‖. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØ- ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ E Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ L^2(X; ¯) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÍÅÒÏÊ (X; ¯) É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ A ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ:

(Ab)(x) = a(x)b(x); ÇÄÅ a ∈ L^∞(X; ¯):

ôÏÇÄÁ^n √ ‖A^nb‖ = 2n √∫ X |a(x)|^{2n}|b(x)|^2d¯ É ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÏÒÍÅ ÆÕÎËÃÉÉ a(x) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L^∞(X; ¯_b), ÇÄÅ d¯_b = |b(x)|^2d¯. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, lim_{n→∞}^n √ |c_n| = ∞. ðÏÜÔÏÍÕ

lim_{n→∞}^n √ ‖A^nb‖ = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, a(x) = 0 ¯_b-ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ, Ô.Å.

a(x)b(x) = 0 ¯-ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ab = 0. □

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉÍÅÒ 2.3, ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ÐÒÉÍÅÒÙ (A; b)-ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ A-ÇÏÌÏÍÏÒÆ- ÎÙÍÉ. ïÄÎÁËÏ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ âÜÒÁ Ï ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÓÍ. [22, ÔÅÏÒÅÍÁ 1.5]).

ôÅÏÒÅÍÁ 2.6. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ (A; b)- ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ b ∈ E, ÔÏ ÏÎ A-ÇÏÌÏÍÏÒÆÅÎ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÅ ËŒÁ- ÚÉÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ, ÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ A-ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÔÅÐÅÎ- ÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (ÓÍ. [22, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.7]).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.7. åÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÓÐÅË- ÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ, ÔÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ A-ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

Oâ áîáìéôéþåóëéè òåûåîéñè 145

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ f ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ A-ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ËŒÁÚÉÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ.

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÁ ÂÕÄÕÔ ÉÇÒÁÔØ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÎÁÛÉÈ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑÈ:

’(ı) = ∞∑ n=0 n!ı^n É (ı) = ∞∑ n=0 (2n)! n! ı^n:

ìÅÍÍÁ 2.8. ðÕÓÔØ A : E → E { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ É b ∈ E. ôÏÇÄÁ:

1) ÒÑÄ (A; b)-ÇÏÌÏÍÏÒÆÅÎ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÒÑÄ ’ (A; b)-ÇÏÌÏÍÏÒÆÅÎ;

2) ÒÑÄ A-ÇÏÌÏÍÏÒÆÅÎ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÒÑÄ ’ A-ÇÏ- ÌÏÍÏÒÆÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ óÔÉÒ-

ÌÉÎÇÁ,^n √ (2n)! n! ∼ 4n e É^n √ n! ∼ n e . □ îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g(z) ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÅÓÌÉ ‖g(z)‖ ≤ Ce^{fi|z|} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ C É fi. îÁÐÏÍÎÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ËŒÁÚÉÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ æÒÅÄÇÏÌØÍÁ (1 − zA)^{−1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ (ÓÍ. [19, ÇÌÁŒÁ 4]).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.9. òÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ æÒÅÄÇÏÌØÍÁ (1 − zA)^{−1} ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÑÄ (ı) =^∞ ∑ n=0 (2n)!

n! ı^n A-ÇÏÌÏÍÏÒÆÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2.8, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ’(ı) =^∞ ∑ n=0 n!ı^n ŒÍÅÓÔÏ ÒÑÄÁ (ı). ðÕÓÔØ ÒÑÄ ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ A-ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ. ôÏÇÄÁ 1 R_A(’)

= lim_{n→∞}^n √ n!‖A^n‖ ¡ +∞ (8)

É ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ËŒÁÚÉÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ. ôÅÐÅÒØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (8) ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (1 − zA)^{−1} =^∞ ∑ n=0 A^nz^n ÉÍÅÅÔ ÜËÓ- ÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÔÉÐ (ÓÍ. [21, Ó. 95]). □

146 A. œåòûéîéîA, ó. çåæôåò

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÑŒÎÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ (zA). ðÒÉÍÅÒ 2.10. ðÕÓÔØ E = C[0; 1] É A_1 { ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ:

(A_1b)(s) = s∫ 0 b(y)dy; b ∈ E:

èÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ

(A^n_1 b)(s) = 1 (n − 1)! s∫ 0 (s − y)^{n−1}b(y)dy; (9)

‖A^n_1 ‖ ≤ 1 n! É A_1 = A^2; ÇÄÅ (Ab)(s) = 1 √ ß s∫ 0 b(y) √ s − y dy: îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ A_1-ÇÏÌÏÍÏÒÆÅÎ É R_{A1} () = 1=4, Ô.e.

ÑŒÌÑÅÔÓÑ A^2-ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ É R_A2 () = 1=4. äÌÑ ÑŒÎÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (zA^2) ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 1 + ∞∑ n=1 (2n)! (n!)^2 (x 2 )_{2n} = 1 √ 1 − x^2

; |x| ¡ 1:

ðÏÜÔÏÍÕ ∞∑ n=1 (2n)!

n!(n − 1)! (x 2 )_{2n−2} = 2 (1 − x^2)^{3=2}

; |x| ¡ 1

É_∞ ∑ n=1 (2n)!

n!(n − 1)!

fl^{n−1} = 2 (1 − 4fl)^{3=2}

; |fl| ¡ 1 4 : (10)

ôÅÐÅÒØ ÉÚ (9) É (10) ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

((zA^2)b)(s) = b(s) + 2z s∫ 0 b(y)dy (1 − 4z(s − y))^{3=2}

; |z| ¡ 1=4: (11)

Oâ áîáìéôéþåóëéè òåûåîéñè 147

3. ïÓÎÏŒÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ

ðÕÓÔØ E { ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, A : E → E { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ É g { E-ÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ.

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ @u @t = A^2

@^2u @x^2 u(0; x) = g(x):

(12)

ðÏÄ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ (12) ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, Ô.e. ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÀ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ t É x, ÁÎÁ- ÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÕÀ Œ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÕÀ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0 = 0.

óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, Ô.Å. ÐÒÅÄÐÏ- ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ g { ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ.

ìÅÍÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ g(x) =^∞ ∑ m=0 b_mx^m { ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ E. ôÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ (12) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

u(t; x) = ∞∑ n;m=0

(m + 2n)!

m!n!

A^{2n}b_{m+2n}t^nx^m = ∞∑ n=0 t^n n! A^{2n}g^{(2n)}(x):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ u(t; x) =^∞ ∑ n;m=0

c_{nm}t^nx^m, c_{nm} ∈

E { ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (12). ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∞∑ n;m=0

(n + 1)c_{n+1m}t^nx^m = ∞∑ n;m=0

(m + 2)(m + 1)A^2c_{nm+2}t^nx^m;

∞∑ m=0 c_{0m}x^m = ∞∑ m=0 b_mx^m:

ïÔÓÀÄÁ (n + 1)c_{n+1m} = (m + 2)(m + 1)A^2c_{nm+2}

148 A. œåòûéîéîA, ó. çåæôåò É c_{0m} = b_m; n; m ≥ 0;

Ô.e.

c_{n;m} =

(m + 2n)!

m!n!

A^{2n}b_{m+2n}; n; m ≥ 0:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

u(t; x) = ∞∑ n;m=0

(m + 2n)!

m!n!

A^{2n}b_{m+2n}t^nx^m

ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (12). îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ

u(t; x) = ∞∑ n=0 t^n n! A^{2n}g^{(2n)}(x);

ÐÒÉÞÅÍ ÓÕÍÍÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ t É x. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □ ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ b ∈ E ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ: @u @t = A^2

@^2u @x^2 u(0; x) = b 1 − x : (13)

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2. úÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ (13) ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ (ı) =^∞ ∑ n=0 (2n)!

n! ı^n ÑŒÌÑ-

ÅÔÓÑ (A^2; b)-ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2:1). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄŒÕÈ ÆÏÒÍÁÈ:

u(t; x) = ∞∑ n;m=0

(m + 2n)!

m!n!

A^{2n}bt^nx^m É u(t; x) =

( tA2 (1 − x)^2 ) b 1 − x = ∞∑ n=0 (2n)! n! A^{2n}bt^n (1 − x)^{2n+1}

; |t| ¡ T; |x| ¡ R;

Oâ áîáìéôéþåóëéè òåûåîéñè 149

ÇÄÅ R ∈ (0; 1) É T = (1 − R)^2R_A2_{;b}().

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 3.1, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÅ- ÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (13) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

u(t; x) = ∞∑ n;m=0

(m + 2n)!

m!n!

A^{2n}bt^nx^m:

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ |t| ¡ T É |x| ¡ R, ÇÄÅ R ∈ (0; 1). ôÁË ËÁË_∞ ∑ m=0 (m + 2n)!

m!n!

x^m = 1 (1 − x)^{2n+1} ; ÔÏ u(t; x) = ∞∑ n=0 (2n)! n! (_∞∑ m=0 (m + 2n)!

m!n!

x^m ) A^{2n}bt^n

= ∞∑ n=0 (2n)! n! 1 (1 − x)^{2n+1}

A^{2n}bt^n:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

lim_{n→∞}^n √ (2n)! n! 1 (1 − x)^{2n+1}

‖A^{2n}b‖ ¡ +∞;

Ô.e. ÒÑÄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (A^2; b)-ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ (A^2; b)-ÇÏÌÏÍÏÒÆÅÎ. ôÏÇÄÁ ÒÑÄ ∞∑ n=0 (2n)! n! A^{2n}b t^n (1 − x)^{2n+1}

ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ^{|t|}_{(1−x)2} ¡ R_A2_{;b}(). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ R ∈ (0; 1), ÔÏ

ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ u(t; x) =^∞ ∑ n;m=0

(m+2n)!

m!n! A

2nbt^nx^m ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ |x| ¡ R,

|t| ¡ (1 − R)^2R_A2_{;b}() É

u(t; x) = ∞∑ n=0 (2n)! n! A^{2n}bt^n (1 − x)^{2n+1}

; |t| ¡ T; |x| ¡ R: □ óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑÍ 2.4 É 2.5, ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.2 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

150 A. œåòûéîéîA, ó. çåæôåò

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.3. ðÕÓÔØ dim E ¡ +∞. ôÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ (13) ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ b ∈ ker A^k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k ∈ N. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ b ∈ ker A^{2N+1}, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

u(t; x) = N∑ n=0 (2n)! n! A^{2n}bt^n (1 − x)^{2n+1}

; t ∈ R; |x| ¡ 1:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.4. ðÕÓÔØ dim E ¡ +∞. ôÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ (13) ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ b ∈ E ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ A ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.5. ðÕÓÔØ E { ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, b ∈ E É A { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ (13) ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ b ∈ ker A.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÑŒÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁ- ÄÁÞÉ ëÏÛÉ (13).

ðÒÉÍÅÒ 3.6. ðÕÓÔØ E = C[0; 1] É A { ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÉÎÔÅÇÒÉ- ÒÏŒÁÎÉÑ:

(Ab)(s) = 1 √ ß s∫ 0 b(y) √ s − y dy: ôÏÇÄÁ ÒÑÄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ A^2-ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ É R_A2_{;b}() = 1=4 (ÓÍ. ÐÒÉ- ÍÅÒ 2.10). óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.2, ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (13) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

u(t; x) =

( tA2

(1 − x)^2 ) b 1 − x

; x ∈ (−1; 1); |t| ¡ 1 4 (1 − x)^2:

ôÅÐÅÒØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (11) ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 2.10 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ

[u(t; x)](s) = b(s) 1 − x

+ 2t s∫ 0 b(y)dy ((1 − x)^2 − 4t(s − y))^{3=2}

; (14)

x ∈ (−1; 1), |t| ¡^1_4 (1 − x)^2, s ∈ [0; 1].

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.7. ðÒÉÍÅÒ 3.6 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ (zA^2) = ∞∑ n=0 (2n)!

n! A^{2n}z^n ÎÅÑŒÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ

Oâ áîáìéôéþåóëéè òåûåîéñè 151

ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ (13) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÅ: @u @t (t; x; s) = s∫ 0 @^2u @x^2

(t; x; y)dy

u(0; x; s) = b(s) 1 − x

; s ∈ [0; 1]:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÑ u(t; x; s) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÞÁÓÔ- ÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ @ @s (@u @t ) = @^2u @x^2 É ÕÓÌÏŒÉÑÍ u(0; x; s) =^{b(s)}_{1−x} , s ∈ [0; 1], É^{@u}_{@t} (t; x; 0) = 0. ôÅÐÅÒØ ÉÚ (14) ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ

u(t; x; s) = b(s) 1 − x

+ 2t s∫ 0 b(y)dy ((1 − x)^2 − 4t(s − y))^{3=2} ;

x ∈ (−1; 1); |t| ¡ 1 4 (1 − x)^2; s ∈ [0; 1]

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (15). åÓÌÉ b ∈ C^1[0; 1], ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ u(t; x; s) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÐÏ s. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (15) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ^{@2u}_{@t@s} =^{@2 u}_{@x2} , É ÐÏÓÌÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÎÏ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÏÌÎÏŒÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ (12) Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ- ÓËÏÊ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÅÊ g(x) =^∞ ∑ m=0 b_mx^m, |x| ¡ R(g).

ôÅÏÒÅÍÁ 3.8. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

1) úÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ (13) ÉÍÅÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅË- ÔÏÒÁ b ∈ E.

2) úÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ (12) ÉÍÅÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÎÁÌÉ- ÔÉÞÅÓËÏÊ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ g(x).

3) ïÐÅÒÁÔÏÒ A ËŒÁÚÉÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ É ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ æÒÅÄÇÏÌØÍÁ (1 − zA^2)^{−1} ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A^2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÉÐÁ.

152 A. œåòûéîéîA, ó. çåæôåò

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ (12) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

u(t; x) = ∞∑ n;m=0

(m + 2n)!

m!n!

A^{2n}b_{m+2n}t^nx^m

É ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ |t| ¡ T_0, |x| ¡ R_0, ÇÄÅ T_0 = ff_0R_A2 ()R(g)^2, R_0 = fi_0fi_1R(g) É ff_0, fi_0, fi_1 { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ- ÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ff_0; fi_0; fi_1 ∈ (0; 1) É ff_0 ¡ fi^2_1 (1 − fi_0)^2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.2 É ÔÅÏÒÅÍÅ 2.6, ÕÓÌÏ- ŒÉÅ 1) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ A^2-ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (ı) = ∞∑ n=0 (2n)!

n! ı^n. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÑ 1) É 3) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 2.8 É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.9). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÉÚ 2) ÓÌÅÄÕÅÔ 1). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ- ŒÉÅ 2) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ A^2-ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (ı). óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 3.1,

u(t; x) = ∞∑ n;m=0

(m + 2n)!

m!n!

A^{2n}b_{m+2n}t^nx^m

{ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (12). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ T_0 É R_0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ |t| ¡ T_0; |x| ¡ R_0. ðÕÓÔØ c_1; c_2; c_3; c_4 ∈ (0; 1), ÐÒÉÞÅÍ c_3 ¡ c_1c^2(1 − c_4)^2 (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, c_1 = 9=10, c_2 = 3=4, c_3 = 1=8, c_4 = 1=2) É r_1 = c_1R_A2 (). ôÏÇÄÁ ÒÑÄ^∞ ∑ n=0 (2n)!

n! ‖A^{2n}‖r^n_1 ÓÈÏÄÉÔÓÑ. óÌÅÄÏŒÁ-

ÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ M_1 ¿ 0, ÞÔÏ^{(2n)!}_{n!} ‖A^{2n}‖ ≤^{M1}_rn_1 , n = 0; 1; : : : . ðÕÓÔØ r_2 = c_2R(g). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ M_2 ¿ 0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ‖b_m‖ ≤^{M2}_rm_2 , m = 0; 1; : : : . ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ |x| ¡ r_2 É n = 0; 1; : : : ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(2n)! n! ∞∑ m=0 (m + 2n)! m!(2n)!

‖A^{2n}‖ ‖b_{m+2n}‖|x|^m

≤ (2n)! n! M_2‖A^{2n}‖ r^{2n}_2 ∞∑ m=0 (m + 2n)! m!(2n)!

(|x| r_2

)_m

= (2n)!M_2‖A^{2n}‖ n!r^{2n}_2 1 (1 −^{|x|}_{r2} )^{2n+1} ≤ M_1M_2 r^n_1 r^{2n}_2 1 (1 −^{|x|}_{r2} )^{2n+1} :

Oâ áîáìéôéþåóëéè òåûåîéñè 153

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ T_0 = c_3R_A2 ()R(g)^2 É R_0 = c_2c_4R(g). ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ |t| ¡ T_0 É |x| ¡ R_0, ÔÏ |t| r_1r^2 (1 −^{|x|}_{r2} )^2 ¡ c_3R_A2 ()R(g)^2 c_1R_A2 ()c^2R(g)^2(1 −^{R0}_{r2} )^2 = c_3 c_1c^2(1 − c_4)^2

¡ 1;

Ô.e. ÒÑÄÙ_∞ ∑ n=0 1 r^n_1 r^{2n}_2

|t|^n (1 −^{|x|}_{r2} )^{2n+1} É_∞ ∑ n=0 (2n)! n! (_∞∑ m=0 (m + 2n)! m!(2n)!

‖A^{2n}‖ ‖b_{m+2n}‖|x|^m ) |t|^n

ÓÈÏÄÑÔÓÑ. TÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ |t| ¡ T_0 É |x| ¡ R_0 ÒÑÄ ∞∑ n;m=0

(m + 2n)!

m!n!

‖A^{2n}‖ ‖b_{m+2n}‖ |x|^m|t|^n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÌÑ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ ff_0 = c_3, fi_0 = c_4 É fi_1 = c^{1=2}_1 c_2. □

4. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ Œ ŒÉÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (E = C É A ¿ 0) ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (12) Ó ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ g(x) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ:

u(t; x) = 1 2A √ ßt +∞∫ −∞ exp { − ¸^2 4A^2t } g(x − ¸)d¸:

œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ A { ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ 1 2A √ ßt exp{−^{¸2}_{4A2 t} } ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÑÍÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ

E = C, A ¿ 0 É g ∈ E[¸], g(¸) =^{2p} ∑ m=0 b_m¸^m, ÔÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ_{+∞} ∫ −∞ 1 2A √ ßt exp { − ¸^2 4A^2t } g(¸)d¸ = p∑ n=0 (2n)! n! A^{2n}b_{2n}t^n:

154 A. œåòûéîéîA, ó. çåæôåò

üÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÁÅÔ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ ŒŒÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ.

ðÕÓÔØ E { ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É E[[¸]] { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ E. äÌÑ r ¿ 0

É g(¸) =^∞ ∑ k=0 b_k¸^k ∈ E[[¸]] ÐÏÌÏÖÉÍ ‖g‖_r =^∞ ∑ k=0 ‖b_k‖r^k. ðÕÓÔØ

E_r⟨¸⟩ = {g ∈ E[[¸]] : ‖g‖_r ¡ +∞} É E⟨¸⟩ = ⋃ r¿0 E_r⟨¸⟩:

TÏÇÄÁ (E_r⟨¸⟩; ‖ · ‖_r) ÅÓÔØ ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É E⟨¸⟩ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÁÍÉ ÉÚ E. îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E⟨¸⟩ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÀ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ E_r⟨¸⟩ (ÓÍ. [20, ÇÌÁŒÁ 1], ÇÄÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ E = C).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. ðÕÓÔØ A : E → E { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒ. äÌÑ g ∈ E⟨¸⟩, g(¸) =^∞ ∑ k=0 b_k¸^k ÐÏÌÏÖÉÍ

1 2A √ ßt +∞∫ −∞ exp { − ¸^2 4A^2t } g(¸)d¸ = ∞∑ n=0 (2n)! n! A^{2n}b_{2n}t^n; (16)

(ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (16) ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ E[[t]]).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.2. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A = 0, ÔÏ 1 2A √ ßt +∞∫ −∞ exp { − ¸^2 4A^2t } g(¸)d¸ = g(0):

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.3. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ËŒÁÚÉÎÉÌØÐÏÔÅÎ- ÔÅÎ É ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ æÒÅÄÇÏÌØÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A^2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÅÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. ôÏÇÄÁ ÒÑÄ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (16) ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ

(H_Ag)(t) := 1 2A √ ßt +∞∫ −∞ exp { − ¸^2 4A^2t } g(¸)d¸; (17)

Oâ áîáìéôéþåóëéè òåûåîéñè 155

ÔÏ H_A { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ E⟨¸⟩ Œ E⟨t⟩.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ g(¸) =^∞ ∑ k=0 b_k¸^k, ÔÏ

(H_Ag)(t) = ∞∑ n=0 (2n)! n! A^{2n}b_{2n}t^n:

óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2.9, 1 R_A2 ()

= lim_{n→∞}^n √ (2n)! n! ‖A^{2n}‖ ¡ +∞:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

lim_{n→∞}^n √ (2n)! n! ‖A^{2n}‖ ‖b_{2n}‖ = lim_{n→∞}^n √ (2n)! n! ‖A^{2n}‖^n √ ‖b_{2n}‖ ≤ 1 R_A2 ()R(g)^2 : TÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ |t| ¡ R_A2 ()R(g)^2, ÔÏ ÒÑÄ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÁ (16) ÓÈÏÄÉÔÓÑ, Ô.e. H_Ag ∈ E⟨t⟩. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H_A ÌÉÎÅÊÎÏ. äÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÕÖÅÎÉÑ H_A|_{Er ⟨¸⟩} : E_r⟨¸⟩ → E⟨t⟩, r ¿ 0, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ. ðÕÓÔØ r_0 ¿ 0 É g ∈ E_{r0} ⟨¸⟩. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2.9,^{(2n)!}_{n!} ‖A^{2n}‖ ≤ M^n, n ∈ N , ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ M ¿ 0. ðÕÓÔØ r_1 =^{r20}_M . TÏÇÄÁ

‖H_Ag‖_{r1} = ∞∑ n=0 (2n)! n! ‖A^{2n}b_{2n}‖r^n_1 ≤ ∞∑ n=0 ‖b_{2n}‖r^{2n}_0 ≤ ‖g‖_{r0} :

ðÏÜÔÏÍÕ H_A { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ E_{r0} ⟨¸⟩ Œ E_{r1} ⟨t⟩. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, H_A ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ E_{r0} ⟨¸⟩ Œ E⟨t⟩. □

ôÅÏÒÅÍÁ 4.4. ðÕÓÔØ g { ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ŒÅËÔÏÒ- ÆÕÎËÃÉÑ É g(x) =^∞ ∑ m=0 b_mx^m, |x| ¡ R(g). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒ A ËŒÁÚÉÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ É ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ æÒÅÄÇÏÌØÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A^2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. ðÕÓÔØ T_0 É R_0 {

156 A. œåòûéîéîA, ó. çåæôåò

ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 3:8. ôÏÇÄÁ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (12) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ cÌÅÄÕÀÝÅÍ ŒÉÄÅ:

u(t; x) = 1 2A √ ßt +∞∫ −∞ exp { − ¸^2 4A^2t } g(x − ¸)d¸; (18)

|t| ¡ T_0, |x| ¡ R_0, Ô.e. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ x ∈ (−R_0; R_0) ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (18) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÐÒÉ t ∈ (−T_0; T_0), ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÉÚ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ x ∈ (−R_0; R_0) É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ g(x − ¸) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸. ðÕÓÔØ g(¸) =^∞ ∑ m=0 b_m¸^m, |¸| ¡ R(g). ôÁË ËÁË R_0 ¡ R(g), ÔÏ R(g) − |x| ¿ 0.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ |¸| ¡ R(g) − |x|, ÔÏ |x| + |¸| ¡ R(g), Ô.e. ∞∑ m=0 ‖b_m‖(|x| + |¸|)^m = ∞∑ m=0 m∑ k=0 C^k_m‖b_m‖|¸|^k|x|^{m−k} ¡ +∞:

ïÔÓÀÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

g(x − ¸) = ∞∑ m=0 b_m(x − ¸)^m = ∞∑ m=0 m∑ k=0 (−1)^kb_mC^k_m¸^kx^{m−k}

= ∞∑ k=0 (−1)^k

(_∞∑ m=k C^k_mb_mx^{m−k} ) ¸^k; |¸| ¡ R(g) − |x|:

TÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ h(¸) = g(x − ¸), ÔÏ h ∈ E⟨¸⟩, Ô.e. ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (18) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 4.1 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ 1 2A √ ßt +∞∫ −∞ exp { − ¸^2 4A^2t } g(x − ¸)d¸

= ∞∑ n=0 (2n)! n! A^{2n}

(_∞∑

m=2n

C^{2n}_m b_mx^{m−2n} ) t^n

= ∞∑ n=0 (2n)! n! A^{2n}

(_∞∑ m=0 C^{2n}_{m+2n}b_{m+2n}x^m ) t^n

Oâ áîáìéôéþåóëéè òåûåîéñè 157 = ∞∑ n;m=0

(m + 2n)!

m!n!

A^{2n}b_{m+2n}t^nx^m = u(t; x);

É ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ |t| ¡ T_0, |x| ¡ R_0 (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 3.8). □ úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.5. òÁŒÅÎÓÔŒÁ (17) É (18) ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ u(t; x) ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (12) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ \ÓŒÅÒÔËÉ" ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ g Ó \ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ" H_A.

5. úÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ðÕÓÔØ f(t; x) { ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ É

f(t; x) = ∞∑ n;m=0

f_{nm}t^nx^m; |t| ¡ T_0; |x| ¡ R_0:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ: @u @t = A^2

@^2u @^2x

+ f(t; x)

u(0; x) = 0:

(19)

ðÏÄ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÀ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ t É x, ËÏÔÏÒÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ Œ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.1. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ËŒÁÚÉÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ É ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ æÒÅÄÇÏÌØÍÁ (1 − zA^2)^{−1} ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A^2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. TÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ (19) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Œ ÐÒÑÍÏ- ÕÇÏÌØÎÉËÅ |t| ¡ T_1, |x| ¡ R_1, ÇÄÅ T_1 = min{T_0; ff(1 − fi)^2fl^2R_A2 ()R_0^2}, R_1 = fiflR_0 É ff, fi, fl { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÉÚ (0; 1). (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ R_A2 () | ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ (zA^2) =^∞ ∑ n=0 (2n)!

n! A^{2n}z^n, ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2:9.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (19) Œ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÅÍ ŒÉÄÅ:

u(t; x) = ∞∑ k=0 A^{2k} u_k(t; x): (20)

158 A. œåòûéîéîA, ó. çåæôåò

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÀ @u @t = A^2

@^2u @x^2

+ f(t; x);

ÅÓÌÉ @u_0 @t = f(t; x) É

@u_{k+1} @t = @^2u_k @x^2

; k ≥ 1:

ðÒÉÎÉÍÁÑ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

u_0(t; x) = t∫ 0 f(ø_0; x)dø_0;

u_{k+1}(t; x) = t∫ 0 @^2u_k @x^2

(ø_{k+1}; x)dø_{k+1}; k ≥ 1:

ïÔÓÀÄÁ

u_k(t; x) = t∫ 0 dø_k

ø_k∫

0 dø_{k−1} : : :

ø_1∫

0 @^{2k}f @x^{2k}

(ø_0; x)dø_0; k ≥ 0:

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁ (20) ÅÓÔØ ÁÎÁÌÉ- ÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ f É u_k, k = 0; 1; : : : , ËÁË ÇÏ- ÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄŒÕÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ z, w Œ ÐÏÌÉÄÉÓËÅ |z| ¡ T_0, |w| ¡ R_0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

f(z; w) = ∞∑ n;m=0

f_{nm}z^nw^m; u_0(z; w) = ∞∑ n;m=0

f_{nm} n + 1 z^{n+1}w^m É u_k(z; w) = ∞∑ n;m=0

(m + 2k)!n! m!(n + k + 1)!

f_{nm}z^{n+k+1}w^m;

k = 1; 2; : : : ; |z| ¡ T_0; |w| ¡ R_0:

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ff, fi, fl ∈ (0; 1), r = flR_0 É s ¡ min{T_0; ff(1 − fi)^2fl^2R_A2 ()R_0^2}. TÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ M_1 ¿ 0, ÞÔÏ

Oâ áîáìéôéþåóëéè òåûåîéñè 159

‖f_{nm}‖ ≤^{M1}_{snrm} , n; m = 0; 1; : : : . ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ |z| ¡ s_1 ¡ s É |w| ¡ r_1 = fir ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

‖u_k(z; w)‖ ≤ M_1

|z|^{k+1} r^{2k} ∞∑ n;m=0

(m + 2k)!n! m!(n + k + 1)!

( |z| s )_n( |w| r )_m

= M_1(2k)!

|z|^{k+1} r^{2k} ∞∑ m=0 (m + 2k)! m!(2k)!

( |w| r )_m^∞∑ n=0 n! (n + k + 1)!

( |z| s )_n

= M_1(2k)!

|z|^{k+1} r^{2k} 1 (1 −^{|w|}_r )^{2k+1} ∞∑ n=0 n! (n + k + 1)!

(|z| s )_n

≤ M_1(2k)!

s^{k+1} r^{2k} 1 (1 −^{|w|}_r )^{2k+1} 1 (1 −^{|z|}_s )(k + 1)! = M_1(2k)!s^{k+1} (1 −^{s1}_s )(k + 1)!(1 −^{r1}_r )^{2k+1}r^{2k} ; ÔÁË ËÁË | | |^∞ ∑ n=0 n! (n + k + 1)!

t^n | | | = | | | t∫ 0 dø_k

ø_k∫

0 dø_{k−1} : : :

ø_1∫

0 dø_0 1 − ø_0 | | | ≤ 1 (1 − |t|)(k + 1)! ;

ÅÓÌÉ |t| ¡ 1. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ l = ffR_A2 (). TÏÇÄÁ ÒÑÄ ∞∑ k=0 (2k)! k! ‖A^{2k}‖l^k

ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.9). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ M_2 ¿ 0, ÞÔÏ ‖A^{2k}‖ ≤ M_2 k! (2k)!l^k

, k = 0; 1; : : : . ðÏÜÔÏÍÕ

‖A^{2k}u_k(t; x)‖ ≤ ‖A^{2k}‖ ‖u_k(t; x)‖ ≤

M_1M_2s^{k+1} (1 −^{s1}_s )(k + 1)(1 −^{r1}_r )^{2k+1}r^{2k}l^k

ÄÌÑ ŒÓÅÈ |z| ≤ s_1, |w| ≤ r_1 É s l(1− r_1 r )^2 = s ff(1 − fi)^2fl^2R_A2 ()R_0^2

¡ 1.

TÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÑÄ ∞∑ k=0 A^{2k} u_k(z; w) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÒÉ |z| ≤

s_1, |w| ≤ r_1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ s_1 ¡ s É r_1 ¡ fiR_0, É ÆÕÎËÃÉÑ u(z; w) =

160 A. œåòûéîéîA, ó. çåæôåò ∞∑ k=0 A^{2k}u_k(z; w) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÐÏÌÉÄÉÓËÅ |z| ¡ T_1, |w| ¡ R_1, ÇÄÅ

T_1 = min{T_0; ff(1 − fi)^2fl^2R_A2 ()R_0^2}, R_1 = fiflR_0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ u(t; x), ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ (20), ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ |t| ¡ T_1, |x| ¡ R_1, É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (19). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3.1. TÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □ úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5.2. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (19) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t, Ô.e. f(t; x) = g(x), ÇÄÅ g { ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ. åÓÌÉ u(t; x) ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ, É v =^{@u}_{@t} , ÔÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ u(t; x) { ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (19) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ v(t; x) { ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (12): @v @t = A^2

@^2v @x^2 v(0; x) = g(x):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ 3)⇒1) Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 3.8 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙŒÅ- ÄÅÎÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÅÔÏÄ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Œ ŒÉÄÅ ÒÑÄÁ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ \ÍÁÌÏÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ" A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (12): @u @t = A^2

@^2u @x^2 u(0; x) = g(x):

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ ÒÑÄÁ

u(t; x) = g(x) + ∞∑ n=1 t^n n! A^{2n}g_n(x): (21)

úÄÅÓØ g_{n+1} = g^{′′}_n(x), Ô.e. g_n(x) = g^{(2n)}(x), n ≥ 1. åÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ 3) ÔÅÏÒÅÍÙ 3.8, ÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ (21) ÐÏ- ŒÔÏÒÑÅÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1. ðÒÉÍÅÒ 5.3. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1 É b ∈ E. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ @u @t = A^2

@^2u @x^2 + b 1 − x u(0; x) = 0:

Oâ áîáìéôéþåóëéè òåûåîéñè 161

åÓÌÉ v =^{@u}_{@t} , ÔÏ v ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (13): @v @t = A^2

@^2u @x^2

v(0; x) = b 1 − x : óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, v(t; x) = (^{tA2}_{(1−x)2} )^b_{1−x} (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2). ðÏÜÔÏÍÕ:

u(t; x) = t∫ 0 ( ø (1 − x)^2

A^2 ) b 1 − x dø = ∞∑ k=0 (2k)!

(k + 1)!

A^{2k}b t^{k+1} (1 − x)^{2k+1} ;

|t| ¡ T , |x| ¡ R, ÇÄÅ R ∈ (0; 1) É T = (1 − R)^2R_A2_{;b}() (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÅ 3.2).

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

1. E. Hille, Ordinary di¸erential equations in the complex domain. | A Wiley- Interscience publication, New York, London, 1976.

2. ö. áÄÁÍÁÒ, úÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÙÍÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ. îÁÕËÁ, í., 1978.

3. ò. ëÕÒÁÎÔ, õÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ. íÉÒ, í., 1964. 4. é. ç. ðÅÔÒÏŒÓËÉÊ, ìÅËÃÉÉ ÏÂ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÈ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ. çÏÓÔÅ- ÈÉÚÄÁÔ, í., 1953.

5. S. V. Kowalewsky, Zur Theorie der partiellen Di¸erentialgleichungen. | J. reine angew. Math. 80 (1875), 1{32.

6. C. Riquie, Les syst„emes d’«equations aux d«eriv«ees partielles. Gauthier-Villars, Paris, 1910.

7. P. Rosenbloom, The majorant method. Partial di¸erential equations. | in: Proc.

of the Fourth Symposium in pure Mathematics, Providence, Amer. Math. Soc. (1961), pp. 51-72.

8. œ. ð. ðÁÌÁÍÏÄÏŒ, äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ËÌÁÓÓÅ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÓÔÅ- ÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ É ÐÏÄÇÏÔÏŒÉÔÅÌØÎÁÑ ÌÅÍÍÁ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ. | æÕÎËÃ. ÁÎÁÌ. É ÅÇÏ ÐÒÉÌ., 2, œÙÐ. 2 (1968), 58{69.

9. F. Treves, An abstract nonlinear Cauchy{Kovalevska theorem. | Trans. Amer.

Math. Soc. 150 (1970), 77{92.

10. ó. íÉÚÏÈÁÔÁ, ï ÓÉÓÔÅÍÁÈ ëÏŒÁÌÅŒÓËÏÊ. | õÓÐÅÈÉ ÍÁÔ. ÎÁÕË., 29 (1974), 216{ 227.

11. ì. ïŒÓÑÎÎÉËÏŒ, áÂÓÔÒÁËÔÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ{ëÏŒÁÌÅŒÓËÏÊ É ÅÅ ÐÒÉ- ÌÏÖÅÎÉÑ. | õÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ. îÏŒÏÓÉÂÉÒÓË, îÁÕËÁ, óÉÂ. ÏÔÄÅÌ. (1980), 88{94.

12. S. -Ouchi, Characteristic Cauchy problems and solutions of formal power series.

| Ann. Inst. Fourier 33, no.1 (1983), 131{176.

162 A. œåòûéîéîA, ó. çåæôåò

13. D. Lutz, M. Miyake, R. Sch-afke, On the Borel summability of divergent solutions of the heat equation. | Nagoya Math. J. 154 (1999), 1{29.

14. W. Balser, Divergent solutions of the heat equation: on an article of Lutz, Miyake and Sch-afke. | Paci˛c J. Math. 188, no.1, (1999), 53{63.

15. í. ì. çÏÒÂÁÞÕË, ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏ-ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Œ ËÌÁÓÓÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÊ. | äÏËÌ. òáî 374, no. 1 (2000), 7{9.

16. M. L. Gorbachuk, An operator approach to the Cauchy{Kovalevskaya theorem. | J. Math. Sci., New York, no. 5 (2000), 1527{1532.

17. ó. ð. þÕÌËÏŒ, ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Œ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ. | æÕÎËÃ. ÁÎÁÌ. É ÅÇÏ ÐÒÉÌ. 39, ŒÙÐ. 3 (2005), 64{75.

18. á. èÏŒÁÎÓËÉÊ, ó. ð. þÕÌËÏŒ, ðÏÌÉÎÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Œ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ Ó ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. | éÚŒÅÓÔÉÑ òáî, ÓÅÒ. ÍÁÔÅÍ. 70 (2006), 163{182.

19. ü. èÉÌÌÅ, ò. æÉÌÌÉÐÓ, æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ. éì, í., 1962. 20. ç. çÒÁÕÜÒÔ, ò. òÅÍÍÅÒÔ, áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ. îÁÕËÁ, í., 1988. 21. à. ì. äÁÌÅÃËÉÊ, í. ç. ëÒÅÊÎ, õÓÔÏÊÞÉŒÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. îÁÕËÁ, í., 1970.

22. ó. çÅÆÔÅÒ, œ. íÏËÒÅÎÀË, óÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ^∞ ∑ n=0 n!z^n É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÒÅÛÅ-

ÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. | öÕÒÎÁÌ ÍÁÔÅÍ. ÆÉÚÉËÉ, ÁÎÁÌ., ÇÅÏÍ. no. 1 (2005), 53{70.

Vershynina A., Gefter S. On analytic solutions of the heat equation with an operator coe‹cient.

Let A be a bounded linear operator on a Banach space and g a vectorvalued function analytic on a neighborhood of the origin of R. We obtain conditions for the existence of analytic solutions for the Cauchy problem {_{@u}

@t = A^{2 @2 u}_{@x2} u(0; x) = g(x):

Moreover, we consider a representation of the solution

of this problem as a Poisson integral and investigate the Cauchy problem for the corresponding nonhomogeneous equation.

ðÏÓÔÕÐÉÌÏ 2 ÉÀÎÑ 2008 Ç. èÁÒØËÏŒÓËÉÊ ÎÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ ÉÍ. œ. î. ëÁÒÁÚÉÎÁ E-mail: gefter@univer.kharkov.ua

E-mail: avershynina@yahoo.com