Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 352, 2008 g.

O. A. Ivanov TEOREMA TIHONOVA––XAUDERA I SUWESTVOVANIE OGRANIQENNYH REXENI` KVAZILINE`NYH GIPERBOLIQESKIH SISTEM DIFFERENCIAL^NYH URAVNENI`

Rassmotrim lineænu¸ odnorodnu¸ giperboliqesku¸ sistemu

ẋ = A(t)x, x ∈ R^n (1)

s nepreryvnoæ matriceæ A(t). DlØ udobstva budem srazu predpolagat~, qto A(t) = ( A_+ (t) 0

0 A�(t) )

Takim obrazom, fundamental~naØ matrica dannoæ sistemy takße imeet bloqnyæ vid

Φ(t) = ( Φ_+(t) 0

0 Φ�(t) )

Uslovie giperboliqnosti sistemy (1) oznaqaet (sm. [2]), qto suwestvu¸t takie poloßitel~nye qisla a i λ, qto | |Φ_+(t)Φ�^1_+ (τ ) | | 6 ae�^{λ(t}�^{τ )} pri t ¿ τ, | |Φ�(t)Φ�^1� (τ )^| 6 ae^{λ(t}�^{τ )} pri t 6 τ. (2)

Rassmotrim teper~ vozmuwennu¸ sistemu ẋ = A(t)x + X(x, t), x ∈ R^n, (3) gde X ∈ C(R^n × R).

Osnovnym rezul~tatom fftoæ raboty ØvlØetsØ dokazatel~stvo sledu¸wego utverßdeniØ, annonsirovannogo v [1].

Teorema. Esli sistema (1) giperboliqna, to dlØ l¸bogo poloßi-

tel~nogo qisla ε naædetsØ takoe qislo δ > 0, qto dlØ l¸boæ nepreryvnoæ funkcii X, udovletvorØ¸weæ neravenstvu |X(x, t)| 6 δ pri vseh (x, t) ∈ R^n × R: 114

TEOREMA TIHONOVA––XAUDERA 115

a) sistema (3) imeet rexenie x(t), takoe, qto |x(t)| 6 ε, i, bolee togo, b) dlØ vsØkogo ograniqennogo na vseæ prØmoæ rexeniØ x(t) spravedliva ocenka |x(t)| 6 ε.

Zameqanie. Standartnym usloviem, nakladyvaemym na funk-

ci¸ X(x, t), ØvlØetsØ predpoloßenie o tom, qtoby ona udovletvorØla uslovi¸ Lipxica (sm., k primeru, [2]). V dannoæ teoreme trebuetsØ lix~ ee ograniqennost~.

Sistemu (3) nam budet udobno zapisat~ v vide { ẏ = A_+ (t)y + Y (x, t), ż = A�(t)z + Z(x, t). (4) Zapixem sistemu integral~nyh uravneniæ { y(t) = ∫_t �1^{Φ+ (t)Φ}�^1+^{(τ )Y (x, τ ) dτ,} z(t) = − ∫_+1

t Φ�(t)Φ�^1� (τ )Z(x, τ ) dτ.^{(5)} Lemma 1. FunkciØ x(t) =^(y(t), z(t)^) ØvlØetsØ ograniqennym re-

xeniem sistemy (3) differencial~nyh uravneniæ togda i tol~ko togda, kogda ona ØvlØetsØ rexeniem sistemy (5) integral~nyh uravneniæ.

Pust~ |X(x, t)| 6 σ i x(t) – rexenie sistemy (5), togda |y(t)| 6 aσ t∫ �1^e �λ(t�τ )_{dτ =}^{aσ}_{λ ,} analogiqnym obrazom i |z(t)| 6^{aσ}_λ , otkuda |x(t)| 6 2aσ λ . (6)

Teper~ predpoloßim, qto x(t) = ( y(t), z(t) ) ØvlØetsØ ograniqennym rexeniem sistemy (3), poloßim dlØ udobstva φ(t) = Y ( x(t), t ) i ψ(t) = Z ( x(t), t ) . Takim obrazom, ( y(t), z(t) ) – rexenie lineænoæ neodnorodnoæ sistemy { ẏ = A_+ (t)y + φ(t), ż = A�(t)z + ψ(t),

116 O. A. IVANOV

kotoroe, kak izvestno, moßno zapisat~ v vide { y(t) = Φ_+(t)Φ�^1_+ (t_0)y(t_0 ) + ∫_t t0 Φ_+(t)Φ�^1_+ (τ )φ(τ ) dτ,

z(t) = Φ�(t)Φ�^1� (t_0)z(t_0) + ∫_t t0 Φ�(t)Φ�^1� (τ )ψ(τ ) dτ.

Poskol~ku funkciØ y(t) po predpoloßeni¸ ØvlØetsØ ograniqennoæ, to iz pervoæ ocenki (2) sleduet, qto Φ_+ (t)Φ�^1_+ (t_0)y(t_0 ) → 0 pri t_0 → −∞. Pofftomu, pereædØ k predelu pri t_0 → −∞ v pervom iz ravenstv, my i poluqim, qto funkciØ y(t) udovletvorØet pervomu iz uravneniæ (5). PereædØ k predelu pri t_0 → +∞ vo vtorom iz ravenstv, my poluqim, qto funkciØ z(t) udovletvorØet vtoromu iz uravneniæ (5).

Vvedem operator U, poloßiv

(Ux)(t) = t∫ �1^{Φ+(t)Φ}

�1_{+ (τ )Y (x, τ ) dτ} − +1_∫ t Φ�(t)Φ�^1� (τ )Z(x, τ ) dτ (7)

Takim obrazom, sistema integral~nyh uravneniæ (5) moßet byt~ zapisana v vide Ux = x, (8) qto oznaqaet, qto funkciØ x(t) ØvlØetsØ nepodvißnoæ toqkoæ operatora U.

Dokazatel~stvo osnovnogo rezul~tata opiraetsØ na sledu¸- wiæ klassiqeskiæ rezul~tat Tihonova–Xaudera (sm., k primeru, [3]). Pust~ E – hausdorfovo polnoe lokal~no vypukloe prostranstvo, B – ego zamknutoe vypukloe podmnoßestvo. Rassmotrim nepreryvnoe otobraßenie U : B → B, zamykanie U(B) obraza kotorogo ØvlØetsØ kompaktnym. Togda operator U imeet v B nepodvißnu¸ toqku.

My budem ispol~zovat~ fftu teoremu v sledu¸weæ situacii. (i) E = C(R → R^n) s topologieæ ravnomernoæ shodimosti na kompaktnyh podmnoßestvah prØmoæ;

(ii) B = {x ∈ E | |x(t)| 6 r pri vseh t ∈ R}; (iii) U – operator, opredelennyæ formuloæ (7).

Podleßat proverke tol~ko svoæstva opredelennogo vyxe operatora U.

TEOREMA TIHONOVA––XAUDERA 117

Lemma 2. Predpoloßim, qto |X(x, t)| 6 σ pri vseh (x, t) ∈ R^n × R

i poloßim r =^{2aσ}_λ . Togda

(1) U : B → B;

(2) U nepreryven;

(3) U(B) – kompaktnoe mnoßestvo.

Pust~ x(t) – nepreryvnaØ funkciØ. Togda funkciØ φ(t) = Y ( x(t), t ) takße nepreryvna i |φ(t)| 6 σ pri vseh t ∈ R. Shodi-

most~ integrala y(t) = ∫_t �1^{Φ+ (t)Φ}�^1+^{(τ )φ(τ ) dτ sleduet iz ocenki}

(2), pri fftom, kak bylo otmeqeno vyxe, |y(t)| 6^{aσ}_λ . UbedimsØ,

qto funkciØ y(t) nepreryvna.

Pust~ n – nekotoroe natural~noe qislo, t_1, t_2 ∈ [−n; n]. Fik-

siruem ε > 0. V sledu¸wih ocenkah uqastvuet qislo T 6 −n,

kotoroe budet vybrano dalee. Imeem,

|y(t_1)−y(t_2 )|6 | | | | | T∫ �1^{Φ+(t1)Φ}

�1_{+ (τ )φ(τ ) dτ} | | | | | + | | | | | T∫ �1^{Φ+ (t2)Φ}

�1_{+ (τ )φ(τ )dτ} | | | | | +

+ | | | | | | t1∫ T ( Φ_+ (t_2)−Φ_+ (t_1) ) Φ�1_{+ (τ )φ(τ ) dτ} | | | | | | + | | | | | | t2∫ t1 Φ_+ (t_2)Φ�^1_+ (τ )φ(τ )dτ | | | | | | . (9) Ocenim pervoe slagaemoe. Imeem, | | | | | | T∫ �1^{Φ+ (t1)Φ}

�1_{+ (τ )φ(τ ) dτ} | | | | | | 6 6 T∫ �1^{ae} �λ(t1�τ )_{σ dτ =}^{aσ}_{λ e}λ(�t1+T ) 6^{aσ}_{λ e}λ(n+T )_. Vyberem T tak, qtoby^{aσ}_λ e^{λ(n+T )} 6^ε_4 . Dalee, poloßim

c_1 = max { ‖Φ�1_{+ (t)‖ | t ∈ [T ; n]}^}_,

c_2 = max { ‖Φ_+(t)‖ | t ∈ [−n; n] } .

Vyberem qislo α_1 tak, qtoby

‖Φ_+(t_2) − Φ_+(t_1)‖ < ε 4c_1σ(n − T ) pri |t_1 − t_2| < α_1,

118 O. A. IVANOV

qto vozmoßno v silu ravnomernoæ nepreryvnosti Φ_+ (t) na ot-

rezke [−n; n]. Vyberem α_2 tak, qtoby α_2 <^ε_{4σc1c2} i poloßim

α = min{α_1, α_2}. Pust~ |t_1 − t_2| < α. Tret~e slagaemoe v pravoæ

qasti neravenstva (9) ne prevoshodit t1∫ T ‖ ‖Φ_+(t_2) − Φ_+ (t_1) ‖ ‖ ‖ ‖Φ�1_{+ (τ )}^‖_{|φ(τ )| dτ <}^{t1∫} T ε 4σc_1(n − T ) · c_1 · σ dτ 6 ε 4 . Nakonec, poslednee slagaemoe ne prevoshodit

|t_1 − t_2|c_1c_2σ 6 α_2c_1c_2σ < ε 4 . Takim obrazom dokazano, qto |y(t_1 ) − y(t_2)| < ε pri vseh t_1, t_2 ∈

[−n; n], takih, qto |t_1 − t_2| < α, qto i oznaqaet nepreryvnost~

y(t) na otrezke [−n; n]. Nepreryvnost~ vtoroæ komponenty z(t) = − ∫_+1

t Φ�(t)Φ�^1� (τ )Z(x, τ ) dτ v opredelenii operatora U dokazy-

vaetsØ analogiqnym obrazom. Sledovatel~no U : B → B.

V deæstvitel~nosti, my dokazali bol~xe. Iz provedennyh

ocenok sleduet, qto mnoßestvo funkciæ, vhodØwih v U(B), ØvlØ-

etsØ ravnomerno ograniqennym i ravnostepenno nepreryvnym na

kaßdom iz otrezkov [−n; n], sledovatel~no, v silu standartnoæ

lemmy Arcela–Askoli, mnoßestvo U(B) otnositel~no kompaktno

v prostranstve E, t. e. U(B) – kompaktnoe mnoßestvo.

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva lemmy ostalos~ ubedit~sØ,

qto U – nepreryvnyæ operator. Pust~ x_1, x_2 ∈ B. Ocenim per-

vu¸ komponentu raznosti (Ux_1)(t) − (Ux_2)(t), predpolagaØ, qto

t ∈ [−n; n]. ˚sno, qto ona ne prevoshodit | | | | | | t∫ T Φ_+(t)Φ�^1_+ (τ ) ( Y ( x_1(τ ), τ ) − Y ( x_2(τ ), τ )) dτ | | | | | | +

+ | | | | | | T∫ �1^{Φ+(t)Φ}

�1_{+ (τ )Y}^(_{x1(τ ), τ}^)_{dτ} | | | | | | + | | | | | | T∫ �1^{Φ+ (t)Φ}

�1_{+ (τ )Y}^(_{x2(τ ), τ}^)_{dτ} | | | | | | . Vyberem T tak, qtoby aσ λ e^{λ(T +n)} < ε 3 ,

TEOREMA TIHONOVA––XAUDERA 119

togda kaßdoe iz dvuh poslednih slagaemyh v poluqennoæ ocenke budet men~xe^ε_3 . Potrebuem teper~, qtoby raznost~ x_1(τ ) − x_2(τ ) byla by nastol~ko mala pri vseh τ ∈ [T ; n], qtoby | |Y (x_1(τ ), τ ) − Y (x_2(τ ), τ ) | | 6^ε_{3(T + n)c1c2} ,

(zdes~ qisla c_1 i c_2 takie ße, kak i vyxe). Togda pervoe slagaemoe takße men~xe^ε_3 . Takim obrazom dokazano, qto operator U ØvlØetsØ nepreryvnym.

Literatura

1. O. A. Ivanov, Ograniqennye rexeniØ kvazilineænyh sistem. — Vestnik LGU 22 (1985), s. 99-100.

2. V. A. Pliss, Integral~nye mnoßestva periodiqeskih sistem differencial~nyh uravneniæ. Nauka, M. (1977). 304 s.

3. F. Hartman, Obyknovennye differencial~nye uravneniØ. Mir, M. (1970), 720 s.

Ivanov O. A. Tychonoff–Schauder Theorem and the existence of bounded solutions of quasi-linear hyperbolic systems of differential equations.

Tychonoff–Schauder fixed-point theorem is applied to prove the existence of bounded solutions of systems of ordinary differential equations which are C^0-close to linear hyperbolic systems.

Postupilo 18 dekabrØ 2007 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet E-mail: oleg ivanov2002@mail.ru