Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 352, 2008 g.

O. A. Ivanov

INTEGRALY PO TRAEKTORI˚M DINAMIQESKO` SISTEMY I SUWESTVOVANIE ODNORODNYH FUNKCI` L˚PUNOVA–KRASOVSKOGO

1. Integraly po traektoriØm

Pust~ f : M × R → M – dinamiqeskaØ sistema na kompaktnom metriqeskom prostranstve M , G : M → R – nekotoraØ nepreryvnaØ funkciØ. Poloßim l(p, τ ) = ∫_τ 0 G(f(p, t)) dt, gde p ∈ M i τ ∈ R. ˚sno, qto l ∈ C(M × R) i spravedlivo ravenstvo

l(p, τ + τ_1) = l(p, τ ) + l ( f(p, τ ), τ_1 ) . Vse dal~neæxie rassußdeniØ provodØtsØ pri sledu¸wem osnovnom predpoloßenii:

dlØ l¸boæ toqki p ∈ M funkciØ l(p, . ) ne ØvlØetsØ ograniqennoæ sverhu na R.

Sformuliruem i dokaßem neskol~ko nesloßnyh lemm.

Lemma 1. Predpoloßim, qto posledovatel~nost~ toqek pn ∈ M

stremitsØ k toqke p ∈ M , a posledovatel~nost~ qisel τ_n stremitsØ k beskoneqnosti. Esli l(p_n, τ ) 6 c pri vseh τ ∈ [0; τ_n], to l(p, τ ) 6 c pri vseh τ ¿ 0.

Fiksiruem proizvol~nye qisla ε > 0 i τ_0 > 0. Vyberem natural~noe qislo k tak, qtoby τ_n > τ_0 pri vseh n ¿ k. Poskol~ku

p_n → p i funkciØ l nepreryvna, to naædetsØ natural~noe qislo m > k, takoe, qto l(p, τ ) − l(p_m, τ ) < ε pri vseh τ ∈ [0; τ_0]. Takim

obrazom, l(p, τ ) < ε+l(p_m, τ ) 6 c+ε pri vseh τ ∈ [0; τ_0]. V silu proizvol~nosti ε poluqaem, qto l(p, τ ) 6 c pri vseh τ ∈ [0; τ_0], otkuda, v silu proizvol~nosti τ_0, i vytekaet utverßdenie lemmy.

Lemma 2. Predpoloßim, qto dlØ nekotoroæ toqki p ∈ M znaqe-

niØ l(p, τ ) ograniqeny sverhu pri vseh τ ¿ 0. Togda l(p, τ ) → −∞ pri τ → +∞. Pust~ l(p, τ ) 6 c_1 pri vseh τ ¿ 0. Predpoloßim, qto naædetsØ posledovatel~nost~ qisel τ_n → +∞, takaØ, qto l(p, τ_n) ¿ −c_2. 106

INTEGRALY PO TRAEKTORI˚M 107 V silu kompaktnosti prostranstva M my vprave predpolagat~, qto p_n = f(p, τ_n) → p_∗. Togda l(p_n, τ ) = l(p, τ_n + τ ) − l(p, τ_n) 6 c_1 + c_2 pri vseh τ ¿ −τ_n. Iz analoga lemmy 1 dlØ posledovatel~nosteæ, stremØwihsØ k −∞, sleduet, qto l(p_∗, τ ) 6 c_1 + c_2 pri vseh τ ∈ R, qto protivoreqit osnovnomu predpoloßeni¸.

Sledu¸wee utverßdenie ØvlØetsØ usileniem predyduweæ lemmy.

Lemma 3. Predpoloßim, qto dlØ nekotoroæ toqki p ∈ M znaqe-

niØ l(p, τ_n) 6 c dlØ nekotoroæ posledovatel~nosti τ_n → +∞. Togda l(p, τ ) → −∞ pri τ → +∞. V silu lemmy 2 dostatoqno dokazat~, qto funkciØ l(p, . ) ograniqena sverhu na R_+. Predpoloßim protivnoe i poloßim l(p, ν_n) = max{l(p, τ ) | τ ∈ [0; τ_n]}. Takim obrazom, l(p, τ ) 6 l(p, ν_n) pri vseh τ ∈ [0; τ_n]. Pri fftom posledovatel~nost~ l(p, ν_n) monotonno stremitsØ k +∞, v qastnosti, ν_n → ∞. Poloßim p_n = f(p, ν_n). Budem sqitat~, qto p_n → p_∗. Imeem, l(p_n, τ_n − ν_n) = l(p, τ_n) − l(p, ν_n) → −∞, otkuda, v silu nepreryvnosti funkcii l, sleduet, qto τ_n − ν_n → +∞. Esli

τ ∈ [−ν_n; τ_n −ν_n], to v silu vybora qisla ν_n spravedlivo neraven-

stvo l(p_n, τ ) = l(p, ν_n + τ ) − l(p, ν_n) 6 0, tak kak ν_n + τ ∈ [0; τ ]. Togda, v silu lemmy 1, l(p_∗, τ ) 6 0 pri vseh τ ∈ R, qto protivoreqit osnovnomu predpoloßeni¸.

Sledstvie 1. Pust~ K – nekotoroe zamknutoe podmnoßestvo

prostranstva M . Predpoloßim, qto suwestvuet qislo c, takoe, qto dlØ kaßdoæ toqki p ∈ K naædetsØ takoe qislo τ (p), qto l ( p, τ (p) ) 6 c. Togda suwestvuet qislo C, takoe, qto l(p, τ ) 6 C

dlØ kaßdoæ toqki p ∈ K i l¸bogo τ ∈ [0; τ (p)].

Poloßim l(p, ν(p)) = max{l(p, τ ) | τ ∈ [0; τ (p)]}. Esli utverßdenie neverno, to naædetsØ posledovatel~nost~ q_n, takaØ, qto l ( q_n, ν(q_n) ) → +∞. Poloßim p_n = f ( q_n, ν(q_n) ) . Dal~neæxee rassußdenie prohodit tak ße, kak v dokazatel~stve lemmy 3.

Sledstvie 2. Esli dlØ toqki p ∈ M naædetsØ posledovatel~-

nost~ τ_n → +∞ (τ_n → −∞), takaØ, qto l(p, τ_n) → +∞, to l(p, τ ) → +∞ pri τ → +∞ (sootvetstvenno, pri τ → −∞).

108 O. A. IVANOV

2. Razbienie fazovogo prostranstva

Rassmotrim mnoßestva M_+ = {p ∈ M | l(p, τ ) → +∞ pri τ → +∞ i l(p, τ ) → −∞ pri τ → −∞}, M_− = {p ∈ M | l(p, τ ) → −∞ pri τ → +∞ i l(p, τ ) → +∞ pri τ → −∞} i M_0 = {p ∈ M | l(p, τ ) → +∞ pri τ → ±∞}. Lemma 4. Mnoßestva M+ , M− i M0 obrazu¸t razbienie pro-

stranstva M i invariantny otnositel~no dinamiqeskoæ sistemy, pri fftom mnoßestva M_+ i M_− ØvlØ¸tsØ zamknutymi.

To, qto M = M_+ ∪ M_− ∪ M_0, ØvlØetsØ sledstviem lemmy 3. Invariantnost~ fftih mnoßestv oqevidna. Dokaßem zamknutost~ mnoßestva M_−. Pust~ p_n ∈ M_− i p_n → p. Dostatoqno pokazat~, qto l(p, τ ) → −∞ pri τ → +∞, a v silu lemmy 2 dostatoqno pokazat~, qto naædetsØ qislo c, takoe, qto l(p, τ ) 6 c pri vseh

τ ¿ 0. Tak kak pn ∈ M−, to naædetsØ posledovatel~nost~ τn →

+∞, takaØ, qto l(p_n, τ_n) 6 1. V silu sledstviØ lemmy 3, naædetsØ qislo c, takoe, qto l(p_n, τ ) 6 c pri vseh τ ∈ [0; τ_n]. Znaqit, v silu lemmy 1, l(p, τ ) 6 c pri vseh τ ¿ 0.

Lemma 5. Pust~ p ∈ M0. Togda ρ^(f(p, τ ), M+^) → 0 pri τ → +∞ i ρ ( f(p, τ ), M_− ) → 0 pri τ → −∞. Pust~ p ∈ M_0 i predpoloßim, qto suwestvuet posledovatel~- nost~ τ_n → +∞, takaØ, qto p_n = f(p, τ_n) → p_∗ ∈ M_0 ∪ M_−. Odnako

l(p_n, −τ_n) = −l(p_n, τ_n) → −∞, v qastnosti, l(p_n, −τ_n) 6 c dlØ ne-

kotoroæ konstanty c. V silu sledstviØ lemmy 3, l(p_n, τ ) 6 c pri vseh τ ∈ [−τ_n; 0]. Znaqit, v silu lemmy 2, l(p_∗, τ ) → −∞ pri

τ → −∞ – protivoreqie.

Lemma 6. DlØ vsØkoæ okrestnosti U mnoßestva M− naædetsØ

takoe qislo τ_U , qto l(p, τ_U ) ¿ 1 pri vseh p ∈ M r U .

Esli predpoloßit~ protivnoe, to naædutsØ posledovatel~nosti τ_n → +∞ i p_n ∈ M r U , takie, qto l(p_n, τ_n) < 1. SqitaØ, qto

p_n → p_∗, i povtorØØ rassußdenie iz dokazatel~stva predyduweæ

lemmy, poluqim, qto l(p_∗, τ ) 6 c pri vseh τ ¿ 0, qto nevozmoßno, tak kak p_∗ /∈ M_−.

INTEGRALY PO TRAEKTORI˚M 109

Sledstvie. DlØ vsØkoæ toqki p /∈ M− naædutsØ takie qisla k > 0

i b, qto l(p, τ ) ¿ kτ + b pri vseh τ ¿ 0.

Vyberem okrestnost~ U mnoßestva M_− tak, qtoby ona ne peresekalas~ s poloßitel~noæ polutraektorieæ toqki p, f(p, τ ) /∈ U pri vseh τ ¿ 0. Poloßim τ_0 = τ_U . Predstavim proizvol~noe qislo τ ¿ 0 v vide τ = aτ_0 + r, gde a ∈ Zi r ∈ [0; τ_0). Pust~ g = max{ |G(p)| | p ∈ M }. Togda l(p, τ ) ¿ a + l ( f(p, aτ_0), r ) = τ − r τ_0 + l ( f(p, aτ_0), r ) ¿^τ_{τ0} − (1 + gτ0).

Takim obrazom, my moßem vzØt~ k =^1_{τ0} i b = −(1 + gτ_0).

Kak obyqno, qerez Ω budem oboznaqat~ neblußda¸wee mnoßestvo rassmatrivaemoæ dinamiqeskoæ sistemy na prostranstve M . Lemma 7. Ω ⊂ M+ ∪ M−.

Predpoloßim, qto toqka p /∈ M_+ ∪ M_− i ØvlØetsØ neblußda- ¸weæ. Vyberem okrestnost~ U mnoßestva M_+ tak, qtoby ee zamykanie ne peresekalos~ s mnoßestvom M_− i otricatel~noæ polutraektorieæ toqki p. Poskol~ku p ∈ Ω, to naædutsØ posledovatel~nost~ τ_n → +∞ i posledovatel~nost~ toqek p_n → p, takie, qto f(p_n, τ_n) → p. Oboznaqim qerez q_n posledn¸¸ toqku vyhoda otrezka traektorii f(p_n, τ ) pri τ ∈ [0; τ_n] iz okrestnosti U i budem sqitat~, qto q_n → q. Vvedem qisla ν_n posredstvom ravenstva f(q_n, ν_n) = f(p_n, τ_n). Po postroeni¸ f(q_n, τ ) /∈ U pri vseh

τ ∈ [0; ν_n], pofftomu, esli ν_n → +∞, to f(q, τ ) /∈ U pri vseh τ ¿ 0.

Odnako q /∈ M_−, qto protivoreqit lemme 4. Esli ße posledovatel~nost~ {ν_n} ØvlØetsØ ograniqennoæ, to, vybrav iz nee shodØwu¸sØ podposledovatel~nost~, my poluqim, qto p = f(q, ν_0), qto protivoreqit vyboru okrestnosti U .

Sledstvie 1. Mnoßestvo M+ ØvlØetsØ asimptotiqeski ustoæ-

qivym s oblast~¸ pritØßeniØ M r M_− i, bolee togo, ravnomerno asimptotiqeski ustoæqivym na l¸bom kompakte K ⊂ M r M_−. Pri τ → −∞ analogiqnoe utverßdenie verno dlØ mnoßestva M_−.

Sledstvie 2. DlØ l¸boæ okrestnosti U mnoßestva M− naædut-

sØ qisla k > 0 i b, takie, qto

l(p, τ ) ¿ kτ + b pri vseh τ ¿ 0 i p /∈ U. (1)

110 O. A. IVANOV

Kak obyqno, qerez dhdτ budem oboznaqat~ proizvodnu¸ funkcii

h : M → R v silu dannoæ dinamiqeskoæ sistemy, t. e. dh dτ (p) = d dτ ( h(f(p, τ )) ) |_{τ =0}.

Sledstvie 3. Suwestvuet funkciØ h ∈ C(M ), postoØnnaØ na

mnoßestvah M_+ i M_−, takaØ, qto^{dh}_{dτ} (p) > 0 pri vseh p ∉ M_+ ∪M_−.

Utverßdenie fftogo sledstviØ sleduet iz PredloßeniØ 2 raboty [3].

3. Lineænoe uravnenie pervogo porØdka “v silu” dinamiqeskoæ sistemy i suwestvovanie odnorodnoæ funkcii LØpunova–Krasovskogo

Rassmotrim uravnenie dv dτ + αG v = η, (2) gde α > 0, η : M → R – nekotoraØ nepreryvnaØ funkciØ, a G – ta samaØ funkciØ, ob integralah ot kotoroæ xla req~ v predyduwih razdelah.

Teorema 1. DlØ vsØkogo qisla α > 0 i funkcii η ∈ C(M ) suwe-

stvuet funkciØ v, ØvlØ¸waØsØ rexeniem uravneniØ (2), priqem znaqeniØ funkcii v na mnoßestvah M_+ i M_− opredeleny odnoznaqno.

Fiksiruem funkci¸ h, proizvodnaØ kotoroæ v silu dannoæ sistemy poloßitel~na na dopolnenii ob¨edineniØ M_+ ∪M_−, pri fftom h(p) = { 1, pri vseh p ∈ M_+, −1, pri vseh p ∈ M_−.

Rassmotrim toqku p /∈ M_+ ∪M_− i oboznaqim qerez τ (p) rexenie uravneniØ h ( f(p, τ ) ) = 0 (Øsno, qto ono suwestvuet i edinstvenno). Poloßim formal~no

τ (p) = { −∞, esli p ∈ M_+ , +∞, esli p ∈ M_−.

INTEGRALY PO TRAEKTORI˚M 111

i opredelim funkci¸ v po formule v(p) = 0∫ τ (p) exp −α 0∫ τ G ( f(p, ν) ) dν η ( f(p, τ ) ) dτ (3) Shodimost~ integrala v sluqae, kogda p ∈ M_+ ili p ∈ M_− vytekaet iz ocenki (1). Nepreryvnost~ sleduet iz standartnyh teorem analiza o predel~nom perehode pri naliqii maßoranty podintegral~nyh funkciæ. To, qto v – iskomoe rexenie, proverØetsØ neposredstvenno.

Rassmotrim teper~ “gladkiæ sluqaæ”.

Teorema 2. Pust~ M – gladkoe zamknutoe mnogoobrazie, a dina-

miqeskaØ sistema na M zadana C^1-gladkim vektornym polem F .

Togda, esli qislo α dostatoqno veliko, to funkciØ v, opredelen-

naØ formuloæ (3), ØvlØetsØ C^1-gladkoæ.

Iz estestvennogo usileniØ PredloßeniØ 5 raboty [3] sleduet, qto funkciØ p → τ (p) – gladkaØ. Prodifferencirovav ravenstvo (3) formal~no po p, my poluqim, qto ∂v ∂p = − ∂τ (p) ∂p · exp −α 0∫ τ (p) G ( f(p, ν) ) dν · η ( f(p, τ (p)) ) −

− α 0∫ τ (p) exp −α 0∫ τ (p) G ( f(p, ν) ) dν ·

· 0∫ τ ∂G ∂p ( f(p, ν) ) ∂f ∂p (p, ν) dν · η ( f(p, τ ) ) +

+ 0∫ τ G ( f(p, ν) ) ∂η ∂p ( f(p, ν) ) ∂f ∂p (p, ν) dν (4) Osnovnym dlØ dal~neæxego ØvlØetsØ neravenstvo ‖ ‖ ‖ ‖ ∂f ∂p (p, τ ) ‖ ‖ ‖ ‖ 6 a · exp(lτ ) (5)

112 O. A. IVANOV dlØ nekotoryh poloßitel~nyh konstant a i l, spravedlivost~ kotorogo sleduet iz togo, qto matrica^{∂f}_{∂p} ØvlØetsØ fundamental~nym rexeniem sootvetstvu¸wego uravneniØ v variaciØh. Ostalos~ vybrat~ qislo α nastol~ko bol~xim, qtoby αk_± > l, gde k_+ – opredeleno kak v sledstvii k lemme 7 dlØ okrestnosti

h^{−1}(−∞; 0) mnoßestva M_−, k_− opredeleno analogiqnym obrazom

dlØ okrestnosti h^{−1}(0; +∞) mnoßestva M_+ .

V kaqestve prostogo primeneniØ fftoæ teoremy poluqaem suwestvovanie gladkoæ odnorodnoæ funkcii LØpunova–Krasovskogo dlØ odnorodnoæ sistemy (so stepen~¸ odnorodnosti m > 1) dx dt = P (x)

v R^n, ne ime¸weæ netrivial~nyh ograniqennyh rexeniæ. Kak

obyqno, pereædem k sisteme v koordinatah (r, p) ∈ R_+ × S^{n−1} {_{dr} dτ = rG(p), dp dτ = F (p), v kotoroæ peremennaØ τ svØzana s t posredstvom differencial~nogo uravneniØ^{dτ}_{dt} = r^{m−1}. Funkci¸ LØpunova–Krasovskogo budem iskat~ v vide V (x) = r^αv(p). Imeem, dV dt = r^{α+m−1} ( dv dτ + αGv ) , zdes~^{dv}_{dτ} – proizvodnaØ v silu sistemy na S^{n−1}, zadavaemoæ vektornym polem F (p). Zametim, qto uslovie otsutstviØ nenulevyh ograniqennyh rexeniæ ishodnoæ odnorodnoæ sistemy kak raz i

oznaqaet, qto integraly τ∫ 0 G ( f(p, ν) ) dν ne ograniqeny sverhu.

Ostalos~ primenit~ teoremu 2, vzØv v kaqestve η proizvol~nu¸ poloßitel~nu¸ na S^{n−1} funkci¸. Zametim v zakl¸qenie, qto v rabote [2] vzØto η ≡ 1.

Literatura

1. O. A. Ivanov, Lineænye uravneniØ “v silu” dinamiqeskoæ sistemy. Sovremennye metody v teorii kraevyh zadaq. — PontrØginskie qteniØ XII (tezisy dokladov). Voroneß, VGU (2001). 79–80.

INTEGRALY PO TRAEKTORI˚M 113 2. A. ˚. Kanevskiæ, L. �. Reæzin~, Postroenie odnorodnyh funkciæ LØpunova–Krasovskogo. — Diff. uravn. (1973), vyp. 2, 251–259.

3. N. N. Ladis, �nergetiqeskie funkcii dlØ nekotoryh dinamiqeskih sistem. — Diff. uravn. (1972), vyp. 5, 790–795.

Ivanov O. A. Integrals along trajectories of a dynamic system and the existence of homogeneous Lyapunoff–Krasovskij functions.

Linear equations with respect to a dynamic system on a metric space are considered. A new proof of the existence of homogeneous Lyapunoff– Krasovskij functions for a homogeneous system in the Euclid space is given.

Postupilo 29 ØnvarØ 2008 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: oleg ivanov2002@mail.ru