Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 352, 2008 g.

A. A. Ivanov

SLABO METRIQESKIE PROSTRANSTVA

PonØtie slabo metriqeskogo prostranstvo bylo vvedeno v moeæ stat~e “Nepodvißnye toqki otobraßeniæ metriqeskih prostranstv” v kn.: “IssledovaniØ po topologii II”. Zap. nauqn. semin. LOMI, t. 66 (1976) str. 5–102. Emu bylo posvØweno tam vsego dve nepolnyh stranicy (27–28), soderßawie formulirovku samogo ponØtiØ i dokazatel~stvo analoga teoremy Banaha o nepodvißnyh toqkah sßima¸wih otobraßeniæ. �tot rezul~tat ne byl ispol~zovan drugimi issledovatelØmi, vo vsØkom sluqae mne neizvestny ssylki na nego. Vozmoßno ffto svØzano s opredelennymi trudnostØmi primeneniØ slabyh metrik, ne dopuska¸- wih prØmyh ocenok rasstoØniæ. ˚ neodnokratno kratko upominal o slabo metriqeskih prostranstvah na razliqnyh konferenciØh, posledniæ raz na Meßdunarodnoæ konferencii po topologii i ee priloßeniØm (Aegion, Greece, 2006). NastoØwaØ stat~Ø posvØwena izloßeni¸ nekotoryh svedeniæ otnosØwihsØ k teorii slabo metriqeskih prostranstv.

1. Slabo metriqeskie prostranstva otliqa¸tsØ ot metriqeskih

prostranstv tem, qto aksioma treugol~nika zamenena sledu¸weæ bolee slaboæ aksiomoæ:

dlØ kaßdogo ε > 0 naædetsØ δ > 0, takoe qto dlØ l¸byh toqek x, y i z spravedliva implikaciØ d(y, z) ≤ δ =⇒ d(x, z) ≤ d(x, y) + ε. �to deæstvitel~no oslablenie aksiomy treugol~nika, tak kak pri vypolnenii aksiomy treugol~nika d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) v kaqestve δ moßno vzØt~ samo ε.

Prostym primerom slabo metriqeskogo prostranstva ØvlØetsØ ediniqnyæ otrezok [0; 1], v kotorom rasstoØnie opredeleno formuloæ d(x, y) = (x − y)^2 dlØ l¸byh toqek x, y fftogo otrezka. �to deæstvitel~no slabo metriqeskoe prostranstvo, tak kak dlØ toqek x, y i z fftogo otrezka dostatoqno rassmotret~ sluqaæ, 94

SLABO METRIQESKIE PROSTRANSTVA 95 kogda x ≤ y ≤ z, a v fftom sluqae

d(x, z) = (z − x)^2 = (z − y + y − x)^2 = (z − y)^2 + 2(z − y)(y − x)+

+(y − x)^2 ≤ (y − x)^2 + (z − y)^2 + 2(z − y) ≤ d(x, y) + 3(z − y).

DlØ δ =^{ε2}_9 i d(y, z) ≤ δ poluqaem trebuemoe neravenstvo slaboæ metriki.

Pri perenose formulirovok razliqnyh metriqeskih teorem na slabo metriqeskie prostranstva obyqno kakih-libo trudnosteæ ne voznikaet, odnako metriqeskie dokazatel~stva ih obyqno ne prohodØt, v svØzi s qem prihoditsØ iskat~ drugie dokazatel~stva. V kaqestve primera privedem dokazatel~stvo teoremy Banaha o nepodvißnyh toqkah sßima¸wih otobraßeniæ. Teorema formuliruetsØ odinakovo kak v metriqeskom, tak i v slabo metriqeskom variante, a imenno:

Pust~ (X, d) – polnoe (slabo) metriqeskoe prostranstvo i T :

X −→ X – sßima¸wee otobraßenie, to est~ d(T x, T y) ≤ a d(x, y)

dlØ nekotorogo neotricatel~nogo qisla a < 1 i l¸byh x, y ∈ X. Togda suwestvuet edinstvennaØ nepodvißnaØ toqka otobraßeniØ T , priqem k neæ shoditsØ iterativnaØ posledovatel~nost~

{T^nx}_{n∈}Nl¸boæ toqki x ∈ X.

Kak v metriqeskom, tak i v slabo metriqeskom sluqae, osnovnym ØvlØetsØ dokazatel~stvo togo, qto dlØ l¸boæ toqki x ∈ X posledovatel~nost~ {T^nx} ØvlØetsØ fundamental~noæ, to est~ dlØ l¸bogo ε > 0 naædetsØ takoe qislo p ∈ N, qto d(T^mx, T^nx) ≤ ε dlØ l¸byh m > p i n > p. V metriqeskom sluqae delo svoditsØ k neposredstvennoæ ocenke rasstoØniØ d(T^mx, T^nx). Primeniv dostatoqnoe koliqestvo raz aksiomu treugol~nika my moßem poluqit~ dlØ m < n neravenstvo d(T^mx, T^nx) ≤ d(T^mx, T^{m+1}x) + . . . + d(T^{n−1}x, T^nx) otkuda, primenØØ nußnoe koliqestvo raz uslovie sßatiØ, poluqaem d(T^mx, T^nx) ≤ (a^m + . . . + a^{n−1})d(x, T x) = = a^m 1 − a^{n−m} 1 − a d(x, T x) ≤ a^m 1 1 − a d(x, T x) Ocenka a^{m 1}_{1−a} d(x, T x) zavisit tol~ko ot m, tak kak qisla a i

d(x, T x) fiksirovany. Somnoßitel~ a^m skol~ ugodno mal dlØ do-

96 A. A. IVANOV statoqno bol~xogo m, pofftomu dlØ proizvol~no fiksirovannogo ε i dostatoqno bol~xogo p ffta ocenka men~xe ε, esli n > m > p.

Tem samym dokazano, qto dlØ l¸boæ toqki x ∈ X posledovatel~nost~ {T^nx} fundamental~na. Tak kak (X, d) polnoe metriqeskoe prostranstvo, to ffta posledovatel~nost~ shoditsØ k nekotoroæ toqke x_0, Iz usloviØ sßatiØ sleduet nepreryvnost~ otobraßeniØ T , perevodØwego iterativnu¸ posledovatel~nost~ v svo¸ qast~, pofftomu

T x_0 = T (lim T^nx) = limT^{n+1}x = x_0.

Edinstvennost~ nepodvißnoæ toqki takße sleduet iz usloviØ sßatiØ.

DlØ slabo metriqeskih prostranstv ffto dokazatel~stvo ne prohodit, tak kak v nem suwestvenno ispol~zuetsØ aksioma treugol~nika, pofftomu prihoditsØ iskat~ drugoe dokazatel~stvo, ne ispol~zu¸wee aksiomu treugol~nika. Takoe dokazatel~stvo i bylo privedeno v ukazannoæ vyxe stat~e.

DlØ proizvol~noæ toqki x ∈ X rassmotrim dvoænoæ predel

lim d(T^mx, T^nx) po m i n stremØwimsØ k beskoneqnosti. Tak kak lim d(T^mx, T^{m+1}x) = 0, to fftot predel libo ne suwestvuet libo

raven nul¸. Dokaßem, qto pervyæ sluqaæ nevozmoßen. Deæstvitel~no, v fftom sluqae dolßno suwestvovat~ qislo r > 0 i skol~ ugodno bol~xie qisla m i n > m, dlØ kotoryh d(T^mx, T^nx) > r Pust~ ε > 0 takovo, qto 1 −^{2ε}_r > a. Togda v silu oslablennoæ aksiomy treugol~nika naædetsØ takoe δ, qto d(y, z) < δ =⇒ d(x, z) ≤ d(x, y) + ε Pust~ p ∈ N takovo, qto m > p =⇒ d(T^mx, T^{m+1}x) < δ. Togda ad(T^mx, T^nx) ≥ d(T^{m+1}x, T^{n+1}x) ≥ d(T^mx, T^nx) − 2ε, otkuda dlØ upomØnutyh vyxe n > m > p imeem a ≥ 1 − 2ε d(T^mx, T^nx) ≥ 1 − 2ε r ,

SLABO METRIQESKIE PROSTRANSTVA 97 qto protivoreqit vyboru qisla ε. Tem samym dokazano, qto

{T^nx} ØvlØetsØ fundamental~noæ posledovatel~nost~¸ dlØ l¸-

boæ toqki x ∈ X. Dal~neæxie rassußdeniØ takie ße, kak v metriqeskom sluqae.

2. Rassmotrennyæ primer pokazyvaet, qto zamenu aksiomy tre-

ugol~nika bolee slabym usloviem moßno kompensirovat~ usloßneniem dokazatel~stva. Odnako v principe vozmoßen i drugoæ podhod. V nekotoryh sluqaØh moßno bez naruxeniØ obwnosti zamenit~ ishodnu¸ slabu¸ metriku na metriku s aksiomoæ treugol~nika. Bolee togo moßno naqinat~ prosto s neotricatel~- noæ vewestvennoæ funkcii d na X × X, obrawa¸weæsØ v nol~ na diagonali Δ = {(x, x) | x ∈ X}.

DlØ kaßdoæ pary x, y toqek iz X moßno rassmatrivat~ cepi x = x_0, x_1, . . ., x_n = y v X, soedinØ¸wie x s y. Dlinoæ takoæ cepi nazovem summu l(x_0, . . . , x_n) = Σd(x_i, x_{i+1}). Vvedem novu¸ funkci¸ d_{ch} ravnu¸ toqnoæ nißneæ granice dlin vseh cepeæ, soedinØ¸wih toqki x i y. Tak kak cepi, soedinØ¸wie x s y i y s z, obrazu¸t vmeste cep~, soedinØ¸wu¸ x s z, to

d_{ch}(x, z) ≤ d_{ch}(x, y) + d_{ch}(y, z), to est~ dlØ d_{ch} aksioma treugol~-

nika vypolnØetsØ. Bolee togo, esli otobraßenie T : X −→ X ØvlØetsØ sßima¸wim otobraßeniem otnositel~no metriki d, to ono budet sßima¸wim otnositel~no metriki d_{ch} s tem ße kofffficientom sßatiØ a. �to sleduet iz togo, qto

Σd(T x_i, T_{i+1}) ≤ aΣd(x_i, x_{i+1})

Odnako moßet sluqit~sØ tak, qto d_{ch} ≡ 0. Pust~ naprimer

X = [0; 1], d(x, y) = (x − y)^2, d – funkciØ na ediniqnom kvadra-

te [0; 1] × [0; 1]. Rassmotrim cep~ 0,^1_n , . . .,^{n−1}_n , 1, soedinØ¸wu¸ 0 s 1. Ee dlina ravna^1_n i sledovatel~no d_{ch}(0, 1) = 0. Tem bolee

d_{ch}(x, y) = 0 dlØ ostal~nyh toqek x i y.

Takim obrazom perehod ot slaboæ metriki d k metrike d_{ch} ne vsegda privodit k celi, tak kak v obwem sluqae topologiqeskie struktury na X, opredelØemye fftimi metrikami, ne sovpada¸t. S drugoæ storony, perehod ot slaboæ metriki d na X k funkcii

d^′ =^d_{1+d} na X ×X daet nam snova slabu¸ metriku na X, priqem d

i^d_{1+d} opredelØ¸t odnu i tu ße topologiqesku¸ strukturu na X. Deæstvitel~no, perehod ot d k d^′ ØvlØetsØ strogo vozrasta¸weæ funkcieæ dlØ d ≥ 0. PolagaØ δ^′ =^δ_{1+δ} i ε^′ =^ε_{1+ε} my poluqaem

98 A. A. IVANOV ffkvivalentnosti d(y, z) ≤ δ ⇐⇒ d^′(x, y) ≤ δ^′ d(x, y) + ε ≥ d(x, z) ⇐⇒ d^′(x, y) + ε^′ ≥ d^′(x, z) d(x, y) ≤ ε ⇐⇒ d^′(x, y) ≤ ε^′ Iz dvuh pervyh ffkvivalentnosteæ sleduet odnovremennoe vypolnenie slaboæ aksiomy treugol~nika dlØ d i d^′, poslednØØ ffkvivalentnost~ obespeqivaet sovpadenie topologiqeskih struktur opredelennyh rasstoØniØmi d i d^′.

3. Slabye metriki d i d^′ =^d_{1+d} opredelØ¸t odnu i tu ße to-

pologiqesku¸ strukturu. S drugoæ storony slabaØ metrika d i metrika d_{ch} opredelØ¸t v obwem sluqae razliqnye topologiqeskie struktury. Estestvenno voznikaet problema o vozmoßnosti perehoda ot slaboæ metriki k metrike, opredelØ¸weæ tu ße topologiqesku¸ strukturu. �tu problemu moßno sformulirovat~ sledu¸wim obrazom.

Pust~ (X, τ ) – prostranstvo, topologiqeskaØ struktura kotorogo opredelena nekotoroæ slaboæ metrikoæ. Budet li ffto topologiqeskoe prostranstvo metrizuemo? Zametim, qto primenenie izvestnyh mne kriteriev metrizuemosti suwestvenno ispol~zuet aksiomu treugol~nika! �ta aksioma ispol~zetsØ daße pri dokazatel~stve parakompaktnosti metriqeskih prostranstv. Esli slabo metriqeskoe prostranstvo okazyvaetsØ metrizuemym, to ffto ne oznaqaet, qto ishodnaØ slabaØ metrika bespolezna. Nado ewe naæti fftu samu¸ metriku, a svØz~ ee s ishodnoæ slaboæ metrikoæ moßet okazat~sØ slixkom sloßnoæ. Krome togo nado naæti “dostatoqno horoxu¸” metriku. Naprimer, esli my pol~- zuemsØ principom sßima¸wih otobraßeniæ, to rassmatrivaemoe otobraßenie dolßno byt~ sßima¸wim otnositel~no metriki (ffto uslovie vypolnØetsØ pri perehode ot slaboæ metriki d k metrike d_{ch}).

4. V teorii slabo metriqeskih prostranstv, kak i v teorii me-

triqeskih prostranstv, moßno rassmatrivat~ razliqnye operacii nad slabymi metrikami. Pri fftom sovokupnost~ operaciæ nad slabymi metrikami xire, qem sovokupnost~ operaciæ nad metrikami. Tak dlØ ograniqennoæ metriki d funkciØ d^2, kak pokazyvaet primer punkta 2, uße ne ØvlØetsØ metrikoæ. Legko do-

SLABO METRIQESKIE PROSTRANSTVA 99 kazyvaetsØ, qto dlØ l¸byh slabyh metrik d_1 i d_2 na proizvol~- nom mnoßestve ih summa takße ØvlØetsØ slaboæ metrikoæ, qto proizvedenie slaboæ metriki na poloßitel~noe qislo ØvlØetsØ slaboæ metrikoæ (ffto verno i dlØ metrik). Inaqe obstoit delo s proizvedeniØmi slabyh metrik. Vo-pervyh, neobhodimo uslovie ograniqennosti peremnoßaemyh slabyh metrik i, vovtoryh, prihoditsØ rassmatrivat~ tak nazyvaemye sravnimye slabye metriki. Dve metriki d_1 i d_2 na nekotorom mnoßestve X nazyva¸tsØ sravnimymi, esli naædutsØ takie qisla C_1, C_2 qto dlØ l¸byh nesovpada¸wih toqek x, y ∈ X ime¸t mesto sootnoxeniØ

0 < d_1(x, y) ≤ C_2d_2(x, y) i 0 < d_2(x, y) ≤ C_1d_1(x, y)

Netrudno zametit~, qto sravnimye slabye metriki opredelØ¸t odnu i tu ße topologiqesku¸ strukturu.

Moßno dokazat~, qto proizvedenie dvuh ograniqennyh, sravnimyh slabyh metrik na proizvol~nom mnoßestve ØvlØetsØ slaboæ metrikoæ (ffto neverno dlØ metrik!). Deæstvitel~no, pust~

d_1 i d_2 – slabye metriki s rasstoØniØmi, ograniqennymi qi-

slami D_1, D_2, sootvetstvenno. Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto D_1 = D_2 = D. Zametim preßde vsego, qto esli

d_1(y, z)d_2(y, z) ≤ δ, to, kak legko vyqislit~, d_1(y, z) ≤ √ C_2δ = δ_1 i d_2(y, z) ≤ √ C_1δ = δ_2.

Pust~ ε – proizvol~noe poloßitel~noe qislo. Tak kak d_1 i d_2 – slabye metriki, naædetsØ takoe δ, qto dlØ l¸byh toqek x, y, z iz X ime¸t mesto implikacii

d_1(y, z) ≤ δ_1 =⇒ d_1(x, z) ≤ d_1(x, y) + ε 2D + 1

d_2(y, z) ≤ δ_2 =⇒ d_2(x, z) ≤ d_2(x, y) + ε 2D + 1

Togda d_1(y, z), d_2(y, z) ≤ δ =⇒ d_1(x, z)d_2(x, z) ≤ ≤ (d_1(x, y) + ε 2D + 1

)(d_2(x, y) + ε 2D + 1 ) ≤ ≤ d_1(x, y)d_2(x, y) + (d_1(x, y) + d_2(x, y)) ε 2D + 1 + ε^2 (2D + 1)^2 ≤ ≤ d_1(x, y)d_2(x, y) + 2D ε 2D + 1 + ε 2D + 1

100 A. A. IVANOV i pofftomu

d_1(x, z)d_2(x, z) ≤ d_1(x, y)d_2(x, y) + ε

5. L¸baØ metrika d na nekotorom mnoßestve X opredelØet na

nem sootvetstvu¸wu¸ topologiqesku¸ strukturu τ . Pust~ P X – mnoßestvo vseh d-ograniqennyh τ -zamknutyh mnoßestv. Izvestno, qto na P X opredelena tak nazyvaemaØ metrika Hausdorfa Hd, dlØ kotoroæ Hd(A, C) = max{sup d(x, C), sup d(A, y) | x ∈ A, y ∈ C}. �tu konstrukci¸ moßno perenesti na slabo metriqeskie prostranstva. Pokaßem, qto v fftoæ situacii Hd ØvlØetsØ slaboæ metrikoæ, to est~ vypolnØetsØ slabaØ aksioma treugol~nika. Pust~ A, B i C – proizvol~nye d-ograniqennye τ -zamknutye mnoßestva. Tak kak v otliqie ot aksiomy treugol~nika slabaØ aksioma treugol~nika ne simmetriqna otnositel~no kraænih toqek, my rassmotrim dva sluqaØ Hd(A, C) = sup{d(x, C) | x ∈ A} i

Hd(A, C) = sup{d(A, z) | z ∈ C}. V oboih sluqaØh dlØ proizvol~-

nogo ε > 0 naædetsØ takaØ toqka x ∈ A i takaØ toqka z ∈ C, qto

Hd(A, C) − d(x, z) <^ε_2 , S drugoæ storony, tak kak d – slabaØ me-

trika, naædetsØ takoe δ > 0, qto d(y, z) < δ =⇒ d(x, z) ≤ d(x, y)+^ε_2 . Pust~ teper~ Hd(B, C) < δ. Togda v δ-okrestnosti toqki z naædetsØ toqka y ∈ B i pofftomu d(x, z) ≤ d(x, y)+^ε_2 . Dokaßem teper~, qto v oboih otmeqennyh vyxe sluqaØh d(x, y) ≤ Hd(A, B) dlØ dostatoqno malyh δ. Deæstvitel~no, v pervom sluqae x /∈ C i x /∈ B dlØ dostatoqno malogo δ, pofftomu d(x, y) ≤ Hd(A, B). Vo vtorom sluqae z /∈ A i y /∈ A dlØ dostatoqno malogo δ, pofftomu opØt~ d(x, y) ≤ Hd(A, B). Takim obrazom Hd((A, C) − ε 2 ≤ d(x, z) ≤ d(x, y) + ε 2 ≤ Hd(A, B) + ε 2 , otkuda sleduet, qto Hd(A, C) ≤ Hd(A, B) + ε. 6. Metriqeskoe prostranstvo nazyvaetsØ polnym, esli l¸baØ

ego fundamental~naØ posledovatel~nost~ shoditsØ. Izvestno, qto l¸boe metriqeskoe prostranstvo moßno popolnit~, rasxirit~, esli ono ne polno, do polnogo metriqeskogo prostranstva. DlØ slabo metriqeskih prostranstv imeet mesto takaØ ße situaciØ. Pri dokazatel~stve fftogo my budem pol~zovat~sØ ne fundamental~nymi posledovatel~nostØmi, kak obyqno, a bolee podhodØwimi dlØ fftogo zamknutymi kofil~trami. Napomnim, qto

SLABO METRIQESKIE PROSTRANSTVA 101 zamknutym kofil~trom v prostranstv X nazyva¸t taku¸ sistemu γ zamknutyh mnoßestv, qto 1. X ∈ γ, 2. F ⋃ F^′ ∈ γ ⇐⇒ F ∈ γ ili F^′ ∈ γ. Nam ponadobØtsØ kofil~try, ØvlØ¸wiesØ maksimal~nymi sistemami smeßnosti, opredelennymi slaboæ metrikoæ d na X (sistemami d-smeßnosti). Sistemu F_1, . . ., F_n zamknutyh mnoßestv nazovem sistemoæ d-smeßnosti, esli dlØ l¸bogo δ > 0 naædetsØ pereseka¸weesØ s nimi mnoßestvo diametra men~xe, qem δ. Proizvol~nu¸, ne obØzatel~no koneqnu¸, sistemu γ nazovem sistemoæ d-smeßnosti, esli l¸baØ ee koneqnaØ podsistema ØvlØetsØ sistemoæ d-smeßnosti. Osobyæ interes predstavlØ¸t maksimal~nye sistemy d-smeßnosti. DlØ takih sistem spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Sistema d-smeßnosti γ maksimal~na togda i tol~ko togda, kogda iz togo, qto dlØ nekotorogo F ⊂ X i l¸byh F_1, . . . , F_n iz γ sistema F_1, . . . , F_n, F ØvlØetsØ sistemoæ d-smeßnosti, sleduet, qto samo F ∈ γ. Deæstvitel~no, pust~ γ – maksimal~- naØ sistema d-smeßnosti i zamknutoe mnoßestvo F takovo, qto dlØ l¸byh F_1, . . . , F_n, iz γ sistema F_1, . . . , F_n, F ØvlØetsØ sistemoæ d-smeßnosti. Togda i sistema γ ⋃ {F } ØvlØetsØ sistemoæ d-

smeßnosti i, v silu maksimal~nosti γ, mnoßestvo F ∈ γ.

Pust~ teper~ dlØ nekotoroæ sistemy d-smeßnosti γ vypolnØetsØ ukazannoe vyxe uslovie. Predpoloßim, qto γ ⊂ γ^′, gde

γ^′ – nekotoraØ sistema d-smeßnosti, otliqnaØ ot γ. Togda dlØ

l¸bogo F ∈ γ^′\γ i l¸byh F_1, . . . , F_n sistema F_1, . . . , F_n, F ØvlØetsØ sistemoæ d-smeßnosti i sledovatel~no F ∈ γ. Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet maksimal~nost~ γ.

V kaqestve primera maksimal~noæ sistemy d-smeßnosti moßno privesti l¸bu¸ sistemu γ(x), sostoØwu¸ iz vseh zamknutyh mnoßestv, soderßawih kaku¸-nibud~ toqku x ∈ X. �to deæstvitelno sistema d-smeßnosti, tak kak diam{x} = 0. S dokazatel~stvom maksimal~nosti γ(x) delo obstoit sloßnee, zdes~ proØvlØetsØ specifika slabyh metrik. Dopustim, qto γ(x) ne maksimal~na, to est~ suwestvuet zamknutoe mnoßestvo F /∈ γ(x) i γ ⋃ {F } – sistema d-smeßnosti. V fftom sluqae dlØ l¸bogo δ > 0

naædetsØ toqka y ∈ X, takaØ, qto δ-okrestnost~ toqki y peresekaetsØ s x i F , to est~ d(x, y) < δ, i v F suwestvuet takaØ toqka z, qto d(y, z) < δ. V silu osnovnogo svoæstva slabyh metrik

102 A. A. IVANOV

d(x, z) < d(x, y) + ε < δ + ε – skol~ ugodno maloe qislo i poto-

mu x ∈ F . Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet maksimal~nost~ γ(x). Sredi vseh sistem d-smeßnosti vydelim teper~ tak nazyvaemye sistemy s proizvol~no malymi – ffto sistemy, soderßawie skol~ ugodno malye po diametru fflementy. DlØ nas predstavlØ¸t interes maksimal~nye sistemy d-smeßnosti s proizvol~- no malymi. My dokaßem, qto slabo metriqeskoe prostranstvo

(X, d) ØvlØetsØ polnym prostranstvom, esli v nem net isqeza-

¸wih (s pustym pereseqeniem fflementov) maksimal~nyh sistem d-smeßnosti s proizvol~no malymi. DlØ fftogo rassmotrim v nem proizvol~nu¸ fundamental~nu¸ sistemu {x_n | n ∈ N} i mnoßestva F_n, ØvlØ¸wiesØ zamykaniØmi “hvostov” fftoæ posledovael~- nosti, mnoßestv {x_k | k ≥ n}. Sistema {F_n | n ∈ N} ØvlØetsØ oqevidno sistemoæ d-smeßnosti s proizvol~no malymi. Ona soderßitsØ v nekotoroæ maksimal~noæ sisteme d-smeßnosti s proizvol~no malymi. Po predpoloßeni¸ ffto ne isqeza¸waØ sistema, pofftomu ne pusto i pereseqenie vseh F_n. Pust~ x ∈ ⋂ {F_n | n ∈ N}. Dokaßem, qto x_n −→ x, to est~ rassmatrivaemaØ fundamental~- naØ sistema shoditsØ k toqke x. Vyberem l¸boe iz mnoßestv F_n, naprimer F_1. Tak kak x ∈ F_1, to d(x, {x_n | n ∈ N}) = 0 i pofftomu v {x_n | n ∈ N} naædetsØ podposledovatel~nost~, shodØwaØsØ k x. No {x_n | n ∈ N} – fundamental~naØ posledovatel~nost~, pofftomu i ona sama shoditsØ k x.

Opixem teper~ proceduru popolneniØ slabo metriqeskih prostranstv. Pust~ (X, d) ne polno, to est~ po dokazanomu vyxe v nem est~ maksimal~naØ isqeza¸waØ sistema d-smeßnosti s proizvol~no malymi. Mnoßestvo takih sistem oboznaqim qerez Γ_d. Poloßim X^′ = X ⋃ Γ_d i prodolßim d s X na X^′. PridetsØ ras-

smotret~ dva sluqaØ, a imenno x ∈ X, Γ ∈ Γ_d i γ_1 ∈ Γ_d, γ_2 ∈ Γ_d, V pervom sluqae poloßim d^′(x, γ) = lim{d(x, F ) | F ∈ γ, diam F −→ 0}, vo vtorom sluqae poloßim

d^′(γ_1, γ_2) = lim{d(F_1, F_2) | F_1 ∈ γ_1, F_2 ∈ γ_2,

diam F_1 −→ 0, diam F_2 −→ 0}.

Nam pridetsØ dokazat~ teper~, qto ffto prodolßenie korrektno, to est~, qto ukazannye predely suwestvu¸t i opredeleny

SLABO METRIQESKIE PROSTRANSTVA 103 odnoznaqno, qto ukazannoe prodolßenie ØvlØetsØ slaboæ metrikoæ, qto slabo metriqeskoe prostranstvo (X^′, d^′) polno.

Dokazatel~stvo korrektnosti prodolßeniØ d na X^′. V sootvetstvii s opredeleniem d^′ nado rassmotret~ dva sluqaØ. V pervom sluqae my moßem sqitat~, qto diam F < δ, gde

δ > 0 – proizvol~no maloe qislo. Togda |d(x, z) − d(x, y)| < ε dlØ

l¸bogo ε > 0 i l¸byh y, z iz F . S drugoæ storony, esli F_1, F_2 prinadleßat γ, to v silu ih d-smeßnosti naædutsØ skol~ ugodno blizkie toqki z_1 ∈ F_1 i z_2 ∈ F_2 i opØt~ |d(x, z_1)−d(x, y_2)| < ε, a dlØ proizvol~nyh z_1 ∈ F_1 , z_2 ∈ F_2 budem imet~ |d(x, z_1)−d(x, y_2)| < 3ε, gde ε – proizvol~no maloe qislo

Dokazatel~stvo slaboæ metriqnosti d^′.

Nado dokazat~, qto v prostranstve (X′, d^′) spravedliva implikaciØ d(y^′, z^′) ≤ δ^′ =⇒ d(x^′, z^′) ≤ d(x^′, y^′) + ε^′. Rassmatrivaemye zdes~ toqki prinadleßat ili ne prinadleßat ishodnomu prostranstvu (X, d) – vozmoßny vosem~ sluqaev, V kaßdom iz fftih sluqaev my moßem zamenit~ toqki x^′, y^′, z^′, ne prinadleßawie mnoßestvu X, skol~ ugodno d^′-blizkimi k nim toqkami x, y, z iz X. Tem samym my moßem poluqit~ posledovatel~nost~ implikaciæ, dokazyva¸wu¸ slabu¸ metriqnost~ d^′, a imenno d(y^′, z^′) ≤ δ^′ =⇒ d(y, z) ≤ δ =⇒ d(x, z) ≤ d(x, y) + ε ≤ d(x^′, y^′) + ε^′. Dokazatel~stvo polnoty prostranstva (X^′, d^′). Nado dokazat~, qto l¸baØ maksimal~naØ sistema d^′-smeßnosti s proizvol~no malymi imeet nepustoe pereseqenie. Pust~ γ^′ takaØ sistema i γ – sistema vseh zamknutyh v (X, d) mnoßestv, zamykaniØ kotoryh v (X^′, d^′) prinadleßat γ^′. Zametim preßde vsego, qto γ ØvlØetsØ sistemoæ d-smeßnosti. �to sleduet iz togo, qto l¸baØ sistema F_1, . . . , F_n zamknutyh v (X, d) mnoßestv ØvlØetsØ sistemoæ d-smeßnosti, esli sistema ih zamykaniæ v

(X^′, d^′) ØvlØetsØ sistemoæ d^′-smeßnosti. Zatem, primeniv krite-

riæ maksimal~nosti sistem d-smeßnosti, my smoßem dokazat~ maksimal~nost~ γ. Deæstvitel~no, esli mnoßestvo F ⊂ X obrazuet s kaßdoæ koneqnoæ sistemoæ iz γ sistemu d-smeßnosti, to ee

d^′-zamykanie obrazuet s kaßdoæ koneqnoæ sistemoæ iz γ^′ siste-

mu d^′-smeßnosti i potomu prinadleßit γ^′, otkuda sleduet, qto F prinadleßit γ. Iz togo, qto γ^′ – sistema s proizvol~no malymi

104 A. A. IVANOV neposredstvenno sleduet, qto i γ – sistema s proizvol~no malymi. Nakonec, γ – isqeza¸waØ sistema, tak kak γ^′ – isqeza¸waØ sistema, a ee fflementy ØvlØ¸tsØ pereseqeniØmi zamykaniæ nekotoryh fflementov sistemy γ. No togda γ ∈ Γ_d budet prinadleßat~ vsem F^′ ∈ γ^′, qto protivoreqit ishodnomu predpoloßeni¸.

7. V pervoæ qasti knigi “Prostranstvennye struktury, ih teo-

riØ i primenenie” dlØ l¸bogo metriqeskogo prostranstva byli vvedeny takie ponØtiØ kak otrezok, treugol~nik i voobwe simpleks l¸boæ razmernosti. �ti ponØtiØ mogut byt~ pereneseny v teh ße formulirovkah i na slabo metriqeskie prostranstva. Naprimer vvoditsØ snaqala sledu¸wee ponØtie “meßdu dvumØ toqkami”.

GovorØt, qto toqka C leßit meßdu toqkami A i B, esli dlØ l¸boæ toqki C^′, ne sovpada¸weæ s C, ili d(A, C) < d(A, C^′) ili d(B, C) < d(B, C^′), V fftom sluqae govorØt takße, qto toqki

A, B, C obrazu¸t lineænoe mnoßestvo.

Posle fftogo vvoditsØ ponØtie otrezka [A, B] s koncami A i B, kak mnoßestva toqek, leßawih meßdu toqkami A i B. V sootvetstvii s opredeleniem sami koncy prinadleßat otrezku. Qislo d(A, B) nazyvaetsØ dlinoæ |AB| otrezka [AB]. Zametim, qto v otliqie ot metriqeskogo sluqaØ, iz togo, qto C ∈ [AB], ne obØzatel~no sleduet, qto |AC| + |CB| = |AB|.

Analogiqno vvoditsØ ponØtie “meßdu tremØ toqkami”. GovorØt, qto toqka D leßit meßdu toqkami A, B i C, ne obrazu¸wimi lineænoe mnoßestvo, esli dlØ l¸boæ toqki D^′, ne sovpada¸weæ s D, ili d(A, D) < d(A, D^′) ili d(B, D) < d(B, D^′) ili d(C, D) < d(C, D^′), Zatem vvoditsØ ponØtie treugol~nika [ABC] s verxinami A, B i C kak mnoßestva toqek, leßawih meßdu toqkami A, B i C, plowad~ treugol~nika, kak funkciØ dlin ego storon i tak dalee. Vse ffti opredeleniØ moßno prodolßit~ na ob¨ekty bol~xeæ razmernosti, rassmatrivat~ okrußnosti, sfery i tak dalee. Koroqe govorØ moßno postroit~ geometri¸ slaboæ metriki, no ffto budet strannaØ geometriØ. Tak, naprimer, diametr kruga moßet byt~ ne vdvoe bol~xe radiusa, ih otnoxenie moßet byt~ skol~ ugodno bol~xim, metod isqerpyvaniØ zdes~ ne rabotaet. kak i priblißenie k krivym lomanymi pri vyqislenii ih dliny.

SLABO METRIQESKIE PROSTRANSTVA 105 Ivanov A. A. Weakly metric spaces.

The paper contains some initial results on the theory of weakly metric spaces. The weak triangle axiom: for any ε > 0 there exists δ > 0 such that for any points x, y, and z with d(y, z) ≤ δ the inequality d(x, z) ≤ d(x, y) + ε holds.

Postupilo 12 i¸nØ 2007 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN