Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 352, 2007 g.

A. A. Ivanov

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY, IH TEORI˚ I PRIMENENIE. 3

Vvedenie

�ta stat~Ø ØvlØetsØ tret~eæ i posledneæ qast~¸ knigi “Prostranstvennye struktury, ih teoriØ i primenenie”. PervaØ qast~ fftoæ knigi byla opublikovana v Zapiskah nauqnyh seminarov POMI v 2002 godu (tom 287), vtoraØ qast~ byla opublikovana takße v Zapiskah nauqnyh seminarov POMI v 2004 godu (tom 313). V fftih qastØh rassmatrivalis~ razliqnye struktury. PervaØ qast~ byla posvØwena nekotorym problemam teorii metriqeskih prostranstv, strukturam nepreryvnosti, strukturam rasxireniæ i bitopologiqeskim strukturam, kak klassiqeskim, v smysle Kelli, t.e. param topologiqeskih struktur na X, tak i obwim, v smysle Ivanova, t.e. topologiqeskim strukturam na X × X. V qastnosti zdes~ bylo vvedeno ponØtie slabo metriqeskogo prostranstva, dlØ kotorogo aksioma treugol~nika zamenØlas~ usloviem suwestvovaniØ dlØ kaßdogo ε > 0 takogo δ > 0, qto d(x, z) < d(x, y) + ε, esli d(y, z) < δ, i dlØ takih prostranstv byl dokazan princip Banaha sßima¸wih otobraßeniæ. Byla takße postroena metriqeskaØ aksiomatika evklidovyh prostranstv, v kotoroæ edinstvennym ishodnym ponØtiem ØvlØlos~ rasstoØnie meßdu toqkami. Tem samym teoriØ evklidovyh prostranstv i ih obobweniæ stanovilas~ special~noæ qast~¸ teorii metriqeskih prostranstv. Zdes~ ße byla postroena obwaØ teoriØ bitopologiqeskih prostranstv (v smysle Ivanova), tematika kotoroæ sostoit ne v prostom perenose teorii topologiqeskih prostranstv na bitopologiqeskie v smysle Kelli prostranstva, no soderßit ponØtiØ i utverßdeniØ, ne ime¸wie analogov v klassiqeskoæ teorii. VtoraØ qast~ byla posvØwena tak nazyvaemym strukturam topologiqeskogo tipa. Pod fftim ponimalis~ topologiqeskie struktury (ili ih obobweniØ) na nekotoryh mnoßestvah, poluqaemyh iz kakih-to ishodnyh mnoßestv operaciØmi umnoßeniØ i perehoda k mnoßestvu podmno- 7

8 A. A. IVANOV

ßestv (na mnoßestvah xkaly mnoßestv po Burbaki), rassmatrivaemye kak struktury na samih ishodnyh mnoßestvah. Tam byli vvedeny i qastiqno izuqeny topologiqeskie struktury na mnoßestvah P X podmnoßestv proizvol~nogo mnoßestva X, nazvannye P -topologiqeskimi strukturami na X, topologiqeskie struktury na proizvedeniØh X × Y mnoßestv i svØz~ ih s topologiqeskimi strukturami na mnoßestve C(Y, Z) – prostranstve otobraßeniæ, topologiqeskie struktury na mnoßestve P^2X, nazvannye P^2-topologiqeskimi strukturami na X. Tam ße byli rassmotreny bitopologiqeskie i P -topologiqeskie mnogoobraziØ, bitopologiqeskie i P -topologiqeskie gruppy. V qastnosti, byla ustanovlena svØz~ bitopologiqeskih struktur s kusoqno lineænymi strukturami i svØz~ P -topologiqeskih struktur so strukturami blizosti i smeßnosti, ravnomernymi strukturami pokrytiæ, kusoqno lineænymi i differenciruemymi struktura- mi. V nastoØweæ, tret~eæ qasti, budut rassmotreny nekotorye obwie problemy teorii prostranstennyh struktur, v qastnosti, problema globalizacii ih lokal~nyh zadaniæ, i nekotorye voprosy, otnosØwiesØ k konkretnym strukturam: bitopologiqeskim, parno topologiqeskim, P -topologiqeskim, P^2- topologiqeskim, P -bitopologiqeskim, P -parno topologiqeskim,

P^2-bitopologiqeskim, P^2-parno topologiqeskim, P^3-topologi-

qeskim.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 9

G L A V A I. P^2-topologiqeskie prostranstva

§1. Prostranstva sistem podmnoßestv

1.1. Prostranstva sistem podmnoßestv i prostranstva otobraßeniæ mnoßestv otobraßeniæ

Prostranstvom sistem podmnoßestv mnoßestva X nazyva¸t mnoßestvo P^2X ili kakoe-nibud~ ego podmnoßestvo, rassmatrivaemoe s nekotoroæ zadannoæ na nem topologiqeskoæ strukturoæ. Prostranstvom otobraßeniæ mnoßestv otobraßeniæ nazyva¸t mnoßestvo C(C(X, Y ), Z) ili kakoe-nibud~ ego podmnoßestvo, rassmatrivaemoe s nekotoroæ zadannoæ na nem topologiqeskoæ strukturoæ. Estestvenno voznikaet problema topologizacii fftih mnoßestv. V pervom sluqae my imeem dvukratnyæ perehod ot nekotorogo mnoßestva k mnoßestvu vseh ego podmnoßestv ili k kakoæ-nibud~ ego qasti, vo vtorom sluqae my imeem dvukratnyæ perehod ot pary mnoßestv k mnoßestvu otobraßeniæ fftih mnoßestv ili k kakoæ-nibud~ ego qasti. Na pervyæ vzglØd ots¸da sleduet, qto i problemy topologizaciæ mnoßestva P^2X i mnoßestva C(C(X, Y ), Z) svodØtsØ k rassmotrennym vo vtoroæ qasti knigi problemam topologizaciæ proizvol~nogo mnoßestva podmnoßestv i proizvol~nogo mnoßestva otobraßeniæ, sootvetstvenno. Odnako, esli ffto verno dlØ P^2X, to dlØ mnoßestva C(C(X, Y ), Z) ffto ne tak. Delo v tom, qto v pervom sluqae moßno rassmatrivat~ vkl¸qeniØ X ⊂ P X ⊂ P^2X. L¸baØ topologiqeskaØ struktura ϑ na P^2X induciruet topologiqeskie struktury ζ i τ podprostranstv na P X i na X, priqem ζ opØt~ ße induciruet na X strukturu τ , kak strukturu podprostranstva. Takim obrazom, my deæstvitel~no imeem v fftom sluqae dvukratnyæ perehod ot nekotorogo prostranstva k prostranstvu ego podmnoßestv. Vo vtorom sluqae situaciØ bolee sloßnaØ. Zadanie topologiqeskoæ struktury na mnoßestve C(C(X, Y ), Z) ne opredelØet estestvennu¸ topologiqesku¸ strukturu na mnoßestve C(X, Y ), kak vproqem i na mnoßestve Z. Odnako situaciØ uprowaetsØ pri perehode ot otobraßeniæ k ih grafikam. Mnoßestvo C(X, Y ) vseh otobraßeniæ X v Y , vkl¸qaØ qastiqnye i mnogoznaqnye, moßno zamenit~ na

10 A. A. IVANOV

mnoßestvo P (X × Y ) vseh grafikov fftih otobraßeniæ. Analogiqno, mnoßestvo C(P (X × Y ), Z) moßno zamenit~ na mnoßestvo

P (P (X × Y ) × Z). S drugoæ storony, ime¸t mesto estestvennye

vkl¸qeniØ P (P (X × Y ) × Z) ⊂ P (P (X × Y ) × P Z) ⊂ P^2(X × Y × Z). �to pozvolØet nam svesti problemu topologizacii mnoßestva

C(C(X, Y ), Z) k topologizacii mnoßestva P^2(X × Y × Z) i, tem

samym, k dvukratnoæ topologizacii mnoßestva podmnoßestv sootvetstvu¸wih mnoßestv. �tot fakt ne oprovergaet predyduwee utverßdenie o tom, qto topologiqeskaØ struktura na C(C(X, Y ), Z) ne opredelØet topologiqesku¸ strukturu na

C(X, Y ), tak kak, hotØ topologiqeskaØ struktura na P^2(X ×Y ×Z)

i opredelØet topologiqesku¸ strukturu na P (X × Y × Z), no poslednØØ opredelØet topologiqesku¸ strukturu na mnoßestve

P (X × Y ), predstavlØ¸wem C(X, Y ), neodnoznaqno. Bolee togo,

topologiqeskaØ struktura na C(C(X, Y ), Z) opredelØet topologiqesku¸ strukturu ne na P^2(X × Y × Z), a na suwestvenno men~- xem mnoßestve P (P (X × Y ) × Z).

S drugoæ storony, l¸boe podmnoßestvo A ⊂ X odnoznaqno opredelØetsØ ego harakteristiqeskoæ funkcieæ χ_A ∈ C(X, D),

χ_A(x) = 1 ⇐⇒ x ∈ A, pofftomu mnoßestvo P X moßno zamenit~ na

mnoßestvo C(X, D), a mnoßestvo P (C(X, D)), gde na C(X, D) uße opredelena nekotoraØ topologiØ, na mnoßestvo C(C(X, D), D). Tem samym problema topologizacii mnoßestva P^2X svoditsØ k dvukratnoæ topologizacii mnoßestv otobraßeniæ sootvetstvu- ¸wih prostranstv v D. Zametim, kstati, qto dlØ topologizacii mnoßestva C(C(X, D), D) moßno vospol~zovat~sØ vkl¸qeniØmi P (P (X × D) × D) ⊂ P (P (X × D) × P D) ⊂ P^2(X × D^2). Poslednee iz fftih mnoßestv sostoit iz klassov otobraßeniæ

χ_{A,α} : X −→ D^2, opredelØemyh dlØ A ∈ P X i α ∈ P^2X sle-

du¸wim obrazom: mnoßestvu A ⊂ X i sisteme α podmnoßestv mnoßestva X sopostavlØetsØ otobraßenie χ_{A,α} : X −→ D^2, gde x /∈ A, A /∈ α =⇒ χ_{A,α}(x) = (0, 0), x /∈ A, A ∈ α =⇒ χ_{A,α}(x) = (0, 1), x ∈ A, A /∈ α =⇒ χ_{A,α}(x) = (1, 0), x ∈ A, A ∈ α =⇒ χ_{A,α}(x) = (1, 1).

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 11

Otobraßenie χ_{A,α} : X −→ D^2 my budem nazyvat~ harakteristiqeskoæ funkcieæ pary A, α. My moßem takße pol~zovat~sØ ffkvivalentnostØmi A ←→ χ_A , α ←→ χ_α, pri kotoryh x ∈ A ⇐⇒ χ_A = 1, A ∈ α ⇐⇒ χ_α(A) = 1, i pofftomu A ∈ α ⇐⇒ χ_α(χ_A) = 1. 1.2. Klassiqeskie topologizacii Tak kak problemy topologizacii mnoßestva P^2X i qastiqno mnoßestva C(C(X, Y ), Z) moßno svesti k topologizaciØm sistem podmnoßestv i mnoßestva otobraßeniæ, to sleduet, preßde vsego, privesti klassiqeskie varianty takih topologizaciæ.

Interesnoe prodolßenie topologiqeskoæ struktury τ s mnoßestva X na nekotoru¸ qast~ mnoßestva P X moßno poluqit~ v tom sluqae, kogda ffta struktura opredelena metrikoæ.

Pust~ (X, d) – nekotoroe metriqeskoe prostranstvo. Togda na mnoßestve P X ograniqennyh v fftoæ metrike nepustyh zamknutyh mnoßestv moßno vvesti tak nazyvaemu¸ metriku Hausdorfa Hd. V fftoæ metrike dlØ l¸boæ pary A, B takih mnoßestv Hd(A, B) = max(sup(inf(d(x, y) | y ∈ B) | x ∈ A), sup(inf(d(x, y) | x ∈ A) | y ∈ B)). Takim obrazom, my poluqaem metriqeskoe prostranstvo (P X, Hd). Povtoriv fftu proceduru dlØ metriqeskogo prostranstva

(P X, Hd), my poluqim metriqeskoe prostranstvo (P^2X, H^2d),

toqkami kotorogo ØvlØ¸tsØ ograniqennye sistemy ograniqennyh zamknutyh mnoßestv. Esli teper~ (X, τ ) – metrizuemoe topologiqeskoe prostranstvo i d – nekotoraØ soglasovannaØ s τ metrika, to, bez naruxeniØ obwnosti, moßno sqitat~, qto d – ograniqennaØ metrika, pereædØ v sluqae neobhodimosti k metrike^d_{1+d} , opredelØ¸weæ tu ße topologiqesku¸ strukturu τ na X. Togda kaßdoe zamknutoe mnoßestvo budet ograniqennym i, sledovatel~no, P X budet mnoßestvom vseh zamknutyh v (X, τ ) mnoßestv. Metrika Hd takße budet ograniqennoæ, sledovatel~no v

12 A. A. IVANOV

kaqestve P^2X moßno vzØt~ mnoßestvo vseh zamknutyh v (P X, Hd) sovokupnosteæ zamknutyh v (X, τ ) mnoßestv.

Drugoæ sposob vvedeniØ topologiqeskoæ struktury na mnoßestve P^2X sostoit v dvukratnom vvedenii topologii Vietorisa snaqala na mnoßestve P X vseh zamknutyh podmnoßestv topologiqeskogo prostranstva (X, τ ), a zatem na mnoßestve P^2X vseh zamknutyh podmnoßestv topologiqeskogo prostranstva (P X, V τ ), gde V τ – topologiqeskaØ struktura Vietorisa. Predbazoæ fftoæ struktury ØvlØ¸tsØ mnoßestva P G i QG, sostoØwie iz vseh τ - zamknutyh podmnoßestv, soderßawihsØ v G, i, sootvetstvenno, pereseka¸wihsØ s G, obrazovannye dlØ vseh G ∈ τ . V rezul~tate my poluqim topologiqeskoe prostranstvo (P^2X, V^2τ ).

Topologiqeskoe prostranstvo (P^2X, H^2τ ), postroennoe po hausdorfovoæ metrike, metrizuemo i potomu obladaet horoximi svoæstvami, no ono trebuet metrizuemosti ishodnogo topologiqeskogo prostranstva (X, τ ). Naoborot, postroenie topologii Vietorisa vozmoßno dlØ l¸bogo topologiqeskogo prostranstva, no uße na pervom fftape – perehode ot (X, τ ) k (P X, V τ ) – topologiqeskie svoæstva uhudxa¸tsØ. Naprimer, (X, τ ) moßet byt~ normal~nym topologiqeskim prostranstvom, a (P X, V τ ) moßet okazat~sØ ne normal~nym. Dal~neæxee uhudxenie topologiqeskih svoæstv moßet proizoæti pri perehode ot (P X, V τ ) k

(P^2X, V^2τ ).

Rassmotrim teper~ dve topologizacii mnoßestva C(X, Y ) nepreryvnyh otobraßeniæ topologiqeskih prostranstv, a imenno topologi¸ potoqeqnoæ shodimosti i kompaktno otkrytu¸ topologi¸. Napomnim sootvetstvu¸wie opredeleniØ.

TopologiØ potoqeqnoæ shodimosti, kak pokazyvaet samo nazvanie, opredelØetsØ shodimostØmi napravlennyh sistem otobraßeniæ. Sqitaem, qto (f_λ | λ ∈ Λ) −→ f ⇐⇒ (f_λ(x) | λ ∈ Λ) −→ f(x) dlØ vseh x ∈ X.

Kompaktno otkrytaØ topologiØ opredelØetsØ predbazoæ, sostoØweæ iz mnoßestv P (K, G) = {f | f(K) ⊂ G}, rassmatrivaemyh dlØ vseh kompaktnyh podmnoßestv K mnoßestva X i vseh otkrytyh v Y mnoßestv G.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 13

Ispol~zuØ ffti topologizacii v l¸bom porØdke my poluqaem razliqnye (ne vse!) topologizacii mnoßestva C(C(X, Y ), Z), v qastnosti, topologizacii mnoßestva C(C(X, D), D) i, sledovatel~no, topologizacii mnoßestva P^2X.

1.3. Prostranstvo otobraßeniæ Tak kak rassmatrivaemye nami zdes~ problemy qastiqno svodØtsØ k probleme topologizacii proizvol~nogo mnoßestva otobraßeniæ, to mogut okazat~sØ poleznymi nekotorye novye varianty topologizacii mnoßestv otobraßeniæ.

Rassmotrim snaqala svoego roda obobweniØ kompaktno otkrytoæ topologii. Vo-pervyh, rassmatriva¸tsØ proizvol~nye zamknutye v X mnoßestva K, a, vo-vtoryh, v kaqestve fflementov predbazy v razliqnyh variantah mogut brat~sØ kak mnoßestva

P (K, G) otobraßeniæ, tak i mnoßestva Q(K, G) = {f | f(K) ∩ G ≠ ∅}, P (K, G) ∪ P (K, X \ G), Q(K, G) ∩ Q(K, X \ G). V qastnosti, moßno vzØt~ vse P (K, G) i vse Q(K, G) dlØ vseh zamknutyh v X mnoßestv K i vseh otkrytyh v Y mnoßestv G – taku¸ topologi¸ na mnoßestve C(X, Y ) otobraßeniæ budem nazyvat~ topologieæ Vietorisa otobraßeniæ.

S drugoæ storony, moßno rassmatrivat~ razliqnye topologiqeskie struktury na mnoßestve P (X × Y ) grafikov otobraßeniæ f : X −→ Y , vozmoßno, qastiqnyh i mnogoznaqnyh. OtoßdestvlØØ f i Γ_f , my, tem samym, poluqaem razliqnye topologizacii mnoßestva C(X, Y ). Moßno, naprimer, vvesti na P (X × Y ) topologi¸ Vietorisa. Taku¸ topologiqesku¸ strukturu budem nazyvat~ topologieæ Vietorisa grafikov.

§2. Additivnost~ i razloßimost~ struktur shodimosti

RassmatrivaØ v pervoæ i, sootvetstvenno, vo vtoroæ qasti knigi bitopologiqeskie i P -topologiqeskie mnogoobraziØ, my byli vynußdeny ograniqit~sØ lokal~nymi, a dlØ bitopologiqeskih mnogoobraziæ i tranzitivnymi strukturami. �to bylo svØzano s tem, qto v obwem sluqae dlØ proizvol~nogo pokrytiØ

{U_λ} prostranstva X ni sistema U_λ × U_λ (v bitopologiqeskom

sluqae), ni sistema P U_λ (v P -topologiqeskom sluqae) ne obrazu- ¸t pokrytiØ mnoßestva X × X i mnoßestva P X, sootvetstvenno. TakaØ ße situaciØ imeet mesto, koneqno, dlØ P^2-topologiqeskih mnogoobraziæ i dlØ mnogoobraziæ s bolee sloßnoæ strukturoæ.

14 A. A. IVANOV

Problema postroeniØ toæ ili inoæ struktury na vsem mnogoobrazii (global~noæ struktury) po strukturam togo ße tipa, zadannym na ego qastØh (qastiqnym strukturam), v obwem sluqae ne imeet rexeniØ. DlØ P -topologiqeskih i P^2-topologiqeskih mnogoobraziæ moßno, koneqno, ograniqit~sØ lokal~nymi strukturami, v klasse kotoryh globalizaciØ vozmoßna, no imeetsØ i drugoæ podhod, osnovannyæ na vvedenii novyh ponØtiæ, a imenno razliqnyh ponØtiæ tipa additivnoæ struktury shodimosti i razloßimoæ struktury shodimosti. Pri fftom ponØtie struktury shodimosti, sformulirovannoe v pervoæ qasti, my neskol~- ko rasxirim. V pervoæ qasti knigi rassmatrivalis~ v kaqestve osnovnyh tri aksiomy shodimosti.

1. Aksioma stacionarnosti. L¸baØ stacionarnaØ napravlennost~ (A_λ | λ ∈ Λ), to est~ napravlennost~, u kotoroæ A_λ = A dlØ vseh λ ≥ λ_0 i nekotorogo A ∈ P X, shoditsØ k A.

2. Aksioma konfinal~nosti po nositelØm. Esli napravlennost~

(A_λ | λ ∈ Λ) konfinal~na po nositelØm nekotoromu mnoßestvu

shodØwihsØ k A napravlennosteæ, to ona sama shoditsØ k A.

3. Aksioma kompozicii. Iz shodimosti napravlennosti (A_ξ | ξ ∈

Ξ) −→ A i shodimosti napravlennosti (A_λ | λ ∈ Λ_ξ) −→ A_ξ , opre-

delenyh dlØ vseh ξ ∈ Ξ, sleduet shodimost~ k A ih kompozicii (A_μ | μ ∈ M ). Struktury shodimosti, udovletvorØ¸wie pervym dvum aksiomam, sootvetstvu¸t slabo topologiqeskim strukturam, struktury shodimosti, udovletvorØ¸wie vsem trem aksiomam, sootvetstvu¸t topologiqeskim strukturam. Rassmatrivalas~ takße ewe slabaØ aksioma konfinal~nosti po nositelØm (aksioma 2^′), sootvetstvu¸waØ tak nazyvaemym kvazitopologiqeskim strukturam, no my zdes~ ee kasat~sØ ne budem. Vmesto fftogo my privedem zdes~ sledu¸wu¸, samu¸ slabu¸ aksiomu fftogo tipa.

2_0. Aksioma konfinal~nosti. Esli napravlennost~ (A_λ | λ ∈ Λ^′)

konfinal~na napravlennosti (A_λ | λ ∈ Λ), shodØweæsØ k A ∈ P X, to ona takße shoditsØ k A.

V dal~neæxem my budem sqitat~, qto struktury shodimosti udovletvorØ¸t aksiomam stacionarnosti i konfinal~nosti. Zametim tol~ko, qto aksioma slaboæ konfinal~nosti po nositelØm slabee aksiomy konfinal~nosti po nositelØm, no sil~nee aksiomy konfinal~nosti.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 15

2.1. Additivnost~ struktur shodimosti mnoßestv. My rassmotrim zdes~ dva ponØtiØ tipa additivnosti.

Opredelenie. Budem govorit~, qto struktura shodimosti pod-

mnoßestv nekotorogo mnoßestve X ravnomerno additivna, esli dlØ l¸byh shodimosteæ A^ξ_λ −→ A_ξ po λ ∈ Λ dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ, gde Ξ – koneqnoe mnoßestvo, ih summa A_λ = ⋃ ξ∈Ξ A^ξ_λ shoditsØ k ⋃ ξ∈Ξ A_ξ po λ.

Zameqanie. Uslovie koneqnosti mnoßestva Ξ zdes~ suwestvenno. Netrudno pokazat~, qto struktury shodimosti, udovletvorØ- ¸wie uslovi¸ ravnomernoæ shodimosti s beskoneqnymi Ξ, dovol~no specifiqny. Naprimer, dlØ takih struktur l¸baØ napravlennost~ (A_ξ | ξ ∈ Ξ) mnoßestv, soderßawih nekotoroe mnoßestvo A dostatoqno bol~xoæ mownosti (ne men~xe qem mownost~ Ξ), k fftomu mnoßestvu i shoditsØ.

Deæstvitel~no, rassmotrim dlØ kaßdoæ toqki x ∈ A stacionarnu¸ napravlennost~ (B_ξ | ξ ∈ Ξ), gde B_ξ = {x}. Sopostavim kaßdoæ toqke x ∈ A kakoæ-nibud~ fflement ξ(x) ∈ Ξ tak, qtoby ffto sopostavlenie isqerpyvalo Ξ. Postroim teper~ novye napravlennosti (A^{ξ(x)}_ξ | ξ ∈ Ξ), gde A^{ξ(x)}_ξ = x dlØ ξ ≠ ξ(x) i

A^{ξ(x)}_{ξ(x)} = A_{ξ(x)}. KaßdaØ iz fftih napravlennosteæ stacionarna i

pofftomu shoditsØ k sootvetstvu¸weæ toqke mnoßestva A, pofftomu ih summa (A_ξ | ξ ∈ Ξ) shoditsØ k A, v silu predpoloßeniØ ravnomernoæ additivnosti.

Ravnomerno additivnye struktury shodimosti podmnoßestv topologiqeskogo prostranstva oblada¸t sledu¸wim interesnym svoæstvom.

(∗) Koneqnye summy shodimosteæ mnoßestv, ØvlØ¸wihsØ shodimostØmi v topologii Vietorisa, takße ØvlØ¸tsØ shodimostØmi v topologii Vietorisa.

Proverku shodimosti dostatoqno provesti dlØ sovokupnosti vseh mnoßestv vida P G ∩ QG_1 . . . ∩ QG_k, gde P G = {A | A ⊂ G} i QG_i = {A | A ∩ G_i ≠ ∅}, obrazovannyh po vsem otkrytym mnoßestvam G, G_1, . . . , G_k. Pust~ A^ξ_λ −→ A_ξ – shodimost~ po vsem

λ ∈ Λ dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ, gde Ξ – koneqnoe mnoßestvo. Pust~,

dalee, A_λ = ⋃ ξ∈Ξ A^ξ_λ, dlØ kaßdogo λ ∈ Λ i A = ⋃ A_ξ. Pust~ A ∈ P G ∩ QG_1 ∩ . . . ∩ QG_k. Togda kaßdoe A_ξ soderßitsØ v G i

peresekaetsØ s kakimi-to iz mnoßestv G_1, . . . , G_k. V silu shodi-

16 A. A. IVANOV

mosteæ A^ξ_λ −→ A_ξ , dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ naædetsØ takoe λ(ξ) ∈ Λ, qto A^ξ_λ ⊂ G dlØ vseh λ > λ(ξ). Tak kak Ξ – koneqnoe mnoßestvo, naædetsØ λ_0 ∈ Λ, prevoshodØwee vse λ(ξ), i pofftomu A^ξ_λ ⊂ G dlØ

λ ≥ λ_0, otkuda sleduet, qto A_λ ⊂ G, t.e. A_λ ∈ P G dlØ takih λ.

Rassmotrim teper~ proizvol~noe otkrytoe v X mnoßestvo G, dlØ kotorogo A ∈ QG, to est~ A ∩ G ≠ ∅, i, sledovatel~no, A_{ξ0} ∩

G ≠ ∅ dlØ nekotorogo ξ_0 ∈ Ξ. Togda, v silu shodimosti A^{ξ0}_λ −→ A_{ξ0} , naædetsØ takoe λ_0 ∈ Λ, qto A^{ξ0}_λ ∩ G ≠ ∅ i sledovatel~no A_λ ∩ G ≠ ∅, t.e. A_λ ∈ QG dlØ λ ≥ λ_0. RassmatrivaØ v kaqestve

G mnoßestva G_1, . . . , G_k my poluqaem sformulirovannyæ vyxe rezul~tat.

Rassmotrim teper~ drugoe ponØtie shodimosti tipa additivnosti, a imenno ponØtie polnoæ additivnosti.

Opredelenie. Budem govorit~, qto uporØdoqennoe mnoßestvo

M ØvlØetsØ proizvedeniem uporØdoqennyh mnoßestv Λ_ξ po vsem ξ ∈ Ξ, esli M = ∏ ξ∈Ξ Λ_ξ i M uporØdoqeno pokomponentno, t.e.

μ = (λ_ξ | ξ ∈ Ξ) ≥ μ^′ = (λ^′_ξ | ξ ∈ Ξ), esli λ_ξ ≥ λ^′_ξ dlØ vseh ξ ∈ Ξ.

Zameqanie. Zametim, qto zdes~ mnoßestvo Ξ ne obØzano byt~ uporØdoqennym, kak ffto trebuetsØ pri opredelenii kompozicii uporØdoqennyh mnoßestv.

Opredelenie. Budem govorit~, qto napravlennost~ (Aμ | μ ∈ M )

mnoßestv ØvlØetsØ polnoæ summoæ napravlennosteæ (A^ξ_λ | λ ∈ Λ_ξ), zadannyh dlØ vseh ξ ∈ Ξ, esli M ØvlØetsØ proizvedeniem vseh Λ_ξ i A_μ = ⋃ ξ∈Ξ A^μ_{λξ} dlØ kaßdogo μ = (λ_ξ | ξ ∈ Ξ).

Opredelenie. Budem govorit~, qto struktura shodimost~ pod-

mnoßestv nekotorogo mnoßestve X vpolne additivna, esli dlØ l¸byh shodimosteæ A^ξ_λ −→ A_ξ po λ ∈ Λ_ξ, ξ ∈ Ξ, ih polnaØ summa (A_μ | μ ∈ M ) shoditsØ k ⋃ ξ∈Ξ A_ξ. Vpolne additivnye struktury shodimosti podmnoßestv topologiqeskogo prostranstva oblada¸t svoæstvom, bolee sil~nym, qem (∗).

(∗∗) Proizvol~nye (ne obØzatel~no koneqnye) polnye summy shodimosteæ mnoßestv, ØvlØ¸wihsØ shodimostØmi v topologii Vietorisa, takße ØvlØ¸tsØ shodimostØmi v topologii Vietorisa.

Proverku spravedlivosti fftogo utverßdeniØ dostatoqno provesti opØt~ dlØ sovokupnosti vseh mnoßestv P G = {A | A ⊂ G}

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 17

i QG = {A | A ∩ G ≠ ∅}, obrazovannyh po vsem otkrytym mnoßestvam G. Pust~ A^ξ_λ −→ A_ξ po vsem λ ∈ Λ_ξ dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ i (A_μ | μ ∈ M ) – ih polnaØ summa, A = ⋃ ξ∈Ξ A_ξ. Rassmotrim

proizvol~noe otkrytoe v X mnoßestvo G, dlØ kotorogo A ⊂ P G i, sledovatel~no, kaßdoe A_ξ ⊂ G. Togda, v silu shodimosteæ

A^ξ_λ −→ A_ξ, dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ naædetsØ takoe λ(ξ) ∈ Λ_ξ, qto A_λ ⊂ G dlØ vseh λ > λ(ξ). Poloßim μ_0 = (λ(ξ) | ξ ∈ Ξ). Esli μ = (λ_ξ | ξ ∈ Ξ) ≥ μ_0 = (λ(ξ) | ξ ∈ Ξ), to est~ λ_ξ ≥ λ(ξ), dlØ vseh ξ ∈ Ξ, to A^ξ_λ ⊂ G i pofftomu A ⊂ G, t.e. A ∈ P G.

Rassmotrim teper~ proizvol~noe otkrytoe v X mnoßestvo G, dlØ kotorogo A ∈ QG, to est~ A ∩ G ≠ ∅ i, sledovatel~no,

A_{ξ0} ∩ G ≠ ∅ dlØ nekotorogo ξ_0 ∈ Ξ. Togda, v silu shodimo-

sti A^{ξ0}_λ −→ A_{ξ0} , naædetsØ takoe λ_0 ∈ Λ_{ξ0} , qto A_λ ∩ G ≠ ∅ dlØ vseh λ ≥ λ_0. Poloßim μ_0 = (λ(ξ) | ξ ∈ Ξ), gde vse λ(ξ), krome λ(ξ_0), fiksirovany proizvol~no, a λ(ξ_0) = λ_0. Esli teper~

μ = (λ_ξ | ξ ∈ Ξ) ≥ μ_0 = (λ(ξ) | ξ ∈ Ξ), v qastnosti, λ_{ξ0} ≥ λ_0, to A^ξ_λ ∩ G ≠ ∅, i pofftomu A ∩ G ≠ ∅, to est~ A ∈ QG.

2.2. Additivnost~ struktur shodimosti otobraßeniæ Po analogii s ponØtiØmi additivnosti struktur shodimosti mnoßestv moßno sformulirovat~ sootvetstvu¸wie ponØtiØ additivnosti struktur shodimosti otobraßeniæ. No zdes~ nam pridetsØ rassmatrivat~ proizvol~nye otobraßeniØ, vkl¸qaØ qastiqnye i mnogoznaqnye.

Opredelenie. Pust~ (fξ | ξ ∈ Ξ) – nekotoraØ sovokupnost~ oto-

braßeniæ (vozmoßno qastiqnyh i mnogoznaqnyh) prostranstva X v prostranstvo X^′. Ih summoæ ⋃ ξ∈Ξ f_ξ budem nazyvat~ otobraßenie f : X −→ X^′, opredelennoe usloviem f(x) = ⋃ ξ∈Ξ f_ξ (x) dlØ kaßdogo x ∈ X.

Opredelenie. Budem govorit~, qto struktura shodimosti oto-

braßeniæ f : X −→ X^′ (X i X^′ fiksirovany) ravnomerno additivna, esli dlØ l¸byh shodimosteæ f^ξ_λ −→ f_ξ po λ, ξ ∈ Ξ, gde Ξ – koneqnoe mnoßestvo, ih summa f_λ = ⋃ ξ∈Ξ f^ξ_λ shoditsØ k ⋃ ξ∈Ξ f_ξ . Opredelenie. Budem govorit~, qto napravlennost~ (fμ | μ ∈ M )

otobraßeniæ ØvlØetsØ polnoæ summoæ napravlennosteæ (f^ξ_λ | λ ∈ Λ_ξ), zadannyh dlØ vseh ξ ∈ Ξ, esli M ØvlØetsØ proizvedeniem vseh Λ_ξ i f_μ = ⋃ ξ∈Ξ f^μ_{λξ} dlØ kaßdogo μ = (λ_ξ | ξ ∈ Ξ).

18 A. A. IVANOV

Opredelenie. Budem govorit~, qto struktura shodimost~ oto-

braßeniæ vpolne additivna, esli dlØ l¸byh shodimosteæ f^ξ_λ −→ f_ξ po λ ∈ Λ_ξ, ξ ∈ Ξ, ih polnaØ summa (f_μ | μ ∈ M ) shoditsØ k ⋃ ξ∈Ξ f_ξ . Proverim na additivnost~ tri tipa shodimosti otobraßeniæ:

potoqeqnu¸, kompaktno otkrytu¸ i Vietorisa.

Pri rassmotrenii potoqeqnoæ shodimosti otobraßeniæ f :

X −→ X^′ neobhodimo zaranee fiksirovat~ na X^′ nekotoru¸ sho-

dimost~ mnoßestv. Delo v tom, qto v obwem sluqae my stalkivaemsØ s mnogoznaqnymi otobraßeniØmi, kogda nekotorym toqkam

x ∈ X otobraßenie sopostavlØet ne odnoznaqno opredelennye

toqki, a toqki nekotoryh mnoßestv A_f (x). Ots¸da sleduet, qto v fftoæ situacii, govorØ o potoqeqnoæ shodimosti f_μ −→ f, my imeem v vidu shodimost~ A_{fμ} (x) −→ A_f (x) dlØ vseh x ∈ X. Neposredstvenno iz opredeleniØ poluqaem sledu¸wee utverßdenie. PotoqeqnaØ struktura shodimosti otobraßeniæ f : X −→ X^′ ravnomerno additivna (vpolne additivna), esli sootvetstvu¸- waØ struktura shodimosti mnoßestv v X^′ ravnomerno additivna (vpolne additivna).

ObratimsØ teper~ k kompaktno otkrytoæ topologiqeskoæ strukture na C(X, X^′). Dokaßem, qto zdes~ struktura shodimosti kak ravnomerno additivna, tak i vpolne additivna.

Deæstvitel~no, pust~ v fftoæ topologii f^ξ_λ −→ f_ξ po λ, dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ, gde Ξ – koneqnoe mnoßestvo. Nado dokazat~, qto summa f_λ = ⋃ ξ∈Ξ f^ξ_λ shoditsØ k f = ⋃ ξ∈Ξ f_ξ. Pust~ U (C, G) = {f | f(C) ⊂ G}, gde C – kompaktnoe mnoßestvo a G – otkrytoe v X^′ mnoßestvo (proizvol~noe bazisnoe v kompaktno otkrytoæ to-

pologii mnoßestvo), ØvlØetsØ okrestnost~¸ otobraßeniØ f, to est~ f(C) ⊂ G. Togda f_ξ(C) ⊂ G, to est~ f_ξ ∈ U (C, G) dlØ kaßdogo

ξ ∈ Ξ. Tak kak dlØ takih ξ imeet mesto shodimost~ f^ξ_λ −→ f_ξ ,

to f^ξ_λ ∈ U (C, G), naqinaØ s nekotorogo λ(ξ), i, v silu koneqnosti Ξ, naædetsØ takoe λ_0 ∈ Λ, qto f^ξ_λ ∈ U (C, G), to est~ f^ξ_λ(C) ⊂ G, dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ i vseh λ > λ_0. No togda i f_λ(C) ⊂ G, to est~

f_λ ∈ U (C, G), dlØ vseh λ > λ_0. Ots¸da sleduet, v silu proizvol~-

nosti U (C, G), qto f_λ −→ f, i tem samym dokazana ravnomernaØ additivnost~ struktury shodimosti sootvetstvu¸weæ kompaktno otkrytoæ topologii.

Dokaßem teper~, qto struktura shodimosti kompaktno otkrytoæ topologii na C(X, X^′) vpolne additivna.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 19

Pust~ v fftoæ topologii f^ξ_λ −→ f_ξ po λ ∈ Λ_ξ, dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ, gde Ξ – ne obØzatel~no koneqnoe mnoßestvo, Nado dokazat~, qto polnaØ summa (f_μ | μ ∈ M ) napravlennosteæ (f^ξ_λ | ξ ∈ Ξ) shoditsØ k f = ⋃ ξ∈Ξ f_ξ . Pust~ U (C, G) – okrestnost~ otobraßeniØ f,

to est~ f(C) ⊂ G. Togda f_ξ (C) ⊂ G, to est~ f_ξ ∈ U (C, G) dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ. Tak kak dlØ takih ξ imeet mesto shodimost~

f^ξ_λ −→ f_ξ , to f^ξ_λ ∈ U (C, G), naqinaØ s nekotorogo λ(ξ). Poloßim μ_0 = (λ(ξ) | ξ ∈ Ξ). Togda dlØ l¸bogo μ > μ_0, μ = (λ_ξ | ξ ∈ Ξ),

imeet mesto vkl¸qenie f_μ(C) ⊂ G, to est~ f_μ ∈ U (C, G). Ots¸da sleduet, v silu proizvol~nosti U (C, G), qto f_μ −→ f, i tem samym dokazano, qto struktura shodimosti sootvetstvu¸waØ kompaktno otkrytoæ topologii vpolne additivna.

Pereædem k izuqeni¸ shodimosti v prostranstve C(X, X^′) s topologieæ Vietorisa otobraßeniæ i s topologieæ Vietorisa grafikov.

TopologiØ Vietorisa otobraßeniæ otliqaetsØ ot kompaktno otkrytoæ topologii tol~ko tem, qto k bazisnym mnoßestvam

U (C, G) = {f | f(C) ⊂ G} dobavlØ¸tsØ koneqnye pereseqeniØ ih s

mnoßestvami vida V (C, G) = {f | f(C) ∩ G ≠ ∅}, gde C – kompaktnoe mnoßestvo, a G – otkrytoe v X^′ mnoßestvo. Dokaßem, qto na

C(X, X^′) struktura shodimosti topologii Vietorisa otobraßeniæ budet kak ravnomerno additivna, tak i vpolne additivna.

Naqnem s ravnomernoæ additivnosti. Pust~ v fftoæ topologii

f^ξ_λ −→ f_ξ po λ dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ, gde Ξ – koneqnoe mnoßestvo.

Nado dokazat~, qto summa f_λ = ⋃ ξ∈Ξ f^ξ_λ shoditsØ k f = ⋃ ξ∈Ξ f_ξ . Inaqe govorØ, nado dokazat~, qto v l¸bom soderßawem f bazisnom mnoßestvem soderßatsØ f_λ dlØ dostatoqno bol~xih λ, to est~ dlØ l¸byh otkrytyh v X^′ mnoßestv G, G_1, . . . , G_k mnoßestva

f_λ(C) soderßatsØ v G i ime¸t nepustoe pereseqenie s G_1, . . . , G_k

dlØ vseh dostatoqno bol~xih λ.

Otnositel~no G ffto uße bylo dokazano pri rassmotrenii kompaktno otkrytoæ topologii, dokaßem, qto f_λ(C) imeet nepustoe pereseqenie s mnoßestvami G_1, . . . , G_k dlØ vseh dostatoqno bol~xih λ.

Pust~ f_λ(C) soderßitsØ v G dlØ vseh λ ≥ λ_0. V dal~neæxem budem rassmatrivat~ tol~ko takie λ. Rassmotrim shodimosti

f^ξ_λ −→ f_ξ dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ po λ ≥ λ_0 i f = ⋃ ξ∈Ξ f_ξ . Pust~ f(C)

soderßitsØ v G i peresekaetsØ s G_1, . . . , G_k. Togda kaßdoe iz fftih mnoßestv peresekaetsØ s nekotorym f_ξ(C) i, v silu shodi-

20 A. A. IVANOV

mosti f^ξ_λ −→ f_ξ, peresekaetsØ s f^ξ_λ(C) dlØ dostatoqno bol~xih λ, sledovatel~no, kaßdoe iz fftih mnoßestv peresekaetsØ s summoæ ⋃ f^ξ_λ(C) = f_λ(C). V silu proizvol~nosti rassmotrennogo bazis-

nogo mnoßestva tem samym dokazano, qto f_λ −→ f – shodimost~ v topologii Vietorisa otobraßeniæ – ravnomerno additivna.

Dokaßem teper~, qto struktura shodimosti v topologii Vietorisa otobraßeniæ na C(X, X^′) vpolne additivna,

Pust~ v fftoæ topologii f^ξ_λ −→ f_ξ po λ ∈ Λ_ξ dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ, gde Ξ – ne obØzatel~no koneqnoe mnoßestvo, Nado dokazat~, qto polnaØ summa (f_μ | μ ∈ M ) napravlennosteæ (f^ξ_λ | ξ ∈ Ξ) shoditsØ k f = ⋃ ξ∈Ξ f_ξ, to est~ dlØ l¸byh otkrytyh v X^′ mnoßestv G, G_1, . . . , G_k, takih, qto mnoßestvo f(C) soderßitsØ v G i imeet

nepustoe pereseqenie s G_1, . . . , G_k, mnoßestva f_μ(C) soderßatsØ v G i ime¸t nepustoe pereseqenie s G_1, . . . , G_k dlØ vseh dostatoqno bol~xih μ

Pust~ G, G_1, . . . , G_k – takie otkrytye v X^′ mnoßestva, qto f(C) soderßitsØ v G i imeet nepustoe pereseqenie s G_1, . . . , G_k. Togda kaßdoe f_ξ(C) ⊂ G i imeet nepustoe pereseqenie s fftimi mnoßestvami. Tak kak dlØ takih ξ imeet mesto shodimost~ f^ξ_λ −→ f_ξ , to f^ξ_λ(S) soderßitsØ v G i peresekaetsØ s G_1, . . . , G_k, naqinaØ s nekotorogo λ(ξ). Poloßim μ_0 = (λ(ξ) | ξ ∈ Ξ). Togda dlØ l¸bogo μ > μ_0, μ = (λ_ξ | ξ ∈ Ξ), mnoßestvo f_μ(C) oderßitsØ v G i peresekaetsØ so vsemi G_1, . . . , G_k. Ots¸da sleduet, v silu proizvol~nosti mnoßestv G, G_1, . . . , G_k, qto f_μ −→ f, i tem samym dokazano, qto struktura shodimosti sootvetstvu¸waØ topologii Vietorisa otobraßeniæ vpolne additivna.

OstalsØ posledniæ iz rassmatrivaemyh variantov – struktura shodimosti, opredelennaØ topologieæ Vietorisa grafikov. Shodimost~ otobraßeniæ predstavlØetsØ zdes~ shodimost~¸ ih grafikov, t.e. shodimost~¸ mnoßestv v topologii Vietorisa, no ranee bylo uße dokazano, to takaØ shodimost~ ravnomerno additivna i vpolne additivna.

2.3. Razloßimost~ struktur shodimosti mnoßestv. PonØtie razloßimosti struktur shodimosti mnoßestv prØmo protivopoloßno ponØti¸ ih ravnomernoæ additivnosti.

Opredelenie. Budem govorit~, qto v topologiqeskom prostran-

stve X nekotoraØ struktura shodimosti mnoßestv razloßima, esli dlØ l¸bogo otkrytogo v X mnoßestva G i l¸bogo predsta-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 21

vleniØ G v vide koneqnoæ summy ∪G_i otkrytyh v X mnoßestv, kaßdaØ shodimost~ mnoßestv v G moßet byt~ predstavlena summoæ shodimosteæ v G_i.

V kaqestve primera razloßimoæ struktury shodimosti mnoßestv moßno privesti shodimost~ mnoßestv v topologii Vietorisa. V fftoæ topologii shodimost~ A_λ −→ A imeet mesto, esli dlØ l¸byh otkrytyh v X mnoßestv G, G_1, . . . , G_k, A ⊂ G,

A ∩ G_i ≠ ∅, i = 1, 2, . . . , k, naædetsØ takoe λ_0, qto A_λ ⊂ G, A_λ ∩ G_i ≠ ∅, i = 1, 2, . . . , k, dlØ vseh λ ≥ λ_0.

Pust~ A_λ −→ A, A ⊂ G = ∪G_i, A ∩ G_i = A_i ≠ ∅. Poloßim A^i_λ = G_i ∩ A_λ i dokaßem, qto A^i_λ −→ A_i. Pust~ A_i ⊂ H,

A_i ∩ H_j ≠ ∅, H, H_1, . . . , H_n – otkrytye v X mnoßestva, priqem

moßno sqitat~, qto vse oni soderßatsØ v G_i. My moßem rassmotret~ okrestnost~ Vietorisa mnoßestva A, opredelennu¸ mnoßestvami G, H_1, . . . , H_n. Tak kak A_λ −→ A, suwestvuet takoe λ_0, qto A_λ ⊂ G, A_λ ∩ H_j ≠ ∅, j = 1, . . . , n, dlØ vseh λ ≥ λ_0, no togda

A^i_λ = G_i ∩ A_λ ⊂ G_i, A^i_λ ∩ H_j ≠ ∅, j = 1, . . . , n, dlØ vseh λ ≥ λ_0.

Ots¸da sleduet, v silu proizvol~nosti vybora H_1, . . . , H_n, shodimost~ A^i_λ −→ A_i.

2.4. GlobalizaciØ struktur shodimosti Rassmotrim perehod ot qastiqnogo zadaniØ shodimosti mnoßestv sistemoæ (S_λ) struktur shodimosti, opredelennyh na otkrytyh mnoßestvah G_λ, λ ∈ Λ, obrazu¸wih pokrytie topologiqeskogo prostranstva X, k sootvetstvu¸wemu global~nomu zadani¸. Neobhodimym usloviem takoæ globalizacii ØvlØetsØ, koneqno, soglasovanie vseh S_λ. �to soglasovanie zakl¸qaetsØ v sledu¸wem. Pust~ na otkrytyh v X mnoßestvah G_1 i G_2 opredeleny struktury shodimosti S_1 i S_2. �ti struktury sqita¸tsØ soglasovannymi, esli l¸baØ napravlennost~ mnoßestv, soderßawihsØ v G_1 ∩ G_2, shoditsØ k nekotoromu podmnoßestvu fftogo pereseqeniØ ili ne shoditsØ v S_1 i S_2, odnovremenno. My uße otmeqali, qto takoæ perehod vsegda vozmoßen, esli soglasovannye takim obrazom struktury na vseh G_λ lokal~ny – v fftom sluqae imi odnoznaqno opredelena na P X takße lokal~naØ struktura. Zametim, teper~, qto esli vse ishodnye struktury shodimosti v kakom-to smysle additivny, to moßno vvesti na P X global~nu¸ strukturu shodimosti, poroßdaemu¸ sovokupnost~¸ summ (v sootvetstvu¸wem smysle) shodØwihsØ napravlennosteæ qastiqnyh struktur. V klasse ravnomerno additivnyh shodimosteæ sledu-

22 A. A. IVANOV

et rassmatrivat~ sovokupnost~ vseh koneqnyh summ, a v klasse vpolne additivnyh shodimosteæ – vseh (ne obØzatel~no koneqnyh) summ. TakaØ sovokupnost~ v obwem sluqae ne udovletvorØ- ¸t aksiomam struktur shodimosti. Ee nado dopolnØt~. Moßet ne vypolnØt~sØ daße aksioma stacionarnosti. Esli, naprimer, sredi G_λ, na kotoryh zadany qastiqnye struktury shodimosti, net koneqnoæ sistemy, obrazu¸weæ pokrytie X, to sovokupnost~ koneqnyh summ shodimosteæ v qastiqnyh strukturah ne soderßit stacionarnoæ shodimosti k X.

Postroenie global~noæ struktury shodimosti po zadannym qastiqnym strukturam moßno osuwestvit~ sledu¸weæ proceduroæ. Snaqala prisoedinØem vse summy i stacionarnye shodimosti. Zatem prisoedinØem vse shodimosti, naliqie kotoryh neobhodimo dlØ vypolneniØ aksiomy konfinal~nosti. DlØ fftogo dostatoqno rassmotret~ shodimosti (A_λ | λ ∈ Λ) −→ A ishodnoæ sovokupnosti i prisoedinit~ shodimosti (A_λ | λ ∈ Λ^′) −→ A, gde Λ^′ – konfinal~nye qasti Λ. �to sleduet iz tranzitivnosti otnoxeniØ konfinal~nosti.

Dal~neæxee rasxirenie sovokupnosti shodØwihsØ napravlennosteæ za sqet analogiqnogo prisoedineniØ slabo konfinal~nyh po nositelØm i, sootvetstvenno, konfinal~nyh po nositelØm shodimosteæ, dast nam usilenie aksiom tipa konfinal~nosti.

Poslednim xagom v fftom posledovatel~nom rasxirenii sovokupnosti shodimosteæ ØvlØetsØ prisoedinenie vseh kompoziciæ ime¸wihsØ shodimosteæ. No zdes~ situaciØ bolee sloßnaØ, tak kak pri fftom moßet byt~ naruxeny aksiomy tipa konfinal~nosti. Pofftomu udobnee vospol~zovat~sØ perehodom k okrestnostnym prostranstvam.

Proceduru globalizacii moßno v nekotoryh sluqaØh znaqitel~no uprostit~.

Teorema globalizacii. Globalizaci¸ vpolne additivnyh raz-

loßimymyh qastiqnyh struktur shodimosti s aksiomoæ konfinal~nosti, zadannyh na nekotoroæ sisteme otkrytyh mnoßestv topologiqeskogo prostranstva, moßno poluqit~, rassmatrivaØ tol~ko koneqnye summy, esli ffta sistema soderßit koneqnoe pokrytie fftogo prostranstva.

Dokazatel~stvo. Privedem osnovnu¸ ide¸ dokazatel~stva. Pust~ na nekotoryh otkrytyh mnoßestvah prostranstva X (nazovem ih vydelennymi) zadany struktury shodimosti, oblada-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 23

¸wie ukazannymi v teoreme svoæstvami, i imeetsØ koneqnoe qislo vydelennyh mnoßestv, obrazu¸wih pokrytie X. Budem nazyvat~ ih osnovnymi. Esli kaßdoe vydelennoe mnoßestvo soderßitsØ v nekotorom osnovnom, to l¸baØ napravlennost~ mnoßestv v vydelennom mnoßestve budet napravlennost~¸ v odnom iz osnovnyh mnoßestv. Pofftomu, uqityvaØ associativnost~ polnogo summirovaniØ, pri globalizacii qastiqnyh struktur shodimosti dostatoqno rassmatrivat~ tol~ko osnovnye mnoßestva. PolnaØ summa napravlennosteæ, opredelennyh na kakom-to osnovnom mnoßestve, ØvlØetsØ napravlennost~¸ v tom ße mnoßestve i, v silu polnoæ additivnosti struktury shodimosti, iz ih shodimosti v qastiqnyh strukturah vydelennyh mnoßestv sleduet shodimost~ ih polnoæ summy v strukture, zadannoæ na osnovnom mnoßestve. Odnako vozmoßen i bolee sloßnyæ sluqaæ, kogda ne vse vydelennye mnoßestva soderßatsØ v osnovnyh. L¸- boe takoe mnoßestvo budet koneqnoæ summoæ ego qasteæ, soderßawihsØ v osnovnyh mnoßestvah, i usloviØ teoremy pozvolØ¸t dokazat~, qto ego struktura shodimosti ØvlØetsØ globalizacieæ struktur zadannyh na fftih qastØh. Tem samym my poluqaem vozmoßnost~ zameny vydelennyh mnoßestv, ne soderßawihsØ v osnovnyh, na mnoßestva, soderßawiesØ v osnovnyh, i vozvrawaemsØ k uße rassmotrennomu sluqa¸.

Kl¸qevym momentom dokazatel~sta teoremy ØvlØetsØ perehod ot vydelennogo mnoßestva, ne soderßawegosØ ni v odnom iz osnovnyh, k predstavleni¸ ego summoæ otkrytyh mnoßestv, soderßawihsØ v osnovnyh. Itak, rassmotrim nekotoroe otkrytoe v X mnoßestvo G i takoe otkrytoe pokrytie G mnoßestvami

G_1, . . . , G_n, qto vse pereseqeniØ H_i = G ∩ G_i ne pusty. Togda ∪H_i = G, H_i ⊂ G_i. Rassmotrim v G napravlennost~ (A_λ | λ ∈ Λ),

shodØwu¸sØ k A ⊂ G. Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto pervye k pereseqeniæ A ∩ H_i = A_i ≠ ∅. Togda, v silu razloßimosti struktury shodimosti, v G naædutsØ takie mnoßestva A^i_λ, qto ∪A^i_λ = A_λ, A^i_λ shoditsØ po λ k A_i i shodimost~ (A_λ | λ ∈ Λ) −→ A predstavima summoæ shodimosteæ (A^i_λ | λ ∈ Λ) −→ A_i. Tak kak pri globalizacii rassmatriva¸tsØ polnye summy shodimosteæ, to nado ewe dokazat~, qto globalizaciØ shodimosteæ na sovokupnosti H_i, sostavlØ¸wih G, privodit nas k ishodnoæ strukture shodimosti na G, IshodnaØ napravlennost~

24 A. A. IVANOV

imeet Λ v kaqestve mnoßestva indeksov, sootvetstvu¸waØ polnaØ summa imeet mnoßestvo indeksov Λ^k, uporØdoqennoe pokomponentno. Kaßdomu λ ∈ Λ moßno sopostavit~ k-qlennu¸ sistemu

(λ, . . . , λ) ∈ Λ^k. Takim obrazom, ishodnu¸ napravlennost~ moßno

rassmatrivat~ kak konfinal~nu¸ qast~ sootvetstvu¸weæ polnoæ summy i pofftomu ishodnaØ shodimost~ ØvlØetsØ sledstviem shodimosti polnoæ summy napravlennosteæ, sostavlØ¸wih ee razloßenie v H_1, . . . , H_k.

Zameniv nekotorye vydelennye mnoßestva, ne soderßawiesØ v osnovnyh, na summu mnoßestv, soderßawihsØ v osnovnyh, my prixli k prosteæxemu sluqa¸, kogda kaßdoe vydelennoe mnoßestvo soderßitsØ v nekotorom osnovnom. Takim obrazom, l¸- baØ shodimost~ v l¸bom vydelennom mnoßestve ØvlØetsØ shodimost~¸ v kakom-to osnovnom.mnoßestve. L¸bu¸ polnu¸ summu shodimosteæ moßno predstavit~ teper~ v vide polnoæ koneqnoæ summy polnyh summ (vozmoßno beskoneqnyh) shodimosteæ, sgruppirovannyh po prinadleßnosti k tomu ili inomu osnovnomu mnoßestu. qto vozmoßno v silu associativnosti polnogo summirovaniØ shodimosteæ.

Neposredstvennym sledstviem tol~ko qto dokazannoæ teoremy ØvlØetsØ sledu¸wee utverßdenie.

Teorema. Globalizaci¸ vpolne additivnyh razloßimymyh qa-

stiqnyh struktur shodimosti s aksiomoæ konfinal~nosti, zadannyh na nekotoroæ sisteme otkrytyh mnoßestv kompaktnogo topologiqeskogo prostranstva, moßno poluqit~ rassmatrivaØ tol~ko koneqnye summy.

�to deæstvitel~no neposredstvennoe sledstvie predyduweæ teoremy, tak kak v kompaktnom topologiqeskom prostranstve l¸- boe otkrytoe pokrytie soderßit koneqnoe pokrytie.

Zameqanie. Esli rassmatrivat~ v teoreme globalizacii shodimost~ ne l¸byh zamknutyh, a tol~ko kompaktnyh mnoßestv, to uslovie naliqiØ koneqnogo podpokrytiØ moßno opustit~. Deæstvitel~no, esli F ⊂ X – proizvol~noe kompaktnoe mnoßestvo, to suwestvuet koneqnoe pokrytie fftogo mnoßestva vydelennymi mnoßestvami i, rassmatrivaØ ffti mnoßestva kak osnovnye, my smoßem opredelit~ global~nu¸ shodimost~ na ih ob¨edinenii.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 25

§3. KategoriØ P^2-topologiqeskih prostranstv 3.1. Osnovnye opredeleniØ

Napomnim otnosØwiesØ k fftoæ teme opredeleniØ. Opredelenie. Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo i P^2X – ne-

pustoe mnoßestvo, toqkami kotorogo ØvlØ¸tsØ ne obØzatel~no vse sovokupnosti podmnoßestv mnoßestva X. Topologiqesku¸ strukturu θ na P^2X, budem nazyvat~ P^2-topologiqeskoæ strukturoæ na X, a paru (X, θ) budem nazyvat~ P^2-topologiqeskim prostranstvom.

Zameqanie. Moßno vsegda sqitat~, qto struktura θ zadana na

polnom mnoßestve P^2X vseh sovokupnosteæ podmnoßestv mnoßestva X, pereædØ k sootvetstvu¸wemu, naprimer, trivial~nomu, prodolßeni¸ topologiqeskoæ struktury s qasti P^2X na vse

P^2X. S drugoæ storony, vsegda moßno pereæti ot topologiqe-

skoæ struktury θ, zadannoæ na polnom mnoßestve P^2X, k ograniqeni¸ ee na nekotoru¸ ego qast~.

Opredelenie. Pust~ f : X −→ Y – proizvol~noe otobraßenie,

A – proizvol~noe podmnoßestvo mnoßestva X, α – proizvol~naØ sovokupnost~ podmnoßestv A mnoßestva X. Poloßim P f(A) = f(A), P^2f(α) = {f(A) | A ∈ α}, P^2f : P^2X −→ P^2Y. Opredelenie. Pust~ (X, θ) i (Y, ϑ) – proizvol~nye P^2-topologi-

qeskie prostranstva. Otobraßenie f : X −→ Y budem nazyvat~ P^2-nepreryvnym (dopustimym) otobraßeniem (X, θ) v (Y, ϑ), esli P^2f : (P^2X, θ) −→ (P^2Y, ϑ) ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem.

Zameqanie. �to opredelenie imeet smysl, esli P^2f(α) ∈ P^2Y dlØ l¸bogo α ∈ P^2X.

Teorema. P^2-topologiqeskie prostranstva i ih P^2-nepreryvnye

otobraßeniØ obrazu¸t kategori¸.

Dokazatel~stvo. Nam nado dokazat~, qto P^2-nepreryvnye otobraßeniØ udovletvorØ¸t vsem kategornym usloviØm, to est~ v klasse vseh P^2-nepreryvnyh otobraßeniæ opredelena associativnaØ kompoziciØ i dlØ kaßdogo P^2-topologiqeskogo prostranstva imeetsØ ediniqnoe otnositel~no fftoæ kompozicii otobraßenie.

26 A. A. IVANOV

Pust~ f : X −→ Y i g : Y −→ Z ØvlØ¸tsØ P^2-nepreryvnymi otobraßeniØmi (X, θ) v (Y, ϑ) i (Y, ϑ) v (Z, υ), sootvetstvenno. Togda opredelena kompoziciØ g ∘ f : X −→ Z. Tak kak P^2f i

P^2g ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi otobraßenimi (P^2X, θ) v (P^2Y, ϑ) i (P^2Y, ϑ) v (P^2Z, υ), sootvetstvenno, to i ih kompoziciØ P^2g ∘ P^2f

ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem. No P^2g∘P^2f = P^2(g∘f), tak kak dlØ l¸boæ sovokupnosti α ∈ P^2X imeet mesto sootnoxenie

P^2g ∘ P^2f(α) = P^2g ( {f(A) | A ∈ α} ) = = { g(f(A)) | A ∈ α } = P^2(g ∘ f)(α).

Tem samym dokazano, qto g ∘ f ØvlØetsØ P^2-nepreryvnym otobraßeniem. Associativnost~ kompozicii P^2-nepreryvnyh otobraßeniæ neposredstvenno sleduet iz associativnosti otobraßeniæ mnoßestv. OstaetsØ zametit~, qto dlØ l¸bogo mnoßestva X i ego toßdestvennogo otobraßeniØ i : X −→ X v sebØ otobraßenie P^2i : P^2X −→ P^2X takße ØvlØetsØ toßdestvennym i potomu nepreryvnym otobraßeniem (X, θ), kakova by ni byla P^2- topologiqeskaØ struktura θ. Tot fakt, qto toßdestvennoe otobraßenie ØvlØetsØ pravoæ i levoæ ediniceæ dlØ ukazannoæ vyxe kompozicii, oqeviden.

Kategori¸ P^2-topologiqeskih prostranstv i ih P^2-nepreryvnyh otobraßeniæ budem oboznaqat~ qerez P^2Top ili P^2T .

3.2. Estestvennye vloßeniØ My rassmotrim preßde vsego estestvennye svØzi kategorii

P^2T s kategoriØmi T i P T . Budem sqitat~ dlØ prostoty, qto

ime¸t mesto estestvennye vloßeniØ X ⊂ P X ⊂ P^2X, pri otoßdestvlenii x s {x}, A s {A}, gde x – proizvol~nyæ fflement mnoßestva X, A – proizvol~noe podmnoßestvo mnoßestva X. L¸baØ P^2-topologiqeskaØ struktura ϑ na X, to est~ topologiqeskaØ struktura na P^2X, induciruet na X topologiqesku¸ strukturu τ = ϑ | X i pofftomu moßno sqitat~, qto l¸baØ P^2- topologiqeskaØ struktura zadana ne prosto na mnoßestve X, a na sootvetstvu¸wem topologiqeskom prostranstve (X, τ ). Inaqe govorØ, l¸baØ P^2-topologiqeskaØ struktura ϑ na X ØvlØetsØ prodolßeniem sootvetstvu¸weæ topologiqeskoæ struktury τ s X na P^2X. Process takogo prodolßeniØ moßno provesti qerez

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 27

P X, rassmatrivaØ topologiqesku¸ strukturu na P^2X, kak prodolßenie τ snaqala na P X i zatem na P^2X.

Izvestno, qto sredi prodolßeniæ topologiqeskoæ struktury s podmnoßestva na vse mnoßestvo vsegda est~ maksimal~noe, no v obwem sluqae net minimal~nogo. Maksimal~noe prodolßenie topologiqeskoæ struktury τ s nekotorogo podmnoßestva X na vse mnoßestvo X^′ sostoit iz vseh podmnoßestv mnoßestva X^′, pereseqenie kotoryh s X prinadleßit τ . Moßno pol~zovat~sØ takße kanoniqeskim prodolßeniem, poluqaemym prisoedineniem k τ samogo mnoßestva X^′.

3.3. Estestvennye nakrytiØ

RassmatrivaØ kategorii P T i P^2T v naibol~xeæ obwnosti, my budem sqitat~, esli ne ogovoreno protivnoe, qto P X sostoit iz vseh nepustyh podmnoßestv mnoßestva X, a P^2X sostoit iz vseh nepustyh sovokupnosteæ proizvol~nyh nepustyh podmnoßestv mnoßestva X. V fftom sluqae dlØ kaßdogo otobraßeniØ f : X −→ Y mnoßestv opredeleny estestvennye otobraßeniØ

P f : P X −→ P Y , gde P f(A) = f(A), i P^2f : P^2X −→ P^2Y , gde P^2f(α) = {f(A) | A ∈ α}. Kaßdomu P^2-topologiqeskomu prostranstvu (X, θ) estestvenno sootvetstvuet P -topologiqeskoe prostranstvo (X, ζ), gde ζ = θ | P X, i topologiqeskoe prostranstvo (X, τ ), gde τ = θ | X. Pri fftom, esli f : (X, θ) −→ (Y, ϑ) ØvlØetsØ P^2-nepreryvnym otobraßeniem, to f : (X, θ|P X) −→ (Y, ϑ|P Y ) budet P -nepreryvnym otobraßeniem i f : (X, θ|X) −→ (Y, ϑ|Y ) budet nepreryvnym otobraßeniem, tak kak ograniqenie nepreryvnogo otobraßeniØ P^2f :

(P^2X, θ) −→ (P^2Y, ϑ) na podmnoßestva P X i X budut nepreryv-

nymi otobraßeniØmi. Tem samym my poluqaem funktornye proekcii P kategorii P^2T v kategorii P T i T , priqem proekciØ v T predstavima kompozicieæ proekciæ P : P^2T −→ P T i P : P T −→ T . V deæstvitel~nosti, ffto proekcii na sootvetstvu¸wie kategorii, tak kak dlØ l¸bogo topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) imeetsØ nakryva¸wee ego P -topologiqeskoe prostranstvo (X, ζ),

ζ = τ ∪ P X, i nakryva¸wee ego P^2-topologiqeskoe prostranstvo (X, θ), θ = τ ∪ P^2X, dlØ l¸bogo P -topologiqeskogo prostran-

stva imeetsØ nakryva¸wee ego P^2-topologiqeskoe prostranstvo

(X, θ), gde θ = ζ ∪ P^2X.

Takim obrazom opredeleny P-detalizacii kategorii T , a imenno kategorii P T i P^2T , pri fftom kategoriØ P^2T ØvlØet-

28 A. A. IVANOV

sØ P-detalizacieæ kategorii P T i voznikaet problema proverki vypolneniØ dlØ nih osnovnyh aksiom detalizaciæ. Vo vtoroæ qasti bylo vyØsneno, qto dlØ kategorii P T , kak detalizacii kategorii T , vypolnØ¸tsØ ne vse aksiomy detalizacii, a imenno ne vypolnØ¸tsØ sledu¸wie aksiomy: suwestvovaniØ toqnoæ nißneæ granicy nakryva¸wih ob¨ektov, suwestvovaniØ toqnoæ nißneæ granicy nakryva¸wih morfizmov, suwestvovaniØ pravyh nakrytiæ, podnØtiØ kompozicii. Proverim vypolnenie aksiom detalizacii dlØ kategorii P^2T kak detalizacii kategorii T i kak detalizacii kategorii P T .

I. Suwestvovanie toqnoæ verhneæ granicy nakryva¸wih ob¨ektov. V oboih sluqaØh my imeem sledu¸wu¸ situaci¸. ImeetsØ nekotoroe mnoßestvo X^′, na kotorom rassmatriva¸tsØ kakie-to topologizacii, induciru¸wie na nekotorom ego podmnoßestve X fiksirovannu¸ topologiqesku¸ strukturu. ˚sno, qto ob¨- edinenie fftih topologiqeskih struktur induciruet na X tu ße topologiqesku¸ strukturu. No ffto ob¨edinenie kak raz i poroßdaet toqnu¸ verhn¸¸ granicu rassmatrivaemyh topologiqeskih struktur operaciØmi koneqnyh pereseqeniæ i proizvol~- nyh ob¨edineniæ vhodØwih v nego mnoßestv. Pereseqenie l¸boæ takoæ operacii s X ØvlØetsØ analogiqnoæ operacieæ nad pereseqeniØmi mnoßestv s X, ne vyvodØweæ iz fiksirovannoæ na X topologiqeskoæ struktury.

I^′. Prostye primery pokazyva¸t, qto v oboih sluqaØh toqnaØ

nißnØØ granica nakryva¸wih ob¨ektov ne vsegda suwestvuet. Kak i v sootvetstvu¸wem primere vtoroæ qasti knigi, za osnovu beretsØ pravoe kolmogorovskoe dvoetoqie (D, δ_r ), D = {0, 1}, δ_r = {∅, {0}, D}, P D = {a, b, c} gde a = 0, b = 1, c = {0, 1} (my otoßdestvlØem 0 i 1 s {0} i {1}). Poloßim ζ = {∅, 0, P D},

θ_1 = {∅, a, P^2D}, θ_2 = {∅, {a, c}, P^2D}. Obe ffti P^2-topologiqeskie

struktury induciru¸t na P D i D struktury ζ i δ_r sootvetstvenno, a ih pereseqenie induciruet na fftih mnoßestvah trivial~nye topologiqeskie struktury.

II. Suwestvovanie toqnoæ verhneæ granicy nakryva¸wih morfizmov. V oboih sluqaØh my imeem kakoe-to mnoßestvo P^2- nepreryvnyh otobraßeniæ f_ξ : (X, θ_ξ ) −→ (X^′, θ^′_ξ), nakryva¸wih fiksirovannoe otobraßenie f : (X, τ ) −→ (X^′, τ^′) iz kategorii T , ili (vo vtorom sluqae) otobraßenie f : (X, ζ) −→ (X^′, ζ^′) iz kategorii P T . V silu vypolneniØ dlØ P^2T aksiomy III, suwestvu¸t

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 29

toqnye verhnie granicy sup{(X, θ_ξ)} = (X, θ) i sup{(X^′, θ^′_ξ)} =

(X^′, θ^′). Ostalos~ dokazat~, qto otobraßenie f : (X, θ) −→ (X^′, θ^′)

nakryvaet fiksirovannoe v T ili v P T otobraßenie i ØvlØetsØ

P^2-nepreryvnym otobraßeniem. Pervoe sleduet iz vypolneniØ

aksiomy III. Dokaßem vtoroe, t.e. nepreryvnost~ otobraßeniØ

P^2f : (P^2X, θ) −→ (P^2X^′, θ^′). No ffto sleduet iz togo, qto ob¨edi-

nenie vseh θ^′_ξ ØvlØetsØ predbazoæ topologiqeskoæ struktury θ^′, a P^2f^{−1}(θ^′_ξ ) ⊂ θ_ξ .

II^′. ToqnaØ nißnØØ granica nakryva¸wih morfizmov ne vse-

gda suwestvuet, potomu qto ne vsegda suwestvuet toqnaØ nißnØØ granica nakryva¸wih ob¨ektov.

III. Suwestvovanie levyh nakrytiæ. Napomnim formulirovku fftoæ aksiomy. Pust~ kategoriØ C^′ ØvlØetsØ P-detalizacieæ kategorii C. GovorØt, qto dlØ nee vypolnØetsØ aksioma suwestvovaniØ levyh nakrytiæ, esli dlØ l¸bogo morfizma f : X −→ X_0 kategorii C i l¸bogo ob¨ekta X^′_0 kategorii C^′, nakryva¸wego

X_0, suwestvuet morfizm f^′ : X^′ −→ X^′_0, nakryva¸wiæ f. V ras-

smatrivaemyh nami sluqaØh: kategoriØ P^2T ØvlØetsØ detalizacieæ kategorii T ili ØvlØetsØ detalizacieæ kategorii P T , fiksirovano nepreryvnoe otobraßenie f : (X, τ ) −→ (X_0, τ_0) i P^2- topologiqeskoe prostranstvo (X_0, θ_0), nakryva¸wee topologiqeskoe prostranstvo (X_0, τ_0) ili nakryva¸wee P -topologiqeskoe prostranstvo (X_0, ζ_0). V oboih sluqaØh nakrytie oznaqaet to, qto struktura θ_0 induciruet na X_0, sootvetstvenno na P X_0, kak na podmnoßestvah mnoßestva P^2X_0, strukturu τ_0, sootvetstvenno, strukturu ζ_0. No togda (P^2f)^{−1}(θ_0) ØvlØetsØ bazoæ nekotoroæ

P^2-topologiqeskoæ struktury na P^2X, induciru¸weæ na X i na

P X topologiqesku¸ strukturu, soderßawu¸sØ v τ ili v ζ, sootvetstvenno. OstaetsØ tol~ko prodolßit~ τ , sootvetstvenno, ζ, do nekotoroæ topologiqeskoæ struktury na P^2X i prisoedinit~ k fftomu prodolßeni¸ mnoßestvo (P^2f)^{−1}(θ_0), rasxirit~ ffto ob¨- edinenie koneqnymi pereseqeniØmi i proizvol~nymi ob¨edineniØmi i my poluqim taku¸ P^2-topologiqesku¸ strukturu θ na X, qto f : (X, θ) −→ (X_0, θ_0) ØvlØetsØ P^2-nepreryvnym otobraßeniem, nakryva¸wim fiksirovannoe nepreryvnoe ili P - nepreryvnoe otobraßenie.

III^′. Suwestvovanie pravyh nakrytiæ. �ta aksioma otliqaet-

sØ ot aksiomy levyh nakrytiæ tem, qto, narØdu s fiksacieæ v kategorii C morfizma f : X −→ X_0, v kategorii C^′ fiksiruetsØ

30 A. A. IVANOV

ne ob¨ekt X^′, nakryva¸wiæ X_0, a ob¨ekt X^′, nakryva¸wiæ X. Prostye primery pokazyva¸t, qto dlØ kategorii P^2T , kak detalizacii kategorii T i kak detalizacii kategorii P T , aksioma pravyh nakrytiæ ne imeet mesta. Kak v sootvetstvu¸wem primere vtoroæ qasti knigi my fiksiruem otobraßenie f : (X, τ ) −→

(X_0, τ_0), gde X = (0, 1], X_0 = D, τ – obyqnaØ topologiØ poluin-

tervala, τ_0 = δ_r , f(0, 1) = 0, f(1) = 1. Otobraßenie f nepreryvno, tak kak f^{−1}(0) = (0, 1) – τ -otkrytoe mnoßestvo. Fiksiruem teper~

P^2-topologiqeskoe prostranstvo (X, θ) i P -topologiqeskoe pro-

stranstvo (X, ζ), poloßiv θ = {∅, τ, P^2X}, ζ = {∅, τ, P X} (zdes~ my opØt~ sqitaem, qto X ⊂ P X ⊂ P^2X). P^2-topologiqeskoe prostranstvo (X, θ) nakryvaet P -topologiqeskoe prostranstvo

(X, ζ), kotoroe, v svo¸ oqered~, nakryvaet topologiqeskoe pro-

stranstvo (X, τ ). Dopustim, qto suwestvuet P -topologiqeskoe prostranstvo (X_0, ζ_0), nakryva¸wee (X_0, τ_0), i P -nepreryvnoe otobraßenie f : (X, ζ) −→ (X_0, ζ_0), nakryva¸wee fiksirovannoe vyxe nepreryvnoe otobraßenie f : (X, τ ) −→ (X_0, τ_0). Imeem, P X_0 = P D = {a, b, c}, gde a = {0}, b = {1}, c = {0, 1}, topologiqeskaØ struktura τ_0 = {∅, a, P D}, pofftomu v ζ_0 dolßno vhodit~ hot~ odno iz mnoßestv {a}, {a, c}. No P f-proobrazy fftih mnoßestv ne prinadleßat ζ, a imenno P f^{−1}({a}) = P (0, 1),

P f^{−1}({a, c}) = P X \{1}. Takim obrazom, naxe dopuwenie neverno.

No togda budet nevernym i predpoloßenie o suwestvovanii P^2- topologiqeskogo prostranstva (X_0, θ_0), nakryva¸wego (X_0, ζ_0), i

P^2-nepreryvnogo otobraßeniØ f : (X, θ) −→ (X_0, θ_0), nakryva-

¸wee f : (X, τ ) −→ (X_0, τ_0), tak kak (X, ζ) ØvlØetsØ podprostranstvom (X, θ). Tem samym dokazano, qto aksioma III^′ ne imeet mesta dlØ P^2T , kak detalizacii T .

Analogiqnye rassußdeniØ otnositel~no P -topologiqeskih prostranstv (X, ζ), gde ζ = {∅, P (0, 1), P^2X), (D, ζ_0), gde ζ_0 =

{∅, {a}, P D}, P^2-topologiqeskogo prostranstva (X, θ), gde θ = {∅, P (0, 1), P^2X}, i otobraßeniØ P f : (X, ζ) −→ (X_0, ζ_0), gde f(x) =

0 dlØ x ∈ (0, 1), f(x) = 1 dlØ x = 1, dokazyva¸t, qto aksioma III^′ ne imeet mesta i dlØ P^2T , kak detalizacii P T .

IV. PodnØtie kompozicii. Napomnim formulirovku fftoæ aksiomy. Pust~ kategoriØ C^′ ØvlØetsØ P-detalizacieæ kategorii C. GovorØt, qto dlØ nee vypolnØetsØ aksioma podnØtiØ kompozicii, esli dlØ l¸byh morfizmov f : X −→ X_0 i g : X_0 −→ X_1 kategorii C i l¸bogo morfizma h^′ : X^′_0 −→ X^′_1 kategorii C^′, na-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 31

kryva¸wego gf, suwestvu¸t v C^′ takie morfizmy f^′ : X^′ −→ X^′_0,

g^′ : X^′_0 −→ X^′_1, nakryva¸wie f i g, qto h^′ = g^′f^′. f. V rassma-

trivaemyh nami sluqaØh kategoriØ P^2T ØvlØetsØ detalizacieæ kategorii T ili ØvlØetsØ detalizacieæ kategorii P T . Dokaßem, qto v pervom sluqae aksioma III ne imeet mesta.

V diagramme (X, τ )^f−−−−→ (X_0, τ_0)^g−−−−→ (X_1, τ_1) (X, τ ) i (X_0, τ_0) – topologiqeskie prostranstva iz III^′, (X_1, τ_1) –

dvoetoqie s trivial~noæ topologieæ, f – otobraßenie iz III^′, g – toßdestvennoe otobraßenie. Rassmotrim P -topologiqeskoe prostranstvo (X, ζ) iz III^′, trivial~noe P -topologiqeskoe prostranstvo (X_1, ζ_1), nakryva¸wie topologiqeskie prostranstva (X, τ ),

(X_1, τ_1) i P – nepreryvnoe otobraßenie h^′ : (X, ζ) −→ (X_1, ζ_1),

nakryva¸wee kompozici¸ gf. No iz III^′ sleduet, qto voobwe ne suwestvuet P -nepreryvnogo otobraßeniØ f^′ : (X, ζ) −→ (X_0, ζ_0), nakryva¸wego f kakim by ni bylo ζ_0, a potomu podnØt~ kompozici¸ gf v P T nevozmoßno. Ots¸da, kak v III^′, sleduet nevozmoßnost~ podnØt~ fftu kompozici¸ v P^2T . Analogiqnymi III^′ rassußdeniØmi dokazyvaetsØ nevozmoßnost~ podnØt~ sootvetstvu- ¸wu¸ kompozici¸ iz P T v P^2T . Takim obrazom aksioma III ne imeet mesta dlØ P^2T , kak detalizacii P i kak detalizacii P T .

V. Aksioma vloßeniØ. Napomnim formulirovku fftoæ aksiomy. Pust~ kategoriØ C^′ ØvlØetsØ P-detalizacieæ kategorii C. GovorØt, qto dlØ nee vypolnØetsØ aksioma vloßeniØ, esli dlØ l¸byh ob¨ektov X^′, X^′_0 kategorii C^′, nakryva¸wih ob¨ekty X,

X_0 kategorii C, otobraßenie P sootvetstvu¸wih mnoßestv mor-

fizmov C(X^′, X^′_0) v C(X, X_0) ØvlØetsØ vloßeniem. �ta aksioma imeet mesto dlØ kategorii P^2T , kak detalizacii kategorii T i detalizacii kategorii P T , tak kak v fftih kategoriØh kaßdoe otobraßenie (morfizm) ih ob¨ektov odnoznaqno opredelØetsØ otobraßeniem toqek fftih ob¨ektov.

My vyØsnili, qto kategoriØ P^2T , kak vproqem i kategoriØ P T , rassmatrivaemye kak estestvennye detalizacii kategorii T , ØvlØ¸tsØ dovol~no grubymi detalizaciØmi (polovina aksiom detalizacii ne vypolnØetsØ). Otnositel~no kategoriæ T i P T drugie detalizacii nam ne izvestny, no dlØ kategoriæ P T i P^2T suwestvu¸t raznoobraznye detalizacii.

32 A. A. IVANOV

3.4. In¨ektivnye nakrytiØ kategorii P T kategorieæ P^2T My rassmotreli aksiomy detalizacii, opredelennoæ estestvennymi vloßeniØmi topologiqeskih prostranstv P X v topologiqeskie prostranstva P^2X. Moßno rassmatrivat~ takße raznoobraznye detalizacii P : P^2T −→ P T , iniciiruemye nekotorymi vloßeniØmi i : P X −→ P^2X (in¨ektivnye detalizacii), opredelennymi dlØ vseh mnoßestv X. Vloßeniæ P X v P^2X suwestvuet ves~ma mnogo, no ne vse oni poroßda¸t kategornye nakrytiØ.

V kaqestve vloßeniæ i : P X −→ P^2X moßno rassmatrivat~ narØdu s estestvennym takße sledu¸wie vloßeniØ:

1. DlØ kaßdogo A ⊂ X, t.e. A ∈ P X, polagaem i(A) = {{x} | x ∈ A} ∈ P^2X. 2. DlØ kaßdogo A ⊂ X, t.e. A ∈ P X, polagaem i(A) = P A ∈ P^2X. 3. DlØ kaßdogo A ⊂ X, t.e. A ∈ P X, polagaem i(A) = QA ∈ P^2X. �to, tak skazat~, osnovnye sluqai, no moßno rassmatrivat~ i “promeßutoqnye vloßeniØ”, naprimer, vloßenie, sopostavlØ¸- wee kaßdomu mnoßestvu A ∈ P X sistemu vseh ego koneqnyh podmnoßestv ili vseh ego kompaktnyh podmnoßestv ili vseh ego svØznyh podmnoßestv – vozmoßny i drugie varianty.

Netrudno ubedit~sØ v tom, qto vo vseh fftih sluqaØh my deæstvitel~no imeem vloßeniØ P X v P^2X. Kaßdoe iz takih vloßeniæ opredelØet nekotoroe sootvetstvie P : P^2T −→ P T , sopostavlØ¸wee kaßdomu P^2-topologiqeskomu prostranstvu (X, θ) P -topologiqeskoe prostranstvo (X, ζ), gde struktura ζ = i^{−1}(θ) inducirovana vloßeniem i. Odnako, v otliqie ot estestvennyh vloßeniæ, pri drugih vloßeniØh my ne vsegda moßem dokazat~, qto l¸boe P^2-nepreryvnoe otobraßenie f : X −→ Y ØvlØetsØ i P -nepreryvnym otobraßeniem, t.e. my ne moßem dokazat~, qto P ØvlØetsØ nakrytiem. Dostatoqnym usloviem togo, qto sootvetstvie P iniciirovannoe vloßeniØmi i : P X −→ P^2X ØvlØetsØ nakrytiem moßno sformulirovat~ sledu¸wim obrazom:

(∗) DlØ l¸bogo P^2-nepreryvnogo otobraßeniØ f : X −→ Y imeet mesto vkl¸qenie P^2f(i(P X)) ⊂ i(P Y ).

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 33

Teorema. Esli dlØ vloßeniæ i : P X −→ P^2X vypolnØetsØ uslo-

vie (∗), to dlØ sootvetstviØ P, iniciirovannogo fftimi vloßeniØmi, iz P^2-nepreryvnosti otobraßeniØ f : X −→ Y sleduet ego P -nepreryvnost~.

Dokazatel~stvo. Pust~ f : X −→ Y proizvol~noe P^2-nepreryvnoe otobraßenie, to est~ P^2f : P^2X −→ P^2Y – nepreryvnoe otobraßenie. Zametim, preßde vsego, qto ograniqenie fftogo otobraßeniØ na podprostranstve i(P X) budet takße nepreryvnym otobraßeniem. V silu usloviØ (∗) ffto otobraßenie ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem podprostranstva i(P X) v podprostranstvo i(P Y ) prostranstv P^2X i P^2Y , sootvetstvenno. My poluqaem, takim obrazom, kommutativnu¸ diagrammu X^j−−−−→ P X^i−−−−→ i(P x) f P^f P^2f Y^j−−−−→ P Y^i−−−−→ i(P Y ) v kotoroæ j estestvennye vloßeniØ X i Y v P X i P Y , sootvetstvenno, a i – gomeomorfizmy. Takim obrazom, iz nepreryvnosti otobraßeniØ P^2f sleduet nepreryvnost~ otobraßeniØ P f, to est~ iz P^2-nepreryvnosti otobraßeniØ f sleduet ego P - nepreryvnost~.

Zameqanie. My dokazali, qto esli vloßeniØ i : P X −→ P^2X udovletvorØ¸t uslovi¸ (∗), to iniciirovannoe imi sootvetstvie P ØvlØetsØ nakrytiem, t.e. kategoriØ P^2T ØvlØetsØ detalizacieæ kategorii P T . Odnako uslovie (∗) ne ØvlØetsØ neobhodimym usloviem.

Ne vse vloßeniØ, opisannye v naqale fftogo razdela, udovletvorØ¸t uslovi¸ (∗).

1. DlØ kaßdogo A ⊂ X, to est~ dlØ A ∈ P X, polagaem

i(A) = {{x} | x ∈ A} ∈ P^2X. Takogo tipa vloßeniØ udovletvorØ¸t uslovi¸ (∗). Deæstvitel~no, esli f : X −→ Y i A ∈ P X, to B = f(A) ∈ P Y . Tak kak kaßdaØ toqka y ∈ B ØvlØetsØ fobrazom nekotoroæ toqki x ∈ A, to P^2f ( i(A) ) = i(B) i pofftomu P^2f ( i(P X) ) ⊂ i(P Y ). 2. DlØ kaßdogo A ⊂ X, to est~ dlØ A ∈ P X, v kaqestve i(A) rassmatrivaem sistemu vseh ego koneqnyh podmnoßestv. Takogo tipa vloßeniØ udovletvorØ¸t uslovi¸ (∗). Deæstvitel~no,

34 A. A. IVANOV

esli f : X −→ Y i A ∈ P X, to B = f(A) ∈ P Y . Kaßdoe koneqnoe mnoßestvo S ⊂ B ØvlØetsØ f-obrazom nekotorogo koneqnogo podmnoßestva mnoßestva A, pofftomu P^2f ( i(A) ) = i(B) i P^2f ( i(P X) ) ⊂ i(P Y ). 3. DlØ kaßdogo A ⊂ X, to est~ dlØ A ∈ P X, polagaem

i(A) = P A ∈ P^2X. Takogo tipa vloßeniØ udovletvorØ¸t uslovi¸

(∗). Deæstvitel~no, esli f : X −→ Y i A ∈ P X, to B = f(A) ∈ P Y . Tak kak kaßdoe mnoßestvo C ⊂ B ØvlØetsØ f-obrazom nekotorogo podmnoßestva mnoßestva A, to P^2f ( i(A) ) = i(B) i pofftomu P^2f ( i(P X) ) ⊂ i(P Y ). 4. DlØ kaßdogo A ⊂ X, to est~ dlØ A ∈ P X, polagaem

i(A) = QA ∈ P^2X. Takogo tipa vloßeniØ ne udovletvorØ¸t uslovi¸ (∗). Naprimer, esli f otobraßaet mnoßestvo X v toqku y ne odnotoqeqnogo mnoßestva Y , to P^2f ( i(X) ) ØvlØetsØ odnofflementnoæ sistemoæ, soderßaweæ tol~ko mnoßestvo y, v to vremØ kak v i(y) = Qy vhodit i samo mnoßestvo Y .

5. DlØ kaßdogo A ⊂ X, to est~ dlØ A ∈ P X, v kaqestve i(A) rassmatrivaem sistemu vseh ego kompaktnyh podmnoßestv. Takogo tipa vloßeniØ ne udovletvorØ¸t uslovi¸ (∗). Naprimer, esli X ØvlØetsØ sqetnym diskretnym prostranstvom i Y – shodØwa- ØsØ posledovatel~nost~ vmeste s ee predel~noæ toqkoæ, f – otobraßenie X na Y , to i(X) sostoit tol~ko iz koneqnyh mnoßestv, a i(Y ) soderßit i beskoneqnye mnoßestva.

6. DlØ kaßdogo A ⊂ X, to est~ dlØ A ∈ P X, v kaqestve i(A) rassmatrivaem sistemu vseh ego svØznyh podmnoßestv. Takogo tipa vloßeniØ ne udovletvorØ¸t uslovi¸ (∗). Naprimer, esli

X = [0; 1) ∪ (1; 2], Y = [0; 1], f(x) = x na [0; 1) i f(x) = x − 1 na (1; 2], to f(X) = Y , i(X) ne soderßit X, no soderßit [0; 1]) i (1; 2] i, sledovatel~no, P^2f ( i(X) ) soderßit [0; 1) i (1; 2]. No togda

P^2f ( i(X) ) dolßno budet soderßat~ i vse Y , qto nevozmoßno po opredeleni¸ i(X).

Iz tol~ko qto rassmotrennyh nami vloßeniæ tol~ko pervye tri udovletvorØ¸t uslovi¸ (∗) i potomu opredelØ¸t sootvetstvu¸wie detalizacii P : P^2T −→ P T . Odnako ffti detalizacii, kak i estestvennaØ, udovletvorØ¸t ne vsem aksiomam. Delo v tom, qto kaßdaØ iz fftih detalizaciæ opredelena sootvetstvu¸wimi podprostranstvami i(P X) ⊂ P^2X i nakrytie est~ po suwestvu prosto perehod ot prostranstva P^2X k vydelenno-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 35

mu podprostranstvu i(P X). No dlØ fiksirovannoæ topologii ζ na i(P X) ne suwestvuet v obwem sluqae minimal~noæ topologii θ na P^2X, dlØ kotoroæ ζ = θ|i(P X), to est~ aksioma III^′ ne vypolnØetsØ. Voobwe dlØ detalizaciæ iniciirovannyh vloßeniØmi i : P X −→ P^2X vypolnØ¸tsØ te ße aksiomy, qto i dlØ estestvennoæ detalizacii.

3.5. ProektivnaØ detalizaciØ My moßem vvesti i detalizaci¸ v opredelennom smysle dvoæstvennu¸ estestvennoæ. Rassmotrim proizvol~noe P^2-topologiqeskoe prostranstvo (X, θ) i otobraßenie (proekci¸) p : P^2X −→ P X, sopostavlØ¸wee l¸boæ sisteme α ∈ P^2X podmnoßestv mnoßestva X ih ob¨edinenie p(α) = ⋃ A∈α A, prinadleßawee P X.

�ta proekciØ pozvolØet vvesti na P X maksimal~nu¸ topologiqesku¸ strukturu ζ = p(θ) pri kotoroæ proekciØ budet nepreryvnym otobraßeniem (P^2X, θ) na (P X, ζ). Netrudno zametit~, qto ffta struktura sostoit iz vseh podmnoßestv mnoßestva P X, p-proobrazy kotoryh prinadleßat θ. My poluqaem takim obrazom sootvetstvie P : P^2T −→ P T , P(P^2X, θ) = (P X, p(θ)). �to sootvetstvie okazyvaetsØ nakrytiem, t.e. kaßdoe P^2-nepreryvnoe otobraßenie f : (X, θ) −→ (Y, ϑ) ØvlØetsØ i P -nepreryvnym otobraßeniem f : (X, p(θ)) −→ (Y, p(ϑ)). Deæstvitel~no, pust~

f : X −→ Y – nekotoroe P^2-nepreryvnoe otobraßenie otnosi-

tel~no ukazannyh topologiqeskih struktur i β ∈ p(ϑ) – otkrytoe v (Y, p(ϑ)) mnoßestvo. Dokaßem, qto v fftom sluqae α = (P f)^{−1}(β) ØvlØetsØ otkrytym v (X, p(θ)) mnoßestvom. Tak kak diagramma X^j−−−−→ P X^p←−−−− P^2X f P^f P^2f Y^j−−−−→ P Y^p←−−−− P^2Y kommutativna, to p^{−1}((P f)^{−1}(β)) = (P^2f)^{−1}(p^{−1}(β)). Mnoßestvo, stoØwee v pravoæ qasti fftogo ravenstva, otkryto v (P^2X, θ), tak kak nepreryvny otobraßeniØ p : (P^2Y, ϑ) −→ (P Y, p(ϑ)) i

P^2f : (P^2X, θ) −→ (P^2Y, ϑ). Takim obrazom, otkryto v (P^2X, θ)

mnoßestvo p^{−1}((P f)^{−1}(β)), a potomu, v sootvetstvii s opredeleniem struktury p(θ), mnoßestvo α = (P f)^{−1}(β) otkryto v

(P X, p(θ)). Tem samym opredelena detalizaciØ P: P^2T −→ P T ,

kotoru¸ my budem nazyvat~ proektivnoæ detalizacieæ.

36 A. A. IVANOV

Vloßenie i_S : P X −→ P^2X sopostavlØet kaßdomu mnoßestvu

A ⊂ X sistemu i_S (A) = {{x} | x ∈ A} ∈ P^2X, sostoØwu¸ iz odnotoqeqnyh mnoßestv, pofftomu mnoßestvo i_S (P X) ⊂ P^2X sostoit iz sistem odnotoqeqnyh mnoßestv i, kak legko zametit~, soderßit vse takie sistemy. Takim obrazom osnovnu¸ rol~ igraet zdes~ sovokupnost~ P^2_0 X vseh sistem, sostoØwih iz odnotoqeqnyh podmnoßestv mnoßestva X. Pri zadanii topologiqeskoæ struktury na P X po topologiqeskoæ strukture na P^2X pri vloßenii i_S : P X −→ P^2X dostatoqno znat~ sootvetstvu¸wu¸ topologiqesku¸ strukturu na P^2_0 X.

ProektivnaØ detalizaciØ, kak i rassmotrennye vyxe in¨ektivnye detalizacii, udovletvorØet ne vsem osnovnym aksiomam.

3.6. Lokal~nye P^2-topologiqeskie prostranstva Osoboe mesto zanima¸t tak nazyvaemye X-lokal~nye i P Xlokal~nye P^2-topologiqeskie prostranstva.

Opredelenie. P^2-topologiqeskoe prostranstvo (X, θ) nazyva-

etsØ X-lokal~nym, esli l¸baØ shodimost~ v nem libo stacionarna, libo ØvlØetsØ shodimost~¸ k toqke x ∈ X.

Opredelenie. P^2-topologiqeskoe prostranstvo (X, θ) nazyva-

etsØ P X-lokal~nym, esli l¸baØ shodimost~ v nem libo stacionarna, libo ØvlØetsØ shodimost~¸ k mnoßestvu F ∈ P X.

Lokal~nye P^2-topologiqeskie prostranstva moßno vvodit~ neposredstvenno, a moßno vvodit~ ih, lokalizuØ uße zadannye. Process lokalizacii sostoit v opuskanii shodimosteæ (krome, koneqno, stacionarnyh) k sistemam mnoßestv, ne prinadleßawih P X (dlØ P X-lokal~nosti), ili ne prinadleßawih k X (dlØ X-lokal~nosti). Rassmotrim sootvetstvu¸wie primery. Primer. Pust~ X – diskretnoe topologiqeskoe prostranstvo, P X – prostranstvo vseh ego podmnoßestv s topologieæ Vietorisa, P^2X = P (P X) – prostranstvo zamknutyh v P X mnoßestv s topologieæ Vietorisa. P X-lokalizaci¸ fftogo prostranstva oboznaqim qerez P_l(P X). �tu lokalizaci¸ moßno zadat~ i neposredstvenno. Pust~ F ⊂ X – proizvol~noe mnoßestvo, U – proizvol~noe bazisnoe otkrytoe v topologii Vietorisa na P^2X mnoßestvo, soderßawee F . Budem sqitat~, qto napravlennost~

(α_λ | λ ∈ Λ) sistem zamknutyh v P X mnoßestv shoditsØ k F , esli

dlØ kaßdogo U naædetsØ takoe λ_0 ∈ Λ, qto α_λ ∈ U dlØ vseh λ ≥ λ_0.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 37

Analogiqno opredelØetsØ X-lokalizaciØ prostranstva P^2X. Zameqanie. X-lokalizaci¸ l¸bogo P^2- topologiqeskogo prostranstva P^2X moßno poluqit~ X-lokalizacieæ ego P X-lokali-zacii (tranzitivnost~ lokalizaciæ). �tot fakt stanovitsØ oqevidnym, esli my ot shodimosteæ pereædem k zadani¸ topologiqeskoæ struktury otkrytymi mnoßestvami. P X-lokalizaciØ sostoit togda v prisoedinenii k sovokupnosti otkrytyh mnoßestv vseh odnotoqeqnyh mnoßestv iz P^2X \ P X, a X-lokalizaciØ sostoit v prisoedinenii vseh odnotoqeqnyh mnoßestv iz P^2X \P X.

§4. Prostranstvo topologizaciæ 4.1. Topologizacii T X ⊂ P^2X

Rasssmotrim proizvol~noe mnoßestvo X i mnoßestvo T X vseh topologiqeskih struktur na X. Pri postroenii toæ ili inoæ topologiqeskoæ struktury na T X moßno ispol~zovat~ razliqnye podhody. Preßde vsego zametim, qto l¸bu¸ topologiqesku¸ strukturu, opredelennu¸ na mnoßestve X, moßno rassmatrivat~ kak sootvetstvu¸wu¸ sovokupnost~ vseh ee zamknutyh mnoßestv i, tem samym, my poluqaem vloßenie T X v P^2X. Pod P^2X my dolßny ponimat~ zdes~ sovokupnost~ vseh sistem podmnoßestv mnoßestva X. VvedØ tu ili inu¸ topologizaci¸ mnoßestva P^2X my vvodim i nekotoru¸ topologizaci¸ mnoßestva T X, kak topologiqesku¸ strukturu podprostranstva. S drugoæ storony, kaßdu¸ sistemu podmnoßestv mnoßestva X moßno rassmatrivat~ kak predbazu zamknutyh mnoßestv nekotoroæ topologiqeskoæ struktury na X. Tem samym opredelena proekciØ t mnoßestva P^2X na T X. Takim obrazom, mnoßestvo T X vseh topologizaciæ mnoßestva X okazyvaetsØ retraktom mnoßestva P^2X vseh sovokupnosteæ podmnoßestv mnoßestva X. Esli na P^2X vvedena kakaØ-nibud~ topologiqeskaØ struktura, to retrakciØ perenosit fftu strukturu na T X. Naibolee interesen sluqaæ, kogda dlØ nekotoroæ topologiqeskoæ struktury na P^2X obe ukazannye procedury perenosa topologiqeskoæ struktury s P^2X na T X da- ¸t odinakovyæ rezul~tat. Takie topologiqeskie struktury na

P^2X suwestvu¸t. Deæstvitel~no, rassmotrim na T X proizvol~-

nu¸ topologiqesku¸ strukturu α i t-proobraz fftoæ struktury

ς = t^{−1}(α) na P^2X. Togda tt^{−1}(α) = α, to est~ obe procedury

perenosa topologiqeskoæ struktury ς s P^2X na T X da¸t odinakovyæ rezul~tat. L¸baØ takaØ topologiqeskaØ struktura ς ha-

38 A. A. IVANOV

rakterizuetsØ sledu¸wim svoæstvom: esli dve sistemy α i α^′ vlØ¸tsØ predbazami odnoæ i toæ ße topologiqeskoæ struktury ς na X, to oni odnovremenno prinadleßat ili odnovremenno ne prinadleßat l¸bomu ς-otkrytomu mnoßestvu.

My moßem takße rassmatrivat~ posledovatel~nost~ vloße- niæ X ⊂ P X ⊂ T X ⊂ P^2X, gde vloßenie X ⊂ P X oznaqaet sopostavlenie toqkam x mnoßestva X odnotoqeqnyh mnoßestv {x}, vloßenie P X ⊂ T X oznaqaet sopostavlenie podmnoßestvam F ⊂ X topologiqeskih struktur

{∅, F, X}, vloßenie T X ⊂ P^2X oznaqaet rassmotrenie topolo-

giqeskih struktur na X, kak sovokupnosteæ ih zamknutyh mnoßestv. Tak kak l¸baØ topologiqeskaØ struktura na P^2X induciruet sootvetstvu¸wie topologiqeskie struktury na T X, P X i X, to moßno naqinat~ s nekotoroæ topologiqeskoæ struktury τ na X, prodolßaØ ee posledovatel~no na P X, T X i P^2X. FiksiruØ razliqnye topologizacii na X i razliqnye procedury perehoda ot vybrannoæ topologiqeskoæ struktury na X k topologiqeskoæ strukture na P X, zatem na T X i, nakonec, na P^2X my poluqaem vs¸ sovokupnost~ interesu¸wih nas prostranstv.

Osoboe mesto zanimaet sledu¸waØ konstrukciØ, sostoØwaØ v postroenii nekotoroæ topologiqeskoæ struktury neposredstvenno na T X. Preßde vsego fiksiruetsØ kakoæ-nibud~ metod postroeniØ po kaßdoæ topologiqeskoæ strukture τ na proizvol~nom mnoßestve X topologiqeskoæ struktury P^2τ na mnoßestve P^2X vseh sistem podmnoßestv mnoßestva X, i v kaqestve okrestnosteæ τ ∈ T X berutsØ pereseqeniØ s T X ee P^2τ - okrestnosteæ. Tem samym sistema okrestnosteæ kaßdoæ toqki

τ ∈ T X opredelØetsØ samoæ topologiqeskoæ strukturoæ τ . �ta

konstrukciØ interesna tem, qto ona ne trebuet predvaritel~- noæ topologizacii ni X, ni P^2X. No ffta procedura daet nam lix~ slabo topologiqesku¸ strukturu na P^2X. Zametim vdobavok, qto pri vvedenii topologiqeskih struktur na P X i zatem na P^2X, struktury Vietorisa V τ i V^2τ zdes~ ne godØtsØ. Ih sleduet zamenit~ strukturami V^′τ i (V^′)^2τ , gde V^′τ opredeleno predbazoæ, sostoØweæ nz mnoßestv P^′G = {A | clA ⊂ X} i

Q^′G = {A | clA ∩ G ≠ ∅}, opredelennyh dlØ vseh G ∈ τ . Taku¸

strukturu budem nazyvat~ obobwennoæ strukturoæ Vietorisa. Zameqanie. V deæstvitel~nosti Q^′G = QG dlØ l¸bogo G ∈ τ ,

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 39

tak kak esli A ∈ Q^′G, t.e. suwestvuet x ∈ clA ∩ G, to A ∩ G ≠ ∅, t.e. A ∈ QG. Zameqanie. ObobwennaØ struktura Vietorisa vvoditsØ na mnoßestve P X vseh podmnoßestv mnoßestva X. Odnako ee moßno zadat~ v dva fftapa. Snaqala vvesti na P X, kak na mnoßestve vseh

τ -zamknutyh podmnoßestv prostranstva X, strukturu Vietori-

sa, a zatem prodolßit~ ee na mnoßestvo vseh podmnoßestv mnoßestva X, sqitaØ, qto vse V^′τ -otkrytye mnoßestva G^′ obrazu¸tsØ iz sootvetstvu¸wih V τ -otkrytyh mnoßestv G prisoedineniem k nim vseh mnoßestv, τ -zamykanie kotoryh prinadleßat G.

V kaqestve primera rassmotrim sqetnoe mnoßestvo X i okrestnosti topologiqeskoæ struktury τ tipa shodØweæsØ posledovatel~nosti. DlØ opredelennosti my budem sqitat~, qto τ – obyqnaØ topologiqeskaØ struktura na mnoßestve {0,^1_n | n ∈ N}. Na P X i P^2X rassmatrivaem obobwennu¸ topologi¸ Vietorisa. Otkrytye mnoßestva v X, t.e. fflementy struktury τ , budem oboznaqat~ qerez G s indeksami, otkrytye mnoßestva v P X, t.e. fflementy V^′τ , budem oboznaqat~ qerez G s indeksami. V kaqestve bazy okrestnosteæ toqki τ ∈ P^2X moßno vzØt~ vse (V^′)^2τ - otkrytye mnoßestva, soderßawie τ , t.e. koneqnye pereseqeniØ mnoßestv P^′G_0 i QG_i. Drugimi slovami, τ ⊂ G_0, τ ∩ G_i ≠ ∅. Pervoe uslovie znaqitel~no ograniqivaet vybor G_0, tak kak X ∈ τ i pofftomu X ∈ G_0. No G_0 ØvlØetsØ summoæ kakih-to pereseqeniæ P G_0 i QG_i, pofftomu sredi takih slagaemyh dolßno byt~ pereseqenie, dlØ kotorogo G_0 = X, P G_0 = P X. Takim obrazom, P G_0 soderßit vse mnoßestva, ime¸wie nepustoe pereseqenie s nekotorymi mnoßestvami G_1, . . . , G_n. Tak kak nas interesu- ¸t bazisnye okrestnosti, to my moßem sqitat~, qto sredi fftih

G_1, . . . , G_n ime¸tsØ odnotoqeqnye mnoßestva {1}, {^1_2 }, . . . , {^1_m } i

nekotorye beskoneqnye mnoßestva, libo ne soderßawie predel~- nu¸ toqku, libo soderßawie predel~nu¸ toqku vmeste s nekotoroæ ee okrestnost~¸. Esli G ⊂ X – proizvol~noe koneqnoe mnoßestvo, ne soderßawee predel~noæ toqki, to mnoßestvo P G ∩ ⋂ x∈G Q{x} = {G} ∈ V τ . Ots¸da sleduet, qto P G_0 soder-

ßit vse topologiqeskie struktury τ_G = {∅, G, X} s edinstvennym netrivial~nym otkrytym mnoßestvom G. Tem ne menee τ ne ØvlØetsØ predel~noæ toqkoæ mnoßestva vseh {τ_G}, tak kak bazisnoe mnoßestvo Qτ_{G1} ∩ Qτ_{G2} , gde G_1 ≠ G_2, ØvlØetsØ okrestnost~¸ toqki τ , ne soderßaweæ ni odnoæ topologiqeskoæ struktury τ_G.

40 A. A. IVANOV

Rassmotrim teper~ okrestnosti topologiqeskoæ struktury τ_G dlØ proizvol~nogo koneqnogo mnoßestva, ne soderßawego predel~nu¸ toqku. Zdes~ imeetsØ tol~ko odno netrivial~noe zamknutoe mnoßestvo F = X \ G i odno netrivial~noe otkrytoe mnoßestvo G. Ots¸da sleduet, qto imeetsØ edinstvennaØ V τ_Gokrestnost~ toqki F ∈ P X, a imenno P X, i pofftomu imeetsØ edinstvennaØ V^2τ_G-okrestnost~ toqki τ_G ∈ P^2X, a imenno P^2X. Tem samym pokazano, qto rassmotrennaØ nami slabaØ topologiqeskaØ struktura na P^2X induciruet na T X kodiskretnu¸ topologiqesku¸ strukturu.

4.2. Metriqeskoe prostranstvo topologizaciæ DlØ proizvol~nogo metriqeskogo prostranstva (X, d) opredeleny metriqeskie prostranstva (P X, Hd) i (P^2X, H^2d), gde P X – mnoßestvo vseh nepustyh zamknutyh ograniqennyh podmnoßestv mnoßestva X i P^2X – sovokupnost~ vseh nepustyh zamknutyh ograniqennyh podmnoßestv mnoßestva P X, a Hd i H^2d – metriki Hausdorfa na P X i P^2X, sootvetstvenno. Tak kak nas interesuet seæqas prostranstvo topologizaciæ, toqkami kotorogo ØvlØ¸tsØ topologiqeskie struktury na X, t.e. sistemy podmnoßestv, soderßawie samo mnoßestvo X, to metrika d dolßna byt~ ograniqennoæ. V kaqestve primera my rassmotrim opØt~ sqetnoe mnoßestvo X = {0,^1_n | n ∈ N} s obyqnoæ metrikoæ d(x, y) = |x − y| i obyqnoæ topologiqeskoæ strukturoæ τ . Kak i v predyduwem primere rassmotrim okrestnosti toqek τ i τ_G v T X. Okrestnosti toqki τ otliqa¸tsØ zdes~ ot ee okrestnosteæ v predyduwem primere. L¸baØ ε-okrestnost~ toqki τ ∈ T X soderßit vse

τ_ε = {X, {^1_k |^1_{k−1} > ε}, ∅}. Deæstvitel~no, τ_ε ⊂ τ dlØ l¸bogo

poloßitel~nogo ε, pofftomu

H^2d(τ, τ_ε) = min { 1 k | 1 k − 1 > ε } < ε. S drugoæ storony, esli G_1 i G_2 – razliqnye koneqnye mnoßestva i qislo ε dostatoqno malo, to H^2d(G_1, G_2) > ε, sledovatel~no H^2d opredelØet na mnoßestve {τ_G | G ∈ τ } diskretnu¸ topologiqesku¸ strukturu.

4.3. Prostranstva topologizaciæ koneqnyh mnoßestv V kaqestve koneqnyh mnoßestv my budem rassmatrivat~ zdes~ mnoßestva N_n = {1, . . . , n} natural~nyh qisel. Pri fftom my bu-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 41

dem pol~zovat~sØ oqevidnym sootnoxeniem N_n = {n}∪N_{n−1}. Rassmotrim prosteæxie sluqai.

n = 1, N_1 = {1}. Zdes~ T N_1 sostoit iz odnoæ topologiqeskoæ

struktury, odnovremenno diskretnoæ i kodiskretnoæ. Prostranstvo topologizaciæ trivial~no.

n = 2, N_2 = D = {1, 2}. Obyqno ffto mnoßestvo nazyva¸t dvoe-

toqiem. Zdes~ T D sostoit iz qetyreh topologiqeskih struktur: kodiskretnogo dvoetoqiØ {D, ∅}, diskretnogo dvoetoqiØ

{D, ∅, {1}, {2}}, pravogo kolmogorovskogo dvoetoqiØ {D, ∅, {1}} i

levogo kolmogorovskogo dvoetoqiØ {D, ∅, {2}}.

n = 3, N_3 = {1, 2, 3}. Zdes~ T N_3 sostoit iz 28 topologiqeskih

struktur. Qetyre iz nih induciru¸t na N_2 = {1, 2} kodiskretnu¸ strukturu, po vos~mi induciru¸t na N_2 diskretnu¸ topologiqesku¸ strukturu, strukturu pravogo kolmogorovskogo dvoetoqiØ i strukturu levogo kolmogorovskogo dvoetoqiØ.

§5. Prostranstva razbieniæ

5.1. RazbieniØ i faktorprostranstva

Opredelenie. Razbieniem mnoßestva X nazyva¸t taku¸ sovo-

kupnost~ Σ ego podmnoßestv (fflementov razbieniØ), qto 1. ⋃ C∈Σ C = X; 2. C_1 ⋂ C_2 = ∅ dlØ l¸byh C_1 ≠ C_2 iz Σ.

L¸boe razbienie mnoßestva X ØvlØetsØ fflementom mnoßestva

P^2X. Vse razbieniØ sostavlØ¸t ego qast~, pofftomu l¸baØ to-

pologizaciØ mnoßestva P^2X daet nam nekotoru¸ ih topologizaci¸. DlØ topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) razbienie mnoßestva X moßno rassmatrivat~ kak razbienie samogo (X, τ ). Pri fftom fflementy razbieniØ ne obØzany byt~ τ -zamknutymi mnoßestvami.

Zameqanie. DlØ prostoty my budem opØt~ govorit~ o topologiqeskom prostranstve X, opuskaØ oboznaqenie ego topologiqeskoæ struktury τ . Tak, naprimer, my budem govorit~ o razbienii topologiqeskogo prostranstva X.

Opredelenie. Pust~ Σ – proizvol~noe razbienie topologiqeskogo

prostranstva X, c : X −→ Σ – kanoniqeskoe otobraßenie, dlØ kotorogo c(x) = C ⇐⇒ x ∈ C ∈ Σ. Na fftom razbienii moßno vvesti

42 A. A. IVANOV

topologiqesku¸ strukturu Σ-faktorprostranstva – maksimal~- nu¸ strukturu, pri kotoroæ c : X −→ Σ – nepreryvnoe otobraßenie. Poluqennoe prostranstvo nazovem prostranstvom razbieniØ Σ.

Takim obrazom, kaßdomu razbieni¸ Σ topologiqeskogo prostranstva X kanoniqeski odnoznaqno sootvetstvuet topologiqeskoe prostranstvo (razbieniØ) Σ. S drugoæ storony, moßno sqitat~ ishodnymi ob¨ektami ne razbieniØ, a otobraßeniØ.

Opredelenie. Pust~ f – nepreryvnoe otobraßenie topologiqe-

skogo prostranstva X na topologiqeskoe prostranstvo Y . �to otobraßenie f : X −→ Y opredelØet na X razbienie Σ, sostoØwee iz f-proobrazov toqek y ∈ Y . Prostranstvo fftogo razbienniØ nazovem f-faktorprostranstvom.

Zameqanie. TopologiqeskaØ struktura f-faktorprostranstva opredelena odnoznaqno topologiqeskoæ strukturoæ prostranstva X i otobraßeniem f. S drugoæ storony, topologiqeskaØ struktura na X opredelena otobraßeniem f : X −→ Y i topologiqeskoæ strukturoæ prostranstva Y ne odnoznaqno. Prosteæxiæ primer: X – ne odnotoqeqnoe mnoßestvo s proizvol~noæ topologiqeskoæ strukturoæ, Y – odnotoqeqnoe mnoßestvo. V fftom sluqae otobraßenie f : X −→ Y vsegda nepreryvno i Y vsegda ØvlØetsØ f - faktorprostranstvom prostranstva X.

Opredelenie. f-faktorprostranstvo Y i g-faktorprostranst-

vo Z nazyva¸tsØ faktorno izomorfnymi, esli f : X −→ Y i g : X −→ Z – nepreryvnye otobraßeniØ, h : Y −→ Z – gomeomorfizm i g = h ∘ f. Netrudno dokazat~, qto l¸boe f-faktorprostranstvo Y topologiqeskogo prostranstva X faktorno izomorfno sootvetstvu- ¸wemu Σ-faktorprostranstvu Σ, gde Σ = {f^{−1}(y) | y ∈ Y }. Deæstvitel~no, polagaem h : Y −→ Σ, gde h(y) = C =⇒ C = f^{−1}(y) dlØ l¸bogo y ∈ Y . Togda hf(x) = C =⇒ C = f^{−1}(f(x)) =⇒ x ∈ C =⇒ c(x) = C dlØ l¸boæ toqki x ∈ X, t.e. c = h ∘ f. Iz fftogo sootnoxeniØ i opredeleniæ topologiqeskih struktur Σ-faktorprostranstva i f-faktorprostranstva sleduet to, qto h – gomeomorfizm.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 43

Takim obrazom izuqenie vseh faktorprostranstv l¸bogo topologiqeskogo prostranstva svoditsØ k izuqeni¸ ego kanoniqeskih faktorprostranstv i, sledovatel~no, k izuqeni¸ vseh ego razbieniæ. S drugoæ storony, izuqenie vseh razbieniæ l¸bogo topologiqeskogo prostranstva svoditsØ k izuqeni¸ sootvetstvu- ¸wih faktorprostranstv. Odnako ffto raznye teorii. U kaßdoæ iz nih svoØ terminologiØi i svoæ put~ razvitiØ. My seæqas zaæmemsØ izuqeniem razbieniæ, kak osnovnyh ob¨ektov nekotoroæ teorii.

5.2. RazbieniØ

Do sih por my ne nakladyvali ograniqeniØ na razbieniØ i, sledovatel~no, na faktorprostranstva. Sredi vozmoßnyh ograniqeniæ vystupa¸t preßde vsego aksiomy otdelimosti. Estestvennym obrazom formuliru¸tsØ aksiomy otdelimosti v terminah sootvetstvu¸wih kanoniqeskih faktorprostranstv.

Opredelenie. Pust~ Σ – nekotoroe razbienie topologiqesko-

go prostranstva X. Budem nazyvat~ ffto razbienie rissovskim ili ße T_1-razbieniem, esli ego kanoniqeskoe faktorprostranstvo ØvlØetsØ rissovskim prostranstvom (T_1-prostranstvom).

Opredelenie. Pust~ Σ – nekotoroe razbienie topologiqeskogo

prostranstva X. Budem nazyvatb ffto razbienie hausdorfovym ili ße T_2-razbieniem, esli ego kanoniqeskoe faktorprostranstvo ØvlØetsØ hausdorfovym prostranstvom (T_2-prostranstvom).

Analogiqno vvodØtsØ dlØ razbieniæ i vse ostal~nye aksiomy otdelimosti.

Zameqanie. DlØ l¸bogo topologiqeskogo prostranstva X ponØtiØ T_1-razbieniØ i T_2-razbieniØ ØvlØ¸tsØ estestvennymi obobweniØmi ponØtiæ T_1-prostranstva i T_2-prostranstva. Deæstvitel~no, X ØvlØetsØ T_1-prostranstvom ili ße T_2-prostranstvom togda i tol~ko togda, kogda ego razbienie na odnotoqeqnye mnoßestva ØvlØetsØ T_1-razbieniem ili ße T_2-razbieniem, sootvetstvenno.

Estestvenno ßelanie dat~, tak skazat~, “vnutrennie” opredeleniØ fftih ponØtiæ, t.e. opredeleniØ v terminah samih razbieniæ, ne pribegaØ k faktorprostranstvam.

Opredelenie. Budem govorit~, qto otkrytye v X mnoßestva

44 A. A. IVANOV

U_1 i U_2 obrazu¸t Σ-svobodnu¸ paru, esli ni odin fflement razbieniØ Σ ne peresekaetsØ odnovremenno s U_1 i U_2.

Zameqanie. DlØ l¸bogo razbieniØ Σ proizvol~nogo topologiqeskogo prostranstva X mnoßestvo Σ-svobodnyh par ne pusto, tak kak ono vsegda soderßit paru X, ∅.

Zameqanie. L¸bye mnoßestva U1 i U2, obrazu¸wie Σ-svobod-nu¸ paru, ime¸t pustoe pereseqenie, tak kak iz x ∈ U_1 ∩ U_2 sleduet, qto fflement razbieniØ C ∈ Σ, soderßawiæ toqku x, imeet nepustoe pereseqenie kak s U_1, tak i s U_2, qto protivoreqit opredeleni¸ Σ-svobodnoæ pary.

Opredelenie. Budem govorit~, qto razbienie Σ opredelØetsØ

svoimi Σ-svobodnymi parami, esli kaßdoe mnoßestvo, ne soderßaweesØ ni v kakom fflemente fftogo razbieniØ, imeet ne pustoe pereseqenie s oboimi mnoßestvami nekotoroæ Σ-svobodnoæ pary.

Primer. Pust~ X = R^2 – ploskost~ s obyqnoæ topologiqeskoæ strukturoæ, razbienie Σ obrazovano vertikal~nymi prØmymi. Togda para U_1, U_2 otkrytyh v X mnoßestv Σ-svobodna togda i tol~ko togda, kogda ne pereseka¸tsØ ih proekcii na gorizontal~- nu¸ prØmu¸. Dokaßem, qto ffto razbienie opredelØetsØ svoimi Σ-svobodnymi parami. Pust~ A – mnoßestvo, ne soderßaweesØ ni v kakoæ vertikal~noæ prØmoæ, t.e. A soderßit paru toqek, leßawih na razliqnyh vertikal~nyh prØmyh. V fftom sluqae dostatoqno malye okrestnosti fftih toqek obrazu¸t Σ-svobodnu¸ paru i A peresekaetsØ s oboimi fftimi mnoßestvami.

V fftom primere my imeli delo s rissovskim razbieniem. Rassmotrim teper~ primer s ne rissovskim razbieniem. Primer. Pust~ D = {1, 2} s topologiqeskoæ strukturoæ kolmogorovskogo dvoetoqiØ, to est~ τ = {∅, {0}, D} i Σ = {{0}, {1}}. Zdes~ budut tol~ko dve Σ-svobodnye pary, a imenno {0}, ∅ i D, ∅. No toqno takie ße Σ-svobodnye pary budut dlØ razbieniØ togo ße topologiqeskogo prostranstva, sostoØwego tol~ko iz D.

�tot primer pokazyvaet, qto v obwem sluqae ne obØzatel~no rissovskih razbieniæ Σ sovokupnost~ Σ-svobodnyh par ne opredelØet samo razbienie.

Sledu¸wiæ primer pokazyvaet, qto daße rissovost~ razbieniØ Σ ne garantiruet ego zadaniØ Σ-svobodnymi parami. Primer. Pust~ X – topologiqeskoe prostranstvo s beskoneqnym qislom toqek, v kotorom zamknutymi ØvlØ¸tsØ tol~ko koneqnye

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 45

mnoßestva, Σ – ego razbienie na odnotoqeqnye podmnoßestva. Tak kak l¸bye dva nepustye otkrytye mnoßestva ime¸t nepustoe pereseqenie, to l¸baØ Σ-svobodnaØ para soderßit pustoe mnoßestvo. No toqno takie ße Σ-svobodnye pary budut dlØ razbieniØ togo ße topologiqeskogo prostranstva, sostoØwego tol~- ko iz X.

Moßno dokazat~, qto hausdorfovy razbieniØ Σ opredelØ¸tsØ svoimi Σ-svobodnymi parami.

Teorema. L¸boe hausdorfovo razbinie Σ proizvol~nogo topologi-

qeskogo prostranstva X odnoznaqno opredelØetsØ mnoßestvom vseh Σ-svobodnyh par.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim proizvol~nu¸ toqku x ∈ X i sovokupnost~ vseh Σ-svobodnyh par otkrytyh mnoßestv, sostoØwih iz mnoßestv, odno iz kotoryh soderßit fftu toqku. Pust~

U_1, U_2 – proizvol~naØ takaØ para. Budem sqitat~ dlØ opredelen-

nosti, qto imenno U_1 soderßit toqku x i pofftomu x /∈ U_2. Ob¨- edinenie U_x vseh takih mnoßestv U_2 ne soderßit toqku x i pofftomu x ∈ C_x = X \ U_x. ˚sno, qto fflement C razbieniØ Σ, soderßawiæ toqku x, soderßitsØ v C_x. Dokaßem teper~, qto C_x = C ∈ Σ. Rassmotrim v svØzi s fftim prostranstvo razbieniØ Σ. Po uslovi¸ teoremy ono ØvlØetsØ hausdorfovym prostranstvom. Esli predpoloßit~ teper~, qto C_x ≠ C, to budet suwestvovat~ toqka y ∈ C_x ≠ C, priqem c(y) ≠ c(x). No tak kak Σ – hausdorfovo razbienie, naædutsØ takie nepereseka¸wiesØ otkrytye v prostranstve razbieniØ Σ mnoßestva U i V , qto x ∈ U i y ∈ V . Togda mnoßestva c^{−1}(U ) i c^{−1}(V ) obrazu¸t Σ-svobodnu¸ paru, priqem x ∈ c^{−1}(U ) i y ∈ c^{−1}(V ). No ots¸da sleduet, qto y ∈ U_x, qto protivoreqit naxemu predpoloßeni¸.

Kaßdoe razbienie topologiqeskogo prostranstva X ØvlØetsØ nekotorym podmnoßestvom prostranstva P X i odnovremenno toqkoæ prostranstva P^2X. Oboznaqim qerez DX nekotoroe mnoßestvo razbieniæ prostranstva X. Togda Σ ∈ DX ⊂ P^2X. Vse ffti mnoßestva moßno tak ili inaqe topologizirovat~. My ostanovimsØ zdes~ na topologii Vietorisa dlØ zamknutyh mnoßestv. V fftom sluqae my dolßny dokazat~, qto topologiziruemoe mnoßestvo sostoit iz zamknutyh v P X mnoßestv. K soßaleni¸, kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer, samo razbienie moßet i ne byt~ takovym.

46 A. A. IVANOV

Primer. Pust~ X = R^2 s obyqnoæ topologiqeskoæ strukturoæ τ . Rassmotrim razbienie Σ ploskosti, sostoØwee iz nekotoroæ vertikal~noæ prØmoæ i odnotoqeqnyh mnoßestv. Na P X rassmotrim topologi¸ Vietorisa V τ . Netrudno zametit~, qto zamykanie Σ v topologii Vietorisa V τ budet sostoØt~ iz vseh odnotoqeqnyh mnoßestv ploskosti i otmeqennoæ vertikal~noæ prØmoæ, takim obrazom Σ ne ØvlØetsØ V τ -zamknutym mnoßestvom. Odnako emu moßno sopostavit~ drugoe mnoßestvo, zamknutoe v P X.

Opredelenie. Pust~ Σ – nekotoroe razbienie prostranstva X.

Zapolneniem razbieniØ Σ my nazovem pokrytie X, sostoØwee iz vseh mnoßestv, soderßawihsØ v fflementah fftogo razbieniØ. Takoe zapolnenie budem oboznaqat~ qerez P Σ.

Teorema. Esli nekotoroe razbienie opredeleno svoimi svobodny-

mi parami, to ego zapolnenie ØvlØetsØ zamknutym mnoßestvom prostranstva P X v topologii Vietorisa.

Dokazatel~stvo. Zametim, preßde vsego, qto esli mnoßestva

U_1, U_2 obrazu¸t Σ-svobodnu¸ paru, to mnoßestvo QU_1 ∩ QU_2 ne

soderßit ni odno mnoßestvo C_1 ⊂ C ∈ Σ. S drugoæ storony, esli mnoßestvo A ne soderßitsØ ni v kakom fflemente razbieniØ Σ, to po uslovi¸ teoremy naædetsØ takaØ Σ-svobodnaØ para U_1,

U_2, qto A ∈ QU_1 ∩ QU_2. Tem samym dokazano, qto P Σ ØvlØetsØ

zamknutym mnoßestvom P X v topologii Vietorisa.

Teorema. L¸boe razbienie odnoznaqno opredeleno svoim zapolne-

niem.

Dokazatel~stvo. Pust~ Σ1 i Σ2 – razliqnye razbieniØ topologiqeskogo prostranstva X. Togda v odnom iz fftih razbieniæ, naprimer, v Σ_1, naædetsØ fflement C_1, ne prinadleßawiæ Σ_2. Pust~

C_2 ∈ Σ_2 imeet nepustoe pereseqenie s C_1 i x_1 ∈ C_1 ∩ C_2. Tak

kak C_1 ≠ C_2, naædetsØ toqka x_2 ≠ x_1, ne prinadleßawaØ odnomu iz fftih mnoßestv, no prinadleßawaØ drugomu. Togda mnoßestvo

{x_1, x_2} soderßitsØ v odnom iz fftih mnoßestv i ne soderßitsØ v

drugom, naprimer, soderßitsØ v C_1 i ne soderßitsØ v C_2 ∈ Σ_2. Bolee togo, ono ne soderßitsØ ni v kakom fflemente razbieniØ

Σ_2, tak kak x_2 ∈ C_2 ∈ Σ_2. No ffto oznaqaet, qto zapolneniØ ras-

smatrivaemyh razbieniæ ne sovpada¸t.

Takim obrazom kaßdomu f-faktorprostranstvu prostranstva X moßno odnoznaqno sopostavit~ ne tol~ko razbienie Σ_f , no

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 47

i ego zapolnenie P Σ_f . Kaßdoe takoe zapolnenie ØvlØetsØ zamknutym podmnoßestvom prostranstva P X v topologii Vietorisa. Takim obrazom poØvlØetsØ vozmoßnost~ vvedeniØ topologii Vietorisa na mnoßestve zapolneniæ vseh razbieniæ, topologizacii mnoßestva razbieniæ i faktorprostranstv prostranstva X. Nado, odnako, uqityvat~ sledu¸wee obstoØtel~stvo. Esli

h : X −→ X – gomeomorfizm i Σ – nekotoroe razbienie pro-

stranstva X, to hΣ budet takße razbieniem prostranstva X. Faktorprostranstva, sootvetstvu¸wie fftim razbieniØm, budut faktorno izomorfnymi, t.e. po-suwestvu odinakovymi.

V kaqestve interesnogo primera moßno rassmotret~ faktorprostranstva ediniqnogo otrezka X = [0; 1]. Klass topologiqeskih prostranstv, ØvlØ¸wihsØ faktorprostranstvami ediniqnogo otrezka, vkl¸qaet, v qastnosti, vse topologiqeskie mnogoobraziØ. My rassmotrim seæqas faktorprostranstvo razbieniØ Σ_K , sostoØwego iz standartnogo kantorovogo diskontinuuma i odnotoqeqnyh mnoßestv. Netrudno ponØt~, qto faktorprostranstvom fftogo razbieniØ budet buket sqetnogo qisla okrußnosteæ (s odnoæ obweæ toqkoæ). Zametim, qto kaßdaØ okrestnost~ fftoæ toqki soderßit poqti vse okrußnosti buketa (t.e. vse, krome koneqnogo qisla). TopologiqeskaØ struktura kaßdoæ iz fftih okrußnosteæ obyqnaØ. V P^2X s topologieæ Vietorisa fftot buket budet predel~noæ toqkoæ koneqnyh buketov okrußnosteæ pri neograniqennom vozrastanii ih qisla. Otmetim, qto razbieni- Øm byla posvØwena diplomnaØ rabota V. M. Ivanovoæ (1947), k soßaleni¸, tak i ne opublikovannaØ.

TeoriØ razbieniæ ØvlØetsØ qast~¸ obweæ teorii pokrytiæ. PredstavlØ¸t osobyæ interes pokrytiØ, ime¸wie nekotorye shodnye qerty s zapolneniØmi razbieniæ, naprimer, pokrytiØ, poluqaemye ob¨edineniem nekotoryh P A, gde P A – mnoßestvo vseh podmnoßestv mnoßestva A ili vseh otkrytyh (zamknutyh) ego podmnoßestv. Takie pokrytiØ budem takße nazyvat~ zapolnenymi. Odnako zapolnennye pokrytiØ mogut byt~ ewe daleki ot zapolneniæ razbieniæ. Naprimer, esli X ØvlØetsØ ob¨edineniem vozrasta¸weæ posledovatel~nosti {X_i} mnoßestv, to ⋃ P X_i ne soderßit ni odnogo maksimal~nogo fflementa. PokrytiØ s maksimal~nymi zapolnennymi fflementami uße bliße k zapolneniØm razbieniæ. Takovym ØvlØetsØ pokrytie P [−1; 0] ∪ [0; 1] prostranstva X = [−1; 1] s obyqnoæ topologieæ.

48 A. A. IVANOV

G L A V A II

Strukturirovannye mnoßestva

Vvedenie PonØtie strukturirovannogo mnoßestva dovol~no xiroko.

Uße vydelenie odnoæ toqki v neodnotoqeqnom mnoßestve prevrawaet ego v strukturirovannoe mnoßestvo. Klass takih fflementarno strukturirovannyh mnoßestv priobretaet nekotorye qerty, otliqa¸wie ego ot klassa obyqnyh ne strukturirovannyh mnoßestv. Naprimer, prisoedinenie l¸bogo mnoßestva k fflementarno strukturirovannomu mnoßestvu budet fflementarno strukturirovannym mnoßestvom, a ob¨edinenie dvuh takih mnoßestv moßet okazat~sØ ne fflementarno strukturirovannym mnoßestvom. Uße takaØ prosteæxaØ strukturirovannost~ pro- ØvlØetsØ pri opredelenii dopustimyh otobraßeniæ. My uße ne moßem rassmatrivat~ proizvol~nye otobraßeniØ, – vydelennye toqki dolßny perehodit~ v vydelennye toqki.

V predyduweæ glave my rassmatrivali tak nazyvaemye P^2- topologiqeskie prostranstva (X, θ), gde X – proizvol~no fiksirovannoe mnoßestvo, a θ – topologiqeskaØ struktura na mnoßestve P^2X, nazyvaemaØ takße P^2-topologiqeskoæ strukturoæ na X. My vidim, qto θ vystupaet zdes~ i kak P^2-topologiqeskaØ struktura na X i kak topologiqeskaØ struktura na P^2X. Bolee togo, θ moßno rassmatrivat~ i kak P -topologiqesku¸ strukturu na mnoßestve P X. My imeem, takim obrazom, tri sootvetstvu¸wie drug drugu prostranstva, raspoloßennye na raznyh urovnØh, a imenno:

P^2-topologiqeskoe prostranstvo (X, θ),

P -topologiqeskoe prostranstvo (P X, θ), topologiqeskoe prostranstvo (P^2X, θ).

Pri fftom neobhodimo pomnit~, qto, hotØ X moßet byt~ proizvol~nym mnoßestvom bez vsØkih strukturnyh ograniqeniæ, mnoßestva P X i P^2X ime¸t vpolne opredelennye struktury – oni strukturirovany, kak my budem govorit~. Strukturirovannye mnoßestva igra¸t vaßnu¸ rol~, izuqeni¸ ih posvØweny mnogie razdely matematiki. V fftoæ glave my rassmotrim topologiqeskie struktury, opredelennye na nekotoryh strukturirovannyh mnoßestvah.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 49

Strukturirovannost~ proØvlØetsØ uße pri opredelenii otobraßeniæ sootvetstvu¸wih prostranstv.

DlØ P^2-topologiqeskih prostranstv (X, θ), (X^′, θ^′) dopustimo l¸boe otobraßenie f : X −→ X^′, lix~ by sootvetstvu¸wee emu otobraßenie P^2f : (P^2X, θ) −→ (P^2X^′, θ^′) bylo by nepreryvnym.

DlØ P -topologiqeskih prostranstv (P X, θ), (P X^′, θ^′)) dopustimo l¸boe otobraßenie P f : P X −→ P X^′, poroßdennoe otobraßeniem f, priqem otobraßenie P^2f : (P^2X, θ) −→ (P^2X^′, θ^′) dolßno byt~ nepreryvnym.

DlØ topologiqeskih prostranstv (P^2X, θ), (P^2X^′, θ^′) dopustimy tol~ko otobraßeniØ P^2f : P^2X −→ P^2X^′, poroßdennye otobraßeniem f, priqem otobraßenie P^2f : (P^2X, θ) −→ (P^2X^′, θ^′) dolßno byt~ nepreryvnym.

Zameqanie. DlØ uproweniØ zapisi moßno pol~zovat~sØ unificirovannym oboznaqeniem fftih otobraßeniæ, a imenno f : X −→ X^′, f : P X −→ P X^′, f : P^2X −→ P^2X^′,

sqitaØ, qto X ⊂ P X ⊂ P^2X, X^′ ⊂ P X^′ ⊂ P^2X^′, i posledovatel~no rasxirØØ oblast~ zadaniØ otobraßeniØ f. 1. Strukturnost~ bitopologiqeskih prostranstv Drugie primery proØvleniØ strukturnosti mnoßestv pri opredelenii dopustimyh otobraßeniæ da¸t nam rassmatrivaemye niße bitopologiqeskie prostranstva i parno topologiqeskie prostranstva.

Bitopologiqeskim prostranstvom my nazyvali paru (X, β), gde X – proizvol~noe mnoßestvo, a β – topologiqeskaØ struktura na mnoßestve X×X, nazyvaemaØ bitopologiqeskoæ strukturoæ na X. Zdes~ β vystupaet srazu v dvuh kaqestvah – kak topologiqeskaØ struktura na X ×X i kak bitopologiqeskaØ struktura na X. My imeem opØt~ sootvetstvu¸wie drug drugu prostranstva:

bitopologiqeskoe prostranstvo (X, β), topologiqeskoe prostranstvo (X × X, β).

I opØt~ strukturnost~ mnoßestva X × X proØvlØetsØ pri opredelenii dopustimosti otobraßeniæ.

DlØ bitopologiqeskih prostranstv (X, β), (X^′, β^′) dopustimo l¸boe otobraßenie f : X −→ X^′, lix~ by sootvetstvu¸wee otobraßenie f ×f : (X ×X, β) −→ (X^′ ×X^′, β^′) bylo by nepreryvnym.

50 A. A. IVANOV

DlØ topologiqeskih prostranstv (X × X, β), (X^′ × X^′, β^′) dopustimy tol~ko otobraßeniØ f × f : X × X −→ X^′ × X^′, priqem

f × f : (X × X, β) −→ (X^′ × X^′, β^′) dolßno byt~ nepreryvnym.

Zameqanie. DlØ uproweniØ zapisi moßno pol~zovat~sØ unificirovannym oboznaqeniem fftih otobraßeniæ, a imenno f : X −→ X^′, f : X × X −→ X^′ × X^′, sqitaØ, qto X i X^′ diagonal~no vloßeny v X × X i, sootvetstvenno, X^′ × X^′ i pri fftom rasxirØØ oblast~ zadaniØ f.

Dovol~no daleko prodvinutaØ teoriØ bitopologiqeskih prostranstv byla izloßena v moeæ knige“Bitopologiqeskie prostranstva” (Zapiski nauqnyh seminarov POMI, tom 242, 1997, s. 7–216), v glavah 5 i 6 pervoæ qasti knigi “Prostranstvennye struktury, ih teoriØ i primenenie” (Zapiski nauqnyh seminarov POMI, tom 287, 2002, s. 142–226) i v glave 3 vtoroæ qasti fftoæ knigi (Zapiski nauqnyh seminarov POMI, tom 313, 2004, s. 91–130).

2. Strukturnost~ parno topologiqeskih prostranstv

Parno topologiqeskim prostranstvom my budem nazyvat~ troæku (X, Y, β), gde X i Y – proizvol~nye mnoßestva, a β – topologiqeskaØ struktura na mnoßestve X × Y , nazyvaemaØ parno topologiqeskoæ strukturoæ na pare (X, Y ). Zdes~ β vystupaet opØt~ v dvuh kaqestvah, kak topologiqeskaØ struktura na X ×Y i kak parno topologiqeskaØ struktura na (X, Y ). My imeem zdes~ opØt~ sootvetstvu¸wie drug drugu prostranstva:

parno topologiqeskoe prostranstvo (X, Y, β), topologiqeskoe prostranstvo (X × Y, β).

Strukturnost~ mnoßestva X × Y opØt~ proØvlØetsØ v opredelenii dopustimosti otobraßeniæ.

DlØ parno topologiqeskih prostranstv (X, Y, β), (X^′, Y^′, β^′) dopustima l¸baØ para otobraßeniæ f : X −→ X^′, g : Y −→ Y^′, lix~ by otobraßenie f × g : (X × Y, β) −→ (X^′ × Y^′, β^′), poroßdennoe otobraßeniØmi f i g, bylo by nepreryvnym.

DlØ topologiqeskih prostranstv (X × Y, β), (X^′ × Y^′, β^′) dopustimy tol~ko otobraßeniØ f × g : X × Y −→ X^′ × Y^′, dlØ kotoryh

f × g : (X × Y, β) −→ (X^′ × Y^′, β^′) – nepreryvnoe otobraßenie.

Qastnye sluqai parno topologiqeskih struktur rassmatrivalis~ v glave 2 vtoroæ qasti upomØnutoæ vyxe knigi (Zapiski

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 51

nauqnyh seminarov POMI, tom 313, 2004, s. 56–90). Tam ße rassmatrivalas~ ih svØz~ tipa dvoæstvennosti s topologiqeskimi strukturami na mnoßestvah C(X, Y ) otobraßeniæ X v Y , kotorye kanoniqeski ffkvivalentny tak nazyvaemym P -parno topologiqeskim strukturam. V otliqie ot bitopologiqeskih struktur, opredelØemyh na proizvedeniØh X × X odinakovyh mnoßestv, parno topologiqeskie struktury opredelØ¸tsØ na proizvedeni- Øh X × Y razliqnyh, v obwem sluqae, mnoßestv. Zameqanie. Troæku (X, X, β) my moßem rassmatrivat~ i kak bitopologiqeskoe prostranstvo, i kak parno topologiqeskoe prostranstvo, no v pervom sluqae dopustimy tol~ko otobraßeniØ

f × f : (X × X, β) −→ (X^′ × X^′, β^′), a vo vtorom sluqae dopustimy

otobraßeniØ f × g : (X × X, β) −→ (X^′ × X^′, β^′), gde f i g v obwem sluqae ne sovpada¸t. Kategori¸ bitopologiqeskih prostranstv moßno rassmatrivat~ kak podkategori¸ kategorii parno topologiqeskih prostranstv, no ffto budet ne polnaØ podkategoriØ (ne vse dopustimye otobraßeniØ kategorii ØvlØ¸tsØ dopustimymi v fftoæ podkategorii). Odnako teoriØ parno topologiqeskih prostranstv v obwem napominaet teori¸ bitopologiqeskih prostranstv. V qastnosti, opredeleniØ podprostranstv, faktorprostranstv, proizvedeniæ i svobodnyh ob¨edineniæ parno topologiqeskih prostranstv povtorØ¸t sootvetstvu¸wie opredeleniØ dlØ bitopologiqeskih prostranstv.

§1. P -bitopologiqeskie struktury 1.1. KategoriØ P -bitopologiqeskih prostranstv Opredelenie. Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo i P (X × X) mnoßestvo nekotoryh podmnoßestv mnoßestva X × X. Topologiqesku¸ strukturu ϑ na P (X × X) budem nazyvat~ P - bitopologiqeskoæ strukturoæ na X, paru (X, ϑ) budem nazyvat~ P -bitopologiqeskim prostranstvom.

V svØzi s fftim opredeleniem my moßem rassmotret~ tri tipa prostranstv:

P -bitopologiqeskoe prostranstvo (X, ϑ), P -topologiqeskoe prostranstvo (X × X, ϑ), topologiqeskoe prostranstvo (P (X × X), ϑ).

Vo vtorom i tret~em variantah my opØt~ vstreqaemsØ s otobraßeniØmi strukturirovannyh mnoßestv.

52 A. A. IVANOV

DlØ P -bitopologiqeskih prostranstv (X, ϑ), (X^′, ϑ^′) dopustimo l¸boe otobraßenie f : X −→ X^′, lix~ by otobraßenie

P (f × f) : (P (X × X), ϑ) −→ (P (X^′ × X^′), ϑ^′) bylo by nepreryvnym,

DlØ P -topologiqeskih prostranstv (X × X, ϑ), (X^′ × X^′, ϑ^′) dopustimy tol~ko otobraßeniØ f × f : (X × X) −→ (X^′ × X^′), poroßdenye otobraßeniem f, priqem P (f × f) : (P (X × X), ϑ) −→

(P (X^′ × X^′), ϑ^′), dolßno byt~ nepreryvnym.

DlØ topologiqeskih prostranstv (P (X ×X), ϑ), (P (X^′ ×X^′), ϑ^′) dopustimy tol~ko otobraßeniØ P (f ×f) : (P (X ×X) −→ (X^′ ×X^′), poroßdennye otobraßeniem f, priqem P (f ×f) : (P (X ×X), ϑ) −→

(P (X^′ × X^′), ϑ^′), dolßno byt~ nepreryvnym.

Zameqanie. Netrudno ponØt~, qto my moßem rassmatrivat~ zdes~ tri sootvetstvu¸wie kategorii. Po situacii moßno pol~- zovat~sØ naibolee podhodØweæ iz nih, no osnovnoæ budem vse ße sqitat~ pervu¸ – kategori¸ P -bitopologiqeskih prostranstv.

Zameqanie. DlØ uproweniØ zapisi moßno pol~zovat~sØ unificirovannym oboznaqeniem fftih otobraßeniæ, a imenno f : X −→ X^′, f : X × X −→ X^′ × X^′, f : P (X × X) −→ P (X^′ × X^′). posledovatel~no rasxirØØ oblast~ zadaniØ otobraßeniØ f.

1.2. PrØmougol~nye P -bitopologiqeskie prostranstva

TeoriØ P -bitopologiqeskih struktur imeet mnogo obwego s teorieæ P -topologiqeskih struktur, no imeet i svoi osobennosti. Ob¨edinØet ih to, qto oni obe ime¸t delo s topologiqeskimi strukturami na sovokupnosti podmnoßest~ nekotorogo mnoßestva. Razliqaet ße ih to, qto P -topologiqeskaØ struktura na X ØvlØetsØ topologiqeskoæ strukturoæ na nekotoroæ sovokupnosti P X podmnoßestv samogo mnoßestva X, v to vremØ kak P -bitopologiqeskaØ struktura na X ØvlØetsØ topologiqeskoæ strukturoæ na nekotoroæ sovokupnosti P (X × X) podmnoßestv proizvedeniØ X × X, to est~ strukturirovannogo (nad X) mnoßestva.

NarØdu s mnoßestvom P (X × X) my moßem rassmatrivat~ si-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 53

stemu vloßeniæ X^i−−−−→ X × X i i P X^i−−−−→ P X × P X^i−−−−→ P (X × X) �ta diagramma (nazovem ee P -diagrammoæ) vloßeniæ mnoßestv kommutativna. Deæstvitel~no, pust~ x ∈ X. V X × X eæ sootvetstvuet toqka (x, x), kotoroæ v P X ×P X sootvetstvuet odnotoqeqnoe mnoßestvo {x} × {x} ⊂ P (X × X). V P X toqke x sootvetstvuet mnoßestvo {x}, kotoroæ v P X × P X sootvetstvuet mnoßestvo

{x}×{x} ⊂ P (X ×X). L¸baØ opredelennaØ na P (X ×X) topologi-

qeskaØ struktura induciruet sootvetstvu¸wie topologiqeskie struktury na mnoßestvah X, X ×X, P X, P X ×P X. S drugoæ storony, my moßem naqinat~ s proizvol~noæ topologiqeskoæ struktury na X i, fiksirovav operacii perehoda k bitopologiØm i P -topologiØm, pereæti k P -bitopologiØm posledovatel~nost~¸ X −→ X × X −→ P X × P X −→ P (X × X). ili ße posledovatel~nost~¸ X −→ P X −→ P X × P X −→ P (X × X). Na mnoßestve P X × P X moßno opredelit~ takim obrazom dve, voobwe govorØ razliqnye, topologiqeskie struktury. Odna iz nih opredelØetsØ topologiqeskoæ strukturoæ τ na X perehodom k β na X × X, k topologiqeskoæ struktyre ϑ na P X × P X i, nakonec, k θ na P (X × X), drugaØ ße poluqaetsØ perehodom ot τ na X k ζ na P X, k ϑ^′ na P X × P X i k θ^′ na P (X × X). Toqkami mnoßestva P X × P X ØvlØ¸tsØ proizvedeniØ A × B podmnoßestv mnoßestva X, tak nazyvaemye prØmougol~nye mnoßestva. Esli pri zadanii togo ili inogo P -bitopologiqeskogo prostranstva my ograniqimsØ tol~ko prØmougol~nymi mnoßestvami, to my budem nazyvat~ ego prØmougol~nym P -bitopologiqeskim prostranstvom. Zametim, qto esli operacii perehoda k bitopologi- Øm i P -topologiØm opredelennym obrazom soglasovany, to na

P X × P X ffti topologii sovpada¸t, v obwem ße sluqae oni raz-

liqny.

54 A. A. IVANOV

Rassmotrim, naprimer, sledu¸wie perehody k bitopologiØm i P -topologiØm. DlØ proizvol~nogo topologiqeskogo prostranstva X pod P X budem ponimat~ prostranstvo kompaktnyh podmnoßestv prostranstva X v topologii Vietorisa, pod (X, β) budem ponimat~ bitopologiqeskoe prostranstvo, v kotorom β – prØmoe proizvedenie topologiqeskih struktur prostranstva X. Vydelim nekotorye bazisy otkrytyh mnoßestv prostranstv

P X × P X i P (X × X). Toqkami prostranstva P X ØvlØ¸tsØ kom-

paktnye podmnoßestva prostranstva X, toqkami prostranstva

P X × P X ØvlØ¸tsØ proizvedeniØ C × C^′ kompaktnyh podmno-

ßestv prostranstva X. V kaqestve bazisa prostranstva P X v topologii Vietorisa moßno vzØt~ sovokupnost~ mnoßestv vida

P G_0 ∩ QG_1 ∩ . . . ∩ QG_m, gde G_0, G_1, . . . , G_m – otkrytye v X mnoße-

stva, sledovatel~no v kaqestve bazisa otkrytyh mnoßestv prostranstva P X × P X moßno vzØt~ sovokupnost~ mnoßestv vida (P G_0 ∩ QG_1 . . . ∩ QG_m) × (P G^′_0 ∩ QG^′_1 . . . ∩ QG^′_n). Pri fftom moßno sqitat~, qto vse G_1, . . . , G_m soderßatsØ v G_0, vse G^′_1, . . ., G^′_n soderßatsØ v G^′_0 i pofftomu vse G_i × G^′_j soderßatsØ v G_0 × G^′_0. V P X × P X moßno opredelit~ mnoßestva P (G_0 × G^′_0) i

Q(G_i ×G^′_j ), kak sovokupnosti prØmougol~nyh mnoßestv A×B, A ⊂

X, B ⊂ X, soderßawihsØ v G_0 × G^′_0 i, sootvetstvenno, ime¸wih nepustoe pereseqenie s G_i × G^′_j. Netrudno dokazat~ sootnoxeniØ

P G_0 × P G^′_0 = P (G_0 × G^′_0), QG_i × QG^′_j = Q(G_i × G^′_j), (P G_0 × P G^′_0) ∩ (QG_i × QG^′_j) ⊂ (P G_0 × P G^′_0) ∩ (P G_0 × QG^′_j),

(P G_0 × P G^′_0) ∩ (QG_i × QG^′_j) ⊂ (P G_0 × P G^′_0) ∩ (QG_i × P G^′_0).

Iz fftih sootnoxeniæ sleduet, qto v kaqestve bazisa otkrytyh mnoßestv prostranstva P X ×P X moßno vzØt~ sovokupnost~ mnoßestv vida

P (G_0 × G^′_0) ∩ Q(G_1 × G^′_1) ∩ . . . ∩ Q(G_i × QG^′_j) ∩ . . . ∩ Q(G_m × G^′_n).

V kaqestve bazisnyh otkrytyh mnoßestv prostranstva P (X ×X) v topologii Vietorisa moßno vzØt~ mnoßestva P U_0 ∩ QU_1 ∩ . . . ∩ QU_n.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 55

Dokaßem teper~, qto rassmotrennye vyxe topologii na P X×P X sovpada¸t. Prostranstvo P X ×P X v topologii Vietorisa imeet bazis otkrytyh mnoßestv vida

P (G_0 × G^′_0) ∩ Q(G_1 × G^′_1) ∩ . . . ∩ Q(G_i × QG^′_j) ∩ . . . ∩ Q(G_m × G^′_n).

Esli teper~ rassmatrivat~ operacii P i Q, kak operacii v

P (X × X), to ta ße formula okazyvaetsØ zadaniem nekotorogo

bazisnogo mnoßestva prostranstva P (X × X) v topologii Vietorisa, priqem ego pereseqenie s P X × P X budet zdes~ ishodnym bazisnym mnoßestvom. Tem samym dokazano, qto topologiqeskaØ struktura proizvedeniØ P X × P X ne ton~xe, qem topologiqeskaØ struktura, induciruemaØ na mnoßestve P X × P X topologiqeskoæ strukturoæ na P (X × X). Dokaßem teper~ obratnoe sootnoxenie meßdu fftimi topologiqeskimi strukturami. DlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto dlØ l¸bogo otkrytogo v X × X mnoßestva U pereseqeniØ mnoßestv P U i QU s P X × P X ØvlØ- ¸tsØ otkrytymi mnoßestvami proizvedeniØ P X × P X. Pust~

C_0 × C^′_0 ∈ P X × P X, gde C_0 i C^′_0 – kompaktnye podmnoßestva v X.

Togda C_0 ×C^′_0 – kompaktnoe mnoßestvo v X ×X. Esli C_0 ×C^′_0 ⊂ U , gde U – otkrytoe v X × X mnoßestvo, to, v silu kompaktnosti

C_0 × C^′_0, naædutsØ otkrytye v X mnoßestva G_0, G^′_0, takie, qto C_0 × C^′_0 ⊂ G_0 × G^′_0 ⊂ U . Tem samym dokazano, qto pereseqenie P U

s P X × P X ØvlØetsØ otkrytym mnoßestvom prØmogo proizvedeniØ P X × P X. Netrudno dokazat~ analogiqnoe utverßdenie dlØ QU . Deæstvitel~no, v fftom sluqae daße ne ispol~zuetsØ kompaktnost~ mnoßestva C_0 × C^′_0. Esli (C_0 × C^′_0) ∩ U ≠ ∅, to est~ nekotoraØ toqka (x, y) ∈ X × X prinadleßit fftomu pereseqeni¸, to naædutsØ takie otkrytye v X mnoßestva G i G^′, qto

(x, y) ∈ G × G^′ ⊂ U . Togda C_0 × C^′_0 ∈ Q(G × G^′), to est~ C_0 × C^′_0

vhodit v pereseqenie Q(G × G^′) s P X × P X s nekotoroæ okrestnost~¸. Tem samym dokazano, qto pereseqenie QU s P X × P X vlØetsØ otkrytym mnoßestvom proizvedeniØ P X × P X.

1.3. P -bitopologiqeskie podprostranstva i faktorprostranstva

Opredelenie. Pust~ (X, ϑ) – proizvol~noe P -bitopologiqeskoe

prostranstvo i X^′ ⊂ X. Togda P (X^′ × X^′) ⊂ P (X × X) i pofftomu topologiqeskaØ struktura ϑ, opredelennaØ na P (X × X), induciruet na P (X^′ × X^′) topologiqesku¸ strukturu ϑ^′ = ϑ | P (X^′ × X^′).

56 A. A. IVANOV

P -bitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, ϑ^′) budem nazyvat~ podprostranstvom P -bitopologiqeskogo prostranstva (X, ϑ).

Zameqanie. Sootnoxenie P (X^′ ×X^′) ⊂ P (X ×X) neposredstvenno sleduet iz sootnoxeniØ X^′ ⊂ X, tak kak my uslovilis~ rassmatrivat~ dlØ l¸bogo Z v kaqestve mnoßestva P Z sovokupnost~ vseh nepustyh podmnoßestv mnoßestva Z, esli ne ogovoreno protivnoe.

Opredelenie. Pust~ (X, ϑ) – proizvol~noe P -bitopologiqeskoe

prostranstvo i p – otobraßenie X na nekotoroe mnoßestvo X^′. Togda opredeleno otobraßenie P (p × p) : P (X × X) −→ P (X^′ × X^′), dlØ kotorogo P (p × p)(A) = {(p(x), p(y)) | (x, y) ∈ A}, dlØ l¸bogo A ∈ P (X ×X). Pust~ ϑ^′ = {A^′ | P (p×p)^{−1}(A^′) ∈ ϑ}. P -bitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, ϑ^′) budem nazyvat~ P -bitopologiqeskim faktorprostranstvom.

Kak P -bitopologiqeskie podprostranstva, tak i P -bitopologiqeskie faktorprostranstva ØvlØ¸tsØ po suwestvu kategornymi ponØtiØmi, t.e. nekotorye ih ffkvivalenty moßno sformulirovat~ v kategornyh terminah. My zdes~ pokaßem ffto dlØ kategorii P -bitopologiqeskih prostranstv, ne vhodØ v tonkosti abstraktnoæ teorii kategoriæ,

Pust~ (X^′, ϑ^′) – proizvol~noe P -bitopologiqeskoe podprostranstvo P -bitopologiqeskogo prostranstva (X, ϑ), i : X^′ −→ X – vloßenie i i = gf, gde f : X^′ −→ Y , g : Y −→ X – dopustimye otobraßeniØ, f – ffpimorfizm (otobraßenie X^′ na Y ). Zametim, preßde vsego, qto g(Y ) = X^′, i pofftomu moßno sqitat~, qto g : Y −→ X^′. Odnovremenno moßno sqitat~, qto i : X^′ −→ X^′ – toßdestvennoe otobraßenie. Takim obrazom dopustimye otobraßeniØ f i g vzaimno obratny.

Sledovatel~no, f – izomorfizm. A ffto kak raz ØvlØetsØ kategornym usloviem podprostranstva.

Pust~ teper~ (X^′, ϑ^′) – proizvol~noe P -bitopologiqeskoe faktorprostranstvo P -bitopologiqeskogo prostranstva (X, ϑ),

P (p × p) : P (X × X) −→ P (X^′ × X^′), gde p – otobraßenie X na nekotoroe mnoßestvo X^′ i p = fg, g : X −→ Y , f : Y −→ X^′, gde f i g – dopustimye otobraßeniØ pri rassmatrivaemyh na X, X^′ i Y strukturah, f – monomorfizm (raznym toqkam sootvetstvu¸t raznye toqki). Togda, kak moßno zametit~, mnoßestva

G ⊂ P (Y × Y ) i P (f × f)(G) ⊂ P (X^′ × X^′) otkryty ili ne otkryty

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 57

odnovremenno, to est~ f – izomorfizm. A ffto kak raz ØvlØetsØ kategornym usloviem faktorprostranstva.

1.4. P -bitopologiqeskie prØmye proizvedeniØ i svobodnye ob¨edineniØ

Opredelenie. Pust~ ((Xλ, ϑλ) | λ ∈ Λ) – nekotoraØ sistema P -

bitopologiqeskih prostranstv, X = ∏ λ∈Λ X_λ – proizvedenie mnoßestv X_λ, obrazovannoe po vsem λ ∈ Λ. Toqkami X ØvlØ¸tsØ sistemy x = (x_μ | μ ∈ Λ), p_λ : X −→ X_λ – proekciØ X na X_λ, gde p_λ ( (x_μ | μ ∈ Λ) ) = x_λ, pr_λ : P (X × X) −→ P (X_λ × X_λ) – proekciØ P (X × X) na P (X_λ × X_λ), pr_λ(A) = {(p_λ(x), p_λ(y)) | (x, y) ∈ A}. Na P (X × X) moßno teper~ vvesti topologiqesku¸ strukturu ϑ = sup{pr_λ)^{−1}(ϑ_λ) | λ ∈ Λ}. P -bitopologiqeskoe prostranstvo (X, ϑ) budem nazyvat~ P -bitopologiqeskim prØmym proizvedeniem sistemy ( (X_λ, ϑ_λ) | λ ∈ Λ ) . Zameqanie. Moßno zametit~, qto ϑ poroßdena mnoßestvami

(pr_λ)^{−1}(G), obrazovannymi dlØ vseh λ ∈ Λ i vseh G ∈ ϑ_λ.

Opredelenie. Pust~ ((Xλ, ϑλ) | λ ∈ Λ) – nekotoraØ sistema

P -bitopologiqeskih prostranstv s poparno ne pereseka¸wimisØ mnoßestvami X_λ, X = ⋃ λ∈Λ X_λ – ob¨edinenie mnoßestv X_λ, obrazovannoe po vsem λ ∈ Λ. KaßdaØ toqka mnoßestva X prinadleßit tol~ko odnomu mnoßestvu X_λ, i_λ : X_λ −→ X – vloßenie X_λ v X, i_λ(x) = x, in_λ : P (X_λ × X_λ) −→ P (X × X) – vloßenie P (X_λ × X_λ) v P (X × X), in_λ(A) = A, in_λ(ϑ_λ) – sovokupnost~ vseh mnoßestv G ⊂ P (X × X), in_λ-proobrazy kotoryh prinadleßat ϑ_λ, Na P (X × X)) moßno teper~ vvesti topologiqesku¸ strukturu ϑ = inf{in_λ(ϑ_λ) | λ ∈ Λ}. P -bitopologiqeskoe prostranstvo (X, ϑ) budem nazyvat~ P -bitopologiqeskim svobodnym ob¨edineniem sistemy ( (X_λ, ϑ_λ) | λ ∈ Λ ) . Zameqanie. Moßno zametit~, qto ϑ poroßdena zdes~ takimi mnoßestvami G ⊂ P (X × X), qto (in_λ)^{−1}(G) ∈ ϑ_λ dlØ vseh λ ∈ Λ.

Kak P -bitopologiqeskie prØmye proizvedeniØ, tak i P - bitopologiqeskie svobodnye ob¨edineniØ ØvlØ¸tsØ po suwestvu kategornymi ponØtiØmi, t.e. nekotorye ih ffkvivalenty moßno sformulirovat~ v kategornyh terminah. My zdes~ pokaßem ffto dlØ kategorii P -bitopologiqeskih prostranstv, ne vhodØ v tonkosti abstraktnoæ teorii kategoriæ,

58 A. A. IVANOV

Pust~ (X, ϑ) ØvlØetsØ prØmym proizvedeniem P -bitopologiqeskih prostranstv sistemy ((X_λ, ϑ_λ) | λ ∈ Λ) i (X^′, ϑ^′) – nekotoroe P -bitopologiqeskoe prostranstva, (f_λ | λ ∈ Λ) – sistema dopustimyh otobraßeniæ (X^′, ϑ^′) v (X_λ, ϑ_λ). Opredelim otobraßenie f : (X^′, ϑ^′) −→ (X, ϑ), poloßiv f(x) = (f_λ(x) | λ ∈ Λ). Togda dlØ kaßdogo λ ∈ Λ imeem sootnoxenie f_λ = p_λf. Ostalos~ dokazat~, qto f : (X^′, ϑ^′) −→ (X, ϑ) – dopustimoe otobraßenie, to est~ dokazat~ nepreryvnost~ otobraßeniØ P (f ×f) : (P (X^′ ×X^′, ϑ^′) −→

(P (X × X), ϑ). DlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto P (f × f)-

proobraz kaßdogo fflementa (P (pr_λ × pr_λ))^{−1}(G) predbazy P - bitopologiqeskoæ struktury ϑ prinaleßit P -bitopologiqeskoæ strukture ϑ^′. No fftot proobraz ØvlØetsØ oqevidno P (f_λ × f_λ)- proobrazom mnoßestva G i pofftomu prinadleßit ϑ^′.

Pust~ teper~ (X, ϑ) ØvlØetsØ svobodnym ob¨edineniem P -bitopologiqeskih prostranstv sistemy ((X_λ, ϑ_λ) | λ ∈ Λ) i (X^′, ϑ^′) – nekotoroe P -bitopologiqeskoe prostranstvo, (f_λ | λ ∈ Λ) – sistema dopustimyh otobraßeniæ (X_λ, ϑ_λ) v (X^′, ϑ^′). Opredelim otobraßenie f : (X, ϑ) −→ (X^′, ϑ^′), poloßiv f(x) = f_λ(x), esli x ∈ X_λ. Togda dlØ kaßdogo λ ∈ Λ imeem sootnoxenie

f_λ = fi_λ. Ostalos~ dokazat~, qto f : (X, ϑ) −→ (X^′, ϑ^′) – dopu-

stimoe otobraßenie, t.e. dokazat~ nepreryvnost~ otobraßeniØ

P (f × f) : (P (X × X), ϑ) −→ (P (X^′ × X^′), ϑ^′). Zametim, preßde vse-

go, qto mnoßestva G ⊂ P (X × X), prinadleßawie in_λ(ϑ_λ) dlØ vseh λ ∈ Λ, obrazu¸t ϑ. Pust~ G^′ ⊂ P (X^′ × X^′). Dokaßem, qto

G = f^{−1}(G^′) ∈ ϑ, Tak kak dlØ kaßdogo λ ∈ Λ imeet mesto soot-

noxenie f^{−1}_λ = i^{−1}_λ f^{−1}, to f^{−1}_λ (G^′) = i^{−1}_λ (G) ∈ ϑ_λ dlØ kaßdogo λ i pofftomu G ∈ ϑ.

1.5. P -bitopologiqeskie struktury i otobraßeniØ V pervoæ qasti fftoæ knigi bylo dokazano suwestvovanie takih bitopologiqeskih struktur β na evklidovyh prostranstvah, qto otobraßenie f : (R^m, β_m) −→ (R^n, β_n) dopustimo, t.e. f × f :

(R^m ×R^m, βm) −→ (R^n×R^n, βn) nepreryvno, togda i tol~ko togda,

kogda f : R^m −→ R^n – kusoqno lineænoe otobraßenie. Tem samym pokazano, qto klass kusoqno lineænyh otobraßeniæ evklidovyh prostranstv dopuskaet opisanie v terminah bitopologiqeskih struktur. �to tol~ko odin iz primerov opisaniØ razliqnyh klassov otobraßeniæ prostranstv bitopologiqeskimi strukturami. ˚sno, qto P -bitopologiqeskie struktury predostavlØ¸t ewe bolee xirokie vozmoßnosti dlØ takogo roda opisaniæ. Delo

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 59

v tom, qto l¸boe otobraßenie f × f : X × X −→ Y × Y moßno, sqitaØ qto X × X ⊂ P (X × X) i Y × Y ⊂ P (Y × Y ), estestvenno prodolßit~ do otobraßeniØ P (f × f) : P (X × X) −→ P (Y × Y ), polagaØ P (f × f)(A) = {(f(x), f(y)) | (x, y) ∈ A}, i l¸bu¸ bitopologiqesku¸ strukturu moßno prodolßit~ do razliqnyh P - bitopologiqeskih struktur.

P -bitopologiqeskie struktury predstavlØ¸t interes i s drugoæ toqki zreniØ. My uße otmeqali ranee, qto l¸boe podmnoßestvo proizvedeniØ X × X moßno rassmatrivat~ kak grafik Γ_f otobraßeniØ f : X −→ X, Γ_f = {(x, y) | y = f(x)}, vozmoßno, qastiqnogo (znaqenie funkcii ne opredeleno v nekotoryh toqkah) i mnogoznaqnogo (znaqenie funkcii v nekotoryh toqkah opredeleno ne odnoznaqno). Takoe ponimanie otobraßeniØ pozvolØet dlØ l¸bogo otobraßeniØ f : X −→ X s grafikom Γ_f opredelit~ emu obratnoe otobraßenie g s grafikom

Γ_g = {(y, x) | y = f(x)}, g = f^{−1}. Obratnoe otobraßenie moßet

okazat~sØ i qastiqnym, i mnogoznaqnym daße dlØ odnoznaqnogo otobraßeniØ, zadannogo na vsem X. Naprimer, dlØ funkcii

y = x^2 obratnoe otobraßenie x = ± √ y, y ≥ 0, budet i qastiqnoe, i mnogoznaqnoe. Kaßdoe mnoßestvo A ∈ P (X × X) moßno rassmatrivat~ kak grafik Γ_f nekotorogo otobraßeniØ f : X −→ X. Tem samym mnoßestvu P (X × X) estestvenno sopostavlØetsØ mnoßestvo vseh otobraßeniæ, vkl¸qaØ qastiqnye i mnogoznaqnye. TeoriØ P -bitopologiqeskih prostranstv predstaet, kak teoriØ prostranstv otobraßeniæ. V deæstvitel~nosti situaciØ neskol~- ko sloßnee. V kaßdoæ iz fftih teoriæ est~ i svoØ estestvennaØ problematika. Zdes~ my imeem neskol~ko oslablennyæ variant situacii, svØzannoæ s bitopologiqeskimi v smysle Kelli prostranstvami (X, τ_1, τ_2) i s razloßimymi bitopologiqeskimi v smysle Ivanova prostranstvami (X, β). Ob¨ekty i ih otobraßeniØ kanoniqeski sootvetstvu¸t drug drugu, no problematika ih razliqna. V pervoæ bitopologiqeskoæ teorii osnovnym ØvlØlsØ perenos po vozmoßnosti vseh fflementov topologiqeskoæ teorii v bitopologiqesku¸ teori¸, vtoraØ ße bitopologiqeskaØ teoriØ ØvlØetsØ qast~¸ obweæ teorii bitopologiqeskih prostranstv

(X, β), gde β – topologiqeskaØ struktura na X × X, ime¸weæ

sobstvennu¸ daleko prodvinutu¸ problematiku. V svo¸ oqered~, teoriØ P -bitopologiqeskih prostranstv ØvlØetsØ qast~¸ teorii P -parno topologiqeskih prostranstv P (X, Y, ϑ), kotoroæ

60 A. A. IVANOV

budet posvØwen sledu¸wiæ paragraf.

1.6. Lokal~nye P -bitopologiqeskie prostranstva Lokal~nost~ P -bitopologiqeskih prostranstv budet rassmatrivat~sØ zdes~ v treh variantah, a imenno kak X-lokal~nost~, kak X × X-lokal~nost~ i kak P X × P X-lokal~nost~. Opredelenie. P -bitopologiqeskoe prostranstvo (X, ϑ) nazyva-

etsØ X-lokal~nym, esli shodimostØmi v (P (X × X), ϑ) ØvlØ¸tsØ tol~ko stacionarnye shodimosti i shodimosti k odnotoqeqnym mnoßestvam {(x, x)} dlØ vseh x ∈ X.

Opredelenie. P -bitopologiqeskoe prostranstvo (X, ϑ) nazyva-

etsØ X × X-lokal~nym, esli shodimostØmi v (P (X × X), ϑ) ØvlØ- ¸tsØ tol~ko stacionarnye shodimosti i shodimosti k odnotoqeqnym mnoßestvam {(x, y)} dlØ vseh x, y iz X.

Opredelenie. P -bitopologiqeskoe prostranstvo (X, ϑ) nazyva-

etsØ P X × P X-lokal~nym, esli shodimostØmi v (P (X × X), ϑ) ØvlØ¸tsØ tol~ko stacionarnye shodimosti i shodimosti k mnoßestvam A × B dlØ vseh A ⊂ X i B ⊂ X.

SqitaØ, qto X ⊂ X × X ⊂ P X × P X, my moßem skazat~, qto dlØ X-lokal~nogo P -bitopologiqeskogo prostranstva netrivial~- nymi mogut byt~ tol~ko shodimosti k toqkam mnoßestva X, dlØ X × X-lokal~nogo – tol~ko shodimosti k toqkam mnoßestva X × X, dlØ P X × P X- lokal~nogo – tol~ko shodimosti k mnoße- stvam A × B, A ⊂ X, B ⊂ X. Vse ffti tipy lokal~nosti ime¸t dostatoqnoe obosnovanie s toqki zreniØ ih znaqimosti dlØ priloßeniæ. Rassmotrim v svØzi s fftim tri primera. V pervom primere rassmatrivaetsØ X-lokal~nost~, vo vtorom X × X-lokal~nost~ i v tret~em –

P X × P X-lokal~nost~.

Primer. Pust~ X = R, X ×X = R^2 – evklidova ploskost~. Pust~ topologiqeskaØ struktura ϑ na P R^2 zadana shodimostØmi posledovatel~nosteæ vloßennyh drug v druga otrezkov k ih obweæ vnutrenneæ toqke, leßaweæ na diagonali Δ = {(x, x) | x ∈ R}. Prostranstvo (R, ϑ) budet X-lokal~nym P -bitopologiqeskim prostranstvom. VyØsnim kakie otobraßeniØ f prostranstva (R, ϑ) v sebØ dopustimy. Zametim preßde vsego, qto na diagonali, i tem samym na R, budet inducirovana P -topologiqeskaØ struktura θ, takße opredelennaØ shodimostØmi posledovatel~nosteæ

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 61

vloßennyh drug v druga otrezkov k ih obweæ vnutrenneæ toqke. Pri fftom dopustimomu otobraßeni¸ f prostranstva (R, ϑ) v sebØ (P -bitopologiqeskogo prostranstva) sootvetstvuet dopustimoe otobraßenie f prostranstva (R, θ) v sebØ (P - topologiqeskogo prostranstva). No iz togo, qto f – dopustimoe otobraßenie

(R, θ) v sebØ, neposredstvenno sleduet, qto f – strogo monotonnoe

otobraßenie R v sebØ. Deæstvitel~no, dopustim, qto f ne strogo monotonnoe otobraßenie. Togda naædetsØ takaØ toqka x_0 ∈ R, qto

f(x) ≥ f(x_0) ili ße f(x) ≤ f(x_0) v nekotoroæ okrestnosti toqki x_0. No v fftom sluqae f-obrazy vseh dostatoqno malyh otrezkov,

soderßawih toqku x_0 kak vnutrenn¸¸ toqku, budut soderßat~ toqku f(x_0), kak graniqnu¸ toqku, i pofftomu f-obraz nekotoroæ posledovatel~nosti otrezkov, shodØweæsØ k toqke x_0, ne budet shodØweæsØ posledovatel~nost~¸. Tem samym dokazano, qto f – strogo monotonnaØ funkciØ.

Pust~ f(0) = a, vvedem funkci¸ g, poloßiv g(x) = f(x) − a. Togda g(0) = 0 i (g × g)(0, 0) = (0, 0). FunkciØ g obladaet temi ße svoæstvami, qto i funkciØ f: ona strogo monotonna i

g × g otobraßaet kaßdyæ dostatoqno malyæ otrezok, soderßa-

wiæ toqku (x, y) kak vnutrenn¸¸ toqku, v otrezok, soderßawiæ toqku (g(x), g(y)) kak vnutrenn¸¸ toqku. V qastnosti, i fftot sluqaæ my vydelim osobo, g × g otobraßaet kaßdyæ dostatoqno malyæ otrezok, soderßawiæ toqku (0, 0) kak vnutrenn¸¸ toqku, v otrezok, soderßawiæ toqku (0, 0) kak vnutrenn¸¸ toqku. Naprimer, g × g otobraßaet otrezok {(x, λx) | |x| 6 ε} v otrezok

{(g(x), λ^′g(x)) | |x| 6 ε}. No ffto oznaqaet, qto funkciØ g udovle-

tvorØet funkcional~nomu uravneni¸ g(λx) = λ^′g(x) v dostatoqno maloæ okrestnosti nulØ, zavisØweæ ot λ i nekotorogo λ^′, takße zavisØwego ot λ. Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto g ØvlØetsØ strogo vozrasta¸weæ funkcieæ i pofftomu g(x) > 0 dlØ

x > 0 i g(x) < 0 dlØ x < 0. Fiksiruem λ < 1 i sootvetstvu¸wee

emu λ^′. Pust~ α takoe qislo, qto (λ^′)^α = λ. Vvedem novu¸ funkci¸ h, poloßiv h(x) = g(x)^α dlØ x > 0 i h(x) = −(−g(x))^α dlØ

x < 0. Togda h(λx) = g(λx)^α = (λ^′g(x))^α = λh(x), i takim obrazom h(λx) = λh(x) dlØ dostatoqno malyh x > 0. DlØ x < 0 my budem imet~ takoe ße sootnoxenie, tak kak h(λx) = −(−g(λx))^α = −(−λ^′g(x))^α = λh(x).

62 A. A. IVANOV

Pust~ na otrezke [−ε; ε] imeet mesto ffto sootnoxenie. Nam nado otdel~no rassmotret~ dva sluqaØ, a imenno otrezok [0; ε] i otrezok [−ε; 0], no vtoroæ sluqaæ analogiqen pervomu.

Iz dokazannogo nami sootnoxeniØ h(λx) = λh(x) ewe ne sleduet lineænost~ funkcii h, tak kak ono dokazano dlØ nekotorogo fiksirovannogo qisla λ. DlØ drugogo qisla λ_1 < 1 my, vozmoßno, poluqim drugu¸ funkci¸ h_1 i, sootvetstvenno, drugoe sootnoxenie

h_1(λ_1x) = λ_1h_1(x).

Fiksiruem dva qisla λ < 1, λ_1 < 1, i, sootvetstvenno, dve funkcii h i h_1 na [0, ε]. Rassmotrim toqki ε, λε, . . . , λ^nε, . . . i opredelØemye imi otrezki [λ^{n+1}ε; λ^nε]. �ti otrezki perehodØt drug v druga pri λ-sßatii. Toqki (λε, ε), (λ^2ε, λε), . . . , ((λ^{n+1}ε, λ^nε), . . . nahodØtsØ na grafike funkcii h i takße perehodØt drug v druga pri λ-sßatii. Takim obrazom, grafik funkcii h moßno poluqit~ posledovatel~nym λ-sßatiem ee grafika nad otrezkom

[λε; ε]. Ots¸da sleduet, qto grafik funkcii h nad [0, ε] leßit

meßdu prØmymi y = kx i y = k^′x, k > k^′ > 0. Analogiqno, grafik funkcii h_1 nad [0, ε] leßit meßdu prØmymi y = k_1x i y = k^′_1x,

k_1 > k^′_1 > 0. PereædØ k funkcii f my poluqaem neravenstva kx ≤ f^α(x) ≤ k^′x, k_1x ≤ f^{α1} (x) ≤ k^′_1x

ili, qto to ße samoe

(kx)^{1α} ≤ f(x) ≤ (k^′x)^{1α} ,

(k_1x)^{1α}1 ≤ f(x) ≤ (k^′_1x)^{1α}1 .

Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto α ≤ α_1 ili^1_α ≥^1_{α1} . Esli ffto neravenstvo strogoe, to dlØ dostatoqno malyh x imeet mesto neravenstvo (k^′x)^1α < (k_1x)^{1α}1 i my prihodim k protivore- qi¸ f(x) ≤ (k^′x)^{1α} < (k_1x)^{1α}1 ≤ f(x)

dlØ dostatoqno malyh x. Tem samym dokazano, qto α = α_1.

Takim obrazom funkcii h i h_1 sovpada¸t, sootnoxenie

h(λx) = λh(x) imeet mesto dlØ vseh λ < 1, funkciØ h ØvlØet-

sØ lineænoæ funkcieæ, h(x) = ax, a f(x) = (ax)^1α . Esli my pereædem ot toqki 0 k toqke x_0, skol~ ugodno blizkoæ k nul¸, to

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 63

vmesto funkcii f my moßem rassmotret~ funkci¸ f^′, dlØ kotoroæ f^′(x) = f(x + x_0) − f(x_0). FunkciØ f^′ obladaet v nekotoroæ okrestnosti nulØ temi ße svoæstvami, qto i funkciØ f, pofftomu

f^′(x) = cx^γ . Takim obrazom dlØ dostatoqno malyh x imeet mesto

sootnoxenie f(x + x_0) − f(x_0) = cx^γ dlØ nekotoryh γ i c, to est~

((x + x_0))^{1α} − x^{1α}_0 = cx^γ dlØ nekotoryh c i γ. Ots¸da sleduet, qto α = 1, to est~ f vlØetsØ lineænoæ funkcieæ na [0; ε].

Primer. Pust~ X = R, X ×X = R^2 – evklidova ploskost~. Pust~ topologiqeskaØ struktura ϑ^′ na P R^2 zadana shodimostØmi posledovatel~nosteæ vloßennyh drug v druga otrezkov k ih obweæ vnutrenneæ toqke (x, y) ploskosti R^2. Netrudno zametit~, qto (R, ϑ^′) budet X ×X-lokal~nym P -bitopologiqeskim prostranstvom, qto ϑ predyduwego primera soderßitsØ v ϑ^′ i l¸boe dopustimoe otobraßenie (R, ϑ^′) v sebØ ØvlØetsØ dopustimym otobraßeniem

(R, ϑ) v sebØ. Ots¸da sleduet, qto f : R −→ R ØvlØetsØ dopusti-

mym otobraßeniem (R, ϑ^′) v sebØ togda i tol~ko togda, kogda ono – lineænoe otobraßenie.

Primer. Pust~ X = R, X × X = R^2 – evklidova ploskost~,

f : R −→ R – proizvol~noe otobraßenie. A × B – prØmougol~-

noe v R^2 mnoßestvo. Togda (f × f)(A × B) = f(A) × f(B) – prØmougol~noe v R^2 mnoßestvo, to est~ f × f otobraßaet P R× P R v sebØ. Na P R vvedem topologiqesku¸ strukturu, opredelennu¸ shodimostØmi kongruentnyh mnoßestv, na P R×P Rvvedem strukturu prØmogo proizvedeniØ P R na sebØ, na P (R × R) – strukturu, opredelennu¸ shodimostØmi v P R× P R i stacionarnymi shodimostØmi. Tak opredelennaØ topologiqeskaØ struktura na

P (R× R) budet P R× P R-lokal~noæ strukturoæ. Bolee togo, l¸-

boe otobraßenie f tak opredelennogo P -bitopologiqeskogo prostranstva dopustimo togda i tol~ko togda, kogda sootvetstvu¸- wee emu otobraßenie prostranstva P R× P R nepreryvno. Takim obrazom nam dostatoqno rassmotret~ nepreryvnye otobraßeniØ

P f ×P f. Pust~ f – dopustimoe otobraßenie P R×P Rv sebØ, dokaßem, qto ffto otobraßenie budet lineænym otobraßeniem R v sebØ. DlØ fftogo dokaßem snaqala, qto P f perevodit kongruentnye mnoßestva prØmoæ R v kongruentnye ße mnoßestva. Itak, pust~ A ⊂ R, dopustim, qto suwestvu¸t takie kongruentnye A mnoßestva B, qto f(B) ne kongruentny f(A). Takim obrazom vse kongruentnye A mnoßestva prØmoæ R razbiva¸tsØ na dva ne pu-

64 A. A. IVANOV

styh klassa, a imenno takih, qto ih f-obrazy kongruentny f(A), i takih, qto ih f-obrazy ne kongruentny f(A). Vozmoßny dva sluqaØ, a imenno: libo nekotoroe mnoßestvo pervogo tipa ØvlØetsØ predelom posledovatel~nosti mnoßestv vtorogo tipa, libo nekotoroe mnoßestvo vtorogo tipa ØvlØetsØ predelom posledovatel~nosti mnoßestv pervogo tipa. V oboih sluqaØh P f-obrazy nekotoryh shodØwihsØ v P R posledovatel~nosteæ ne ØvlØ¸tsØ shodØweæsØ posledovatel~nost~¸, qto protivoreqit dopustimosti otobraßeniØ f. Tem samym dokazano, qto P f perevodit kongruentnye mnoßestva prØmoæ R v kongruentnye ße mnoßestva. Dokaßem teper~, qto f – libo postoØnnaØ, libo strogo vozrasta- ¸waØ ili strogo ubyva¸waØ funkciØ. Deæstvitel~no, v protivnom sluqae naædetsØ takaØ toqka x_0 ∈ R i takaØ ee ε-okrestnost~, qto f(x) ≤ f(x_0) ili f(x) ≥ f(x_0) dlØ vseh x ∈ [x_0 − ε; x_0 + ε], priqem imeet mesto strogoe neravenstvo dlØ nekotoroæ toqki

x ∈ [x_0 − ε; x_0 + ε]. Pust~ dlØ opredelennosti imeet mesto per-

vyæ sluqaæ. Togda f-obrazy otrezkov [x − ε; x + ε] dlØ nekotoryh skol~ ugodno blizkih k x_0 toqek x ne budut kongruentny f-obrazu otrezka [x_0 − ε; x_0 + ε], qto protivoreqit dopustimosti otobraßeniØ f. Itak dokazano, qto f – libo postoØnnaØ libo strogo vozrasta¸waØ ili strogo ubyva¸waØ funkciØ. V pervom sluqae ona ØvlØetsØ lineænoæ funkcieæ. Vo vtorom sluqae predpoloßim dlØ opredelennosti, qto f vlØetsØ strogo vozrasta¸weæ funkcieæ. Rassmotrim otrezki [_k 2^n ; k+1 2^n ] dlØ fiksirovannogo n i vseh celyh qisel k. �ti otrezki i ih f-obrazy obrazu¸t razbienie prØmoæ R na ravnye otrezki. Pust~ otnoxenie dliny f-obraza l¸bogo iz takih otrezkov k ego dline ravno λ. Netrudno zametit~, qto λ ne zavisit ot n i pofftomu otnoxenie dliny f-obraza l¸bogo otrezka [a; b] k dline samogo otrezka ravno λ. Ots¸da neposredstvenno sleduet, qto f(x) = λx + f(0).

§2. P -parno topologiqeskie struktury 2.1. KategoriØ P -parno topologiqeskih prostranstv V pervoæ glave byla otmeqena tesnaØ svØz~ meßdu otobraßeniØmi, sopostavlØ¸wimi fflementam nekotoryh mnoßestv (oblasteæ zadaniØ) fflementy teh ße ili drugih mnoßestv (oblasteæ znaqeniæ), i ih grafikami, ØvlØ¸wimisØ sootvetstvu¸wimi podmnoßestvami proizvedeniæ X × Y oblasteæ zadaniØ X na oblasti znaqeniæ Y . Grafikom otobraßeniØ f : X −→ Y nazyva-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 65

¸t obyqno mnoßestvo Γ_f = {(x, y) | y = f(x)} ⊂ X × Y . Pri fftom kaßdomu otobraßeni¸ f odnoznaqno sootvetstvuet ego grafik

Γ_f . V dal~neæxem my budem rassmatrivat~ i qastiqnye otobraßeniØ, znaqeniØ kotoryh opredeleny ne dlØ vseh x ∈ X, i mnogoznaqnye otobraßeniØ, znaqeniØ kotoryh opredeleny v nekotoryh toqkah neodnoznaqno. �to soglaxenie pozvolØet rassmatrivat~ kaßdoe nepustoe mnoßestvo A ⊂ X × Y v kaqestve grafika nekotorogo otobraßeniØ f_A, znaqeniØ kotorogo opredelØ¸tsØ sledu¸wim pravilom: dlØ kaßdoæ toqki x ∈ X rassmatrivaem mnoßestvo A_x = {y | (x, y) ∈ A}. Esli A_x = ∅, to v toqke x otobraßenie f_A ne opredeleno, esli A_x = {y} – odnotoqeqnoe mnoßestvo to v toqke x otobraßenie f_A opredeleno odnoznaqno i f(x) = y, esli ße mnoßestvo A_x soderßit bol~xe odnoæ toqki, to otobraßenie opredeleno neodnoznaqno i f(x) = y dlØ kaßdoæ toqki y ∈ A_x.

Zameqanie. Sleduet podqerknut~, qto esli Ax soderßit bol~xe odnoæ toqki, to qasto rassmatriva¸t oxiboqno samo mnoßestvo

A_x kak znaqenie otobraßeniØ, to est~ vmesto f : X −→ Y ras-

smatriva¸t otobraßenie f : X −→ P Y . V svØzi s fftim menØetsØ i opredelenie nepreryvnosti mnogoznaqnogo otobraßeniØ. Na P Y vvoditsØ kakaØ-nibud~ topologiqeskaØ struktura i otobraßenie f sqitaetsØ nepreryvnym, esli ono nepreryvno kak otobraßenie X v P Y . V deæstvitel~nosti v fftoæ situacii kaßdaØ toqka y ∈ A_x ØvlØetsØ znaqeniem otobraßeniØ i ego nepreryvnost~ moßet byt~ opredelena v terminah shodimosti napravlennyh sistem toqek. To ße zameqanie otnositsØ i k sluqa¸ A_x = ∅. Toqke x iz X ne sopostavlØetsØ pustoe mnoßestvo, v fftoæ toqke otobraßenie prosto ne opredeleno.

Opredelenie. Otobraßenie f topologiqeskogo prostranstva X

v topologiqeskoe prostranstvo Y nepreryvno v toqke x ∈ X, esli dlØ l¸boæ shodØweæsØ k x napravlennoæ sistemy toqek (x_λ | λ ∈ Λ) suwestvuet napravlennaØ sistema (f(x_λ) | λ ∈ Λ) znaqeniæ fftogo otobraßeniØ, shodØwaØsØ k nekotoromu znaqeni¸ f(x) otobraßeniØ f, priqem kaßdoe takoe znaqenie ØvlØetsØ predelom sootvetstvu¸weæ napravlennoæ sistemy (f(x_λ) | λ ∈ Λ).

I teoriØ otobraßeniæ, i teoriØ ih grafikov ime¸t svoi pl¸sy i svoi minusy, trudno skazat~ kakaØ teoriØ predpoqtitel~nee. Qto perviqno, otobraßenie ili ego grafik, qto dolß-

66 A. A. IVANOV

no byt~ neposredstvennym predmetom izuqeniØ? Otvet na fftot vopros ne odnoznaqen, on zavisit ot interesov issledovatelØ. DlØ nas zdes~ bolee vaßnymi okaßutsØ grafiki otobraßeniæ, to est~ podmnoßestva mnoßestva X × Y .

Opredelenie. Pust~ X i Y – nekotorye mnoßestva i P (X × Y )

– mnoßestvo vseh ili qasti podmnoßestv mnoßestva X × Y . Topologiqesku¸ strukturu ϑ na P (X × Y ) budem nazyvat~ P -parno topologiqeskoæ strukturoæ na pare (X, Y ), troæku (X, Y, ϑ) budem nazyvat~ P -parno topologiqeskim prostranstvom.

V svØzi s fftim opredeleniem my moßem rassmotret~ tri tipa prostranstv:

P -parno topologiqeskoe prostranstvo (X, Y, ϑ), P -topologiqeskoe prostranstvo (X × Y, ϑ), topologiqeskoe prostranstvo (P (X × Y ), ϑ).

Vo vtorom i tret~em variante my opØt~ vstreqaemsØ s otobraßeniØmi strukturirovannyh mnoßestv.

DlØ P -parno topologiqeskih prostranstv (X, Y, ϑ), (X^′, Y^′, ϑ^′) dopustima l¸baØ para f, g otobraßeniæ f : X −→ X^′, g : Y −→ Y^′, lix~ by otobraßenie P (f × g) : (P (X × Y ), ϑ) −→ (P (X^′ × Y^′), ϑ^′) bylo by nepreryvnym.

DlØ P -topologiqeskih prostranstv (X × Y, ϑ) i (X^′ × Y^′, ϑ^′) dopustimy tol~ko pary otobraßeniæ (P f, P g), poroßdennye parami f, g, priqem otobraßeniØ P (f × g) : (P (X × Y ), ϑ) −→

(P (X^′ × Y^′), ϑ^′) dolßny byt~ nepreryvnymi.

DlØ topologiqeskih prostranstv (P (X ×Y ), ϑ) i (P (X^′ ×Y^′), ϑ^′) dopustimy tol~ko nepreryvnye otobraßeniØ P (f × g) : (P (X × Y ), ϑ) −→ (P (X^′ × Y^′), ϑ^′). Zameqanie. Netrudno zametit~, qto my moßem rassmatrivat~ tri sootvetstvu¸wie drug drugu kategorii. Po situacii moßno pol~zovat~sØ naibolee podhodØweæ iz nih, no osnovnoæ budem vse ße sqitat~ kategori¸ P -parno topologiqeskie prostranstv i ih dopustimyh otobraßeniæ.

2.2. PrØmougol~nye P -parno topologiqeskie prostranstva IzuqaØ prØmougol~nye P -bitopologiqeskie prostranstva my rassmatrivali nekotoru¸ sistemu vloßeniæ, v kotoroæ figurirovali diagonal~nye vloßeniØ X −→ X × X i P X −→ P X × P X.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 67

DlØ P -parno topologiqeski prostranstv situaciØ bolee sloßnaØ. Zdes~ net standartnyh vloßeniæ par mnoßestv v ih proizvedeniØ, pofftomu prihoditsØ ograniqivat~sØ prosto sootvetstviem. NarØdu s mnoßestvom P (X ×Y ) my moßem rassmatrivat~ sistemu mnoßestv i ih vloßeniæ X, Y −−−−→ X × Y i i P X, P Y −−−−→ P X × P Y^i−−−−→ P (X × Y ) L¸baØ opredelennaØ na P (X × Y ) topologiqeskaØ struktura odnoznaqno induciruet sootvetstvu¸wie topologiqeskie struktury na mnoßestvah X × Y i P X × P Y . S drugoæ storony, my moßem naqinat~ s proizvol~noæ pary topologiqeskih prostranstv X i Y . Fiksirovav operacii perehoda k parno topologiØm i P -topologiØm, my moßem pereæti k P -parno topologii posledovatel~nost~¸ X, Y −→ X × Y −→ P X × P Y −→ P (X × Y ). ili posledovatel~nost~¸ X, Y −→ P X, P Y −→ P X × P Y −→ P (X × Y ). Na mnoßestve P X × P Y moßno opredelit~ takim obrazom dve, voobwe govorØ razliqnye, topologiqeskie struktury. Odna iz nih induciruetsØ topologiqeskoæ strukturoæ opredelennoæ na

P (X × Y ) perehodom ot τ na X i τ^′ na Y k β na X × Y i k θ na P (X × Y ), drugaØ ße poluqaetsØ perehodom ot τ, τ^′ na X, Y k ζ, ζ^′ na P X, P Y i k ϑ na P X × P Y . Toqkami mnoßestva P X × P Y

ØvlØ¸tsØ proizvedeniØ A × B podmnoßestv mnoßestv X i Y , sootvetstvenno, tak nazyvaemye prØmougol~nye mnoßestva. Esli pri zadanii togo ili inogo P -parno topologiqeskogo prostranstva my ograniqimsØ tol~ko prØmougol~nymi mnoßestvami, to my budem nazyvat~ ego prØmougol~nym P -parno topologiqeskim prostranstvom. Zametim, qto esli operacii perehoda k parnym topologiØm i P -topologiØm opredelennym obrazom soglasovany, to na P X × P Y ffti topologii sovpada¸t. Tak naprimer, oni sovpada¸t, esli pod P X i P Y my budem ponimat~ prostranstva kompaktnyh podmnoßestv prostranstv X i Y v topologii Vietorisa, a pod (X, Y, β) – parno topologiqeskoe prostranstvo, v

68 A. A. IVANOV

kotorom β – proizvedenie topologiqeskih struktur prostranstv X i Y . Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ poqti doslovno povtorØet privedennoe vyxe dokazatel~stvo sootvetstvu¸wego utverßdeniØ dlØ P -bitopologiqeskih prostranstv.

2.3. P -parno topologiqeskie podprostranstva i faktorprostranstva

Opredelenie. Pust~ (X, Y, ϑ) – proizvol~noe parno topologiqe-

skoe prostranstvo, X^′ ⊂ X, Y^′ ⊂ Y , P (X^′ × Y^′) ⊂ P (X × Y ). Togda topologiqeskaØ struktura ϑ, zadannaØ na P (X × Y ), induciruet na P (X^′ × Y^′) topologiqesku¸ strukturu ϑ^′. P -parno topologiqeskoe prostranstvo (X^′, Y^′, ϑ^′) budem nazyvat~ podprostranstvom P -parno topologiqeskogo prostranstva (X, Y, ϑ).

Opredelenie. Pust~ (X, Y, ϑ) – proizvol~noe parno topologiqe-

skoe prostranstvo, p – otobraßenie X na nekotoroe mnoßestvo X^′, q – otobraßenie Y na nekotoroe mnoßestvo Y^′, P (p × q) – otobraßenie P (X ×Y ) na P (X^′ ×Y^′), gde P (p×q)(A) = {(p(x), q(y)) | (x, y) ∈ A} dlØ l¸bogo A ∈ P (X × Y ) (faktornoe otobraßenie). Togda topologiqeskaØ struktura ϑ, zadannaØ na P (X × Y ), induciruet topologiqesku¸ strukturu ϑ^′ na P (X^′ × Y^′) kak na faktormnoßestve. P -parno topologiqeskoe prostranstvo (X^′, Y^′, ϑ^′) budem nazyvat~ faktorprostranstvom P -parno topologiqeskogo prostranstva (X, Y, ϑ).

P -parno topologiqeskie podprostranstva i faktorprostranstva ØvlØ¸tsØ po suwestvu kategornymi ponØtiØmi, t.e. nekotorye ih ffkvivalenty moßno sformulirovat~ v kategornyh terminah. Tehniqeski prowe dokazyvat~ ffto dlØ kategorii topologiqeskih prostranstv (P (X × Y ), ϑ) i ih dopustimyh otobraßeniæ P (f × g). Pust~ (X^′_1, X^′_2, ϑ^′) – proizvol~noe P -parno topologiqeskoe podprostranstvo P -parno topologiqeskogo prostranstva (X_1, X_2, ϑ),

P (i_1 × i_2) – sootvetstvu¸wee vloßenie. Predpoloßim, qto P (i_1 × i_2) predstavleno kompozicieæ P (g_1f_1 × g_2f_2), gde f_1 : X^′_1 −→ Y_1, f_2 : X^′_2 −→ Y_2, g_1 : Y_1 −→ X_1, g_2 : Y_2 −→ X_2, priqem f_1 i f_2

– ffpimorfizmy. Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto

i_1 : X^′_1 −→ X^′_1 i i_2 : X^′_2 −→ X^′_2 – toßdestvennye otobraßeniØ, a g_1 : Y_1 −→ X^′_1, g_2 : Y_1 −→ X^′_2. Takim obrazom otobraßeniØ f_1 i g_1,

ravno kak otobraßeniØ f_2 i g_2, vzaimno obratny, t.e. f_1 i f_2 –

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 69

izomorfizmy, a potomu P (f_1 × f_2) – izomorfizm. A ffto kak raz ØvlØetsØ kategornym usloviem podprostranstva.

Pust~ teper~ (X^′_1, X^′_2, ϑ^′) – proizvol~noe P -parno topologiqeskoe faktorprostranstvo P -parno topologiqeskogo prostranstva (X_1, X_2, ϑ), opredelennoe ffpimorfizmami p : X_1 −→ X^′_1 i

q : X_2 −→ X^′_2. Predpoloßim, qto P (p × q) predstavleno kompozi-

cieæ P (f_1g_1 ×f_2g_2), gde f_1 : Y^′_1 −→ X^′_1, f_2 : Y^′_2 −→ X^′_2, g_1 : X_1 −→ Y_1,

g_2 : X_2 −→ Y_2. priqem f_1 i f_2 – monomorfizmy. Togda, kak moßno

zametit~, mnoßestva G ⊂ P (Y_1 × Y_2) i P (f_1 × f_2)(G) otkryty ili ne otkryty odnovremenno, to est~ P (f_1 ×f_2) – izomorfizm. A ffto kak raz ØvlØetsØ kategornym usloviem faktorprostranstva.

2.4. P -parno topologiqeskie prØmye proizvedeniØ i svobodnye ob¨edineniØ

Opredelenie. Pust~ (Xλ, Yλ, ϑλ) – nekotoraØ sistema parno to-

pologiqeskih prostranstv, X = ∏ λ∈Λ X_λ i Y = ∏ λ∈Λ Y_λ – proizvedeniØ mnoßestv X_λ i Y_λ, sootvetstvenno, obrazovannye po vsem λ ∈ Λ. Toqkami X ØvlØ¸tsØ sistemy x = (x_μ | μ ∈ Λ), toqkami Y ØvlØ¸tsØ sistemy y = (y_μ | μ ∈ Λ), Opredelim proekcii p_λ : X −→ X_λ i q_λ : Y −→ Y_λ mnoßestv X i Y na X_λ i Y_λ, sootvetstvenno, p_λ(x_μ | μ ∈ Λ) = x_λ, q_λ(y_μ | μ ∈ Λ) = y_λ i proekcii pr_λ : P (X × Y ) −→ P (X_λ × Y_λ), pr_λ(A) = {(p_λ(x), q_λ(y)) | (x, y) ∈ A}. Na P (X × Y )) moßno teper~ vvesti topologiqesku¸ strukturu ϑ = sup{pr_λ)^{−1}(ϑ_λ) | λ ∈ Λ}. P -parno topologiqeskoe prostranstvo (X, Y, ϑ) budem nazyvat~ P -parno topologiqeskim prØmym proizvedeniem sistemy ((X_λ, Y_λ, ϑ_λ) | λ ∈ Λ).

Zameqanie. Moßno zametit~, qto ϑ poroßdena mnoßestvami

(pr_λ)^{−1}(G), obrazovannymi dlØ vseh λ ∈ Λ i vseh G ∈ ϑ_λ.

Opredelenie. Pust~ (Xλ, Yλ, ϑλ) – nekotoraØ sistema parno to-

pologiqeskih prostranstv, priqem vse X_λ i vse Y_λ meßdu soboæ ne pereseka¸tsØ. Poloßim X = ⋃ λ∈Λ X_λ, Y = ⋃ λ∈Λ Y_λ – ob¨edineniØ mnoßestv X_λ, Y_λ, obrazovannye po vsem λ ∈ Λ. KaßdaØ toqka mnoßestva X prinadleßit tol~ko odnomu mnoßestvu X_λ, kaßdaØ toqka mnoßestva Y prinadleßit tol~ko odnomu mnoßestvu Y_λ. Opredelim dlØ vseh λ ∈ Λ vloßeniØ i_λ : X_λ −→ X, j_λ : Y_λ −→ Y , in_λ : P (X_λ × Y_λ) −→ P (X × Y ), i P -parno topologiqeskie struktury in_λ(ϑ_λ), poloßiv i_λ(x) = x, j_λ(y) = y, in_λ(A) = A, in_λ(ϑ_λ) = {G | in^{−1}_λ (G) ∈ ϑ_λ, λ ∈ Λ}. Na P (X × Y ) moßno vvesti

70 A. A. IVANOV

teper~ topologiqesku¸ strukturu ϑ = inf{in_λ(ϑ_λ)}. P -parno topologiqeskoe prostranstvo (X, Y, ϑ) budem nazyvat~ P -parno topologiqeskim svobodnym ob¨edineniem sistemy (X_λ, Y_λ, ϑ_λ).

Kak P -parno topologiqeskie prØmye proizvedeniØ, tak i

(X, Y, ϑ) svobodnye ob¨edineniØ ØvlØ¸tsØ po suwestvu kategor-

nymi ponØtiØmi, t.e. nekotorye ih ffkvivalenty moßno sformulirovat~ v kategornyh terminah. My zdes~ pokaßem ffto dlØ kategorii P -parno topologiqeskih prostranstv, ne vdavaØs~ v tonkosti abstraktnoæ teorii kategoriæ.

Pust~ (X, Y, ϑ) ØvlØetsØ prØmym proizvedeniem P -parno topologiqeskih prostranstv sistemy ((X_λ, Y_λ, ϑ_λ) | λ ∈ Λ) i

(X^′, Y^′, ϑ^′) – nekotoroe P -parno topologiqeskoe prostranstvo.

Pust~ (f_λ, g_λ | λ ∈ Λ) – sistema dopustimyh otobraßeniæ

(X^′, Y^′, ϑ^′) v ((X_λ, Y_λ, ϑ_λ) | λ ∈ Λ). Opredelim otobraßenie f, g : (X^′, Y^′, ϑ^′) −→ (X, Y, ϑ), poloßiv f(x) = (f_λ(x) | λ ∈ Λ)

i g(x) = (g_λ(x) | λ ∈ Λ). Togda dlØ kaßdogo λ ∈ Λ) imeem sootnoxenie f_λ = p_λf, g_λ = q_λg. Ostalos~ dokazat~, qto

(f, g) : (X^′, Y^′, ϑ^′) −→ (X, Y, ϑ) – dopustimoe otobraßenie, t.e. do-

kazat~, qto P (f × g) : (P (X^′ × Y^′, ϑ^′) −→ (P (X × Y ), ϑ) – nepreryvnoe otobraßenie. DlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto P (f × g)- proobraz kaßdogo fflementa G predbazy P -parno topologiqeskoæ struktury ϑ prinadleßit P -parno topologiqeskoæ strukture ϑ^′. No fftot proobraz ØvlØetsØ oqevidno P (f_λ × g_λ)-proobrazom mnoßestva G i pofftomu prinadleßit ϑ^′.

Pust~ teper~ (X, Y, ϑ) ØvlØetsØ svobodnym ob¨edineniem P - parno topologiqeskih prostranstv sistemy ((X_λ, Y_λ, ϑ_λ) | λ ∈ Λ),

(X^′, Y^′, ϑ^′) – nekotoroe P -parno topologiqeskoe prostranstvo i (f_λ, g_λ) | λ ∈ Λ) – sistema dopustimyh otobraßeniæ ((X_λ, Y_λ, ϑ_λ) | λ ∈ Λ) v (X^′, Y^′, ϑ^′). Opredelim otobraßenie (f, g) : (X, Y, ϑ) −→ (X^′, Y^′, ϑ^′), poloßiv f(x) = f_λ(x), g(x) = g_λ(x), esli x ∈ X_λ. Togda

dlØ kaßdogo λ ∈ Λ imeem sootnoxeniØ f_λ = fi_λ, g_λ = gi_λ.

Ostalos~ dokazat~, qto (f, g) : (X, Y, ϑ) −→ (X^′, Y^′, ϑ^′) – dopustimoe otobraßenie, t.e. dokazat~, qto P (f ×g) : (P (X ×Y ), ϑ) −→

(P (X^′ ×Y^′), ϑ^′) – nepreryvnoe otobraßenie. Zametim preßde vse-

go, qto mnoßestva G ⊂ P (X ×Y ), prinadleßawie in_λ(ϑ_λ) dlØ vseh

λ ∈ Λ, obrazu¸t ϑ. Pust~ G^′ ⊂ P (X^′ × Y^′) i G = (f, g)^{−1}(G^′). Tak

kak dlØ kaßdogo λ ∈ Λ ime¸t mesto sootnoxeniØ f^{−1}_λ = i^{−1}_λ f^{−1},

g^{−1}_λ = j^{−1}_λ g^{−1}, to (f_λ, g_λ)^{−1}(G^′) = (i_λ, j_λ)^{−1}(G) ∈ ϑ_λ dlØ vseh λ i

pofftomu G ∈ ϑ.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 71

2.5. P -parno topologiqeskie struktury i otobraßeniØ

My uße otmeqali, qto kategoriØ parno topologiqeskih prostranstv soderßit kategori¸ bitopologiqeskih prostranstv, pravda ne kak polnu¸ podkategori¸. KategoriØ P -parno topologiqeskih prostranstv takße soderßit kategori¸ P -bitopologiqeskih prostranstv i takße ne kak polnu¸ podkategori¸. Sootvetstvenno, kaßdu¸ P -bitopologiqesku¸ strukturu moßno sqitat~ P -parno topologiqeskoæ strukturoæ i pofftomu teori¸ P -parno topologiqeskih prostranstv moßno sqitat~ obobweniem teorii P -bitopologiqeskih prostranstv. V deæstvitel~nosti ffto soverxenno raznye teorii s suwestvenno razliqnoæ problematikoæ. V to vremØ kak v teorii P -bitopologiqeskih prostranstv (X, ϑ) osnovnymi ob¨ektami ØvlØ¸tsØ P -bitopologiqeskie struktury ϑ, v teorii P - parno topologiqeskih prostranstv (X, Y, ϑ) osnovnymi ob¨ektami ØvlØ¸tsØ podmnoßestva Γ_f mnoßestva X × Y , rassmatrivaemye kak grafiki otobraßeniæ f : X −→ Y , vozmoßno qastiqnyh i mnogoznaqnyh. Predstavlenie otobraßeniæ f ih grafikami

Γ_f ⊂ X × Y pozvolØet izuqat~ tak nazyvaemye prostranstven-

no podobnye svoæstva otobraßeniæ, t.e. ponØtiØ i utverßdeniØ, ØvlØ¸wiesØ rasprostraneniØmi na otobraßeniØ sootvetstvu¸- wih ponØtiæ i utverßdeniæ, otnosØwihsØ k topologiqeskim prostranstvam. ImeetsØ dovol~no znaqitel~naØ literatura, posvØwennaØ fftoæ tematike. V neæ soderßitsØ celaØ sistema ponØtiæ, ØvlØ¸wihsØ, po mneni¸ avtorov, estestvennymi obobweniØmi na otobraßeniØ sootvetstvu¸wih ponØtiæ, opredelennyh pervonaqal~no lix~ dlØ topologiqeskih prostranstv. Vo mnogih sluqaØh ih podhod k otobraßeniØm ne predstavlØetsØ besspornym – pri formirovanii teh ili inyh prostranstvenno podobnyh ponØtiæ, otnosØwihsØ k otobraßeniØm, avtory ne vsegda posledovatel~ny. Ih perenos nekotoryh prostranstvennyh ponØtiæ na otobraßeniØ sleduet inogda rassmatrivat~ prosto kak ispol~- zovanie staryh terminov v novoæ situacii.

My vospol~zuemsØ zdes~ vzaimno odnoznaqnym sootvetstviem

f ⇐⇒ Γ_f , pri kotorom l¸bomu otobraßeni¸ f : X −→ Y sopo-

stavlØetsØ ego grafik Γ_f ⊂ X × Y . Tak kak l¸boe podmnoßestvo mnoßestva X × Y ØvlØetsØ grafikom Γ_f nekotorogo otobraßeniØ

f : X −→ Y , vozmoßno qastiqnogo i mnogoznaqnogo, to dlØ l¸byh

mnoßestv X i Y my poluqaem vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie

72 A. A. IVANOV

meßdu C(X, Y ) i P (X × Y ).

Nazovem morfizmom otobraßeniØ f : X −→ Y v f^′ : X^′ −→ Y^′ taku¸ paru (φ, ψ) nepreryvnyh otobraßeniæ φ : X −→ X^′ i ψ :

Y −→ Y^′, qto diagramma X^f−−−−→ Y φ ψ X^{′ f 0}−−−−→ Y^′ kommutativna, t.e. ψf(x) = f^′φ(x) dlØ kaßdoæ toqki x ∈ X.

My moßem teper~ rassmotret~ novu¸ kategori¸ Map ili M , sostoØwu¸ iz nepreryvnyh otobraßeniæ kak ob¨ektov i ih morfizmov. KompoziciØ takih morfizmov opredelØetsØ v fftoæ kategorii estestvennym obrazom, a imenno (φ^′, ψ^′)(φ, ψ) = (φ^′φ, ψ^′ψ) gde X^f−−−−→ Y φ ψ X^{′ f 0}−−−−→ Y^′ φ^0 ψ^0 X^{′′ f 00}−−−−→ Y^{′′} pri fftom diagramma X^f−−−−→ Y φ^0φ ψ^0ψ X^{′′ f 00}−−−−→ Y^{′′} oqevidno, budet kommutativnoæ, tak kak (ψ^′ψ)f(x) = ψ^′(f^′φ(x)) =

f^{′′}(φ^′φ)(x). Morfizmam otobraßeniæ (φ, ψ) : f −→ f^′ sootvetstvu-

¸t nepreryvnye otobraßeniØ (no ne vse!) ih grafikov (φ × ψ) :

Γ_f −→ Γ_f 0 .

Takim obrazom voznikaet novaØ kategoriØ Graph ili G grafikov i ih pokoordinatnyh nepreryvnyh otobraßeniæ. Kaßdyæ

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 73

grafik ØvlØetsØ topologiqeskim prostranstvom s dopolnitel~- noæ strukturoæ qastiqnogo prØmogo proizvedeniØ, to est~ vloßeniØ v prØmoe proizvedenie X × Y topologiqeskih prostranstv. KategoriØ Graph estestvenno izomorfna kategorii Map, a kategoriØ T op vloßima v ffti kategorii. Odno vloßenie sopostavlØet topologiqeskomu prostranstvu X otobraßenie v fiksirovannoe odnotoqeqnoe prostranstvo E, drugoe sopostavlØet topologiqeskomu prostranstvu X toßdestvennoe otobraßenie na sebØ. Morfizmy takih otobraßeniæ oqevidny – v pervom sluqae otobraßeni¸ f : X −→ Y sopostavlØetsØ morfizm (f, e), gde e –otobraßenie fiksirovannogo odnotoqeqnogo prostranstva E v sebØ, X^p−−−−→ E f e Y^p−−−−→ E vo vtorom sluqae sopostavlØetsØ morfizm (f, f). X^i−−−−→ X f f Y^i−−−−→ Y 2.6. Lokal~nye P -parno topologiqeskie prostranstva DlØ P -parno topologiqeskih prostranstv, v otliqie ot P - bitopologiqeskih prostranstv, imeetsØ tol~ko dva ponØtiØ lokal~nosti, a imenno X × Y -lokal~nost~ i P X × P Y -lokal~nost~. Opredelenie. P -parno topologiqeskoe prostranstvo (X, Y, ϑ)

nazyvaetsØ X × Y -lokal~nym, esli shodimostØmi v (P (X × Y ), ϑ) ØvlØ¸tsØ tol~ko stacionarnye shodimosti i shodimosti k odnotoqeqnym mnoßestvam {(x, y)} dlØ vseh (x, y) iz X × Y .

Opredelenie. P -parno topologiqeskoe prostranstvo (X, Y, ϑ)

nazyvaetsØ P X × P Y -lokal~nym, esli shodimostØmi v (P (X × X), ϑ) ØvlØ¸tsØ tol~ko stacionarnye shodimosti i shodimosti k prØmougol~nym mnoßestvam A × B dlØ vseh A ⊂ X i B ⊂ X.

Voobwe govorØ, my moßem zadat~ l¸boe X × Y -lokal~noe i

P X × P Y -lokal~noe P -parno topologiqeskoe prostranstvo, ras-

smotrev sootvetstvu¸wee P -parno topologiqeskoe prostranstvo

74 A. A. IVANOV

(X, Y, ϑ) i opustiv vse shodimosti, krome shodimosteæ k toqkam

mnoßestva X×Y i, sootvetstvenno, k toqkam mnoßestva P X×P Y . Odnako moßno opredelØt~ takie prostranstva i neposredstven- no. Rassmotrim neskol~ko primerov.

Primer. Pust~ F – nekotoroe mnoßestvo odnoznaqnyh nepreryvnyh otobraßeniæ zamykaniæ otkrytyh mnoßestv regulØrnogo topologiqeskogo prostranstva X v regulØrnoe topologiqeskoe prostranstvo Y , Γ_F = {Γ_f | f ∈ F }, P (X × Y ) = Γ_F . DlØ kaßdoæ toqki (x.y) ∈ X × Y i kaßdogo otobraßeniØ f ∈ F , dlØ kotorogo toqka x ØvlØetsØ vnutrenneæ toqkoæ oblasti zadaniØ i y = f(x), opredelim shodimost~ Γ_{f|clU} −→ (x, y) po vsem dostatoqno malym okrestnostØm U toqki x. �ti shodimosti i stacionarnye shodimosti opredelØ¸t X × Y -lokal~noe P -parno topologiqeskoe prostranstvo (X, Y, ϑ). Suwestvuet standartnoe popolnenie fftogo prostranstva, sostoØwee iz vseh otobraßeniæ zamykaniæ otkrytyh mnoßestv prostranstva X v Y , kaßdoe iz kotoryh sovpadaet s kakim-nibud~ otobraßeniem f ∈ F v dostatoqno maloæ okrestnosti kaßdoæ toqki x ∈ X. Zametim, qto ffto popolnenie budet takße X × Y -lokal~nym.

Primer. Pust~ X i Y – proizvol~nye topologiqeskie prostranstva klassa T_1 (rissovskie prostranstva), P X i P Y – prostranstva ih zamknutyh podmnoßestv v topologii Vietorisa, P X×P Y – prØmoe proizvedenie. Toqkami fftogo proizvedeniØ ØvlØ¸tsØ zamknutye v X × Y prØmougol~nye mnoßestva. PrØmougol~nym zamykaniem mnoßestva A ⊂ X × Y budem nazyvat~ naimen~xee zamknutoe prØmougol~noe mnoßestvo, soderßawee A. Budem sqitat~, qto sistema A_λ podmnoßestv mnoßestva X × Y shoditsØ k prØmougol~nomu mnoßestvu A, esli sistema prØmougol~nyh zamykaniæ fftih mnoßestv shoditsØ k A. Takie shodimosti i stacionarnye shodimosti opredelØ¸t P X × P Y -lokal~noe P -parno topologiqeskoe prostranstvo (X, Y, ϑ).

§3. P^2-bitopologiqeskie struktury 3.1. KategoriØ P^2-bitopologiqeskih prostranstv Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo i P^2(X × X) – mnoßestvo nekotoryh sistem podmnoßestv mnoßestva X × X. Topologiqesku¸ strukturu ϑ na P^2(X × X) budem nazyvat~ P^2-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 75

bitopologiqeskoæ strukturoæ na X, paru (X, ϑ) budem nazyvat~ P^2-bitopologiqeskim prostranstvom.

V svØzi s fftim opredeleniem my moßem rassmotret~ qetyre tipa prostranstv:

P^2-bitopologiqeskoe prostranstvo (X, ϑ),

P^2-topologiqeskoe prostranstvo (X × X, ϑ),

P -topologiqeskoe prostranstvo (P (X × X), ϑ),

topologiqeskoe prostranstvo (P^2(X × X), ϑ).

V treh poslednih variantah my imeem delo s otobraßeniØmi strukturirovannyh mnoßestv.

DlØ P^2-bitopologiqeskih prostranstv (X, ϑ), (X^′, ϑ^′) dopustimo l¸boe otobraßenie f : X −→ X^′, lix~ by otobraßenie

P^2(f × f) : (P^2(X × X), ϑ) −→ (P^2(X^′ × X^′), ϑ^′) bylo nepreryv-

nym.

DlØ P^2-topologiqeskih prostranstv (X × X, ϑ), (X^′ × X^′, ϑ^′) dopustimy tol~ko otobraßeniØ f × f : X × X −→ X^′ × X^′, poroßdennye otobraßeniem f, priqem otobraßenie P^2(f × f) :

(P^2(X × X), ϑ) −→ (P^2(X^′ × X^′), ϑ^′), dolßno byt~ nepreryvnym.

DlØ P -topologiqeskih prostranstv (P (X × X), ϑ), (P (X^′ ×

X^′), ϑ^′) dopustimy tol~ko otobraßeniØ P (f × f) : P (X × X) −→ P (X^′ × X^′), poroßdennye otobraßeniem f, priqem otobraßenie P^2(f × f) : (P^2(X × X), ϑ) −→ (P^2(X^′ × X^′), ϑ^′), dolßno byt~ ne-

preryvnym.

DlØ topologiqeskih prostranstv (P^2(X×X),ϑ), (P^2(X^′×X^′),ϑ^′) dopustimy tol~ko nepreryvnye otobraßeniØ P^2(f × f) : P^2(X ×

X) −→ P^2(X^′ × X^′), poroßdennye otobraßeniem f.

3.2. PrØmougol~nye P^2-bitopologiqeskie prostranstva

TeoriØ P^2-bitopologiqeskih struktur imeet mnogo obwego kak s teorieæ P^2-topologiqeskih struktur, tak i s teorieæ P - bitopologiqeskih struktur, no imeet i svoi osobennosti. NarØdu s mnoßestvom P^2(X × X) my moßem rassmatrivat~ sistemu

76 A. A. IVANOV

vloßeniæ X^i−−−−→ X × X i i P X^i−−−−→ P X × P X^i−−−−→ P (X × X) i i i P^2X^i−−−−→ P^2X × P^2X^i−−−−→ P (P X × P X)^i−−−−→ P^2(X × X) Kak moßno zametit~, ffta P^2-diagramma vloßeniæ mnoßestv kommutativna. L¸baØ zadannaØ na P^2(X ×X) topologiqeskaØ struktura opredelØet sootvetstvu¸wie topologiqeskie struktury na mnoßestvah X, X ×X, P X, P X ×P X, P (X ×X), P^2X, P^2X ×P^2X,

P (P X ×P X). S drugoæ storony, my moßem naqinat~ s proizvol~-

noæ topologiqeskoæ struktury na X i, fiksirovav operacii perehoda k bitopologiØm i P -topologiØm, pereæti ot topologiqeskoæ struktury na X k topologiqeskoæ strukture na P^2(X × X). Pri fftom imeetsØ pØt~ variantov posledovatel~nogo perehoda ot topologiqeskoæ struktury na X k topologiqeskoæ struktyre na P^2(X × X). Sredi fftih variantov moßno vydelit~ verhn¸¸ posledovatel~nost~ X −→ X × X −→ P X × P X −→ P (X × X) −→ −→ P (P X × P X) −→ P^2(X × X) i nißn¸¸ posledovatel~nost~ X −→ P X −→ P^2X −→ P^2X ×P^2X −→ P (P X ×P X) −→ P^2(X ×X). Osoboe mesto v fftih posledovatel~nostØh zanima¸t mnoßestva P^2X × P^2X i P (P X × P X), sostoØwie iz prØmougol~nyh v

P^2(X × X) mnoßestv i, sootvetstvenno, iz sistem prØmougol~nyh

v P (X × X) mnoßestv. V obwem sluqae fiksaciØ topologiqeskoæ struktury na X i operaciæ perehodov k bitopologiØm i P -topologiØm opredelØet razliqnye topologiqeskie struktury na mnoßestve P X × P X (dva varianta), P (X × X) (dva varianta), P^2X × P^2X (tri varianta), P (P X × P X) (pØt~ variantov),

P^2(X ×X) (pØt~ variantov), Zametim, qto esli operacii pereho-

da k bitopologiØm i P -topologiØm soglasovany dolßnym obrazom, to na kaßdom iz fftih mnoßestv opredelØetsØ odna i ta ße

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 77

topologiqeskaØ struktura. V punkte 2 pervogo paragrafa bylo dokazano, qto esli dlØ proizvol~nogo topologiqeskogo prostranstva X pod P X ponimaetsØ prostranstvo kompaktnyh podmnoßestv prostranstva X s topologieæ Vietorisa i pod X × X ponimaetsØ prØmoe proizvedenie topologiqeskih prostranstv X na sebØ, to diagramma X^i−−−−→ X × X i i P X^i−−−−→ P X × P X topologiqeskih prostranstv kommutativna. V P^2-diagramme ffta diagramma ØvlØetsØ verhnim levym prØmougol~nikom. Bolee togo, nißniæ levyæ prØmougol~nik P^2-diagrammy imeet tot ße tip. On poluqaetsØ iz verhnego levogo zamenoæ topologiqeskogo prostranstva X na topologiqeskoe prostranstvo P X i pofftomu takße kommutativen. Pravyæ prØmougol~nik P X × P X^i−−−−→ P (X × X) i i P^2X × P^2X^i−−−−→ P (P X × P X) P^2-diagrammy imeet drugoæ tip i pofftomu dolßen byt~ ras-

smotren otdel~no. Ego nißnØØ stroka takße poluqaetsØ iz verhneæ zamenoæ topologiqeskogo prostranstva X na topologiqeskoe prostranstvo P X, no sama-to verhnØØ stroka imeet drugoæ tip. Moßno, vproqem, rassmotret~ i drugoæ prØmougol~nik P X × P X^i−−−−→ P (X × X) i i P (P X × P X)^i−−−−→ P^2(X × X) v kotorom nißnØØ stroka poluqaetsØ iz verhneæ primeneniem operacii P . Kommutativnost~ fftogo prØmougol~nika oqevidna – ona ØvlØetsØ qastnym sluqaem bolee obwego kommutativnogo

78 A. A. IVANOV

prØmougol~nika X^f−−−−→ Y i i P X^{P f}−−−−→ P Y. Odnako ots¸da sleduet odnoznaqnaØ opredelennost~ topologiqeskih struktur na vseh mnoßestvah rassmatrivaemoæ P^2- diagrammy krome, byt~ moßet, P (P X × P X). 3.3. P^2-bitopologiqeskie podprostranstva i

faktorprostranstva Opredelenie. Pust~ (X, ϑ) – proizvol~noe P^2-bitopologiqeskoe

prostranstvo i X^′ ⊂ X. Togda P^2(X^′ × X^′) ⊂ P^2(X × X) i pofftomu topologiqeskaØ struktura ϑ, opredelennaØ na P^2(X × X), induciruet na P^2(X^′ × X^′) topologiqesku¸ strukturu ϑ^′ = ϑ | P^2(X^′ × X^′). P^2-bitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, ϑ^′) budem nazyvat~ podprostranstvom P^2-bitopologiqeskogo prostranstva (X, ϑ). Zameqanie. Sootnoxenie P^2(X^′ × X^′) ⊂ P^2(X × X) neposredstvenno sleduet iz sootnoxeniØ X^′ ⊂ X, esli dlØ l¸bogo Z my rassmatrivaem v kaqestve P Z sovokupnost~ vseh nepustyh podmnoßestv mnoßestva Z, v protivnom sluqae nado special~no ogovorit~ vypolnenie fftogo usloviØ.

Opredelenie. Pust~ (X, ϑ) – proizvol~noe P^2-bitopologiqeskoe

prostranstvo i p – otobraßenie X na nekotoroe mnoßestvo X^′, Togda opredeleno otobraßenie P^2(p × p) : P^2(X × X) −→ P^2(X^′ × X^′), dlØ kotorogo P^2(p × p)(α) = {P (p × p)(A) | A ∈ α} dlØ l¸bogo α ∈ P^2(X × X). Poloßim ϑ^′ = {G^′ | P^2(p × p)^{−1}(G^′) ∈ ϑ}. P^2-bitopologiqeskoe prostranstvo (X^′, ϑ^′) budem nazyvat~ P^2- bitopologiqeskim faktorprostranstvom.

DlØ P -bitopologiqeskih prostranstv bylo dokazano, qto ponØtiØ P -bitopologiqeskogo podprostranstva i P -bitopologiqeskogo faktorprostranstva ØvlØ¸tsØ kategornymi ponØtiØmi, t.e. nekotorye ih ffkvivalenty moßno sformulirovat~ v kategornyh terminah. Toqno tak ße moßno dokazat~, qto ponØtiØ

P^2-bitopologiqeskogo podprostranstva i P^2-bitopologiqeskogo

faktorprostranstva ØvlØ¸tsØ kategornymi ponØtiØmi.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 79

3.4. P^2-bitopologiqeskie prØmye proizvedeniØ i svobodnye ob¨edineniØ

Opredelenie. Pust~ ((Xλ, ϑλ) | λ ∈ Λ) – nekotoraØ sistema P^2-

bitopologiqeskih prostranstv, X = ∏ λ∈Λ X_λ – proizvedenie mnoßestv X_λ, obrazovannoe po vsem λ ∈ Λ. Toqkami X ØvlØ¸tsØ sistemy x = (x_μ | μ ∈ Λ), p_λ : X −→ X_λ – proekciØ X na X_λ, p_λ(x_μ | μ ∈ Λ) = x_λ, pr_λ : P^2(X × X) −→ P^2(X_λ × X_λ) – proekciØ P^2(X × X) na P^2(X_λ × X_λ), pr_λ(α) = {P (p_λ × p_λ)(A) | A ∈ α}. Na P^2(X × X)) moßno teper~ vvesti topologiqesku¸ strukturu ϑ = sup{pr^{−1}_λ (ϑ_λ) | λ ∈ Λ}. P^2-bitopologiqeskoe prostranstvo (X, ϑ) budem nazyvat~ P^2-bitopologiqeskim prØmym proizvedeniem sistemy ((X_λ, ϑ_λ) | λ ∈ Λ).

Zameqanie. Moßno zametit~, qto ϑ poroßdena mnoßestvami

(pr_λ)^{−1}(G), obrazovannymi dlØ vseh λ ∈ Λ i vseh G ∈ ϑ_λ.

Opredelenie. Pust~ ((Xλ, ϑλ) | λ ∈ Λ) – nekotoraØ sistema

P^2-bitopologiqeskih prostranstv s poparno ne pereseka¸wimisØ mnoßestvami X_λ, X = ⋃ λ∈Λ X_λ – ob¨edinenie mnoßestv X_λ, obrazovannoe po vsem λ ∈ Λ, kaßdaØ toqka mnoßestva X prinadleßit tol~ko odnomu mnoßestvu X_λ, i_λ : X_λ −→ X – vloßenie X_λ v X, i_λ(x) = x, in_λ : P^2(X_λ × X_λ) −→ P^2(X × X) – vloßenie P^2(X_λ × X_λ) v P^2(X × X), in_λ(α) = α, in_λ(ϑ_λ) – sovokupnost~ vseh mnoßestv G ⊂ P^2(X × X), in_λ-proobrazy kotoryh prinadleßat ϑ_λ. Na P^2(X × X)) moßno teper~ vvesti topologiqesku¸ strukturu ϑ = inf{in_λ(ϑ_λ) | λ ∈ Λ}. P^2-bitopologiqeskoe prostranstvo (X, ϑ) budem nazyvat~ P^2-bitopologiqeskim svobodnym ob¨edineniem sistemy ((X_λ, ϑ_λ) | λ ∈ Λ).

Zameqanie. Moßno zametit~, qto ϑ poroßdena zdes~ takimi mnoßestvami G ⊂ P^2(X × X), qto (in_λ)^{−1}(G) ∈ ϑ_λ dlØ vseh λ ∈ Λ.

Ranee bylo dokazano, qto ponØtiØ P -bitopologiqeskogo prØmogo proizvedeniØ i P -bitopologiqeskogo svobodnogo ob¨edineniØ ØvlØ¸tsØ kategornymi ponØtiØmi, t.e. nekotorye ih ffkvivalenty moßno sformulirovat~ v kategornyh terminah. Toqno tak ße moßno dokazat~, qto ponØtiØ P^2-bitopologiqeskogo prØmogo proizvedeniØ i P -bitopologiqeskogo svobodnogo ob¨edineniØ ØvlØ¸tsØ kategornymi ponØtiØmi.

80 A. A. IVANOV

3.5. P^2-bitopologiqeskie struktury i otobraßeniØ V pervoæ qasti fftoæ knigi bylo dokazano suwestvovanie takih bitopologiqeskih struktur β na evklidovyh prostranstvah, qto otobraßenie f : (R^m, β_m) −→ (R^n, β_n) dopustimo, t.e. f × f :

(R^m ×R^m, βm) −→ (R^n×R^n, βn) nepreryvno, togda i tol~ko togda,

kogda f : R^m −→ R^n – kusoqno lineænoe otobraßenie. Tem samym pokazano, qto klass kusoqno lineænyh otobraßeniæ evklidovyh prostranstv dopuskaet opisanie v terminah bitopologiqeskih struktur. �to tol~ko odin iz primerov opisaniØ razliqnyh klassov otobraßeniæ prostranstv bitopologiqeskimi strukturami. ˚sno, qto P^2-bitopologiqeskie struktury predostavlØ- ¸t ewe bolee xirokie vozmoßnosti dlØ takogo roda opisaniæ. Delo v tom, qto, kak bylo otmeqeno vyxe, l¸boe otobraßenie

f × f : X × X −→ Y × Y moßno, sqitaØ qto X × X ⊂ P (X × X)

i Y × Y ⊂ P (Y × Y ), estestvenno prodolßit~ do otobraßeniØ P (f × f) : P (X × X) −→ P (Y × Y ), polagaØ P (f × f)(A) =

{(f(x), f(y)) | (x, y) ∈ A}, i l¸bu¸ bitopologiqesku¸ strukturu

moßno prodolßit~ do razliqnyh P -bitopologiqeskih struktur. Zatem, v silu vkl¸qeniØ P (X × X) ⊂ P^2(X × X) i P (Y × Y ) ⊂

P^2(Y × Y ), otobraßenie P (f × f) : P (X × X) −→ P (Y × Y ) moßno

prodolßit~ do otobraßeniØ P^2(f × f) : P^2(X × X) −→ P^2(Y × Y ), polagaØ P^2(f × f)(α) = {P (f × f)(A) | A ∈ α}, i l¸bu¸ bitopologiqesku¸ strukturu moßno prodolßit~ do razliqnyh P^2- bitopologiqeskih struktur.

P^2-bitopologiqeskie struktury predstavlØ¸t interes i s

drugoæ toqki zreniØ. My uße otmeqali ranee, qto l¸boe podmnoßestvo proizvedeniØ X ×X moßno rassmatrivat~ kak grafik

Γ_f otobraßeniØ f : X −→ X. Tem samym mnoßestvu P (X × X)

estestvenno sopostavlØetsØ mnoßestvo vseh otobraßeniæ, vkl¸- qaØ qastiqnye i mnogoznaqnye. TeoriØ P^2-bitopologiqeskih prostranstv predstaet kak teoriØ sistem otobraßeniæ.

3.6. Lokal~nye P^2-bitopologiqeskie prostranstva Lokal~nost~ P^2-bitopologiqeskih prostranstv budet rassmatrivat~sØ zdes~ v qetyreh variantah, a imenno kak Xlokal~nost~, kak X × X-lokal~nost~, kak P X × P X-lokal~nost~ i kak P^2X × P^2X-lokal~nost~.

Opredelenie. P^2-bitopologiqeskoe prostranstvo (X, ϑ) nazyva-

etsØ X-lokal~nym, esli shodimostØmi v (P^2(X × X), ϑ) ØvlØ¸tsØ

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 81

tol~ko stacionarnye shodimosti i shodimosti k odnotoqeqnym mnoßestvam {(x, x)} dlØ vseh x ∈ X.

Opredelenie. P^2-bitopologiqeskoe prostranstvo (X, ϑ) nazyva-

etsØ X × X-lokal~nym, esli shodimostØmi v (P^2(X × X), ϑ) ØvlØ- ¸tsØ tol~ko stacionarnye shodimosti i shodimosti k odnotoqeqnym mnoßestvam {(x, y)} dlØ vseh x, y ∈ X.

Opredelenie. P^2-bitopologiqeskoe prostranstvo (X, ϑ) nazyva-

etsØ P X × P X-lokal~nym, esli shodimostØmi v (P^2(X × X), ϑ) ØvlØ¸tsØ tol~ko stacionarnye shodimosti i shodimosti k mnoßestvam A × B dlØ vseh A ⊂ X i B ⊂ X.

Opredelenie. P^2-bitopologiqeskoe prostranstvo (X, ϑ) nazyva-

etsØ P^2X × P^2X-lokal~nym, esli shodimostØmi v (P^2(X × X), ϑ) ØvlØ¸tsØ tol~ko stacionarnye shodimosti i shodimosti k sistemam mnoßestv α × β dlØ vseh α ⊂ P X i β ⊂ P X.

SqitaØ, qto X ⊂ X × X ⊂ P X × P X ⊂ P^2X × P^2X, my moßem sqitat~, qto dlØ X-lokal~nogo P^2-bitopologiqeskogo prostranstva netrivial~nymi mogut byt~ tol~ko shodimosti k toqkam mnoßestva X, dlØ X ×X-lokal~nogo – tol~ko shodimosti k toqkam mnoßestva X × X, dlØ P X × P X-lokal~nogo – tol~ko shodimosti k mnoßestvam A × B, A ⊂ X, B ⊂ X, dlØ P^2X × P^2Xlokal~nogo – tol~ko shodimosti k sistemam α × β.

Vse ffti tipy lokal~nosti ime¸t dostatoqnoe obosnovanie s toqki zreniØ ih znaqimosti dlØ priloßeniæ.

3.7. Prostranstvo ravnomernosteæ okrußeniæ

V pervoæ qasti knigi byli privedeny nekotorye svedeniØ otnositel~no ravnomernosteæ okrußeniæ, kotorye nazyvalis~ tam Δ-ravnomernostØmi okrußeniæ. Napomnim sootvetstvu¸wee opredelenie.

Opredelenie. Sistemu U okrußeniæ diagonali v X × X nazy-

va¸t Δ-ravnomernoæ strukturoæ na X, esli ona udovletvorØet sledu¸wim usloviØm:

P1. Esli U ∈ U i U ⊂ U^′, to U^′ ∈ U. P2. Esli U ∈ U i U^′ ∈ U, to U ∩ U^′ ∈ U.

82 A. A. IVANOV

Paru (X, U), gde U – nekotoraØ Δ-ravnomernaØ struktura na X, budem nazyvat~ Δ-ravnomernym prostranstvom. Inaqe govorØ, Δravnomernoæ strukturoæ na X nazyvaetsØ l¸boæ fil~tr, sostoØwiæ iz okrußeniæ diagonali Δ = {(x, x) | x ∈ X} ⊂ X × X.

Opredelenie. Otobraßenie f : (X, U) −→ (X^′, U^′) nazyva¸t Δ-

ravnomernym (ravnomernym, dopustimym) otobraßeniem, esli f^{−1}(U^′) ∈ U dlØ l¸bogo okrußeniØ U^′ ∈ U^′.

Opredelenie. Kategori¸ vseh Δ-ravnomernyh prostranstv i ih

dopustimyh otobraßeniæ oboznaqa¸t qerez ΔU nif ili ΔU .

Zametim, qto l¸bu¸ Δ-ravnomernu¸ strukturu U moßno dopolnit~ do topologiqeskoæ struktury β_0 na X × X, prisoediniv pustoe mnoßestvo.

Takim obrazom teori¸ Δ-ravnomernyh prostranstv moßno rassmatrivat~ kak special~nu¸ qast~ obweæ teorii bitopologiqeskih prostranstv. Vozmoßno i drugoe vloßenie kategorii Δ-ravnomernyh prostranstv v kategori¸ bitopologiqeskih prostranstv posredstvom prisoedineniØ k U sistemy P ((X × X) \ Δ) vseh podmnoßestv X × X, ne pereseka¸wihsØ s Δ.

S drugoæ storony, l¸baØ sovokupnost~ Δ-ravnomernyh prostranstv ØvlØetsØ P^2(X × X)-mnoßestvom i, sledovatel~no, topologiqeskaØ struktura na fftoæ sovokupnosti ØvlØetsØ P^2- bitopologiqeskoæ strukturoæ. S fftoæ toqki zreniØ teoriØ P^2- bitopologiqeskih prostranstv predstavlØet nesomnennyæ interes. Rassmotrim sledu¸wiæ primer.

Primer. Pust~ X – nekotoroe topologiqeskoe prostranstvo s nepustym mnoßestvom metrik na nem. Oboznaqim qerez D_X mnoßestvo vseh metrik na X. KaßdaØ takaØ metrika d opredelØet sootvetstvu¸wu¸ eæ Δ-ravnomernu¸ strukturu U_d na X, sostoØwu¸ iz okrußeniæ diagonali, soderßawih okrußeniØ U_δ =

{(x, y) | d(x, y) < δ}. Tem samym opredelØetsØ vzaimno odnoznaq-

noe sootvetstvie meßdu mnoßestvom D_X metrik d na X i mnoßestvom Δ-ravnomernyh struktur U_d na X. L¸baØ metrika na X ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem d : X × X −→ R. Sledovatel~no, mnoßestvo D_X moßno zamenit~ sootvetstvu¸wim mnoßestvom C(X × X, R) s kakoæ-nibud~ topologiqeskoæ strukturoæ, naprimer, strukturoæ potoqeqnoæ shodimosti, kompaktno otkrytoæ ili bolee tonkoæ shodimost~¸ Vietorisa otobraßeniæ.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 83

§4. P^2-parno topologiqeskie struktury

4.1. KategoriØ P^2-parno topologiqeskih prostranstv Pust~ X, Y – nekotorye mnoßestva i P^2(X × Y ) – mnoßestvo nekotoryh sistem podmnoßestv mnoßestva X × Y . Topologiqesku¸ strukturu ϑ na P^2(X × Y ) budem nazyvat~ P^2-parno topologiqeskoæ strukturoæ na X, Y , troæku (X, Y, ϑ) budem nazyvat~ P^2-parno topologiqeskim prostranstvom.

V svØzi s fftim opredeleniem my moßem rassmotret~ qetyre tipa prostranstv:

P^2-parno topologiqeskoe prostransto (X, Y, ϑ),

P^2-topologiqeskoe prostranstvo (X × Y, ϑ),

P -topologiqeskoe prostranstvo (P (X × Y ), ϑ),

topologiqeskoe prostranstvo (P^2(X × Y ), ϑ).

V treh poslednih variantah my imeem delo s otobraßeniØmi strukturirovannyh mnoßestv.

DlØ P^2-parno topologiqeskih prostranstv (X, Y, ϑ), (X^′, Y^′, ϑ^′) dopustima l¸baØ para otobraßeniæ f : X −→ X^′, g : Y −→ Y^′, lix~ by otobraßenie P^2(f ×g) : (P^2(X ×Y ), ϑ) −→ (P^2(X^′ ×Y^′), ϑ^′) bylo by nepreryvnym.

DlØ P^2-topologiqeskih prostranstv (X × Y, ϑ), (X^′ × Y^′, ϑ^′) dopustimy tol~ko otobraßeniØ f × g : X × Y −→ X^′ × Y^′, poroßdennye otobraßeniØmi f, g, priqem otobraßenie P^2(f × g) :

(P^2(X × Y ), ϑ) −→ (P^2(X^′ × Y^′), ϑ^′), dolßno byt~ nepreryvnym.

DlØ P -topologiqeskih prostranstv (P (X × Y ), ϑ), (P (X^′ ×

Y^′), ϑ^′) dopustimy tol~ko otobraßeniØ P (f × g) : P (X × Y ) −→ P (X^′ × Y^′), poroßdennye otobraßeniØmi f, g, priqem otobraße-

nie P^2(f × g) : (P^2(X × Y ), ϑ) −→ (P^2(X^′ × Y^′), ϑ^′), dolßno byt~ nepreryvnym.

DlØ topologiqeskih prostranstv (P^2(X × Y ), ϑ), (P^2(X^′ ×

Y^′), ϑ^′) dopustimy tol~ko nepreryvnye otobraßeniØ P^2(f × g) : P^2(X × Y ) −→ P^2(X^′ × Y^′), poroßdennye otobraßeniØmi f, g.

4.2. PrØmougol~nye P^2-parno topologiqeskie prostranstva TeoriØ P^2-parno topologiqeskih prostranstv stroitsØ v obwem podobno teorii P^2-bitopologiqeskih prostranstv, no imeet i nekotorye osobennosti. Tak, naprimer, v P^2-diagramme nekotorye vloßeniØ zamenØ¸tsØ sootvetstviØmi i u ih strelok opus-

84 A. A. IVANOV

ka¸tsØ oboznaqeniØ vloßeniØ, a imenno X, Y −−−−−→ X × Y ? y i ? y P X, P Y −−−−−→ P X × P Y^i−−−−−→ P (X × Y ) ? y i ? y i ? y P 2X, P 2Y −−−−−→ P 2X × P 2Y^i−−−−−→ P (P X × P Y )^i−−−−−→ P 2(X × Y ) Kak moßno zametit~, ffta P^2-diagramma sootvetstviæ mnoßestv ØvlØetsØ kommutativnoæ. L¸baØ zadannaØ na P^2(X × Y ) topologiqeskaØ struktura opredelØet sootvetstvu¸wie topologiqeskie struktury na mnoßestvah X × Y , P X × P Y , P (X × Y ),

P^2X × P^2Y , P (P X × P Y ). S drugoæ storony, my moßem naqat~

s proizvol~nyh topologiqeskih struktur na X, Y i, fiksirovav operacii perehoda k parnym topologiØm i P -topologiØm, pereæti ot topologiqeskih struktur na X i Y k topologiqeskoæ strukture na P^2(X × Y ). Pri fftom imeetsØ pØt~ variantov posledovatel~nogo perehoda ot topologiqeskih struktur na X, Y k topologiqeskoæ struktyre na P^2(X × Y ). Sredi fftih variantov moßno vydelit~ verhn¸¸ posledovatel~nost~ X, Y −→ X × Y −→ P X × P Y −→ P (X × Y ) −→ P (P X × P Y ) −→ P 2(X × Y ) i nißn¸¸ posledovatel~nost~ X, Y −→ P X, P Y −→ P 2X, P 2Y −→ P 2X ×P 2Y −→ P (P X ×P Y ) −→ P 2(X ×Y ). Osoboe mesto v fftih posledovatel~nostØh zanima¸t mnoßestva

P^2X×P^2Y i P (P X×P Y ), sostoØwie iz prØmougol~nyh v P^2(X×Y )

mnoßestv i, sootvetstvenno, iz sistem prØmougol~nyh v P (X ×Y ) mnoßestv. V obwem sluqae fiksaciØ topologiqeskih struktur na X, Y i operaciæ perehodov k bitopologiØm i P -topologiØm opredelØet razliqnye topologiqeskie struktury na mnoßestve

P X × P Y (dva varianta), P (X × Y ) (dva varianta), P^2X × P^2Y

(tri varianta), P (P X × P Y ) (pØt~ variantov), P^2(X × Y ) (pØt~ variantov), Zametim, qto esli operacii perehoda k bitopologiØm i P -topologiØm dolßnym obrazom soglasovany, to na kaßdom iz fftih mnoßestv opredelØetsØ odna i ta ße topologiqeskaØ struktura. Takoe soglasovanie realizuetsØ, esli dlØ proizvol~nogo topologiqeskogo prostranstva Z pod P Z ponimaetsØ prostranstvo kompaktnyh podmnoßestv prostranstva Z s topologieæ Vietorisa i pod X × Y ponimaetsØ prØmoe proizvedenie

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 85

topologiqeskih prostransta X i Y . V fftom sluqae diagramma X, Y −−−−→ X × Y i P X, P Y −−−−→ P X × P Y topologiqeskih prostranstv kommutativna. V P^2-diagramme ffta diagramma ØvlØetsØ verhnim levym prØmougol~nikom. Bolee togo, nißniæ levyæ prØmougol~nik P^2-diagrammy imeet tot ße tip. On poluqaetsØ iz verhnego levogo zamenoæ topologiqeskogo prostranstva X na topologiqeskoe prostranstvo P X i topologiqeskogo prostranstva Y na topologiqeskoe prostranstvo P Y , pofftomu on takße kommutativen. Pravyæ prØmougol~nik P X × P Y^i−−−−→ P (X × Y ) i i P^2X × P^2Y^i−−−−→ P (P X × P Y ) P^2-diagrammy imeet drugoæ tip i pofftomu dolßen byt~ ras-

smotren otdel~no. Ego nißnØØ stroka takße poluqaetsØ iz verhneæ zamenoæ topologiqeskogo prostranstva X na topologiqeskoe prostranstvo P X i topologiqeskogo prostranstva Y na topologiqeskoe prostranstvo P Y , no sama-to verhnØØ stroka imeet drugoæ tip. Moßno, vproqem, rassmotret~ i drugoæ prØmougol~- nik P X × P Y^i−−−−→ P (X × Y ) i i P (P X × P Y )^i−−−−→ P^2(X × Y ) v kotorom nißnØØ stroka poluqaetsØ iz verhneæ primeneniem operacii P . Kommutativnost~ fftogo prØmougol~nika oqevidna – ona ØvlØetsØ qastnym sluqaem bolee obwego kommutativnogo prØmougol~nika X^f−−−−→ Y i i P X^{P f}−−−−→ P Y.

86 A. A. IVANOV

Odnako ots¸da sleduet odnoznaqnaØ opredelennost~ topologiqeskih struktur na vseh mnoßestvah rassmatrivaemoæ P^2- diagrammy krome, byt~ moßet, P (P X × P Y ).

4.3. P^2-parno topologiqeskie podprostranstva i faktorprostranstva Opredelenie. Pust~ (X, Y, ϑ) – proizvol~noe P^2-parno topolo-

giqeskoe prostranstvo, X^′ ⊂ X, Y^′ ⊂ Y . Togda P^2(X^′ × Y^′) ⊂ P^2(X × Y ), i pofftomu topologiqeskaØ struktura ϑ, opredelennaØ na P^2(X × Y ), induciruet na P^2(X^′ × Y^′) topologiqesku¸ strukturu ϑ^′ = ϑ | P^2(X^′ × Y^′). P^2-parno topologiqeskoe prostranstvo (X^′, Y^′, ϑ^′) budem nazyvat~ podprostranstvom P^2-parno topologiqeskogo prostranstva (X, Y, ϑ).

Zameqanie. Sootnoxenie P^2(X^′ ×Y^′) ⊂ P^2(X ×Y ) neposredstvenno sleduet iz sootnoxeniØ X^′ ⊂ X, Y^′ ⊂ Y , esli dlØ l¸bogo Z my rassmatrivaem v kaqestve P Z sovokupnost~ vseh nepustyh podmnoßestv mnoßestva Z, v protivnom sluqae nado special~no ogovorit~ vypolnenie fftogo usloviØ.

Opredelenie. Pust~ (X, Y, ϑ) – proizvol~noe P^2-parno topologi-

qeskoe prostranstvo, p – otobraßenie X na nekotoroe mnoßestvo X^′, q – otobraßenie Y na nekotoroe mnoßestvo Y^′, Togda opredeleno otobraßenie P^2(p × q) : P^2(X × Y ) −→ P^2(X^′ × Y^′), dlØ kotorogo P^2(p × q)(α) = {P (p × q)(A) | A ∈ α} dlØ l¸bogo α ∈ P^2(X × Y ). Poloßim ϑ^′ = {G^′ | P^2(p × q)^{−1}(G^′) ∈ ϑ}. P^2- parno topologiqeskoe prostranstvo (X^′, Y^′, ϑ^′) budem nazyvat~ P^2-parno topologiqeskim faktorprostranstvom.

DlØ P -parno topologiqeskih prostranstv bylo dokazano, qto ponØtiØ P -parno topologiqeskogo podprostranstva i P -parno topologiqeskogo faktorprostranstva ØvlØ¸tsØ kategornymi ponØtiØmi, t.e. nekotorye ih ffkvivalenty moßno sformulirovat~ v kategornyh terminah. Toqno tak ße moßno dokazat~, qto ponØtiØ P^2-parno topologiqeskogo podprostranstva i P^2-parno topologiqeskogo faktorprostranstva ØvlØ¸tsØ kategornymi ponØtiØmi.

4.4. P^2-parno topologiqeskie prØmye proizvedeniØ i svobodnye ob¨edineniØ Opredelenie. Pust~ ((Xλ, Yλ, ϑλ) | λ ∈ Λ) – nekotoraØ siste-

ma P^2-parno topologiqeskih prostranstv, X = ∏ λ∈Λ X_λ i Y =

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 87 ∏ λ∈Λ Y_λ – proizvedenie mnoßestv X_λ i Y_λ, sootvetstvenno, obrazovannye po vsem λ ∈ Λ. Toqkami X ØvlØ¸tsØ sistemy x = (x_μ | μ ∈ Λ), p_λ : X −→ X_λ – proekciØ X na X_λ, p_λ(x_μ | μ ∈ Λ) = x_λ, toqkami Y ØvlØ¸tsØ sistemy y = (y_μ | μ ∈ Λ), q_λ : Y −→ Y_λ – proekciØ Y na Y_λ, q_λ(y_μ | μ ∈ Λ) = y_λ, pr_λ : P^2(X ×Y ) −→ P^2(X_λ ×Y_λ) – proekciØ P^2(X × Y ) na P^2(X_λ × Y_λ), pr_λ(α) = {P (p × q)(A) | A ∈ α}. Na P^2(X × Y )) moßno teper~ vvesti topologiqesku¸ strukturu ϑ = sup{pr_λ)^{−1}(ϑ_λ) | λ ∈ Λ}. P^2-parno topologiqeskoe prostranstvo (X, Y, ϑ) budem nazyvat~ P^2-parno topologiqeskim prØmym proizvedeniem sistemy ((X_λ, Y_λ, ϑ_λ) | λ ∈ Λ).

Zameqanie. Moßno zametit~, qto ϑ poroßdena mnoßestvami

(pr_λ)^{−1}(G), obrazovannymi dlØ vseh λ ∈ Λ i vseh G ∈ ϑ_λ.

Opredelenie. Pust~ ((Xλ, Yλ, ϑλ) | λ ∈ Λ) – nekotoraØ sistema

P^2-parno topologiqeskih prostranstv s poparno nepereseka¸wimisØ mnoßestvami X_λ i mnoßestvami Y_λ. Pust~ X = ⋃ λ∈Λ X_λ – ob¨edinenie mnoßestv X_λ, Y = ⋃ λ∈Λ Y_λ, obrazovannye po vsem λ ∈ Λ, pri fftom kaßdaØ toqka mnoßestva X prinadleßit tol~ko odnomu iz mnoßestv X_λ, kaßdaØ toqka mnoßestva Y prinadleßit tol~ko odnomu iz mnoßestv Y_λ. Oboznaqim i_λ : X_λ −→ X – vloßenie X_λ v X, j_λ : Y_λ −→ Y – vloßenie Y_λ v Y , i_λ(x) = x, j_λ(y) = y, in_λ : P^2(X_λ × Y_λ) −→ P^2(X × Y ) – vloßenie P^2(X_λ × Y_λ) v P^2(X × Y ), in_λ(α) = α, in_λ(ϑ_λ) – sovokupnost~ vseh mnoßestv G ⊂ P^2(X × Y ), in_λ-proobrazy kotoryh prinadleßat ϑ_λ. Na P^2(X × Y )) moßno teper~ vvesti topologiqesku¸ strukturu ϑ = inf {in_λ(ϑ_λ) | λ ∈ Λ}. P^2-parno topologiqeskoe prostranstvo (X, Y, ϑ) budem nazyvat~ P^2-parno topologiqeskim svobodnym ob¨edineniem sistemy ((X_λ, Y_λ, ϑ_λ) | λ ∈ Λ).

Zameqanie. Moßno zametit~, qto ϑ poroßdena zdes~ takimi mnoßestvami G ⊂ P^2(X × Y ), qto (in_λ)^{−1}(G) ∈ ϑ_λ dlØ vseh λ ∈ Λ.

Ranee bylo dokazano, qto ponØtiØ P^2-bitopologiqeskogo prØmogo proizvedeniØ i P^2-bitopologiqeskogo svobodnogo ob¨edineniØ ØvlØ¸tsØ kategornymi ponØtiØmi, to est~ nekotorye ih ffkvivalenty moßno sformulirovat~ v kategornyh terminah. Toqno tak ße moßno dokazat~, qto ponØtiØ P^2-parno topologiqeskogo prØmogo proizvedeniØ i P -parno topologiqeskogo svobodnogo ob¨edineniØ ØvlØ¸tsØ kategornymi ponØtiØmi.

88 A. A. IVANOV

4.5. P^2-parno topologiqeskie struktury i otobraßeniØ V pervoæ qasti fftoæ knigi bylo dokazano suwestvovanie takih bitopologiqeskih struktur β na evklidovyh prostranstvah, qto otobraßenie f : (R^m, β_m) −→ (R^n, β_n) dopustimo, t.e.

f × f : (R^m × R^m, β_m) −→ (R^n × R^n, β_n) nepreryvno, togda i

tol~ko togda, kogda f : R^m −→ R^n – kusoqno lineænoe otobraßenie. Tem samym bylo dokazano, qto klass kusoqno lineænyh otobraßeniæ evklidovyh prostranstv dopuskaet opisanie v terminah bitopologiqeskih struktur. �to tol~ko odin iz primerov opisaniØ razliqnyh klassov otobraßeniæ prostranstv bitopologiqeskimi strukturami. ˚sno, qto P^2-parno topologiqeskie struktury predostavlØ¸t ewe bolee xirokie vozmoßnosti dlØ takogo roda opisaniæ. My uße otmeqali ranee, qto l¸boe podmnoßestvo proizvedeniØ X × Y moßno rassmatrivat~ kak grafik Γ_f otobraßeniØ f : X −→ Y , Tem samym mnoßestvu

P (X × Y ) estestvenno sopostavlØetsØ mnoßestvo vseh otobraße-

niæ, vkl¸qaØ qastiqnye i mnogoznaqnye, a mnoßestvu P^2(X × Y ) – sopostavlØetsØ mnoßestvo sistem takih otobraßeniæ. TeoriØ

P^2-bitopologiqeskih prostranstv predstaet kak teoriØ sistem otobraßeniæ.

4.6. Lokal~nye P^2-parno topologiqeskie prostranstva Lokal~nost~ P^2-parno topologiqeskih prostranstv moßno rassmatrivat~sØ v treh variantah, a imenno kak X × Y -lokal~- nost~, kak P X × P Y -lokal~nost~ i kak P^2X × P^2Y -lokal~nost~.

Opredelenie. P^2-parno topologiqeskoe prostranstvo (X, Y, ϑ)

nazyvaetsØ X × Y -lokal~nym, esli shodimostØmi v (P^2(X × Y ), ϑ) ØvlØ¸tsØ tol~ko stacionarnye shodimosti i shodimosti k odnotoqeqnym mnoßestvam {(x, y)} dlØ vseh x ∈ X, y ∈ Y .

Opredelenie. P^2-parno topologiqeskoe prostranstvo (X, Y, ϑ)

nazyvaetsØ P X × P Y -lokal~nym, esli shodimostØmi v (P^2(X × Y ), ϑ) ØvlØ¸tsØ tol~ko stacionarnye shodimosti i shodimosti k mnoßestvam A × B dlØ vseh A ⊂ X i B ⊂ Y .

Opredelenie. P^2-parno topologiqeskoe prostranstvo (X, Y, ϑ)

nazyvaetsØ P^2X × P^2Y -lokal~nym, esli shodimostØmi v (P^2(X × Y ), ϑ) ØvlØ¸tsØ tol~ko stacionarnye shodimosti i shodimosti k sistemam mnoßestv α × β dlØ vseh α ⊂ P X i β ⊂ P Y .

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 89

SqitaØ, qto X × Y ⊂ P X × P Y ⊂ P^2X × P^2Y, my moßem sqitat~, qto dlØ X × Y -lokal~nogo P^2-parno topologiqeskogo prostranstva netrivial~nymi mogut byt~ tol~ko shodimosti k toqkam mnoßestva X × Y , dlØ P X × P Y -lokal~nogo – tol~ko shodimosti k mnoßestvam A × B, A ⊂ X, B ⊂ Y , dlØ P^2X × P^2Y -lokal~nogo – tol~ko shodimosti k sistemam α × β, α ∈ P^2X, β ∈ P^2Y .

Vse ffti tipy lokal~nosti ime¸t dostatoqnoe obosnovanie s toqki zreniØ ih znaqimosti dlØ priloßeniæ.

§5. P^3-topologiqeskie struktury 5.1. KategoriØ P^3-topologiqeskih prostranstv

Opredelenie. Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo i P^3X – mno-

ßestvo vseh ili qasti sovokupnosteæ sistem podmnoßestv mnoßestva X. Topologiqesku¸ strukturu θ na P^3X budem nazyvat~ P^3-topologiqeskoæ strukturoæ na X, a paru (X, θ) budem nazyvat~ P^3-topologiqeskim prostranstvom.

V svØzi s fftim opredeleniem my moßem rassmatrivat~ qetyre tipa sootvetstvu¸wih drug drugu prostranstv, a imenno:

P^3-topologiqeskoe prostranstvo (X, θ),

P^2-topologiqeskoe prostranstvo (P X, θ),

P -topologiqeskoe prostranstvo (P^2X, θ), topologiqeskoe prostranstvo (P^3X, θ).

Vo vtorom tret~em i qetvertom variante my imeem delo s strukturirovannymi mnoßestvami. �to obstoØtel~stvo proØvlØetsØ pri opredelenii dopustimyh otobraßeniæ fftih prostranstv.

DlØ P^3-topologiqeskih prostranstv (X, θ), (X^′, θ^′) dopustimo l¸boe otobraßenie f : X −→ X^′, lix~ by otobraßenie P^3f :

(P^3X, θ) −→ (P^3X^′, θ^′) bylo by nepreryvnym,

DlØ P^2-topologiqeskih prostranstv (P X, θ), (P X^′, θ^′) dopustimy tol~ko otobraßeniØ P f : P X −→ P X^′, poroßdenye otobraßeniem f, priqem otobraßenie P^3f : (P^3X, θ) −→ (P^3X^′, θ^′), dolßno byt~ nepreryvnym.

90 A. A. IVANOV

DlØ P -topologiqeskih prostranstv (P^2X, θ), (P^2X^′, θ^′) dopustimy tol~ko otobraßeniØ P^2f : P^2X −→ P^2X^′, poroßdenye otobraßeniem f, priqem otobraßenie P^3f : (P^3X, θ) −→ (P^3X^′, θ^′), dolßno byt~ nepreryvnym.

DlØ topologiqeskih prostranstv (P^3X, θ), (P^3X^′, θ^′) dopustimy tol~ko nepreryvnye otobraßenie P^3f : (P^3X, θ) −→

(P^3X^′, θ^′),

˚sno, qto P^3-topologiqeskie prostranstva i ih dopustimye otobraßeniØ obrazu¸t kategori¸. My ne budem zdes~ ostanavlivat~sØ na opredeleniØh podprostranstv, faktorprostranstv, prØmyh proizvedeniæ i svobodnyh ob¨edineniæ v kategorii P^3- topologiqeskih prostranstv – ob fftom dostatoqno, moßet byt~ daße slixkom mnogo, govorilos~ v predyduwih paragrafah, a rassmotrim konkretnu¸ kategori¸ fftogo tipa – kategori¸ Σ-ravnomernyh prostranstv. Suwestvu¸t razliqnye varianty vvedeniØ ponØtiæ ravnomernoæ struktury i ravnomernoæ nepreryvnosti otobraßeniæ. S¸da otnositsØ ponØtie upomØnutoæ vyxe Δ-ravnomernoæ struktury okrußeniæ diagonali Δ ⊂ X × X, ponØtie Ω-ravnomernoæ struktury okrestnosteæ (U_λ(x) | λ ∈ Λ) toqek x ∈ X i ponØtie Σ-ravnomernoæ struktury otkrytyh pokrytiæ prostranstva X.

5.2. Σ-ravnomernye prostranstva

Pri vvedenii ponØtiØ Σ-ravnomernoæ struktury, k opisani¸ kotoroæ my seæqas pereædem, nam potrebu¸tsØ dva ponØtiØ, otnosØwiesØ k sistemam mnoßestv, a imenno ponØtie vnutrennego pereseqeniØ sistem mnoßestv i ponØtie vpisannosti odnoæ sistemy mnoßestv v drugu¸ sistemu.

Vnutrennim pereseqeniem dvuh sistem s_1, s_2 mnoßestv budem nazyvat~ sistemu s_1 ∧ s_2 = {G_1 ∩ G_2 | G_1 ∈ s_1, G_2 ∈ s_2}.

Budem govorit~, qto sistema s_1 vpisana v sistemu s_2, esli kaßdyæ fflement sistemy s_1 soderßitsØ v kakom-nibud~ fflemente sistemy s_2.

Sistema s nazyvaetsØ pokrytiem mnoßestva X, esli X = ⋃ G∈s G. Sistema s nazyvaetsØ otkrytym pokrytiem topologiqeskogo prostranstva X, esli ego fflementy ØvlØ¸tsØ otkrytymi v X mnoßestvami.

Opredelenie. Pust~ X – proizvol~noe topologiqeskoe prostran-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 91

stvo i U – nekotoraØ sistema ego otkrytyh pokrytiæ. Budem govorit~, qto U ØvlØetsØ Σ-ravnomernoæ strukturoæ na X, esli iz togo, qto s_1 ∈ U i s_2 ∈ U sleduet, qto s_1 ∧ s_2 ∈ U, iz togo, qto s_1 ∈ U i pokrytie s_1 vpisano v s_2 sleduet, qto s_2 ∈ U.

Paru (X, U) budem nazyvat~ Σ-ravnomernym prostranstvom.

Opredelenie. Prostranstvom Σ-ravnomernosteæ na X budem

nazyvat~ mnoßestvo ΣX nekotoryh Σ-ravnomernosteæ na X, rassmatrivaemoe vmeste s nekotoroæ zadannoæ na nem topologiqeskoæ strukturoæ θ.

Zameqanie. Esli (ΣX, θ) – prostranstvo Σ-ravnomernosteæ na X, to (X, θ) ØvlØetsØ P^3-topologiqeskim prostranstvom.

L¸bu¸ topologiqesku¸ strukturu na mnoßestve P^3X my moßem vvesti trehkratnoæ P -topologizacieæ, a imenno perehodom ot topologiqeskoæ struktury na X k topologiqeskoæ strukture na P X, ot topologiqeskoæ struktury na P X k topologiqeskoæ strukture na P^2X i, nakonec, ot topologiqeskoæ struktury na P^2X k topologiqeskoæ strukture na P^3X. V prosteæxem sluqae vse ffti topologizacii ime¸t odinakovyæ tip, naprimer topologii Vietorisa. No topologizacii Vietorisa opredelØ- ¸tsØ na mnoßestvah zamknutyh podmnoßestv topologiqeskih prostranstv, a kaßdaØ Σ-ravnomernaØ struktura ØvlØetsØ nekotoroæ sovokupnost~¸ sistem otkrytyh mnoßestv. Odnako kaßdoæ Σ-ravnomernoæ strukture moßno sopostavit~ tak nazyvaemu¸ strukturu sosedstva, ØvlØ¸wu¸sØ sovokupnost~¸ sistem zamknutyh mnoßestv.

Opredelenie. Pust~ X – proizvol~noe topologiqeskoe prostran-

stvo i ν – nekotoraØ sovokupnost~ sistem ego zamknutyh mnoßestv. Budem govorit~, qto ν ØvlØetsØ strukturoæ sosedstva na X pri vypolnenii sledu¸wih usloviæ: esli ⋂ F ∈α F ≠ ∅, to α ∈ ν, esli kaßdyæ fflement sistemy α_1 soderßit kakoæ-nibud~ fflement sistemy α_2 ∈ ν, to α_1 ∈ ν, esli α_1 ∨ α_2 ∈ ν to α_1 ∈ ν ili α_2 ∈ ν.

Zdes~ α_1 ∨ α_2 = {F_1 ∪ F_2 | F_1 ∈ α_1, F_2 ∈ α_2}.

Sootvetstvie meßdu Σ-ravnomernymi strukturami i strukturami sosedstva vzaimno odnoznaqno. Deæstvitel~no, pust~ U

92 A. A. IVANOV

– nekotoraØ Σ-ravnomernaØ struktura na topologiqeskom prostranstve X. Poloßim ν = {α | Cα /∈ U}, gde Cα = {X \ A | A ∈ α}. Dokaßem, qto tak opredelennaØ struktura ØvlØetsØ strukturoæ sosedstva.

Esli ⋂ F ∈α F ≠ ∅, to Cα ne ØvlØetsØ pokrytiem prostranstva

X, sledovatel~no Cα /∈ U, i pofftomu α ∈ ν.

Esli kaßdyæ fflement sistemy α_1 soderßit kakoæ-nibud~ fflement sistemy α_2 ∈ ν, to sistema Cα_1 vpisana v sistemu Cα_2 /∈ U, i pofftomu Cα_1 /∈ U, t.e. α_1 ∈ ν.

Esli α_1 ∨ α_2 ∈ ν, to C(α_1 ∨ α_2) /∈ U. No C(α_1 ∨ α_2) = Cα_1 ∧ Cα_2, pofftomu Cα_1 ∧ Cα_2 /∈ U, sledovatel~no Cα_1 /∈ U ili Cα_2 /∈ U, t.e.

α_1 ∈ ν ili α_2 ∈ ν.

Pust~ teper~ ν – nekotoraØ struktura sosedstva na X i U =

{s | Cs /∈ ν}. Dokaßem, qto tak opredelennaØ struktura ØvlØetsØ

Σ-ravnomernoæ strukturoæ.

Esli s_1 ∧ s_2 /∈ U, t.e. C(s_1 ∧ s_2) ∈ ν, to Cs_1 ∨ Cs_2 ∈ ν. Togda

Cs_1 ∈ ν ili Cs_2 ∈ νU i pofftomu s_1 /∈ U ili s_2 /∈ U.

Esli s_2 /∈ U i s_1 vpisano v s_2, to kaßdyæ fflement sistemy

Cs_1 soderßit kakoæ-nibud~ fflement sistemy Cs_2 ∈ ν, i pofftomu Cs_1 ∈ ν, t.e. s_1 /∈ U.

Ukazannye sootvetstviØ meßdu Σ-ravnomernymi strukturami i strukturami sosedstva vzaimno obratny, tak kak dlØ l¸boæ Σ-ravnomernoæ struktury U i sootvetstvu¸weæ strukture sosedstva ν spravedlivo, qto s ∈ U ⇐⇒ Cs = α /∈ ν ⇐⇒ s ∈ U Suwestvuet i drugaØ vozmoßnost~ sopostavleniØ Σ-ravnomer-nym strukturam sovokupnosteæ sistem zamknutyh mnoßestv, imenno, tak nazyvaemyh Φ-struktur.

Opredelenie. Sovokupnost~ μ sistem zamknutyh v X mno-

ßestv budem nazyvat~ Φ-strukturoæ, esli ona udovletvorØet sledu¸wim usloviØm:

esli α ∈ μ, to ⋂ A∈α A = ∅, esli α_1 ∈ μ i α_2 ∈ μ, to α_1 ∨ α_2 ∈ μ, esli kaßdyæ fflement sistemy α_1 ∈ μ soderßit kakoæ-nibud~ fflement sistemy α_2, to α_2 ∈ ν.

Meßdu Σ-ravnomernymi strukturami U i Φ-strukturami μ suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie, opredelennoe uslo-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 93

viem s ∈ U ⇐⇒ Cs ∈ μ.

Ivanov A. A. Space structures, their theory, and applications 3. The paper is the third part of the book “Space structures, their theory and applications”. This part consists of introduction and two chapters:P^2-topological spaces and structuralized sets. The second chapter consists of introduction and five paragraphs: P -bitopological structures, P -pairwise topological structures, P^2-bitopological structures, P^2-pairwise topological structures and P^3-topological structures.

Postupilo 12 noØbrØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: aaivanov@pdmi.ras.ru