Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 351, 2007 g.

B. P. Harlamov

DIFFUZIONNY` PROCESS S ZADERȷKO` NA GRANICAH OTREZKA 1. Postanovka zadaqi

Pust~ w(t) (t > 0) – odnomernyæ vinerovskiæ process. DlØ dannogo otrezka [a, b] (a < w(0) < b) rassmotrim useqennyæ process w(t) = b, w(t) > b w(t), a < w(t) < b a, w(t) 6 a pri vseh t > 0. ˚sno, qto fftot process uße ne ØvlØetsØ markovskim. Odnako on sohranØet polumarkovost~: markovskoe svoæstvo vypolnØetsØ otnositel~no momenta pervogo vyhoda iz l¸bogo otkrytogo intervala vnutri otrezka, a takße iz l¸byh odnostoronnih okrestnosteæ graniqnyh toqek. Polumarkovskoe semeæstvo mer (P_x) (x ∈ [a, b]) useqennogo processa legko opredelØetsØ po ishodnomu markovskomu semeæstvu mer (P^o_x ) vinerovskogo processa. Naprimer, dlØ poluzamknutogo otrezka [a, c) (a < c 6 b) i l¸bogo t > 0 P_a(σ_{[a,c)} < t, X(σ_{[a,c)}) = c) = P^o_a (σ_{(−∞,c)} < t, X(σ_{(−∞,c)}) = c), gde σ_Δ – moment pervogo vyhoda iz mnoßestva Δ, X(t) ≡ X_t – znaqenie processa v moment t < ∞.

Teper~ rassmotrim v kaqestve ishodnogo processa diffuzionnyæ process, u kotorogo skaqkom menØetsØ kofffficient snosa pri perehode qerez granicy otrezka (a, b), naprimer, sleva ot a – poloßitel~nyæ snos, sprava ot b – otricatel~nyæ, na intervale (a, b) sohranØetsØ nulevoæ snos. Primenim k processu proceduru useqeniØ. DlØ novogo useqennogo processa zakon dvißeniØ vnutri intervala budet, kak i u pervogo, no menØetsØ povedenie na granicah: izmenilas~ polumarkovskaØ perehodnaØ funkciØ processa.

Podderßano grantom RFFI NX-4222.2006.1. 284

DIFFUZIONNY` PROCESS 285 �tot primer podskazyvaet sledu¸wu¸ zadaqu: opredelit~ polumarkovsku¸ perehodnu¸ funkci¸ na granice tak, qtoby process sohranØl zadannyæ diffuzionnyæ vid vnutri intervala, t.e. do momenta pervogo vyhoda na granicu i v l¸boe vremØ shoda s granicy vnutr~ zadannoæ oblasti znaqeniæ. Zadaqi takogo roda vaßny dlØ priloßeniæ, gde prinimaetsØ vo vnimanie sostoØnie vzaimodeæstviØ diffundiru¸weæ qasticy s graniceæ, privodØwee k nekotoromu dinamiqeskomu ravnovesi¸ sistemy. V dannoæ rabote issledu¸tsØ takie graniqnye usloviØ i rexaetsØ zadaqa nahoßdeniØ stacionarnogo raspredeleniØ dlØ sootvetstvu¸wego processa s graniqnymi usloviØmi obwego vida.

Oboznaqim (P_x) (a 6 x 6 b) soglasovannoe semeæstvo mer polumarkovskogo processa na otrezke [a, b], kotoryæ ØvlØetsØ diffuzionnym polumarkovskim processom na otkrytom intervale (a, b). Pust~ g_{(c,d)}(λ, x) = E_x(exp(−λσ_{(c,d)}); X(σ_{(c,d)}) = c), h_{(c,d)}(λ, x) = E_x(exp(−λσ_{(c,d)}); X(σ_{(c,d)}) = d), gde a < c 6 x 6 d < b, λ > 0. DlØ poluzamknutyh intervalov (“otkrytyh” v topologii otrezka) vvedem special~noe oboznaqenie. DlØ nih vozmoßen vyhod tol~ko qerez otkrytu¸ granicu. k_a(λ, y| x) = E_x(exp(−λσ_{[a,y)}); σ_{[a,y)} < ∞) (a 6 x < y 6 b), k_b(λ, y| x) = E_x(exp(−λσ_{(y,b]}); σ_{(y,b]} < ∞) (a 6 y < x 6 b). Izvestno, qto g i h kak funkcii ot x udovletvorØ¸t na intervale (c, d) differencial~nomu uravneni¸ 1 2 f^{′′} + A(x)f^′ − B(λ, x)f = 0 (1)

pri kraevyh usloviØh g_{(c,d)}(λ, c) = h_{(c,d)}(λ, d) = 1, g_{(c,d)}(λ, d) = h_{(c,d)}(λ, c) = 0. B – nekotoraØ poloßitel~naØ funkciØ s vpolne nepreryvnoæ qastnoæ proizvodnoæ po λ i B(0, x) = 0 dlØ vseh x. DlØ markovskogo sluqaØ spravedlivo B(λ, x) = λγ(x). V dal~neæxem budem predpolagat~ imenno markovskiæ sluqaæ, a takße, qto funkcii A i γ (parametry zadaqi) nepreryvny i γ > δ dlØ nekotorogo δ > 0.

286 B. P. HARLAMOV

2. PerehodnaØ proizvodØwaØ funkciØ na granice

Imeem k_a(λ, y| x) = h_{(a,y)}(λ, x) + g_{(a,y)}(λ, x)k_a(λ, y| a) a < x < y, (2) k_b(λ, y| x) = g_{(y,b)}(λ, x) + h_{(y,b)}(λ, x)k_b(λ, y| b) y < x < b, (3) i, sledovatel~no, k_a, k_b kak funkcii ot x udovletvorØ¸t uravneni¸ (1) s kraevymi usloviØmi, opredelØemymi funkciØmi K_a(λ, y) ≡ k_a(λ, y| a), K_b(λ, y) ≡ k_b(λ, y| b) (a 6 y 6 b). Pol~zuØs~ polumarkovskim svoæstvom processa, imeem K_a(λ, y) = K_a(λ, y − z)(h_{(a,y)}(λ, y − z) + g_{(a,y)}(λ, y − z)K_a(λ, y)) (z > 0). (4) Pri sdelannyh predpoloßeniØh spravedlivo h_{(a,y)}(λ, y − z) = 1 − h^′_{(a,y)}(λ, y)z + o(z), g_{(a,y)}(λ, y − z) = −g^′_{(a,y)}(λ, y)z + o(z). Pri z → 0 poluqaem differencial~noe uravnenie otnositel~no K_a K^′_a(λ, y) + ψ_2(a, y) K_a(λ, y) − ϕ_2(a, y) K^2_a (λ, y) = 0 (y > a) (5) (uravnenie Bernulli), gde ϕ_2(c, d) = −g^′_{(c,d)}(λ, d), ψ_2(c, d) = h^′_{(c,d)}(λ, d). Analogiqno dlØ K_b

K^′_b(λ, y) − ϕ_1(y, b) K_b(λ, y) + ψ_1(y, b) K^2_b (λ, y) = 0 (y < b), (6) gde ϕ_1(c, d) = −g^′_{(c,d)}(λ, c), ψ_1(c, d) = h^′_{(c,d)}(λ, c). Zametim, qto ψ_2(a, y) i ϕ_2(a, y) kak funkcii ot y ime¸t osobennost~ v toqke a, a takße ϕ_1(y, b) i ψ_1(y, b) kak funkcii ot y ime¸t osobennost~ v toqke b. RexeniØ fftih uravneniæ:

K_a(λ, y) = exp ( b∫ y ψ_2(a, s) ds )

C_a + b∫ y ϕ_2(a, t) exp ( b∫ t ψ_2(a, s) ds ) dt , (7)

DIFFUZIONNY` PROCESS 287 K_b(λ, y) = exp ( y∫ a ϕ_1(s, b) ds )

C_b + y∫ a ψ_1(t, b) exp (_t∫ a ϕ_1(s, b) ds ) dt , (8)

Takim obrazom, vse raznoobrazie rassmatrivaemyh kraevyh zadaq opredelØetsØ vyborom proizvol~nyh postoØnnyh C_a, C_b (zavisØwih ot λ) v rexeniØh fftih uravneniæ.

DlØ vyØsneniØ voprosa o suwestvovanii processa neobhodimo ubedit~sØ v tom, qto K_a i K_b – vpolne nepreryvnye funkcii ot λ. DlØ razrexeniØ fftogo voprosa okazyvaetsØ bolee udobnoæ drugaØ forma ih predstavleniØ. Vozmoßnost~ ee ispol~zovaniØ svØzana s naruxeniem usloviØ edinstvennosti rexeniæ uravneniæ (5), (6), vyzvannogo osobennost~¸ kofffficientov v naqal~- nyh toqkah intervalov integrirovaniØ.

Teorema 1. Esli kofffficient A imeet ograniqennu¸ proizvod-

nu¸ v nekotoroæ okrestnosti toqki a, to K_a(λ, a) = 1 i suwestvuet qastnaØ proizvodnaØ funkcii K_a(λ, y) sprava po vtoromu argumentu v toqke a, oboznaqaemaØ kak L_a(λ). Pri fftom K_a(λ, y) = ψ_1(a, y) −L_a(λ) + ϕ_1(a, y)

. (9)

Esli kofffficient A imeet ograniqennu¸ proizvodnu¸ v nekotoroæ okrestnosti toqki b, to K_b(λ, b) = 1 i suwestvuet qastnaØ proizvodnaØ funkcii K_b(λ, y) sleva po vtoromu argumentu v toqke b, oboznaqaemaØ kak L_b(λ). Pri fftom K_b(λ, y) = ϕ_2(y, b) L_b(λ) + ψ_2(y, b)

. (10)

Dokazatel~stvo. Rassmotrim dva uravneniØ vida (1) na inter-

vale (a, b) s sootvetstvu¸wimi dvumØ parami funkciæ (A_i, B_i) (i = 1, 2). Pust~ (g_i, h_i) – dve sootvetstvu¸wie pary rexeniæ fftih uravneniæ s graniqnymi znaqeniØmi g_i(a) = h_i(b) = 1, g_i(b) = h_i(a) = 0. Imeem g_i(x), h_i(x) > 0 (x ∈ (a, b)), a takße, kak netrudno dokazat~, g^′_i(x) 6 0, h^′_i(x) > 0. Raznost~ Δ_g ≡ g_2 − g_1 udovletvorØet uravneni¸ 1 2 Δ^{′′}_g + A_2Δ^′_g − B_2Δ_g = −(A_2 − A_1)g^′_1 + (B_2 − B_1)g_1.

288 B. P. HARLAMOV Esli A_2(x) > A_1(x) i B_2(x) > B_1(x) pri vseh x ∈ (a, b), to pravaØ qast~ uravneniØ neotricatel~na, i iz principa maksimuma sleduet, qto Δ_g 6 0. S drugoæ storony, raznost~ Δ_h ≡ h_2 − h_1 udovletvorØet uravneni¸ 1 2 Δ^{′′}_h + A_2Δ^′_h − B_2Δ_h = −(A_2 − A_1)h^′_1 + (B_2 − B_1)h_1.

Esli A_2(x) 6 A_1(x) i B_2(x) > B_1(x) pri vseh x ∈ (a, b), to pravaØ qast~ uravneniØ neotricatel~na, i iz principa maksimuma sleduet, qto Δ_h 6 0. Iz sravneniØ rexeniæ uravneniæ vyvodim sravneniØ dlØ proizvodnyh na koncah intervala (a, b):

1) iz usloviØ A_2 > A_1 i B_2 > B_1 sleduet g^′_2(a) 6 g^′_1(a), g^′_2(b) > g^′_1(b);

2) iz usloviØ A_2 6 A_1 i B_2 > B_1 sleduet h^′_2(a) 6 h^′_1(a), h^′_2(b) > h^′_1(b).

Dokazannye otnoxeniØ pozvolØ¸t ispol~zovat~ dlØ ocenki rexeniØ uravneniØ (1) rexeniØ analogiqnyh uravneniæ s posto- Ønnymi kofffficientami A_i, B_i, dlØ kotorogo sootvetstvu¸wie proizvodnye ime¸t vid g^′_i(a) = −A_i − R_i ch (b − a)R_i sh (b − a)R_i , g^′_i(b) = −e^{−Ai(b−a)} R_i sh (b − a)R_i ,

h^′_i(a) = e^{Ai(b−a)} R_i sh (b − a)R_i , h^′_i(b) = −A_i + R_i ch (b − a)R_i sh (b − a)R_i , gde R_i = √ (A_i)^2 + 2B_i. Ots¸da pri uslovii A_1 6 A 6 A_2 i B 6 B_1 = B_2 poluqaem ocenki

A_1 + R_1 ch (b − a)R_1 sh (b − a)R_1 6 ϕ_1(a, b) 6 A_2 + R_2 ch (b − a)R_2 sh (b − a)R_2

, (11)

e^{−A2(b−a)} R_2 sh (b − a)R_2 6 ϕ_2(a, b) 6 e^{−A1(b−a)} R_1 sh (b − a)R_1

, (12)

e^{A1(b−a)} R_1 sh (b − a)R_1 6 ψ_1(a, b) 6 e^{A2(b−a)} R_2 sh (b − a)R_2

, (13)

−A_2 + R_2 ch (b − a)R_2 sh (b − a)R_2 6 ψ_2(a, b) 6 −A_1 + R_1 ch (b − a)R_1 sh (b − a)R_1

. (14)

DIFFUZIONNY` PROCESS 289 DlØ ocenki ψ_2(a, y), ϕ_2(a, y) pri y → a ispol~zuem A_1 = min{A(x) :

a 6 x 6 y}, A2 = max{A(x) : a 6 x 6 y}, B1 = B2 = max{B(λ, x) : a 6 x 6 y}. Ots¸da poluqaem predel lim_{y→a} ( ψ_2(a, y) − 1 y − a ) = A(a). (15) R_i ch (y − a)R_i sh (y − a)R_i − 1 y − a = R_i(y − a)ch (y − a)R_i − sh (y − a)R_i (y − a)sh (y − a)R_i → 0, i soglasno nepreryvnosti A_i → A(a) (i = 1, 2). S drugoæ storony,

0 6 lim inf_{y→a}^{ψ2(a, y) − ϕ2(a, y)} y − a 6

6 lim sup_{y→a}^{ψ2(a, y) − ϕ2(a, y)}

y − a 6 |A^′(a+)|. (16) Deæstvitel~no, poloßitel~nost~ raznosti sleduet iz sootnoxeniØ g_{(a,b)}(λ, x)+h_{(a,b)}(λ, x) 6 1 (x ∈ (a, b)), a poslednee neravenstvo iz (12) i (14):

ψ_2(a, y) − ϕ_2(a, y) 6

6 −A1 + R1^{ch (b − a)R1}

sh (b − a)R_1 − e^{−A2(b−a)} R_2 sh (b − a)R_2

∼ A_2 − A_1.

Iz neravenstva (15) sleduet, qto y − a b − a exp b∫ y ψ_2(a, t) dt = exp b∫ y ( ψ_2(a, t) − 1 t − a ) dt →

→ exp b∫ a+ ( ψ_2(a, t) − 1 t − a ) dt < ∞. Iz neravenstva (16) sleduet, qto pri y → a b∫ y (ψ_2(a, t) − ϕ_2(a, t)) exp b∫ t ψ_2(a, s) ds dt →

→ b∫ a+ (ψ_2(a, t) − ϕ_2(a, t)) exp b∫ t ψ_2(a, s) ds dt < ∞.

290 B. P. HARLAMOV Ots¸da, ispol~zuØ ravenstvo b∫ y ψ_2(a, t)) exp b∫ t ψ_2(a, s) ds dt = exp b∫ y ψ_2(a, t) dt − 1, soglasno formule (7), poluqaem predel lim K_a(λ, y) = 1 (y → a), a takße lim 1 y − a (K_a(λ, y) − 1) =

= (b − a) ( −C_a + 1 +^b ∫ a+ (ψ_2(a, t) − ϕ_2(a, t)) exp (_b ∫ t ψ_2(a, s) ds ) dt )

exp (_b ∫ a+ (ψ_2(a, t) − (t − a)^{−1}) dt ) .

Oboznaqiv poslednee vyraßenie L_a(λ), my poluqaem predstavle- nie K_a(λ, a + ϵ) = 1 + L_a(λ)ϵ + o(ϵ) (ϵ → 0).

Ots¸da K_a(λ, y) = K_a(λ, a + ϵ)(h_{(a,y)}(λ, a + ϵ) + g_{(a,y)}(λ, a + ϵ)K_a(λ, y)), i, sledovatel~no, K_a(λ, y) = K_a(λ, a + ϵ)h_{(a,y)}(λ, a + ϵ) 1 − K_a(λ, a + ϵ)g_{(a,y)}(λ, a + ϵ) . Pri sdelannyh predpoloßeniØh g_{(a,y)}(λ, a + ϵ) − 1 = g^′_{(a,y)}(λ, a)ϵ + o(ϵ), h_{(a,y)}(λ, a + ϵ) = h^′_{(a,y)}(λ, a)ϵ + o(ϵ)), otkuda vytekaet predstavlenie rexeniØ v vide K_a(λ, y) = h^′_{(a,y)}(λ, a) −L_a(λ) − g^′_{(a,y)}(λ, a) ≡ ψ_1(a, y) −L_a(λ) + ϕ_1(a, y) . Pervoe utverßdenie dokazano. Dokazatel~stvo vtorogo utverßdeniØ analogiqno. � Iz obweæ teorii nepreryvnyh polumarkovskih processov [3] sleduet, qto konstruiruemyæ process s parametrami K_a, K_b suwestvuet, esli ffti parametry vpolne monotonny kak funkcii ot λ i K_a(0, y) 6 1, K_b(0, y) 6 1, t.e. opredelØ¸t subveroØtnostnye

DIFFUZIONNY` PROCESS 291 raspredeleniØ na poloßitel~noæ poluprØmoæ. Soglasno formulam (9), (10) dlØ fftogo dostatoqno, qtoby pri nekotorom ϵ > 0 funkcii 1 + ϵL_a i 1 − ϵL_b byli vpolne monotonnymi. Vo vseh ostal~nyh otnoxeniØh funkcii L_a i L_b proizvol~ny i opredelØ¸t vse mnogoobrazie diffuzionnyh processov s zaderßkoæ na kraØh otrezka. Zametim, qto nezavisimoe uslovie L_a(0) = 0 (L_b = 0) ffkvivalentno uslovi¸ K_a(0, y) = 1 (K_a(0, y) = 1) pri vseh y ∈ [a, b], kotoroe oznaqaet, qto iz toqki a (b) toqka y dostigaetsØ s veroØtnost~¸ edinica.

3. Matematiqeskoe oßidanie na granice

Dalee my budem issledovat~ stacionarnoe raspredelenie processa, dlØ nahoßdeniØ kotorogo nam ponadobØtsØ matematiqeskie oßidaniØ vremen pervogo vyhoda iz poluzamknutyh intervalov. Predpoloßim, qto ffti pervye momenty suwestvu¸t. DlØ ih vyqisleniØ my ispol~zuem poluqennye formuly dlØ polumarkovskih perehodnyh proizvodØwih funkciæ. Oboznaqim

m^{(g)}_{(c,d)}(x) ≡ E_x(σ_{(c,d)}; X((c, d)) = c) = − ∂ ∂λ g_{(c,d)}(λ, x) | | | |_{λ=0} ,

m^{(h)}_{(c,d)}(x) ≡ E_x(σ_{(c,d)}; X((c, d)) = d) = − ∂ ∂λ h_{(c,d)}(λ, x) | | |_{λ=0} , n_a(y| x) = − ∂ ∂λ k_a(λ, y| x) | | | |_{λ=0} , n^b(y| x) = − ∂ ∂λ k_b(λ, y| x) | | | |_{λ=0} , M_a(y) = n_a(y| a), M_b(y) = n_b(y| b). Pri sdelannyh predpoloßeniØh spravedlivo ∂ ∂λ g^′_{(c,d)}(λ, x) | | | λ=0 = (m^{(g)}_{(c,d)})^′(x), ∂ ∂λ h^′_{(c,d)}(λ, x) | | | |_{λ=0} = (m^{(h)}(c,d))^′(x).

DifferenciruØ po λ v nule formulu (9) i polagaØ L_a(0) = 0, poluqaem

M_a(y) =

(m^{(h)}_{(a,y)})^′(a) −G^′_{(a,y)}(a) − H^′_{(a,y)}(a) −μ_a − (m^{(g)}_{(a,y)})^′(a)

(G^′_{(a,y)}(a))^2 ,

292 B. P. HARLAMOV gde μ_a = − ∂ ∂λ L_a(λ) | | | λ=0

> 0,

a takße G_{(c,d)}(x) = g_{(c,d)}(0, x), H_{(c,d)}(x) = h_{(c,d)}(0, x). UqityvaØ ravenstvo G_{(a,y)}(x) + H_{(a,y)}(x) = 1 i ego sledstvie −G^′_{(a,y)}(a) = H^′_{(a,y)}(a), poluqaem

M_a(y) = μ_a + m^′_{(a,y)}(a) H^′_{(a,y)}(a) , (17)

gde m_{(c,d)}(x) = m^{(g)}_{(c,d)}(x)+m^{(h)}_{(c,d)}(x) – srednee vremØ pervogo vyhoda iz intervala (c, d). Analogiqno iz formuly (10) poluqaem

M_b(y) = −μ_b − m^′_{(y,b)}(b) H^′_{(y,b)}(b) , gde μ_b = − ∂ ∂λ L_b(λ) | | | |_{λ=0} 6 0.

Krome togo iz uravneniæ (2) i (3) sledu¸t uravneniØ n_a(y| x) = m_{(a,y)}(x) + G_{(a,y)}(x)M_a(y) (a < x < y), (19) n_b(y| x) = m_{(y,b)}(x) + H_{(y,b)}(x)M_b(y) (y < x < b), (20) 4. Stacionarnoe raspredelenie

Pust~ a < y_1 < y_2 < b. Bez poteri obwnosti predpoloßim, qto process naqinaetsØ v toqke x < y_2. Rassmotrim al~terniru¸wiæ process vosstanovleniØ, opredelØemyæ posledovatel~- nost~¸ vremen pervogo vyhoda (τ_n) (n > 1), gde τ_1 = σ_{[a,y2)}, τ_2 = τ_1 + σ_{(y1,b]} ∘ θ_{τ1} , i t.d.

τ_{2k+1} = τ_{2k} + σ_{[a,y2)} ∘ θ_{τ2k} , τ_{2k+2} = τ_{2k+1} + σ_{(y1,b]} ∘ θ_{τ2k+1} (k > 1), gde θ_t – operator sdviga na mnoßestve traektoriæ: X_s ∘θ_t = X_{s+t}. Pri fftom X(τ_{2k−1}) = y_2, X(τ_{2k}) = y_1. Oboznaqim W_1(t) = {(∃k > 1) τ_{2k−1} 6 t < τ_{2k}},

W_2(t) = {(∃k > 1) τ_{2k} 6 t < τ_{2k+1}} (k > 1), qto oznaqaet: toqka t prinadleßit neqetnomu (sootvetstvenno qetnomu) intervalu meßdu toqkami τ_n.

DIFFUZIONNY` PROCESS 293

Lemma 1. Spravedlivo

P_x(X_t < y_1) 6 P_x(W_1(t)) 6 P_x(X_t 6 y_2).

Dokazatel~stvo. Imeem W1(t) ⊂ {Xt 6 y2}. Ots¸da sleduet vto-

roe neravenstvo. Dalee W_2(t) ⊂ {X_t > y_1}. Ots¸da

P_x(X_t < y_1) = 1 − P_x(X_t > y_1) 6 1 − P_x(W_2(t)) = P_x(W_1(t)).

�

Iz obwih teorem ob ffrgodiqnosti processov s momentami regeneracii (sm. Xurenkov [2]) sleduet, qto pri sdelannyh predpoloßeniØh suwestvuet predel~naØ funkciØ raspredeleniØ Q sluqaænoæ veliqiny X_t (t → ∞) i ffta funkciØ ne zavisit ot naqal~noæ toqki processa. Iz lemmy sleduet, qto Q(y_1 − 0) 6 lim P_x(W_1(t)) 6 Q(y_2). S drugoæ storony, iz teorii vosstanovleniØ sleduet, qto predel veroØtnosti neqetnogo intervala suwestvuet, ne zavisit ot naqal~noæ toqki i raven

lim P_x(W_1(t)) = n_a(y_2| y_1) n_a(y_2| y_1) + n_b(y_1| y_2) . Pri sdelannyh predpoloßeniØh poslednee otnoxenie imeet predel pri y_1 → y, y_2 → y, gde y_1 6 y 6 y_2. Oqevidno, qto fftot predel sovpadaet s Q(y) vo vseh toqkah nepreryvnosti funkcii Q, t.e

Q(y) = lim y1→y,y2→y n_a(y_2| y_1) n_a(y_2| y_1) + n_b(y_1| y_2) . Iz nepreryvnosti proizvodnyh na kra¸ intervala kak funkciæ ot koordinaty fftogo kraØ i iz ravnomernosti shodimosti k predelu pri opredelenii proizvodnoæ sleduet (po formulam (19), (20)), qto

n_a(y_2| y_1) = m_{(a,y2)}(y_1) + G_{(a,y2)}(y_1)M_a(y_1) =

= −m^′_{(a,y)}(y)(y_2 − y_1) − G^′_{(a,y)}(y)M_a(y_1)(y_2 − y_1) + o(y_2 − y_1),

n_b(y_1| y_2) = m_{(y1,b)}(y_2) + H_{(y1,b)}(y_2)M_b(y_2) =

= m^′_{(y,b)}(y)(y_2 − y_1) + H^′_{(y,b)}(y)M_b(y)(y_2 − y_1) + o(y_2 − y_1).

294 B. P. HARLAMOV Ots¸da poluqaem formulu dlØ stacionarnoæ funkcii raspredeleniØ Q(y) = ν_a(y) ν_a(y) + ν_b(y)

, (21)

gde, soglasno (17) i (18), ν_a(y) = −m^′_{(a,y)}(y) − G^′_{(a,y)}(y)M_a (y) = = −m^′_{(a,y)}(y) + H^′_{(a,y)}(y) H^′_{(a,y)}(a) (μ_a + m^′_{(a,y)}(a)),

ν_b(y) = m^′_{(y,b)}(y) + H^′_{(y,b)}(y)M_b(y) =

= m^′_{(y,b)}(y) + H^′_{(y,b)}(y) H^′_{(y,b)}(b) (−μ_b − m^′_{(y,b)}(b)). Zametim, qto m_{(c,d)}(x) moßet byt~ poluqeno kak putem “differencirovaniØ po λ v nule” funkcii f_{(c,d)}(λ, x) ≡ g_{(c,d)}(λ, x) + h_{(c,d)}(λ, x), tak i neposredstvenno putem nahoßdeniØ rexeniØ differencial~nogo uravneniØ 1 2 m^{′′} + A(x)m^′ + γ(x) = 0 (x ∈ (c, d)), (22) s graniqnymi znaqeniØmi m(c) = m(d) = 0, gde γ(x) = ∂B(λ, x) ∂λ | | | |_{λ=0} .

Iz formul sravneniØ (13) i (14) sleduet, qto H^′_{(c,d)}(c) H^′_{(c,d)}(d) → 1 (d − c → 0). Takße legko pokazat~, qto m^′_{(c,d)}(c) → 0, m^′_{(c,d)}(d) → 0 pri d − c → 0. Ots¸da ν_a(y) → μ_a (y → a) i ν_b(y) → −μ_b (y → b). Sledovatel~no, Q(b−) = ν_a(b) ν_a(b) − μ_b , i ffta veliqina men~xe 1, esli −μ_b > 0. A takße Q(a+) = μ_a μ_a + ν_b(a) ,

DIFFUZIONNY` PROCESS 295 i ffta veliqina bol~xe 0, esli μ_a > 0. Poloßitel~nost~ 1−Q(b−) (Q(a+)) oznaqaet ili naliqie intervalov postoØnstva na pravoæ (levoæ) granice otrezka [a, b] (polumarkovskiæ sluqaæ), ili otraßenie s zamedleniem (markovskiæ sluqaæ). Suwestvovanie markovskogo processa s zamedleniem pri otraßenii ot granicy dokazano v rabote [1].

Kakoæ iz fftih dvuh variantov realizuetsØ, zavisit ot vida funkciæ K_a(λ, y), K_b(λ, y). V rabote [3] dokazano, qto pri nekotoryh usloviØh regulØrnosti (kotorye vypolnØ¸tsØ pri sdelannyh predpoloßeniØh) polumarkovskiæ process ØvlØetsØ markovskim togda i tol~ko togda, kogda ego λ-harakteristiqeskiæ operator lineen po parametru λ. Lineænost~ operatora vo vnutrennih toqkah intervala sleduet iz naxego predpoloßeniØ o lineænosti po λ funkcii B(λ, x) (lokal~naØ markovost~).

Rassmotrim λ-harakteristiqeskiæ operator A_λ v graniqnyh toqkah. Imeem A_λ(f| a) ≡ lim_{r→0} f(a + r)K_a(λ, a + r) − f(a) M_a(a + r) =

= lim_{r→0}

(f(a) + f^′(a)r + o(r))(1 + L_a(λ)r + o(r)) − f(a) μ_ar + o(r) = = 1 μ_a (f^′(a) + L_a(λ)f(a)),

gde f – differenciruemaØ funkciØ, zadannaØ v nekotoroæ okrestnosti toqki a. Analogiqno A_λ(f| b) = 1 μ_b (f^′(b) + L_b(λ)f(b).

Ots¸da zakl¸qaem, qto pri poloßitel~nyh μ_a i (−μ_b) izuqaemyæ process ØvlØetsØ markovskim togda i tol~ko togda, kogda

L_a(λ) = −μ_aλ, L_b(λ) = μ_bλ (λ > 0).

Imenno k fftomu sluqa¸ otnositsØ soderßanie p. 24 glavy 5 knigi [1].

Formula (21) primenima takße k sluqa¸ otsutstviØ zaderßki na kraØh otrezka, t.e. k processu s mgnovenno otraßa¸wimi granicami. DlØ fftogo sluqaØ neobhodimo i dostatoqno, qtoby μ_b = μ_a = 0.

296 B. P. HARLAMOV

DlØ processa, ne ØvlØ¸wegosØ markovskim, neobhodimo suwestvovanie intervalov postoØnstva hotØ by na odnoæ iz granic otrezka. Mnoßestvo fftih intervalov predstavlØet soboæ mnoßestvo fraktal~nogo tipa, v kotorom ni odin iz levyh koncov realizuemyh intervalov postoØnstva ne ØvlØetsØ markovskim momentom. �tot primer lixniæ raz pokazyvaet, qto termin “moment ostanovki” ØvlØetsØ menee toqnym (v intuitivnom smysle), qem “markovskiæ moment”.

5. Primer

Rassmotrim standartnyæ vinerovskiæ process vnutri intervala (a, b). Takim obrazom, A = 0, γ = 1 v uravnenii (1). Naædem dlØ nego veroØtnost~ (21). Legko poluqit~ −G^′_{(c,d)}(y) = H^′_{(c,d)}(y) = 1/(d − c). Iz uravneniØ (22) poluqaem m_{(c,d)}(x) = (d − x)(x − c). Ots¸da

ν_a(y) = 2(y − a) + μ_a, ν(b) = 2(b − y) − μ_b, Q(y) = 2(y − a) + μ_a 2(b − a) + μ_a − μ_b (napomnim, qto μ_b 6 0), qto predstavlØet soboæ ravnomernoe raspredelenie s plotnost~¸

Q^′(y) = 2 2(b − a) + μ_a − μ_b (a < y < b). VeroØtnosti nahoßdeniØ processa na pravoæ i levoæ granicah:

1 − Q(b) = −μ_b 2(b − a) + μ_a − μ_b , Q(a) = μ_a 2(b − a) + μ_a − μ_b

�

6. Blagodarnost~

Avtor vyraßaet priznatel~nost~ professoru ˚. I. Belopol~- skoæ, obrativxeæ ego vnimanie na glavu 5 knigi [1], gde issledovalsØ markovskiæ process s zamedlennym otraßeniem na granice (“fflastiqnyæ ffkran”).

Literatura 1. I. I. Gihman, A. V. Skorohod, Stohastiqeskie differencial~nye urav-

neniØ. Naukova dumka, Kiev, 1968.

DIFFUZIONNY` PROCESS 297 2. V. M. Xurenkov, �rgodiqeskie processy Markova. Nauka, M., 1989. 3. B. P. Harlamov, Nepreryvnye polumarkovskie processy. Nauka, SPb, 2001.

Harlamov B. P. Diffusion processes with delay on ends of a segment. A continuous semi-Markov process with a segment as a range of values is considered. This process is being transformed into a diffusion process inside the segment, i.e., up to the first hitting time on the boundary of the segment and any time leaving the boundary. Some conditions in terms of a semi-Markov transition generating function on the boundary for such a process to exist are derived. A method of imbedded alternating renewal processes is applied to find a stationary distribution of the process.

Postupilo 12 noØbrØ 2007 g.

Institut problem maxinovedeniØ RAN

E-mail: harlamov@random.ipme.ru