Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 351, 2007 g.

A. N. Frolov

PREDEL^NYE TEOREMY DL˚ PRIRAWENI` OBOBWENNYH PROCESSOV VOSSTANOVLENI˚

1. Vvedenie

Issledovanie asimptotiqeskogo p.n. (poqti navernoe) povedeniØ priraweniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin, sluqaænyh processov i sluqaænyh poleæ ØvlØetsØ odnoæ iz interesnyh i vaßnyh zadaq sovremennoæ teorii veroØtnosteæ. Interes k fftoæ oblasti predel~nyh teorem obuslovlen teoretiqeskoæ vaßnost~¸ issledovaniØ povedeniØ razliqnyh funkcionalov ot traektoriæ sluqaænyh blußdaniæ i sluqaænyh processov, a takße razliqnymi primeneniØmi podobnyh rezul~tatov v teorii veroØtnosteæ, matematiqeskoæ statistike i raznoobraznyh priloßeniØh. K nastoØwemu vremeni poØvilos~ bolee sotni rabot po dannoæ tematike.

V rassmatrivaemoæ oblasti vaßnoe mesto zanima¸t qetyre tipa predel~nyh teorem, v kotoryh req~ idet o p.n. verhnem predele ili predele normirovannyh priraweniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin, sluqaænyh processov i poleæ. �to – usilennyæ zakon bol~xih qisel (UZBQ), zakon povtornogo logarifma (ZPL), zakony �rdœxa–Ren~i i zakony Qœrgœ–Revesa. Pervye dva tipa predel~nyh teorem horoxo izvestny. Opixem ostal~nye dva tipa rezul~tatov.

DlØ posledovatel~nosti nezavisimyh odinakovo raspredelennyh (n.o.r.) sluqaænyh veliqin P. �rdœx i A. Ren~i [1] ustanovili, qto v sluqae malyh priraweniæ (priraweniæ logarifmiqeskoæ i men~xeæ dliny) normiru¸waØ posledovatel~nost~ zavisit ot vsego raspredeleniØ slagaemyh, a inogda daße odnoznaqno opredelØet ffto raspredelenie. Rezul~taty fftogo tipa nazyva¸tsØ zakonami �rdœxa–Ren~i. M. Qœrgœ i P. Reves [2] poluqili obobwennyæ ZPL dlØ bol~xih priraweniæ summ n.o.r. sluqaænyh veliqin s nulevym srednim i koneqnym vto-

Rabota vypolnena pri podderßke granta 05-01-00486 RFFI. 259

260 A. N. FROLOV rym momentom. Okazalos~, qto normirovka v fftom sluqae zavisit lix~ ot dispersii raspredeleniØ slagaemyh, podobno tomu, kak v teoreme Harmana–Vintnera o ZPL. Krome togo, M. Qœrgœ i P. Reves ustanovili, qto dlØ bol~xih priraweniæ, dlina kotoryh rastet dostatoqno medlenno, verhniæ predel moßno zamenØt~ na predel. Rezul~taty takogo tipa nazyva¸tsØ zakonami Qœrgœ–Revesa. Otmetim, qto teorema Harmana–Vintnera ØvlØetsØ qastnym sluqaem rezul~tata M. Qœrgœ i P. Revesa.

Dal~neæxemu izuqeni¸ asimptotiqeskogo p.n. povedeniØ priraweniæ summ n.o.r. sluqaænyh veliqin posvØweny raboty M. Qœrgœ, P. Revesa, P. Devel~sa, L. DevroØ, D. Linqa, D. Mffæsona, U. AænmalØ, `. Xtaænebaha, X. Qœrgœ, S. Buka, K. M. Xao i celogo rØda drugih avtorov. V ih rabotah byli poluqeny usileniØ i utoqneniØ zakonov �rdœxa–Ren~i i Qœrgœ– Revesa, naædeny ocenki skorosti shodimosti v nih, izuqeny voprosy optimal~nosti momentnyh predpoloßeniæ. ObobweniØ fftih rezul~tatov na sluqaæ nezavisimyh neodinakovo raspredelennyh slagaemyh byli poluqeny `. Xtaænebahom, S. Bukom, D. Hansonom, R. Russo, Z. Linem, A. I. Martikaænenom, A. N. Frolovym i dr. Razliqnye varianty fftih rezul~tatov byli poluqeny takße dlØ slabozavisimyh veliqin, samonormalizovannyh summ i vzvexennyh summ.

Parallel~no s issledovaniem p.n. povedeniØ priraweniæ summ xlo izuqenie p.n. povedeniØ priraweniæ sluqaænyh processov i poleæ.

Preßde vsego, otmetim zdes~ rezul~taty dlØ priraweniæ vinerovskogo processa, kotorye byli poluqeny v rabotah P. �rdœxa, A. Ren~i, M. Qœrgœ, P. Revesa, E. Qaki, S. Buka, T. Xora, `. Ortegi, M. Vxebora i dr. Rezul~taty, analogiqnye rezul~tatam dlØ vinerovskogo processa, byli poluqeny takße dlØ ustoæqivyh processov so skaqkami odnogo znaka.

Vaßnym klassom issleduemyh sluqaænyh processov stali processy vosstanovleniØ, k kotorym, v qastnosti, otnositsØ puassonovskiæ process. Rezul~taty v fftom napravlenii byli poluqeny P. Devel~som, `. Xtaænebahom i dr. V rabotah P. Revesa, M. Qœrgœ, P. Devel~sa, D. Mffæsona, E. Qaki i dr. bylo issledovano povedenie priraweniæ nekotoryh processov, svØzannyh s vinerovskim processom, ffmpiriqeskih processov, lokal~nyh vremen, a takße rØda drugih sluqaænyh processov. V

PREDEL^NYE TEOREMY 261 stat~Øh P. Revesa, K. A. Borovkova, P. Devel~sa, D. Mffæsona i dr. dlØ priraweniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin i nekotoryh sluqaænyh processov byli dokazany funkcional~- nye predel~nye teoremy. Povedenie priraweniæ sluqaænyh poleæ bylo issledovano `. Xtaænebahom, P. Devel~som i dr. Rezul~taty dlØ priraweniæ gaussovskih i ustoæqivyh sluqaænyh poleæ vyteka¸t iz sootvetstvu¸wih rezul~tatov dlØ mnogoparametriqeskih sluqaænyh processov, poluqennyh A. Qenom, M. Qœrgœ, P. Revesom i dr.

Obweæ qertoæ upomØnutyh vyxe rezul~tatov dlØ priraweniæ summ n.o.r. sluqaænyh veliqin, ØvlØetsØ to, qto malye i bol~xie priraweniØ praktiqeski vsegda issledovalis~ otdel~- no. Vmeste s tem, ZPL i UZBQ moßno rassmatrivat~ kak qastnye sluqai rezul~tatov dlØ bol~xih priraweniæ. V rabotah A.N. Frolova [3–5] byla naædena formula universal~noæ (ohvatyva¸weæ sluqaæ i bol~xih, i malyh priraweniæ) normiru- ¸weæ posledovatel~nosti v sil~nyh predel~nyh teoremah dlØ priraweniæ summ n.o.r. sluqaænyh veliqin. �to pozvolilo ob¨- edinit~ edinoæ teorieæ zakony �rdœxa–Ren~i, zakony Qœrgœ– Revesa, ZPL i UZBQ. Pri fftom byl poluqen rØd novyh rezul~- tatov dlØ sluqaænyh veliqin iz oblasteæ pritØßeniØ normal~- nogo zakona i asimmetriqnyh ustoæqivyh zakonov s harakteristiqeskim pokazatelem iz intervala (1, 2), a takße ustanovlena optimal~nost~ momentnyh predpoloßeniæ v fftih rezul~tatah (sm. [6]). Zatem A. N. Frolovom byla postroena analogiqnaØ teoriØ i byli poluqeny podobnye rezul~taty dlØ processov vosstanovleniØ [7], sluqaænyh poleæ [8], odnorodnyh processov s nezavisimymi priraweniØmi [9], summ nezavisimyh neodinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin [10, 11]. V fftih rabotah qitatel~ smoßet naæti bolee podrobnye izloßenie istorii voprosa i bibliografi¸.

V nastoØweæ rabote my postroim sootvetstvu¸wu¸ teori¸ dlØ priraweniæ sluqaænyh processov iz odnogo vaßnogo klassa – obobwennyh processov vosstanovleniØ. Obobwennym processom vosstanovleniØ my nazyvaem summu sluqaænogo qisla n.o.r. sluqaænyh veliqin, v kotoroæ qislo slagaemyh ØvlØetsØ processom vosstanovleniØ. Pri fftom my ne predpolagaem nezavisimosti slagaemyh i vremen vosstanovleniØ. Otmetim, qto klass obobwennyh processov vosstanovleniØ vkl¸qaet v sebØ processy

262 A. N. FROLOV vosstanovleniØ, puassonovskie i obobwennye puassonovskie processy, processy summirovaniØ n.o.r. sluqaænyh veliqin. Dokazav universal~nye predel~nye teoremy (predel~nye teoremy s universal~noæ normirovkoæ) dlØ obobwennyh processov vosstanovleniØ, my vyvedem iz nih rØd novyh rezul~tatov. V qastnosti, budet dokazan rØd novyh rezul~tatov ob asimptotiqeskom povedenii bol~xih priraweniæ dlØ poroßda¸wih process sluqaænyh veliqin iz oblasteæ pritØßeniØ normal~nogo zakona i asimmetriqnyh ustoæqivyh zakonov s harakteristiqeskim pokazatelem iz intervala (1, 2).

2. Rezul~taty

Pust~ (X, Y ), (X_1, Y_1), (X_2, Y_2), . . . – posledovatel~nost~ n.o.r. sluqaænyh vektorov takih, qto EX = λ ∈ (0, ∞), P(Y > 0) = 1 i EY = μ ∈ (0, ∞).

(Podqerknem, qto komponenty vektorov X i Y mogut byt~ zavisimymi.) Poloßim

S_n = X_1 + · · · + X_n, R_n = Y_1 + · · · + Y_n, dlØ n > 1, S_0 = R_0 = 0,

i opredelim obobwennyæ process vosstanovleniØ sootnoxeniem ξ(t) = S_{N(t)}, gde N (t) – process vosstanovleniØ, poroßdennyæ posledovatel~- nost~¸ {Y_i}, t.e. N (t) = max{n : R_n 6 t}, t ≥ 0. Otmetim, qto esli P(Y_1 > u) = e^{−u/μ} pri u > 0, to N (t) – odnorodnyæ puassonovskiæ process, a esli N (t) i {X_i} nezavisimy, to ξ(t) nazyvaetsØ obobwennym puassonovskim processom. Esli P(X = 1) = 1, to ξ(t) = N (t). Esli P(Y = 1) = 1, to ξ(t) prevrawaetsØ v process summirovaniØ n.o.r. sluqaænyh veliqin. Takim obrazom, klass obobwennyh processov vosstanovleniØ vkl¸qaet v sebØ processy vosstanovleniØ, puassonovskie i obobwennye puassonovskie processy, processy summirovaniØ n.o.r. sluqaænyh veliqin.

PREDEL^NYE TEOREMY 263 Obobwennye processy vosstanovleniØ igra¸t vaßnu¸ rol~ v aktuarnoæ i finansovoæ matematike (sm., naprimer, obzor �mbrehtsa i Kl¸ppel~berg [12]). Oni opisyva¸t, v qastnosti, process summarnyh vyplat strahovoæ kompanii po portfel¸ odnotipnyh dogovorov strahovaniØ. V fftom sluqae X_i oboznaqaet razmer i-oæ vyplaty strahovogo vozmeweniØ, N (t) est~ qislo vyplat do momenta vremeni t, a Y_i sut~ sluqaænye vremena meßdu posledovatel~nymi vyplatami.

Pust~ a_T – neubyva¸waØ nepreryvnaØ funkciØ takaØ, qto 1 6

a_T 6 T pri x → ∞ i T /a_T ne ubyvaet. Oboznaqim

W_T = sup 06t6T −aT^{sup}06s6aT ( ξ(t + s) − ξ(t) − λ μ s ) , U_T = sup 06t6T −aT^{(ξ(t + aT ) − ξ(t)) −} λ μ a_T . My opixem asimptotiqeskoe p.n. povedenie priraweniæ obobwennyh processov vosstanovleniØ W_T i U_T . Vaßnu¸ rol~ pri fftom igraet predel~noe p.n. povedenie priraweniæ processov vosstanovleniØ

u_T = sup 06t6T −aT^{(N (t + aT ) − N (t)),} v_T = inf 06t6T −aT^{(N (t + aT ) − N (t)).} Otmetim, qto issledovanie asimptotiqeskogo povedeniØ u_T i v_T predstavlØet samostoØtel~nyæ interes.

Oboznaqim

Q_n = S_n − λ μ R_n, n = 0, 1, 2, . . . . Nax pervyæ rezul~tat soderßit p.n. ocenki sverhu dlØ normirovannyh maksimal~nyh priraweniæ obobwennyh processov vosstanovleniØ.

Teorema 1. Pust~ cT – neubyva¸waØ poloßitel~naØ nepreryvnaØ

funkciØ takaØ, qto c_T → ∞ pri T → ∞ i

lim sup T →∞ u_T c_T 6

1 p.n. (1)

Predpoloßim, qto b_T – neubyva¸waØ poloßitel~naØ nepreryvnaØ funkciØ takaØ, qto b_T → ∞ pri T → ∞.

264 A. N. FROLOV

Predpoloßim, qto libo vypolneny sootnoxeniØ

lim sup θ↘1 lim sup T →∞ 1 b_T max 06k6θT /μ^{max}06j6θcT^{(Qk+j − Qk)} 6^{1 p.n.,} (2)

lim sup θ↘1 lim sup T →∞ 1 b_T max 16k6θT /μ^{Yk = 0 p.n.,} (3)

libo vypolneny sootnoxeniØ

lim sup θ↘1 lim sup T →∞ 1 b_T max 06k6θT /μ^{max}06j6θcT^{(Qk+j − Qk+1)} 6^{1 p.n.,} (4)

lim sup θ↘1 lim sup T →∞ 1 b_T max 16k6θT /μ^{Xk = 0 p.n.} (5)

Togda lim sup T →∞ W_T b_T 6

1 p.n. (6)

V teoreme 1 po kraæneæ mere odno iz usloviæ (5) i (3) vypolneno, esli hotØ by odna iz sluqaænyh veliqin X i Y ograniqena sverhu.

Nax sledu¸wiæ rezul~tat soderßit p.n. ocenki snizu dlØ normirovannyh maksimal~nyh priraweniæ obobwennyh processov vosstanovleniØ.

Teorema 2. Predpoloßim, qto cT – neubyva¸waØ poloßitel~naØ

nepreryvnaØ funkciØ takaØ, qto c_T → ∞ pri T → ∞ i vypolneno (1). Pust~ d_T – neubyva¸waØ poloßitel~naØ nepreryvnaØ funkciØ takaØ, qto d_T → ∞ pri T → ∞ i

lim inf T →∞ v_T d_T >

1 p.n. (7)

Oboznaqim Δ_T = T − a_T .

Predpoloßim, qto Δ_T → ∞ pri T → ∞.

Pust~ b_T – neubyva¸waØ poloßitel~naØ nepreryvnaØ funkciØ takaØ, qto b_T → ∞ pri T → ∞ i

lim inf θ↘1 lim sup T →∞ 1 b_T max 06k6ΔT /(θμ) ( Q_{k+[θcT ]} − Q_k ) > 1 p.n. (8)

lim sup θ↘1 lim sup T →∞ 1 b_T max 06k6ΔT /(θμ)^{max} dT /θ6j6θcT ( Q_{k+[θcT ]} − Q_{k+j} ) = 0 p.n. (9)

PREDEL^NYE TEOREMY 265 Pust~ vypolneno po kraæneæ mere odno iz sledu¸wih dvuh usloviæ:

lim sup θ↘1 lim sup T →∞ 1 b_T max 16k6(ΔT /(θμ))+θcT^{Xk = 0 p.n.,} (10)

lim sup θ↘1 lim sup T →∞ 1 b_T max 16k6(ΔT /(θμ))+θcT^{Yk = 0 p.n.} (11)

Esli lim sup_{T →∞} Δ_T < ∞, to predpoloßim, qto vypolneny vse vyxepereqislennye usloviØ krome usloviØ (8). Vmesto nego predpoloßim, qto

lim inf θ↘1 lim sup T →∞ Q_{[θcT ]} b_T >

1 p.n. (12)

Togda lim sup T →∞ U_T b_T >

1 p.n. (13)

V poslednem sootnoxenii moßno zamenit~ lim sup na lim inf, esli (8) vypolneno s zamenoæ lim sup_{T →∞} na lim inf_{T →∞}.

Uslovie (12) poluqaetsØ iz usloviØ (8), esli poloßit~ a_T = T . Iz teorem 1, 2 i neravenstva U_T 6 W_T vytekaet sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 3. Esli vypolneny usloviØ teorem 1 i 2, to

lim sup T →∞ W_T b_T = lim sup T →∞ U_T b_T = 1 p.n.

Esli, dopolnitel~no, uslovie (8) vypolneno s zamenoæ lim sup_{T →∞} na lim inf_{T →∞}, to lim T →∞ W_T b_T = lim_{T →∞} U_T b_T = 1 p.n.

Teorema 3 predstavlØet soboæ universal~nu¸ predel~nu¸ teoremu, pozvolØ¸wu¸ poluqat~ rezul~taty o povedenii priraweniæ obobwennyh processov vosstanovleniØ, ispol~zuØ rezul~- taty o povedenii priraweniæ summ n.o.r. sluqaænyh veliqin i processov vosstanovleniØ. Bol~xinstvo iz nußnyh rezul~tatov soderßatsØ v rabotah avtora [3–11]. Nedosta¸wie rezul~taty

266 A. N. FROLOV tipa UZBQ dlØ minimal~nyh priraweniæ processov vosstanovleniØ budut poluqeny niße s pomow~¸ metodov raboty [7].

Rassmotrim snaqala sluqaæ bol~xih priraweniæ, t.e.

a_T / log T → ∞ pri T → ∞.

V dal~neæxem nam potrebuetsØ UZBQ dlØ bol~xih priraweniæ processov vosstanovleniØ. My naqnem s rezul~tata, kotoryæ ustanavlivaet svØz~ meßdu UZBQ dlØ bol~xih priraweniæ processov vosstanovleniØ i asimptotiqeskim povedeniem priraweniæ summ n.o.r. sluqaænyh veliqin {Y_k}.

Teorema 4. Pust~ aT / log T → ∞ pri T → ∞.

Oboznaqim Δ_T = T − a_T . Esli lim sup T →∞ Δ_T < ∞, to lim T →∞ u_T a_T = lim_{T →∞} v_T a_T = 1 μ p.n. (14)

Esli Δ_T → ∞ pri T → ∞ i suwestvuet θ_0 > 1 takoe, qto dlØ l¸bogo θ ∈ (1, θ_0)

lim sup T →∞ 1 a_T max 06k6θΔT /μ^{(Rk+[aT /(θμ)]+1 − Rk) < 1 p.n.,} (15) to vypolneno sootnoxenie (14).

UZBQ dlØ bol~xih priraweniæ processov vosstanovleniØ my poluqim pri razliqnyh odnostoronnih momentnyh usloviØh na vremena vosstanovleniØ {Y_k}. DlØ togo, qtoby ffti usloviØ sformulirovat~, my vvedem v rassmotrenie sledu¸wie dva klassa funkciæ E i M_p iz [4].

My sqitaem, qto H(x) ∈ E, esli H(x) ↗, H(x)/x ↘ i

lim inf x→∞ H(cx)/H(x) > 1 dlØ nekotorogo c > 1. Otmetim, qto, esli

H(x) ∈ E, to log x = o(H(x)) pri x → ∞ i (H^{−1}(x))^2/x ne ubyvaet.

(Zdes~ i dalee H^{−1}(x) oboznaqaet obratnu¸ funkci¸.)

My pixem H(x) ∈ M_p, esli H(x) ↗, lim sup_{x→∞} H(cx)/H(x) < ∞ dlØ vseh c > 0, H(x)/x^p ne ubyvaet i lim_{x→∞} log H(x)/ log x = p dlØ nekotorogo p > 0.

Naprimer, pravil~no menØ¸waØsØ na beskoneqnosti funkciØ porØdka p prinadleßit klassu E pri p ∈ (0, 1) i klassu M_p pri p > 0. Sformuliruem teper~ UZBQ dlØ bol~xih priraweniæ processov vosstanovleniØ.

PREDEL^NYE TEOREMY 267

Teorema 5. Pust~ EY^2 < ∞. Predpoloßim, qto vypolneno odno

iz sledu¸wih treh usloviæ:

1) Ee^{h0Y} < ∞ dlØ nekotorogo h_0 > 0 i a_T / log T → ∞ pri T → ∞; 2) E exp{H(Y )} < ∞, H(x) ∈ E i dlØ nekotorogo θ_0 > 1 vypolnØetsØ neravenstvo a_T > θ_0μC(H^{−1}(log(θ_0T /μ)))^2/ log(T /μ), gde C = C(H) – absol¸tnaØ poloßitel~naØ postoØnnaØ;

3) EH(Y ) < ∞, H(x) ∈ M_p, p > 2, i dlØ nekotorogo θ_0 > 1 vypolnØetsØ neravenstvo a_T > C(H^{−1}(θ_0T /μ))^2/ log(T /μ), gde C – proizvol~naØ poloßitel~naØ postoØnnaØ.

Togda vypolneno (14).

Zameqanie 1. V uslovii 2) teoremy 5 moßno poloßit~ C = c^{2k}/2,

gde c — konstanta iz opredeleniØ klassa E, k = min{j > 1 : 4θ^{−j} < 1}, θ ∈ (1, lim inf_{x→∞} H(cx)/H(x)). Privedem prostye usloviØ, dostatoqnye dlØ vypolneniØ usloviæ 2) i 3) teoremy 5.

Esli H(x) = x^β , β ∈ (0, 1), i a_T (log T )^{(2/β)−1} → ∞ pri T → ∞, to vypolneno uslovie 2).

Esli H(x) = x^p, p > 2, i a_T > CT^{2/p}/ log T , gde C – proizvol~- naØ poloßitel~naØ postoØnnaØ, to vypolneno uslovie 3).

V dal~neæxem nam potrebuetsØ sledu¸wiæ rezul~tat, da¸- wiæ dostatoqnye usloviØ dlØ (3) i (11).

Teorema 6. Esli vypolneny usloviØ teoremy 5, to sootnoxeniØ

(3) i (11) spravedlivy pri c_T = a_T /μ i

b_T = √ a_T (log(T /a_T ) + log log T ).

Pereædem k rezul~tatam dlØ obobwennyh processov vosstanovleniØ.

Teorema 7. Poloßim Z = X − (λ/μ)Y .

Pust~ EY^2 < ∞ i Ee^{h0Y} < ∞ dlØ nekotorogo h_0 > 0. Pust~ EZ^2 < ∞ i vypolneno odno iz sledu¸wih treh usloviæ:

1) Ee^{h1Z} < ∞ dlØ nekotorogo h_1 > 0 i a_T / log T → ∞ pri T → ∞; 2) E exp{H(Z^+)} < ∞, H(x) ∈ E i a_T log T /(H^{−1}(log(θ_0T /μ)))^2 → ∞ pri T → ∞ dlØ nekotorogo θ_0 > 1;

3) EH(Z^+) < ∞, H(x) ∈ M_p, p > 2, i dlØ nekotorogo θ_0 > 1 vypolnØetsØ neravenstvo a_T > C(H^{−1}(θ_0T /μ))^2/ log(T /μ), gde C – proizvol~naØ poloßitel~naØ postoØnnaØ.

268 A. N. FROLOV

Poloßim σ^2 = D(X −^λ_μ Y ) < ∞ i

b_T = √ 2(σ^2/μ)a_T (log(T /a_T ) + log log T ).

Togda lim sup T →∞ W_T b_T = lim sup T →∞ U_T b_T = 1 p.n. (16)

Esli dopolnitel~no log log T = o(log(T /a_T )), to lim T →∞ W_T b_T = lim_{T →∞} U_T b_T = 1 p.n. (17)

V teoreme 7 ffksponencial~noe momentnoe uslovie na Y moßno zamenØt~ bolee slabymi usloviØmi 2) i 3) teoremy 7.

Teorema 8. Pust~ EY^2 < ∞ i EZ^2 < ∞. Esli vypolneno uslovie

2) teoremy 5 i odno iz usloviæ 2) ili 3) teoremy 7, to spravedlivo zakl¸qenie teoremy 7.

Esli vypolneny usloviØ 3) teorem 5 i 7, to spravedlivo zakl¸- qenie teoremy 7.

Zametim, qto v teoremah 7 i 8 normirovka

b_T = √ 2(σ^2/μ)T log log T pri a_T = T

i (16) prevrawaetsØ v ZPL dlØ obobwennyh processov vosstanovleniØ. V qastnosti, esli P(X = 1) = 1, to my poluqim

b_T = √ 2(DY /μ^3)T log log T , qto daet ZPL dlØ processov vosstanovleniØ. Esli P(Y = 1) = 1, to poluqim ZPL dlØ processov summirovaniØ n.o.r. sluqaænyh veliqin.

Pereædem k sluqa¸ EZ^2 = ∞. Oboznaqim F (x) = P(Z < x).

Dalee my pixem F ∈ DN (α) (F ∈ D(α)), α ∈ (1, 2], esli F prinadleßit oblasti normal~nogo (nenormal~nogo sootv.) pritØßeniØ ustoæqivogo zakona s harakteristiqeskoæ funkcieæ (h.f.)

ψ(t) = exp { − c|t|^α ( 1 + i t |t| tg π 2 α )} , gde c = cos(π(2 − α)/2)/α, 1 < α 6 2. V sluqae normal~nogo pritØßeniØ my sqitaem, qto normiru¸wie postoØnnye ime¸t vid

n^{1/α}. Inaqe sluqaænu¸ veliqinu Z nußno dolßnym obrazom nor-

mirovat~.

PREDEL^NYE TEOREMY 269 Dalee, esli g(x) – pravil~no menØ¸waØsØ na beskoneqnosti (v nule) funkciØ, to g^{−1}(x) – asimptotiqeski obratnaØ k neæ funkciØ, t.e. g^{−1}(g(x)) ∼ g(g^{−1}(x)) ∼ x pri x → ∞ (x → 0). Izvestno (sm., naprimer, Seneta [13, str. 27), qto g^{−1}(x) opredelØetsØ asimptotiqeski odnoznaqno. V dal~neæxem, kogda req~ idet o pravil~no (medlenno) menØ¸wihsØ funkciØh, my opuskaem dlØ kratkosti slovo beskoneqnost~ i vsegda ukazyvaem, kogda req~ idet o pravil~nom (medlennom) izmenenii v nule.

Teorema 9. Pust~ EZ^2 = ∞ i F ∈ D(2). Poloßim

b_T = (a_T /μ) ^m( ^f^{−1}((log(T /a_T ) + log log T ) /a_T )), (18)

gde ^m(h) = hG(1/h), ^f (h) = h^2G(1/h)/2, G(x) = 0∫ −x u^2dF (u), x > 0.

(G(x) – medlenno menØ¸waØsØ funkciØ.)

Pust~ EY^2 < ∞ i Ee^{h0Y} < ∞ dlØ nekotorogo h_0 > 0. Pust~ vypolneno odno iz sledu¸wih treh usloviæ:

1) Ee^{h1Z} < ∞ dlØ nekotorogo h_1 > 0 i a_T / log T → ∞ pri T → ∞; 2) E exp{H(Z^+)} < ∞, H(x) ∈ E, i b_T /H^{−1}(log(θ_0T /μ)) → ∞ pri

T → ∞ dlØ nekotorogo θ_0 > 1;

3) EH(Z^+ ) < ∞, H(x) ∈ M_p, p > 2, i dlØ nekotorogo θ_0 > 1 vypolnØetsØ neravenstvo b_T > CH^{−1}(θ_0T /μ), gde C – proizvol~naØ poloßitel~naØ postoØnnaØ.

Togda vypolneno (16) s b_T iz (18). Esli, krome togo, log log T = o(log(T /a_T )), to vypolneno (17).

V teoreme 9 ffksponencial~noe momentnoe uslovie na Y moßno zamenØt~ bolee slabymi usloviØmi 2) i 3) teoremy 5.

Teorema 10. Pust~ EY^2 < ∞, EZ^2 = ∞ i F ∈ D(2). Esli vypol-

neno uslovie 2) teoremy 5 i odno iz usloviæ 2) ili 3) teoremy 9, to spravedlivo zakl¸qenie teoremy 9.

Esli vypolneny usloviØ 3) teorem 5 i 9, to spravedlivo zakl¸- qenie teoremy 9.

Esli v teoremah 9 i 10 vzØt~ a_T = T , to my poluqim ZPL dlØ obobwennyh processov vosstanovleniØ. V qastnosti, dlØ vyroßdennoæ sluqaænoæ veliqiny X, ffto daet ZPL dlØ processov vosstanovleniØ. Esli Y vyroßdena, to my poluqim ZPL dlØ processov summirovaniØ n.o.r. sluqaænyh veliqin.

Pereædem k sluqa¸ α ∈ (1, 2).

270 A. N. FROLOV

Teorema 11. Pust~ F ∈ DN (α), α ∈ (1, 2).

Pust~ EY^2 < ∞ i Ee^{h0Y} < ∞ dlØ nekotorogo h_0 > 0. Predpoloßim, qto vypolneno odno iz sledu¸wih treh usloviæ:

1) Ee^{h1Z} < ∞ dlØ nekotorogo h_1 > 0 i a_T / log T → ∞ pri T → ∞; 2) E exp{H(Z^+)} < ∞, H(x) ∈ E, i a_T (log T )^{α−1}/(H^{−1}(log(θ_0T /μ)))^α → ∞ pri T → ∞ dlØ nekotorogo θ_0 > 1;

3) EH(Z^+) < ∞, H(x) ∈ M_p, p > α, i dlØ nekotorogo θ_0 > 1 vypolnØetsØ neravenstvo a_T > C(H^{−1}(θ_0T /μ))^α/(log(T /μ))^{α−1}, gde C – proizvol~naØ poloßitel~naØ postoØnnaØ.

Togda (16) vypolneno s b_T = ν^{−ν}(a_T /μ)^{1/α} ( log T a_T + log log T )_ν , gde ν = (α − 1)/α.

Esli, krome togo, log log T = o(log(T /a_T )), to vypolneno (17). V teoreme 11 ffksponencial~noe momentnoe uslovie na Y moßno zamenØt~ bolee slabymi usloviØmi 2) i 3) teoremy 5.

Teorema 12. Pust~ EY^2 < ∞ i F ∈ DN (α), α ∈ (1, 2). Esli vy-

polneno uslovie 2) teoremy 5 i odno iz usloviæ 2) ili 3) teoremy 11, to spravedlivo zakl¸qenie teoremy 11.

Esli vypolneny usloviØ 3) teorem 5 i 11, to spravedlivo zakl¸qenie teoremy 11.

Esli v teoremah 11 i 12 vzØt~ a_T = T , to my prihodim k ZPL dlØ obobwennyh processov vosstanovleniØ s normiru¸weæ funkcieæ b_T = ν^{−ν}(T /μ)^{1/α}(log log T )^ν. V qastnosti, dlØ vyroßdennoæ sluqaænoæ veliqiny X, ffto daet ZPL dlØ processov vosstanovleniØ. Esli Y vyroßdena, to my poluqim ZPL dlØ processov summirovaniØ n.o.r. sluqaænyh veliqin.

Teorema 13. Pust~ F ∈ D(α), α ∈ (1, 2).

Poloßim

b_T = (a_T /μ) ^m( ^f^{−1}((log(T /a_T ) + log log T ) /a_T )), (19) gde ^m(h) = h^{α−1}G(1/h)αΓ(2 − α)/(α − 1), ^f (h) = Γ(2 − α)h^αG(1/h), G(x) = x^αF (−x), x > 0. (G(x) – medlenno menØ¸waØsØ funkciØ.)

Pust~ EY^2 < ∞ i Ee^{h0Y} < ∞ dlØ nekotorogo h_0 > 0. Pust~ vypolneno odno iz sledu¸wih usloviæ:

PREDEL^NYE TEOREMY 271 1) Ee^{h1Z} < ∞ dlØ nekotorogo h_1 > 0 i a_T / log T → ∞ pri T → ∞; 2) E exp{H(Z^+)} < ∞, H(x) ∈ E, i b_T /H^{−1}(log(θ_0T /μ)) → ∞ pri

T → ∞ dlØ nekotorogo θ_0 > 1;

3) EH(Z^+) < ∞, H(x) ∈ M_p, p > α, i dlØ nekotorogo θ_0 > 1 vypolnØetsØ neravenstvo b_T > CH^{−1}(θ_0T /μ), gde C – proizvol~naØ poloßitel~naØ postoØnnaØ.

Togda vypolneno (16) s b_T iz (19). Esli, krome togo, log log T = o(log(T /a_T )), to vypolneno (17).

V teoreme 13 ffksponencial~noe momentnoe uslovie na Y moßno zamenØt~ bolee slabymi usloviØmi 2) i 3) teoremy 5.

Teorema 14. Pust~ EY^2 < ∞ i F ∈ D(α), α ∈ (1, 2). Esli vypol-

neno uslovie 2) teoremy 5 i odno iz usloviæ 2) ili 3) teoremy 13, to spravedlivo zakl¸qenie teoremy 13.

Esli vypolneny usloviØ 3) teorem 5 i 13, to spravedlivo zakl¸qenie teoremy 13.

Esli v teoremah 13 i 14 vzØt~ a_T = T , to my snova poluqim ZPL dlØ obobwennyh processov vosstanovleniØ. V qastnosti, dlØ vyroßdennoæ sluqaænoæ veliqiny X, ffto daet ZPL dlØ processov vosstanovleniØ. Esli Y vyroßdena, to my poluqim ZPL dlØ processov summirovaniØ n.o.r. sluqaænyh veliqin.

Pereædem k UZBQ dlØ priraweniæ obobwennyh processov vosstanovleniØ.

Teorema 15. Pust~ aT → ∞ pri T → ∞. Esli vypolneny usloviØ

odnoæ iz teorem 7–14, to lim T →∞ W_T a_T = lim_{T →∞} U_T a_T = 0 p.n.

Rassmotrim teper~ povedenie malyh priraweniæ. Predpoloßim, qto a_T / log T → c pri T → ∞. Esli Ee^{h0Y} < ∞ dlØ nekotorogo h_0 > 0, to sootnoxeniØ (1) i (7) budut vypolneny s razliqnymi normiru¸wimi posledovatel~nostØmi. V fftom sluqae c_T = β_1(c)a_T i d_T = β_2(c)a_T , a postoØnnye β_1(c) i β_2(c) budut zaviset~ ot raspredeleniØ Y . Pofftomu uslovie (9) ne budet vypolneno. OkaßetsØ, qto esli Ee^{h1 Z} < ∞ dlØ nekotorogo h_1 > 0, to verhniæ predel v (9) budet ograniqen sverhu nekotoroæ postoØnnoæ, zavisØweæ ot c. Pri fftom ffta postoØnnaØ budet v svo¸ oqered~ zaviset~ ot raspredeleniØ Z. V rezul~tate iz teoremy 3

272 A. N. FROLOV moßno poluqit~ sledu¸wiæ variant zakona �rdœxa–Ren~i dlØ obobwennyh processov vosstanovleniØ:

γ_1(c) 6 lim inf_{T →∞} U_T a_T 6 lim sup T →∞ W_T a_T 6 γ_2(c) p.n.

dlØ vseh c > c_0 i nekotorogo c_0 > 0, gde γ_1(c), γ_2(c) i c_0 sloßnym obrazom zavisØt ot raspredeleniæ Y i Z.

Zdes~ my ne budem toqno formulirovat~ i dokazyvat~ takoæ rezul~tat, tak kak normiru¸wie postoØnnye i postoØnnaØ c_0 v zakone �rdœxa–Ren~i dlØ summ n.o.r. sluqaænyh veliqin zavisØt ot togo, k kakomu iz 5 razliqnyh klassov otnositsØ raspredelenie slagaemyh (sm. [5]). Analogiqno obstoit delo i dlØ processov vosstanovleniØ (sm. [7]). V naxem sluqae ffto privedet k razliqnym kombinaciØm tipov raspredeleniæ sluqaænyh veliqin Y i Z. Pofftomu sootvetstvu¸wie rezul~taty budut rassmotreny v drugoæ rabote.

V zakl¸qenie otmetim, qto predstavlØet interes issledovanie asimptotiqeskogo p.n. povedeniØ necentrirovannyh variantov W_T i U_T : sup 06t6T −aT^{sup}06s6aT^{(ξ(t + s) − ξ(t))} i sup 06t6T −aT^{(ξ(t + aT ) − ξ(t)) .} Ispol~zuØ metody, analogiqnye razvitym v fftoæ rabote, moßno poluqit~ takoæ ße spektr rezul~tatov dlØ necentrirovannyh priraweniæ, kak i dlØ centrirovannyh. �to budet sdelano v drugoæ rabote.

3. Dokazatel~stva

Dokazatel~stvo teoremy 1. Voz~mem θ > 1.

TraektoriØmi processa ξ(t) ØvlØ¸tsØ stupenqatye funkcii i

ξ(t) = S_n pri R_n 6 t < R_{n+1}. Pofftomu

W_T 6 max 06k6N(T −aT )^{max}06j6uT ( S_{k+j} − S_k − λ μ (R_{k+j} − R_{k+1}) ) . Tak kak N (t) imeet neubyva¸wie traektorii, to v silu UZBQ dlØ processov vosstanovleniØ s veroØtnost~¸ 1 neravenstvo

N (T − a_T ) 6 N (T ) 6 θT /μ vypolneno dlØ vseh dostatoqno bol~-

xih T . Iz (1) sleduet, qto p.n. u_T 6 θc_T dlØ vseh dostatoqno

PREDEL^NYE TEOREMY 273 bol~xih T . Pofftomu s veroØtnost~¸ 1 vypolnØetsØ neravenstvo

W_T 6 w_T = max 06k6θT /μ^{max}06j6θcT ( S_{k+j} − S_k − λ μ (R_{k+j} − R_{k+1}) )

dlØ vseh dostatoqno bol~xih T .

UqityvaØ ravenstvo S_{k+j} − S_k − λ μ (R_{k+j} − R_{k+1}) = Q_{k+j} − Q_k + λ μ Y_{k+1}, my imeem

w_T 6 max 06k6θT /μ^{max}06j6θcT^{(Qk+j − Qk) +} λ μ max 06k6θT /μ+1^{Yk} 6 max_06_k6_{θT /μ} max_06_j6_{θcT} (Qk+j − Qk) +^λ_μ max_06_k6_{θ2T /μ} Yk = MT (θ) + M^Y_T (θ)

dlØ vseh dostatoqno bol~xih T . Pofftomu

lim sup T →∞ W_T b_T 6 lim sup T →∞ M_T (θ) b_T + lim sup T →∞ M^Y_T (θ) b_T p.n.

Sledovatel~no,

lim sup T →∞ W_T b_T 6 lim sup θ↘1 lim sup T →∞ M_T (θ) b_T + lim sup θ↘1 lim sup T →∞ M^Y_T (θ) b_T p.n.

Esli vypolneny usloviØ (2) i (3), to iz nih i poslednego sootnoxeniØ my poluqaem (6). Esli vypolneny usloviØ (4) i (5), to, ispol~zuØ ravenstvo S_{k+j} − S_k − λ μ (R_{k+j} − R_{k+1}) = Q_{k+j} − Q_{k+1} + X_{k+1},

my poluqim

w_T 6 max 06k6θT /μ^{max}06j6θcT^{(Qk+j − Qk+1) + max}06k6θT /μ+1^{Xk} 6 max_06_k6_{θT /μ} max_06_j6_{θcT} (Qk+j − Qk+1) + max_06_k6_{θ2T /μ} Xk

= M^′_T (θ) + M^X_T (θ)

dlØ vseh dostatoqno bol~xih T . DeæstvuØ tak ße, kak ran~xe, my snova poluqim iz usloviæ (4) i (5) sootnoxenie (6). �

274 A. N. FROLOV

Dokazatel~stvo teoremy 2. Voz~mem θ > 1.

Ispol~zuØ snova to, qto process ξ(t) imeet stupenqatye traektorii i ξ(t) = S_n pri R_n 6 t < R_{n+1}, my imeem

U_T > max

06k6N(ΔT )^{min}vT 6j6uT ( S_{k+j} − S_k − λ μ (R_{k+j+1} − R_k) ) . Predpoloßim snaqala, qto Δ_T → ∞ pri T → ∞. Pust~ vypolneno (11).

V silu UZBQ dlØ processov vosstanovleniØ i sootnoxeniæ (1) i (7) s veroØtnost~¸ 1 neravenstva N (Δ_T ) > Δ_T /(μ √ θ), u_T 6

θc_T i v_T > d_T / √ θ vypolneny dlØ vseh dostatoqno bol~xih T .

Ispol~zuØ poslednie neravenstva i sootnoxeniØ S_{k+j} − S_k − λ μ (R_{k+j+1} − R_k) = Q_{k+j} − Q_k − λ μ Y_{k+j+1}, my poluqim, qto s veroØtnost~¸ 1

U_T > max

06k6ΔT /(μ^√θ)^{min} dT / √ θ6j6θcT^{(Qk+j − Qk)−} λ μ max 06k6ΔT /(μ^√θ)+θcT+1^{Yk} > max 06k6ΔT /(μθ)^{min}dT /θ6j6θcT^{(Qk+j − Qk) −} λ μ max 06k6ΔT /(μ^√θ)+^√θcT +1^{Yk} = max 06k6ΔT /(μθ) ( Q_{k+[θcT ]} − Q_k − max dT /θ6j6θcT ( Q_{k+[θcT ]} − Q_{k+j} )) − M^Y_T (θ) > max 06k6ΔT /(μθ) ( Q_{k+[θcT ]} − Q_k ) − max

06k6ΔT /(μθ)^{max} dT /θ6j6θcT ( Q_{k+[θcT ]} − Q_{k+j} ) − M^Y_T (θ)

= M^1_T (θ) − M^2_T (θ) − M^Y_T (θ) (20)

dlØ vseh dostatoqno bol~xih T . Pofftomu

lim sup T →∞ U_T b_T > lim sup T →∞ M^1_T (θ) b_T − lim sup T →∞ M^2_T (θ) b_T − lim sup T →∞ M^Y_T (θ) b_T p.n.

Ots¸da sleduet, qto

lim sup T →∞ U_T b_T > lim inf θ↘1 lim sup T →∞ M^1_T (θ) b_T − lim sup θ↘1 lim sup T →∞ M^2_T (θ) b_T − lim sup θ↘1 lim sup T →∞ M^Y_T (θ) b_T p.n.

PREDEL^NYE TEOREMY 275 Teper~ iz (8), (9) i (11) sleduet (13).

Esli (8) vypolneno s zamenoæ lim sup_{T →∞} na lim inf_{T →∞}, to

lim inf T →∞ U_T b_T > lim inf T →∞ M^1_T (θ) b_T − lim sup T →∞ M^2_T (θ) b_T − lim sup T →∞ M^Y_T (θ) b_T p.n.

i my prihodim k (13) tak ße, kak ran~xe.

Esli vypolneno (10) vmesto (11), to, ispol~zuØ ravenstva S_{k+j} − S_k − λ μ (R_{k+j+1} − R_k) = Q_{k+j+1} − Q_k + X_{k+j+1},

my poluqim, qto s veroØtnost~¸ 1

U_T > max

06k6ΔT /(μ^√θ)^{min} dT / √ θ6j6θcT^{(Qk+j+1−Qk) − max} 06k6ΔT /(μ^√θ)+θcT +1^{Xk} > max

06k6ΔT /(μ^√θ)^{min} dT / √ θ+16j6θcT +1^{(Qk+j −Qk) − max} 06k6ΔT /(μ^√θ)+^√θcT +1^{Xk} > max

06k6ΔT /(μθ^2)^{min} dT /θ26j6θ2cT (Q_{k+j} − Q_k) − max 06k6ΔT /(μ^√θ)+^√θcT +1^{Xk} = M^3_T (θ) − M^X_T (θ)

dlØ vseh dostatoqno bol~xih T . Ispol~zuØ (10) vmesto (11), ots¸da my poluqaem (13) tak ße, kak ran~xe.

Esli lim sup_{T →∞} Δ_T < ∞ i vypolneno (11), to, poloßiv Δ_T = 0 v (20), my imeem

U_T > Q_{[θcT ]} − max dT /θ6j6θcT ( Q_{[θcT ]} − Q_j ) − λ μ max 06k6^√θcT +1^{Yk.} S pomow~¸ fftoæ ocenki my prihodim k (13) tak ße, kak ran~xe.

Sluqaæ, v kotorom lim sup_{T →∞} Δ_T < ∞ i vypolneno (10), rassmatrivaetsØ analogiqno. �

Dokazatel~stvo teoremy 4. Tak kak vT 6 uT nam dostatoqno

dokazat~, qto

lim sup T →∞ u_T a_T 6 1 μ p.n., (21)

lim inf T →∞ v_T a_T > 1 μ p.n. (22)

Sootnoxenie (21) vytekaet iz teoremy 10 raboty avtora [7]. Dokaßem (22).

276 A. N. FROLOV

Esli lim sup_{T →∞} Δ_T < ∞, to v silu UZBQ dlØ processov vosstanovleniØ my imeem

lim inf T →∞ v_T a_T > lim inf T →∞ N (a_T ) − N (Δ_T ) a_T = lim inf T →∞ N (a_T ) a_T = 1 μ p.n.

Pust~ teper~ Δ_T → ∞ pri T → ∞.

Voz~mem θ ∈ (1, θ_0). Esli v_T < a_T /(θμ), to N (t + a_T ) + 1 <

N (t) + (a_T /(θμ)) + 1 dlØ nekotorogo t ∈ [0, Δ_T ]. Iz poslednego

neravenstva i opredeleniØ N (t) sleduet, qto R_{N(t)} +a_T 6 t+a_T <

R_{N(t+aT )+1} < R_{N(t)+(aT /(θμ))+1} dlØ nekotorogo t ∈ [0, Δ_T ]. Ots¸da

my zakl¸qaem, qto max 06k6N(ΔT )^{(Rk+[aT /(θμ)]+1 − Rk)} >^{aT .} V silu UZBQ dlØ processov vosstanovleniØ s veroØtnost~¸ 1 neravenstvo N (Δ_T ) 6 θΔ_T /μ vypolneno dlØ vseh dostatoqno bol~xih T . Pofftomu

P(vT < aT /(θμ) b.q.) 6 P( max_06_k6_{θΔT /μ}(R_{k+[aT /(θμ)]+1} − Rk) > aT b.q.).

Iz sootnoxeniØ (15) sleduet, qto poslednØØ veroØtnost~ ravna 0. Ots¸da vytekaet (22). � DlØ dokazatel~stva teoremy 5 nam potrebuetsØ teorema 1.20 iz raboty avtora [14]. Otmetim, qto ffta teorema predstavlØet soboæ ob¨edinenie v odnoæ formulirovke rezul~tatov iz punkta IV na str. 345 raboty avtora [4].

Dokazatel~stvo teoremy 5. Voz~mem θ ∈ (1, θ0). Poloßim n =

[θΔ_T /μ + a_T /(μθ)], a_n = [a_T /(μθ)] + 1.

Esli vypolneno uslovie 1), to a_n/ log n → ∞ pri n → ∞. Esli vypolneno uslovie 2), to n 6 θT /μ i

a_n > C θ_0 θ (H^{−1}(log(θ_0T /μ)))^2 log(T /μ) > C θ_0 θ (H^{−1}(log(θ_0T /μ)))^2 log(θ_0T /μ)

> C^{θ0}_θ^{(H−1(log(θT /μ)))2} log(θT /μ) > C θ_0 θ (H^{−1}(log n))^2 log n > C (H^{−1}(log n))^2 log n . Zdes~ my vospol~zovalis~ tem, qto (H^{−1}(x))^2/x ne ubyvaet.

PREDEL^NYE TEOREMY 277 Esli vypolneno uslovie 3), to T /(μθ) 6 n 6 θT /μ i

a_n > C θμ (H^{−1}(θ_0T /μ))^2 log(T /μ) > C θμ (H^{−1}(θT /μ))^2 log(T /μ) >^C_{θμ}^{(H−1(n))2}

log n + log θ > C θμ (H^{−1}(n))^2 log n(1 + log θ)

= C_1

(H^{−1}(n))^2 log n . Po teoreme 1.20 iz [14], my imeem lim_{n→∞} 1 a_n max 06k6n−an^{(Rk+an − Rk) = μ} p.n. Tak kak a_n ∼ a_T /(μθ) pri T → ∞, to lim T →∞ 1 a_T max 06k6θΔT /μ^{(Rk+[aT /(μθ)]+1 − Rk) =} 1 θ p.n.

Ots¸da sleduet (15). Po teoreme 4 my poluqaem (14). �

Dokazatel~stvo teoremy 6. Voz~mem θ ∈ (1, θ0). Poloßim n =

[θT /μ], a_n = [a_T /(μθ)]. Oboznaqim b_n = √ a_n (log(n/a_n) + log log n).

Pust~ vypolneno uslovie 1). Togda a_n/ log n → ∞ pri n → ∞. Sledovatel~no, b_n/ log n → ∞ pri n → ∞. Voz~mem ε > 0. Tak kak Ee^{h0Y} < ∞, to my imeem ∑ n P(Y > εbn) 6^∑_n P(Y > log n/h0) =^∑_n P(e^{h0Y} > n) < ∞.

Iz knigi Galamboxa [15, sledstvie 4.3.1, str. 190] my poluqim P( max_16_k6_n Yk > εbn b.q.) = 0.

Znaqit

lim sup n→∞ 1 b_n max 16k6n^{Yk = 0} p.n. (23) Dalee, ispol~zuØ neravenstvo log x/ log y 6 x/y pri x > y > e, poluqim

1 6^{bn}_{bT} = √ a_n log((n log n)/a_n) a_T log((T log T )/a_T ) 6 √ n log n T log T → √ θ μ pri T → ∞. Iz poslednego sootnoxeniØ i (23) sleduet (3).

Pust~ teper~ vypolneno uslovie 2). Tak ße, kak v dokazatel~- stve teoremy 5, my zakl¸qaem, qto a_n > C(H^{−1}(log n))^2/ log n. Iz

278 A. N. FROLOV poslednego neravenstva sleduet, qto b_n > H^{−1}(log n) (sm., naprimer, [4]).

Voz~mem ε ∈ (0, 1). Poloßim c = 1/ε. Tak kak H(x)/x ↘, my imeem H(cx) 6 cH(x). Pofftomu H^{−1}(x) > cH^{−1}(x/c). Dalee, ∑ n P(Y > εbnc ) 6^∑_n P(Y > εH^{−1}(c log n))

6^∑_n P(Y > εcH^{−1}(log n)) =^∑_n P(Y > H^{−1}(log n)) = ∑ n P(e^{H(Y )} > n) < ∞.

Zdes~ my vospol~zovalis~ tem, qto E exp{H(Y )} < ∞. Ots¸da tak ße, kak ran~xe, my zakl¸qaem, qto

lim sup n→∞ 1 b_nc max 16k6n^{c Yk} 6^ε p.n.

Esli n^c 6 m 6 (n + 1)^c, to 1 b_m max 16k6m^{Yk} 6 1 b_nc max 16k6(n+1)^{c Yk =}

b_{(n+1)}c b_nc 1 b_{(n+1)}c max 16k6(n+1)^{c Yk.} Snova ispol~zuØ neravenstvo log x/ log y 6 x/y pri x > y > e, poluqim

1 6^{b(n+1)c}_{bnc} 6 √ (n + 1)^c log(n + 1)^c n^c log n^c → 1 pri n → ∞. Ots¸da sleduet (23). OstavxaØsØ qast~ dokazatel~- stva (3) ne otliqaetsØ ot privedennogo vyxe dokazatel~stva dlØ sluqaØ, kogda vypolneno uslovie 1).

Pust~ teper~ vypolneno uslovie 3). Tak ße, kak v dokazatel~- stve teoremy 5, my zakl¸qaem, qto a_n > C_1(H^{−1}(n))^2/ log n. Iz poslednego neravenstva sleduet, qto b_n > H^{−1}(n) (sm., naprimer, [4]).

Voz~mem ε > 0. UqityvaØ, qto EH(Y /ε) < ∞, my imeem ∑ n P(Y > εbn) 6^∑_n P(Y /ε > H^{−1}(n)) =^∑_n P(H(Y /ε) > n) < ∞.

Ots¸da my poluqaem (3) tak ße, kak pri vypolnenii usloviØ 1).

PREDEL^NYE TEOREMY 279 Tak kak c_T = a_T /μ i a_T 6 T , to Δ_T /(μθ) + θc_T = T /(μθ) +

(a_T /μ)(θ −1/θ) 6 θT /μ. Pofftomu sootnoxenie (11) sleduet iz (3).

�

Pri dokazatel~stve teorem 7–14 nam potrebu¸tsØ teoremy 1.15–1.18 iz raboty avtora [14]. Teorema 1.15 predstavlØet soboæ ob¨edinennye odnoæ formulirovkoæ rezul~taty punktov 1a,

1b, 1c na str. 339–341 raboty avtora [4]. Teorema 1.16 ØvlØ-

etsØ ob¨edineniem rezul~tatov iz punktov 2a, 2b, 2c na str. 341–343 raboty [4]. Teorema 1.17 est~ ob¨edinenie rezul~- tatov iz punktov 3a, 3b, 3c na str. 343–344 raboty [4]. Teorema 1.18 ØvlØetsØ ob¨edineniem rezul~tatov iz punktov 3d,

3e, 3f na str. 344 raboty [4]. Otmetim, takße, qto v [4] nuß-

nye v hode dokazatel~stva ocenki sverhu dokazany dlØ maksimumov M_n = max_06_k6_{n−an} max_06_j6_{an} (Q_{k+j} − Q_k). Tem ne menee, ocenka sverhu dlØ veroØtnosti P(A_n(2ε)) = P(M_n > (1 +

ε)b_n) na str. 350 v [4] spravedliva s zamenoæ M_n na M^′_n = max_06_k6_n max_06_j6_{an} (Q_{k+j} − Q_k). Pofftomu vse upomØnutye re-

zul~taty dlØ M_n verny i dlØ M^′_n.

Dokazatel~stvo teorem 7 i 8.

My naqnem s dokazatel~stva teoremy 7.

Dokaßem snaqala, qto vypolneno (6). DlØ fftogo proverim, qto vypolneny vse usloviØ teoremy 1.

Po teoreme 5 sootnoxenie (1) vypolneno s c_T = a_T /μ. Po teoreme 6 vypolneno (3). OstaetsØ proverit~, qto vypolneno uslovie (2) s c_T = a_T /μ.

Voz~mem θ ∈ (1, θ_0). Poloßim n = [θT /μ], a_n = [θa_T /μ]. Oboznaqim b_n = √ 2σ^2a_n (log(n/a_n) + log log n).

Tak ße, kak pri dokazatel~stve teoremy 5 proverØ¸tsØ vse usloviØ teoremy 1.15 iz [14]. V dokazatel~stve fftoæ teoremy bylo pokazano, qto

lim sup n→∞ 1 b_n max 06k6n^{max}06j6an^{(Qk+j − Qk)} 6^1 p.n.

Tak kak b_n ∼ √ θb_T pri T → ∞, to iz poslednego sootnoxeniØ my

poluqaem (2) s c_T = a_T /μ.

Dokaßem teper~, qto vypolneno (13). DlØ fftogo proverim, qto vypolneny vse usloviØ teoremy 2.

Rassmotrim snaqala sluqaæ Δ_T → ∞ pri T → ∞.

280 A. N. FROLOV

Poloßim d_T = c_T = a_T /μ. Po teoreme 5 vypolneny sootnoxeniØ (1) i (7). Po teoreme 6 vypolneno (11). OstaetsØ proverit~, qto vypolneny usloviØ (8) i (9).

Voz~mem θ ∈ (1, θ_0). Poloßim n = [θΔ_T /μ + θa_T /μ], a_n = [θa_T /μ]. Oboznaqim b_n = √ 2σ^2a_n (log(n/a_n) + log log n).

Tak ße, kak pri dokazatel~stve teoremy 5 proverØ¸tsØ vse usloviØ teoremy 1.15 iz [14]. Po fftoæ teoreme

lim sup n→∞ 1 b_n max 06k6n−an^{(Qk+an − Qk)} >^1 p.n. (24)

UqityvaØ, qto b_n ∼ √ θb_T pri T → ∞, iz poslednego sootnoxeniØ

my poluqaem (8) s c_T = a_T /μ.

Pereædem k uslovi¸ (9). Zametim, qto max 06k6ΔT /(θμ)^{max} dT /θ6j6θcT ( Q_{k+[θcT ]} − Q_{k+j} ) 6 max 06k6ΔT /(θμ)+θcT^{max} 06j6θcT −dT /θ^{(Qk+j − Qk)} = max 06k6ΔT /(θμ)+θaT /μ^{max} 06j6θaT /μ−aT /(μθ)^{(Qk+j − Qk) .} Voz~mem θ ∈ (1, θ_0). Poloßim n = [Δ_T /(θμ) + θa_T /μ], a_n =

[θa_T /μ − a_T /(μθ)]. Oboznaqim b_n = √ 2σ^2a_n (log(n/a_n) + log log n).

Tak ße, kak pri dokazatel~stve teoremy 5 proverØ¸tsØ usloviØ 1) i 3) teoremy 1.15 iz [14]. Esli vypolneno uslovie 2), to tak ße, kak v dokazatel~stve teoremy 5, my poluqim

a_n > A(H^{−1}(log n))^2/ log n dlØ vseh dostatoqno bol~xih n, gde A–

proizvol~naØ poloßitel~naØ postoØnnaØ. Ots¸da my poluqaem uslovie 2) teoremy 1.15. Pri dokazatel~stve fftoæ teoremy bylo ustanovleno, qto

lim sup n→∞ 1 b_n max 06k6n^{max}06j6an^{(Qk+j − Qk)} 6^1 p.n.

UqityvaØ, qto b_n ∼ √ (θ^2 − 1)/θb_T pri T → ∞, iz poslednego

sootnoxeniØ my poluqaem (9).

Esli lim sup_{T →∞} Δ_T < ∞, to nußno vmesto sootnoxeniØ (8) proverit~ (12) s c_T = a_T /μ. Sootnoxenie (12) ØvlØetsØ sledstviem ZPL.

PrinimaØ vo vnimanie neravenstvo U_T 6 W_T , my prihodim k (16).

PREDEL^NYE TEOREMY 281 Esli dopolnitel~no log log T = o(log(T /a_T )), to po teoreme 1.15 iz [14] sootnoxenie (24) vypolneno s zamenoæ lim sup na lim. Pofftomu, v fftom sluqae, my poluqim (17).

Teorema 7 dokazana. Teorema 8 dokazyvaetsØ analogiqno. Nußno lix~ pri proverke usloviæ teoremy 1.15 vzØt~ iz dvuh usloviæ na skorost~ rosta funkcii a_T , kotorye predpolaga¸tsØ vypolnennymi, naibolee ßestkoe. �

Dokazatel~stvo teorem 9 i 10. Dokazatel~stvo teoremy 9 pro-

voditsØ po obrazcu dokazatel~stva teoremy 7. Otliqie sostoit v tom, qto vmesto teoremy 1.15 iz [14] ispol~zuetsØ teorema 1.16 ottuda ße. Otmetim, qto my moßem primenØt~ teoremu 6, tak kak √ a_T (log(T /a_T ) + log log T ) = o(b_T ) pri T → ∞.

Opredelim a_n tak ße, kak v dokazatel~stve teoremy 7. Poloßim b_n = a_n ^m( ^f^{−1}((log(n/a_n) + log log n) /a_n)). Togda iz usloviØ 1) teoremy 9 vytekaet, qto a_n/ log n → ∞ pri n → ∞. Esli vypolneno uslovie 2), to, uqityvaØ, qto b_n ∼ √ θb_T pri T → ∞, my poluqim b_n > A √ θH^{−1}(log(θ_0T /μ)) > A √ θH^{−1}(log(θT /μ)) > A √ θH^{−1}(log n) dlØ vseh dostatoqno bol~xih n, gde A– proiz-

vol~naØ poloßitel~naØ postoØnnaØ. Pofftomu b_n > CH^{−1}(log n) dlØ vseh dostatoqno bol~xih n, gde C– poloßitel~naØ posto- ØnnaØ iz usloviØ 2) teoremy 1.16. Esli vypolneno uslovie 3), to tak ße, kak v predyduwem sluqae, my pridem k neravenstvu

b_n > C_1H^{−1}(log n), gde C_1– nekotoraØ poloßitel~naØ postoØnnaØ.

Takim obrazom, esli vypolneno odno iz usloviæ 1)–3) teoremy 9, to vypolneno odno iz usloviæ 1)–3) teoremy 1.16.

V ostal~nom dokazatel~stvo teoremy 9 ne otliqaetsØ ot dokazatel~stva teoremy 7.

Teorema 10 dokazyvaetsØ analogiqno teoreme 9. Nußno lix~ pri proverke usloviæ teoremy 1.16 vzØt~ iz dvuh usloviæ na skorost~ rosta funkcii a_T , kotorye predpolaga¸tsØ vypolnennymi, naibolee ßestkoe. Detali my zdes~ opuskaem. �

Dokazatel~stvo teorem 11 i 12. Dokazatel~stvo teorem 11 i

12 provoditsØ po obrazcu dokazatel~stva teorem 7 i 8. Otliqie sostoit v tom, qto vmesto teoremy 1.15 iz [14] ispol~zuetsØ teorema 1.17 ottuda ße. Otmetim, qto my moßem primenØt~ teoremu 6, tak kak normirovki v dokazyvaemyh rezul~tatah tØßelee, qem v teoreme 6. Posledovatel~nost~ a_n nußno vzØt~ tu ße, qto i v dokazatel~stve teoremy 7, a b_n opredelit~ sootnoxeniem

282 A. N. FROLOV

b_n = ν^{−ν}a^{1/α}_n (log^n_{an} + log log n)^ν . Detali my zdes~ opuskaem. �

Dokazatel~stvo teorem 13 i 14. Dokazatel~stvo teorem 13 i

14 provoditsØ po obrazcu dokazatel~stva teorem 9 i 10. Otliqie sostoit v tom, qto vmesto teoremy 1.16 iz [14] ispol~zuetsØ teorema 1.18 ottuda ße. Otmetim, qto my moßem primenØt~ teoremu 6, tak kak normirovki v dokazyvaemyh rezul~tatah tØßelee, qem v teoreme 6. Posledovatel~nost~ a_n nußno vzØt~ tu ße, qto i v dokazatel~stve teoremy 7, a b_n opredelit~ sootnoxeniem b_n = a_n ^m( ^f^{−1}((log(n/a_n) + log log n) /a_n)). Detali my zdes~ opuskaem. �

Dokazatel~stvo teoremy 15. V silu usloviØ teoremy 15 i so-

otnoxeniØ b_T = o(a_T ) pri T → ∞ my imeem

lim sup T →∞ W_T a_T 6

0 p.n.

UqityvaØ neravenstvo U_T 6 W_T , nam ostalos~ proverit~, qto

lim inf T →∞ U_T a_T >

0 p.n.

Voz~mem τ ∈ (0, 1). My imeem U_T > S_{N(aT )} − (λ/μ)a_T . V silu ZPL dlØ processov vosstanovleniØ s veroØtnost~¸ 1 neravenstvo N (a_T ) > a_T /μ − 2 √ 2(DY /μ^3)aT log log aT vypolneno dlØ vseh dostatoqno bol~xih T . Iz teoremy Kolmogorova ob UZBQ sleduet, qto p.n. S_n > (1 − τ )λn dlØ vseh dostatoqno bol~xih n. Pofftomu s veroØtnost~¸ 1 neravenstvo U_T a_T > (1 − τ )λ μ − 2(1 − τ )λ √ 2(DY /μ^3)aT log log aT a_T − λ μ > −2τ^λ_μ vypolneno dlØ vseh dostatoqno bol~xih T . Tak kak τ moßet byt~ vybrano skol~ ugodno malym, my poluqaem trebuemoe. �

Literatura

1. P. Erdös, A. Rényi, On a new law of large numbers. — J. Analyse Math. 23

(1970), 103–111.

2. M. Csörgő, P. Révész, Strong approximations in probability and statistics. Bu-

dapest, Akadémiai Kiadó (1981).

3. A. N. Frolov, Ob asimptotiqeskom povedenii priraweniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — Doklady Akademii Nauk 372, (2000), No. 5, 596–599.

PREDEL^NYE TEOREMY 283

4. A. N. Frolov, On one-sided strong laws for increments of sums of i.i.d. random

variables. — Studia Sci. Math. Hungar. 39 (2002), 333–359.

5. A. N. Frolov, Predel~nye teoremy dlØ priraweniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — Teor. veroØtn. i ee primen. 48 (2003), vyp. 1, 104–121.

6. A. N. Frolov, Converses to the Csörgő–Révész laws. — Statist. and Probab.

Letters 72 (2005), 113–123.

7. A. N. Frolov, Sil~nye predel~nye teoremy dlØ priraweniæ processov vosstanovleniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 298, (2003), 208–225.

8. A. N. Frolov, Ob asimptotiqeskom povedenii priraweniæ sluqaænyh poleæ. — Zap. nauqn. semin. POMI 298, (2003), 191–207.

9. A. N. Frolov, Universal~nye predel~nye teoremy dlØ priraweniæ processov s nezavisimymi priraweniØmi. — TeoriØ veroØtnosteæ i ee primeneniØ 49, 3, (2004), 601–609.

10. A. N. Frolov, Sil~nye predel~nye teoremy dlØ priraweniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — Zap. nauqn. semin. POMI 311 (2004), 260–285.

11. A. N. Frolov, O zakone povtornogo logarifma dlØ priraweniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — Zap. nauqn. semin. POMI 320 (2004), 174–186.

12. P. �mbrehts, K. Kl¸ppel~berg, Nekotorye aspekty strahovoæ matematiki. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 38 (1993), 374–416.

13. E. Seneta, Pravil~no menØ¸wiesØ funkcii. Nauka, M., (1985). 14. A. N. Frolov, Predel~nye teoremy dlØ priraweniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin i sluqaænyh processov. Diss. na soisk. uq. st. doktora fiz.-mat. nauk, Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet (2004).

15. ˚. Galambox, AsimptotiqeskaØ teoriØ ffkstremal~nyh porØdkovyh statistik. Nauka, M., (1984).

Frolov A. N. Limit theorems for increments of compound renewal processes.

We derive universal strong limit theorems for increments of compound renewal processes which unifies the strong law of large numbers, the Erdős–Rényi law, the Csörgő-Révész law and the law of the iterated logarithm for such processes. New results are obtained under various moment assumptions on distributions of random variables generating the process. In particular, it is investigated the case of distributions from domains of attraction of a normal law and completely asymmetric stable laws with index α ∈ (1, 2).

Postupilo 11 noØbrØ 2007 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: Andrei.Frolov@pobox.spbu.ru