Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 351, 2007 g.

V. N. Sudakov

LIPXICEVOST^ FUNKCI` KVANTILE` NA PROSTRANSTVAH SLUQA`NYH VELIQIN

Rassmatriva¸tsØ funkcii kvantileæ na koneqnomernyh i beskoneqnomernyh prostranstvah sluqaænyh veliqin, i opisyvaetsØ klass takih norm na fftih prostranstvah, otnositel~no kotoryh opredelœnnye na fftih prostranstvah funkcii kvantileæ okazyva¸tsØ lipxicevymi s konstantoæ edinica (ili l¸- boæ drugoæ). DlØ gaussovskih raspredeleniæ na vektornom prostranstve sluqaænyh veliqin ffto pozvolØet v zadaqah o sluqaæno voznika¸wih raspredeleniØh sluqaænyh veliqin perehodit~ k bolee udobnym dlØ izuqeniØ neubyva¸wim perestanovkam.

DlØ iskl¸qeniØ patologiæ my budem predpolagat~, qto vse voznika¸wie v naxeæ modeli veroØtnostnye prostranstva oblada¸t svoæstvom Lebega–Rohlina. V qastnosti, oni predpolaga- ¸tsØ separabel~nymi (so sqœtnym bazisom).

Pust~ E – nekotoroe vektornoe prostranstvo klassov ffkvivalentnosti izmerimyh funkciæ, zadannyh na prostranstve s meroæ (Ω, F, P). My budem rassmatrivat~ sluqaænyæ gaussovskiæ process X_ts seqeniØmi X_t ∈ E s nekotorym parametriqeskim mnoßestvom T ∋ t. Na fftom mnoßestve v svo¸ oqered~ na inducirovannoæ otobraßeniem T → E σ-algebre podmnoßestv zadana drugaØ mera μ. �tu meru my takße dlØ prostoty budem predpolagat~ ime¸weæ ediniqnu¸ obwu¸ massu: μ(T ) = 1. V naxih celØh udobno sqitat~, qto T ⊂ E, daße T = E, priqœm esli mera μ na mnoßestve T uße byla opredelena zaranee, to “novu¸” meru (na E, budem eœ takße oboznaqat~ μ) opredelim kak meru, marginal~nu¸ dlØ “staroæ” mery μ otnositel~no razbieniØ, poroßdaemogo otobraßeniem parametriqeskogo mnoßestva T v prostranstvo E: T ∋ t → X_t ∈ E. Rabota podderßana Programmoæ fundamental~nyh issledovaniæ RAN “Sovremennye problemy teoretiqeskoæ matematiki”. 253

254 V. N. SUDAKOV Takim obrazom, my prinimaem “natural~nu¸” parametrizaci¸ mnoßestva seqeniæ X_t, t ∈ T sluqaænogo processa sobstvennymi fflementami fftogo mnoßestva. Proizvol~nyæ rassmatrivaemogo klassa sluqaænyæ process voznikaet, takim obrazom, v kaqestve prostranstva L^0(P) klassov ffkvivalentnosti sluqaænyh veliqin s fiksirovannoæ (drugoæ) borelevskoæ veroØtnostnoæ meroæ μ na nœm. Tak, naprimer, voznika¸wiæ process budet (separabel~nym) gaussovskim togda i tol~ko togda, kogda mera μ okazyvaetsØ skoncentrirovannoæ na nekotorom gaussovskom podprostranstve G prostranstva sluqaænyh veliqin E. (Napomnim, qto gaussovskim podprostranstvom prostranstva sluqaænyh veliqin nazyvaetsØ zamknutoe po estestvennoæ metrike lineænoe podprostranstvo prostranstva vseh sluqaænyh veliqin, sosto- Øwee iz gaussovskih sluqaænyh veliqin. V qastnosti, μ-poqti vse seqeniØ processa gaussovskie, no lineænaØ oboloqka ne l¸- byh dvuh gaussovskih sluqaænyh veliqin ØvlØetsØ gaussovskim podprostranstvom. Kaßdomu koneqnomernomu gaussovskomu podprostranstvu G ⊂ E moßno sopostavit~ maksimal~noe (nerasxirØemoe) gaussovskoe podprostranstvo, kak pravilo, ne edinstvennoe (sm. [1]).)

V dal~neæxem P budet oboznaqat~ metrizuemoe prostranstvo veroØtnostnyh mer na prØmoæ R ili vydelØemoe po kakomu-to priznaku ego podprostranstvo. Esli my namerevaemsØ ispol~zovat~ metriku Kantoroviqa –(·, ·) v prostranstve veroØtnostnyh mer na prØmoæ, to tak budet oboznaqat~sØ prostranstvo vero- Øtnostnyh mer s koneqnym srednim (t.e. s baricentrom b(P)), kotoroe metrikoæ Kantoroviqa prevrawaetsØ v polnoe separabel~noe metriqeskoe prostranstvo. KaßdaØ toqka X ∈ E – ffto sluqaænaØ veliqina, i takim obrazom kaßdoæ toqke X ∈ E sopostavlØetsØ raspredelenie veroØtnosteæ

L(X, P) = P ∘ X�^1.

Nas preßde vsego budut interesovat~ neubyva¸wie perestanovki sluqaænyh veliqin X, t.e. opredelœnnye dlØ kaßdogo

α ∈ (0, 1) funkcii kvantileæ X → q(X, α) : (0, 1) ∋ α → q_α(L(X, P)) gde q_α(L(X, P)) oboznaqaet kvantil~ porØdka α raspredeleniØ L(X, P).

LIPXICEVOST^ FUNKCI` KVANTILE` 255 Esli zakon L(X) raspredeleniØ veroØtnosteæ sluqaænoæ veliqiny X takov, qto l¸boæ nevyroßdennyæ otrezok imeet po fftomu zakonu poloßitel~nu¸ meru, to funkciØ kvantileæ q(X, α) strogo monotonna po α, obratna funkcii raspredeleniØ F_X i opredelena odnoznaqno dlØ takogo X i l¸bogo znaqeniØ α ∈ (0, 1). FunkciØ kvantileæ ne opredelena dlØ sluqaænoæ veliqiny X v toqke α, esli raspredelenie veroØtnosteæ sluqaænoæ veliqiny soderßit pustye otrezki, na kotoryh funkciØ raspredeleniØ

F_X (λ) postoØnna, i α ravnØetsØ znaqeni¸ funkcii raspredele-

niØ na odnom iz fftih otrezkov. DlØ kaßdogo X ∈ E naliqie takih toqek α, v kotoryh znaqenie funkcii kvantileæ q(X, α) ne opredeleno, obuslovleno prisutstviem podobnyh pustyh otrezkov. No dlØ kaßdogo takogo “ne strogogo” znaqeniØ kvantili α (s neodnoznaqno opredelœnnym sootvetstvu¸wim znaqeniem funkcii X) suwestvuet otrezok postoØnstva funkcii raspredeleniØ, na kotorom znaqenie funkcii raspredeleniØ postoØnno i ravno α. Takoæ vybor znaqeniØ X sohranØet svoæstvo monotonnosti funkcii kvantileæ po α. Takogo roda otrezki ne pereseka¸tsØ, i ih summarnaØ dlina ravna mere diskretnoæ qasti raspredeleniØ L(X). Tem samym, qislo takih neopredelœnnyh znaqeniæ funkcii kvantileæ ne bolee qem sqœtno, i summarnaØ neopredelœnnost~ nevelika.

Osobyæ dlØ nas interes s uqœtom vaßnogo gaussovskogo sluqaØ predstavlØet vyØsnenie togo, oblada¸t li funkcii kvantileæ, rassmatrivaemye teper~ pri fiksirovannom znaqenii α kak qislovye funkcii na prostranstve sluqaænyh veliqin, svoæstvom Lipxica po kakoæ-nibud~ metrike ili norme (sm. [2]), i otqego zavisit Lipxiceva konstanta. FunkciØ kvantileæ q(X, α), oqevidno, poloßitel~no odnorodna po pervomu argumentu, tak qto dostatoqno rassmotret~ konus funkciæ oblada¸wih svoæstvom Lipxica s konstantoæ edinica vblizi nulØ.

Preßde vsego rassmotrim sluqaæ veroØtnostnoæ mery, ravnomerno raspredelœnnoæ na n toqkah {ω_1, ω_2, . . . ω_n} = Ω_n. (Takie mery budem oboznaqat~ P_n). DlØ funkciæ X na takom mnoßestve (t.e. na fflementah koordinatnogo prostranstva R^n) kvantili mogut byt~ opisany sledu¸wim udobnym dlØ nas obrazom. Pust~

X(ω_1) = x_1, X(ω_2) = x_2, X(ω_n) = x_n.

t.e. X = X(ω) – nekotoraØ funkciØ na mnoßestve Ω, kotoru¸ my rassmatrivaem kak toqku prostranstva R^n Budem vmesto ne vse-

256 V. N. SUDAKOV gda odnoznaqno opredelœnnyh kvantileæ fftoæ funkcii rassmatrivat~ soderßatel~no i odnoznaqno opredelœnnye dlØ α =^1_n ,

2_n , . . . n = 1 znaqeniØ funkcionalov q_n(X, α), kotorye mogut byt~

zapisany sledu¸wim obrazom: q_n(X, 1 n ) = x_{n1}, q_n(X, 2 n ) = x_{n2}, . . . , q_n(X, n n ) = x_{nn}, gde x_{nk} – k-æ qlen variacionnogo rØda, sostavlennogo iz koordinat toqki x ∈ R^n.

Qleny variacionnogo rØda l¸boæ koneqnoæ posledovatel~nosti qisel V = (x_1, x_2, . . . , x_n) mogut byt~ zadany v Øvnoæ forme, naprimer, sledu¸wim obrazom. Pust~ M ⊂ R – koneqnoe podmnoßestvo mnoßestva vseh qisel. Togda pust~ S(M, m) oboznaqaet mnoßestvo vseh m-fflementnyh podmnoßestv mnoßestva M . Teper~ qleny variacionnogo rØda mogut byt~ naædeny po formule: x_{nm} = max{min{M : M ⊂ V, M ∈ C(M, m)}}. UbedimsØ v tom, qto funkciØ x → x_{mn}, opredelœnnaØ na koordinatnom prostranstve R^n, udovletvorØet uslovi¸ Lipxica po norme l1 (ili, qto to ße, po norme L1(P_n). Deæstvitel~- no, znaqeniem fftoæ funkcii ØvlØetsØ odna iz koordinat toqkiargumenta. Pri fftom vnutrenniæ minimum posle izmeneniØ kaßdoæ iz koordinat na qislo, ne prevoshodØwee nekotorogo ε > 0, ne izmenitsØ bolee qem na ε. Deæstvitel~no, v takih usloviØh izmenenie vnutrennego minimuma naibol~xee (v storonu umen~- xeniØ) pri odnovremennom umen~xenii vseh koordinat na ε i analogiqno dlØ izmeneniØ vnutrennego minimuma v stronu uveliqeniØ. No togda po tem ße soobraßeniØm i izmenenie vnexnego maksimuma takße po absol¸tnoæ veliqine ne prevoshodit togo ße ε, qem i dokazyvaetsØ oqevidnost~ naxego utverßdeniØ o lipxicevosti kaßdoæ funkcii q_k v standartnoæ ravnomernoæ norme. Osobo otmetim, qto nikakih ograniqeniæ na kaku¸ by to ni bylo normu samoæ sluqaænoæ veliqiny nakladyvat~ ne potrebovalos~. �ta osobennost~ ewœ proØvitsØ pri razbore neatomiqeskoæ situacii.

Perehodim teper~ k sluqa¸ neatomiqeskoæ mery P i k “nasto- Øwim” kvantilØm q(X, α), opredelØemym dlØ l¸bogo X ∈ L^0(P). Fiksiruem qislo α iz promeßutka (0, 1) i rassmotrim sluqaæ, kogda kvantili α sootvetstvuet edinstvennaØ toqka na qislovoæ

LIPXICEVOST^ FUNKCI` KVANTILE` 257 prØmoæ R (ne leßawaØ ni v kakom pustom intervale raspredeleniØ L(X)). Esli teper~ my izmenim funkci¸ X, pribaviv k neæ funkci¸ ΔX, po modul¸ ne prevoshodØwu¸ qisla ε > 0, to ffto zastavit toqku α-kvantili smestit~sØ ot preßnego poloßeniØ ne bolee, qem na α. Esli ße poloßenie kvantili α ne opredeleno odnoznaqno, to pri oqen~ malyh ε ffta neodnoznaqnost~ ne ustranØetsØ, tak qto vopros o novom znaqenii α-kvantili ne vstaœt. Odnako, kak otmeqalos~, mnoßestvo takih α ne bolee, qem sqœtno, i v fftom smysle moßno govorit~, qto dlØ kaßdogo qisla α funkciØ kvantileæ obladaet otnositel~no normy L1 svoæstvom Lipxica s konstantoæ 1. Sama ffta funkciØ ne obØzana byt~ daße prosto nepreryvnoæ po α.

PodobnaØ situaciØ vstreqaetsØ, naprimer, v teoreme o “substandartnosti” obraza beskoneqnomernogo gaussovskogo raspredeleniØ γ pri otobraßenii, lipxicevom otnositel~no gil~bertovoæ normy na Ødre H_γ (sm. [2]). (Substandartnymi nazyva¸t obrazy odnomernoæ standartnoæ gaussovoæ mery pri lipxicevom s konstantoæ edinica otobraßenii prØmoæ v prØmu¸.)

RazumeetsØ, opisannoe svoæstvo lipxicevosti s konstantoæ edinica otnositel~no normy L1 sohranØetsØ i pri perehode k l¸boæ bolee sil~noæ norme, t.e. k takoæ norme, ediniqnyæ xar kotoroæ soderßitsØ v ediniqnom xare prostranstva L1.

Sformuliruem teper~ nax vyvod v vide teoremy.

Teorema. Funkcii kvantileæ na prostranstve sluqaænyh veli-

qin oblada¸t svoæstvom Lipxica s konstantoæ edinica otnositel~no L1-normy. Pri fftom sami rassmatrivaemye sluqaænye veliqiny ne obØzatel~no ØvlØ¸tsØ fflementami fftogo banahova prostranstva. L1-norma moßet byt~ zamenena na l¸bu¸ bolee sil~nu¸ normu.

�ta teorema bez polnogo dokazatel~stva ispol~zovalas~ v rabote avtora [3].

Literatura

1. V. Sudakov, Gaussian measures. A brief survey. — Rendiconti dell’Istituto di

Matematica dell’Univ. di Trieste 26 (1994, supp), 285–325.

2. B. S. Cirel’son, I. A. Ibragimov, V. N. Sudakov, Norms of Gaussian sample func-

tions. — Lect. Notes Math. 55 (1976), 20–111.

3. V. N. Sudakov, GaussovskaØ koncentraciØ v metrike Kantoroviqa raspredeleniæ sluqaænyh veliqin i funkcii kvantileæ. — Zap. nauqn. semin. POMI 328 (2005), 230–235.

258 V. N. SUDAKOV

Sudakov V. N. The Lipschitz property of the quantile functions on spaces of random variables.

It is proved that the quantile functions on the space of random variables obey the Lipschitz condition with the constant 1 with respect to any norm majorizing L1-norm. The random variables considered need not to belong this L1-space.

Postupilo 23 noØbrØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN