Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 351, 2007 g.

V. B. Nevzorov

�KSTREMUMY I

t_2–RASPREDELENIE ST^ıDENTA

V statistiqeskom mire horoxo izvestno semeæstvo raspredeleniæ St~¸denta. GovorØt, qto sluqaænaØ veliqina X imeet t_ν -raspredelenie (ili raspredelenie St~¸denta s ν stepenØmi svobody, gde ν > 0), esli ee plotnost~ raspredeleniØ zadaetsØ sootnoxeniem

f_ν (x) =

Γ((ν + 1)/2) √ πν ( 1 + x^2 ν )�(ν+1)/2_{, −∞ < x < ∞, (1)} gde Γ(s) =

∫ 1_{0 xs}�_{1e}�_{xdx, s > 0, oboznaqaet gamma-funkci¸. �to}

semeæstvo raspredeleniæ v naqale proxlogo veka bylo vvedeno v statistiqesku¸ teori¸ i praktiku Uil~Ømom Gossetom, podpisyvavxim svoi matematiqeskie raboty psevdonimom Student. V naqale XXI veka poØvilas~ seriØ stateæ ([1]–[5]), v kotoryh avtory obratili vnimanie qitateleæ na rØd interesnyh svoæstv odnogo iz predstaviteleæ fftogo semeæstva t_2-raspredeleniØ s plotnost~¸ f_2(x) = (2 + x^2)�^{3/2} (2)

i funkcieæ raspredeleniØ

F_2(x) = 1 2 ( 1 + x √ 2 + x^2 ) , −∞ < x < ∞. (3) V qastnosti, byli poluqeny nekotorye harakterizacii t_2- raspredeleniØ svoæstvami porØdkovyh statistik. V dannoæ rabote predlaga¸tsØ dve novye harakterizacii fftogo tipa raspredeleniæ.

PorØdkovye statistiki i t2-raspredelenie

Pust~ X, X_1, X_2, . . . – nezavisimye odinakovo raspredelennye sluqaænye veliqiny (s.v.) s obweæ funkcieæ raspredeleniØ

Rabota qastiqno podderßana grantami RFFI 07-01-00688 i 06-01-00179. 232

�KSTREMUMY I t2–RASPREDELENIE 233

F (x), plotnost~¸ raspredeleniØ f(x) i koneqnym matematiqeskim oßidaniem, a X_{1,n} ≤ X_{2,n} ≤ . . . ≤ X_{n,n}, n = 1, 2, . . . , – sootvetstvu¸wie porØdkovye statistiki. Dopolnitel~no predpoloßim, qto f(x) > 0, esli γ < x < δ, gde γ = inf{x : F (x) > 0} i δ = sup{x : F (x) < 1}. V rabote [1] bylo pokazano, qto ffkvivalentnymi ØvlØ¸tsØ sledu¸wie utverßdeniØ:

a) E(X_{1,3} + X_{3,3}|X_{2,3} = x) = 2x p.n.; (4)

b) E(X_1 + X_2 + X_3|X_{2,3} = x) = 3x p.n.; (5)

c) (F (x)(1 − F (x))^{3/2} = cf(x), γ < x < δ, c > 0; (6) d) γ = −∞, δ = ∞ i F (x) = F_2((x − μ)/σ), −∞ < μ < ∞, σ > 0, (7) gde funkciØ raspredeleniØ F_2 opredelena v (3).

Vsled za [1] poØvilsØ rØd rabot ([2]–[5]), v kotoryh byli poluqeny novye harakterizacii t_2-raspredeleniØ, a takße razliqnye obobweniØ privedennogo vyxe rezul~tata na sluqaæ vyborok ob¨ema n = 2k + 1, k = 1, 2, . . . . Naprimer, v rabote [5] sootnoxeniØ (4)-(7) byli dopolneny, kak okazalos~, ffkvivalentnymi im utverßdeniØmi vida:

e) E(X_1X_2X_3|X_{2,3} = x) = cx p.n.; (8)

f) E(X_{1,3}X_{3,3}|X_{2,3} = x) = c p.n., (9)

gde c – nekotoraØ otricatel~naØ konstanta. V rabote [2] bylo pokazano, qto t_2-raspredelenie moßno, v qastnosti, harakterizovat~ sootnoxeniem

E(X_1 + . . . + X_{2k+1}|X_{k+1,2k+1} = x) = 2k + 1 2m + 1

E(X_1 + . . . + X_{2m+1}|X_{m+1,2m+1} = x), (10)

vypolnØemym dlØ nekotoryh k ≠ m.

�kstremumy i t2-raspredelenie

Vse porØdkovye statistiki, privedennye v ravenstvah (4) i (9), stroilis~ po odnoæ i toæ ße vyborke X_1, X_2, X_3. Rassmotrim teper~ neskol~ko inu¸ situaci¸. Vmesto porØdkovyh statistik X_{1,3}, X_{2,3} i X_{3,3}, uqastvovavxih v regressionnyh soot-

234 V. B. NEVZOROV noxeniØh (4) i (9), obratimsØ k maksimumam

M_1 = X_1 = X_{1,1}, M_2 = max{X_1, X_2} = X_{2,2} i M_3 = max{X_1, X_2, X_3} = X_{3,3}.

VyØsnØetsØ, qto t_2-raspredelenie moßno harakterizovat~ sootnoxeniem, analogiqnym ravenstvu (4), v kotorom tol~ko vmesto porØdkovyh statistik X_{1,3}, X_{2,3}, X_{3,3} berutsØ maksimal~nye porØdkovye statistiki X_{1,1}, X_{2,2} i X_{3,3}. Spravedliv sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 1. Pust~ X1, X2, X3 – nezavisimye odinakovo rasprede-

lennye s.v. s funkcieæ raspredeleniØ F (x), plotnost~¸ raspredeleniØ f(x) i koneqnym matematiqeskim oßidaniem. Pust~ takße f(x) > 0, esli γ < x < δ, gde γ = inf{x : F (x) > 0} i δ = sup{x : F (x) < 1}. Togda ffkvivalentnymi ØvlØ¸tsØ utverßdeniØ:

E(M_1 + M_3|M_2 = x) = 3 2 x + a p.n., gde a – nekotoraØ konstanta; (11) i γ = −∞, δ = ∞ i F (x) = F_2((x − 2a)/σ), σ > 0, (12) gde funkciØ raspredeleniØ F_2 opredelena v (3).

Zameqanie. Vidim, qto privedennaØ harakterizaciØ t2-raspre-

deleniØ imeet rØd osobennosteæ, otliqa¸wih ee ot harakterizacii fftogo ße raspredeleniØ regressionnymi svoæstvami porØdkovyh statistik X_{1,3}, X_{2,3}, X_{3,3}. Vo-pervyh, otliqa¸tsØ kofffficienty pered x v pravyh qastØh sootnoxeniæ (4) i (11). Vo vtoryh, esli sootnoxenie (4) spravedlivo dlØ vseh predstaviteleæ semeæstva raspredeleniæ t_2, t.e. ono ne reagiruet na sdvig i izmenenie masxtaba, to sootnoxenie (11) takße ne zavisit ot izmeneniØ masxtaba, no zato reagiruet na sdvig.

Svoæstva porØdkovyh statistik X_{1,3}, X_{2,3}, X_{3,3} i maksimumov M_1, M_2, M_3 po ih otnoxeni¸ k t_2 – raspredeleni¸ mogut byt~ ob¨edineny sledu¸weæ harakterizacionnoæ teoremoæ.

Teorema 2. V usloviØh teoremy 1 pri dopolnitel~nom predpolo-

ßenii, qto ishodnye s.v. ime¸t nulevoe matematiqeskoe oßidanie, ffkvivalentny utverßdeniØ:

E(M_1 + M_3|M_2 = x) = 3 4 E(X_{1,3} + X_{3,3}|X_{2,3} = x) p.n.; (13)

�KSTREMUMY I t2–RASPREDELENIE 235 i γ = −∞, δ = ∞ i F (x) = F_2(x/σ), σ > 0. (14) Dokazatel~stvo teoremy 1. Nam potrebu¸tsØ sledu¸wie do-

statoqno oqevidnye sootnoxeniØ:

E(M_1|M_2 = x) = x 2 + x∫ �1^{udF (u)/2F (x); (15)}

E(M_3|M_2 = x) = xF (x) +

1_∫ x udF (u); (16)

E(X_{1,3}|X_{2,3} = x) = x∫ �1^{udF (u)/F (x); (17)}

E(X_{3,3}|X_{2,3} = x) =

1_∫ x udF (u)/(1 − F (x)). (18) Predpoloßim, qto EX = μ i oboznaqim I(x) = x∫ �1^{udF (u). (19)}

Togda, uqityvaØ, qto

μ = I(x) +

1_∫ x udF (u), ravenstvo (4) moßno zapisat~ v vide I(x) F (x) + μ − I(x) 1 − F (x) = 2x, γ < x < δ, (20) qto ravnosil~no sootnoxeni¸ I(x) = 2xF (x)(1 − F (x)) 1 − 2F (x) − μF (x) 1 − 2F (x) , γ < x < δ. (21) V rabote [1] bylo pokazano, qto utverßdenie (4) ravnosil~no utverßdeni¸ (7). Sledovatel~no, esli funkciØ raspredeleniØ

236 V. B. NEVZOROV F udovletvorØet sootnoxeni¸ (21) pri nekotorom μ, to ona obØzana imet~ vid F (x) = F_2((x − μ)/σ), σ > 0. Rassmotrim teper~ ravenstvo (11). Ono svoditsØ k sootnoxeni¸ x 2 + x∫ �1^{udF (u)/2F (x) + xF (x)} + 1_∫ x udF (u) = 3 2 x + a, γ < x < δ. (22) Vnov~ oboznaqaØ I(x) = x∫ �1^{udF (u) i μ = EX =}

1_∫ �1^{udF (u),} poluqaem iz (22) uravnenie (otnositel~no F (x)) I(x) = 2xF (x)(1 − F (x)) 1 − 2F (x) − 2(μ − a)F (x) 1 − 2F (x) , γ < x < δ. (23) SravnivaØ (23) s (21), vyvodim, qto rexeniem fftogo uravneniØ ØvlØetsØ l¸baØ funkciØ raspredeleniØ vida F (x) = F_2 ((x − 2(μ − a))/σ) , σ > 0, (24) i γ = −∞, δ = ∞. Poskol~ku matematiqeskoe oßidanie s.v. X, ime¸weæ funkci¸ raspredeleniØ (24), ravno 2(μ − a), a u nas ewe est~ predpoloßenie (toqnee, oboznaqenie), qto EX = μ, to vidim, qto μ dolßno udovletvorØt~ sootnoxeni¸ μ = 2(μ − a), t.e. μ = 2a. Takim obrazom, pri l¸bom fiksirovannom znaqenii a sootnoxenie (11) spravedlivo tol~ko dlØ funkciæ raspredeleniØ F (x) = F_2 ((x − 2a)/σ) , σ > 0, qto i dokazyvaet teoremu 1.

V qastnosti, vidim, qto ravenstvo

E(M_1 + M_3|M_2 = x) = 3 2 x

�KSTREMUMY I t2–RASPREDELENIE 237 harakterizuet semeæstvo funkciæ raspredeleniØ F (x) = F_2(x/σ), σ > 0. Dokazatel~stvo teoremy 2. Ispol~zuØ sootnoxeniØ (15)–(18),

ravenstvo (13) (uqityvaØ, qto EX = 0) moßno perepisat~ v vide 4 ( x 2 + I(x) 2F (x) + xF (x) − I(x) ) = 3 ( I(x) F (x) − I(x) 1 − F (x) ) , γ < x < δ. (25) Iz (25) poluqaem uravnenie otnositel~no F (x) vida I(x) = 2xF (x)(1 − F (x)) 1 − 2F (x) , γ < x < δ. (26) SravnivaØ (26) s (21), poluqaem, qto γ = −∞, δ = ∞ i rexeniem uravneniØ (26) ØvlØ¸tsØ funkcii raspredeleniØ F (x) = F_2(x/σ), σ > 0. Literatura

1. V. B. Nevzorov, Ob odnom svoæstve raspredeleniØ St~¸denta s dvumØ

stepenØmi svobody. — Zap. nauqn. semin. POMI 294 (2002), 148–157.

2. V. B. Nevzorov, O harakterizaciØh raspredeleniØ St~¸denta s dvumØ ste-

penØmi svobody. — Vestnik SPbGU, ser.1 (2005), vyp. 4, 38–42.

3. V. B. Nevzorov, N. Balakrishnan, and M. Ahsanullah, Simple characterization of

Student’s t2 { distribution. — The Statistician, 52 (2003), part 3, 395–400.

4. I. S. Akhundov, N. Balakrishnan, and V. B. Nevzorov, New characterizations by

properties of midrange and related statistics. — Communications in statistics. Theory and method, 33 (2004), No. 12, 3133–3143.

5. L. Nevzorova, V. Nevzorov, and I. Akhundov, A simple characterization of Stu-

dent’s t2 { distribution. — Metron-International journal of statistics, v. LXV (2007), No. 1, 53–57.

Nevzorov V. B. Extremes and Student’s t_2 -distribution. Some new characterizations of Student’s distribution on two degrees of freedom by regressional properties of maximal order statistics are obtained.

Postupilo 30 noØbrØ 2007 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: Valnev@mail.ru