Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 351, 2007 g.

V. V. Litvinova, ˚. ı. Nikitin

OB ASIMPTOTIQESKO` �FFEKTIVNOSTI I LOKAL^NO` OPTIMAL^NOSTI KRITERIEV, OSNOVANNYH NA DVUHVYBOROQNYH U – I V –STATISTIKAH

1. Vvedenie

Mnogie neparametriqeskie kriterii soglasiØ i simmetrii osnovany na U - i V -statistikah. Primerami mogut slußit~ kriteriæ Vilkoksona, kriteriæ Maesono [9], kriterii ω^2 Kramerafon Mizesa–Smirnova i U^2 Vatsona i mnogie drugie. TeoriØ U - i V -statistik horoxo razrabotana i izlagaetsØ, naprimer, v [8].

DlØ sravneniØ statistiqeskih testov v bol~xih vyborkah obyqno primenØetsØ tot ili inoæ vid asimptotiqeskoæ ffffektivnosti. Rezul~taty, poluqennye v fftoæ oblasti, izloßeny v monografii [11], gde bahadurovskaØ asimptotiqeskaØ ffffektivnost~ ispol~zuetsØ qawe drugih. Kak izvestno, kl¸qevym dlØ vyqisleniØ fftoæ ffffektivnosti ØvlØetsØ znanie asimptotiki bol~xih ukloneniæ qernovskogo tipa testovyh statistik pri osnovnoæ gipoteze.

Bol~xie ukloneniØ qernovskogo tipa dlØ U - i V -statistik stali izuqat~sØ sravnitel~no nedavno. �æhel~sbaher i Lœve [6] dokazali dlØ nih princip bol~xih ukloneniæ, no fftot rezul~tat nedostatoqen dlØ vyqisleniØ asimptotiqeskoæ ffffektivnosti.

˚vnaØ forma dlØ asimptotiki veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ odnovyboroqnyh U -statistik byla naædena v rabotah [12, 13]. �to pozvolilo vyqislit~ lokal~nu¸ bahadurovsku¸ ffffektivnost~ dlØ rØda konkretnyh kriteriev soglasiØ i simmetrii, osnovannyh na U - i V -statistikah. Pozße v rabote [15] byla opisana tak nazyvaemaØ oblast~ lokal~noæ asimptotiqeskoæ optimal~nosti (LAO) kriteriev, osnovannyh na U - i V -statistikah. �to oznaqaet, qto nahodØtsØ te raspredele-

Rabota podderßana grantami RFFI 06-01-00179 i 07-01-00159. 219

220 V. V. LITVINOVA, ˚. ı. NIKITIN niØ nabl¸deniæ, dlØ kotoryh dannaØ posledovatel~nost~ testovyh statistik ØvlØetsØ lokal~no asimptotiqeski optimal~noæ v bahadurovskom smysle. Vaßnost~ fftoæ “obratnoæ” zadaqi byla otmeqena Bahadurom [1] i Sffvidßem [16], no konkretnye rezul~- taty byli vpervye ustanovleny v [10, 11]. V [15] podobnye rezul~taty byli poluqeny ne dlØ konkretnyh Øder, a dlØ celogo ih klassa.

Kriterii odnorodnosti, osnovannye na dvuhvyboroqnyh U - i V -statistikah, izuqeny znaqitel~no men~xe. V [14] byli naædeny Øvnye vyraßeniØ dlØ asimptotiki veroØtnosteæ bol~- xih ukloneniæ nevyroßdennyh dvuhvyboroqnyh U - i V -statistik s ograniqennymi Ødrami. �to pozvolØet vyqislit~ v nastoØweæ rabote asimptotiqesku¸ ffffektivnost~ sootvetstvu¸- wih kriteriev odnorodnosti i opisat~ ih oblasti LAO. Zametim, qto pitmenovskaØ ffffektivnost~ rassmatrivaemyh kriteriev sovpadaet s ih lokal~noæ bahadurovskoæ ffffektivnost~¸ v silu asimptotiqeskoæ normal~nosti nevyroßdennyh U - i V - statistik [1, 11].

2. Bol~xie ukloneniØ dvuhvyboroqnyh U - i V -statistik

DlØ udobstva qitatelØ privedem zdes~ osnovnoæ rezul~tat iz [14]. Pust~ X_1, X_2, . . . , X_{n1} i Y_1, Y_2, . . . , Y_{n2} dve nezavisimye vyborki s odnoæ i toæ ße nepreryvnoæ funkcieæ raspredeleniØ (f.r.) F na R^1, oboznaqim n = n_1 + n_2 i pust~ ob¨emy vyborok n_1 i n_2 stremØtsØ k beskoneqnosti tak, qto lim n1,n2→∞ n_1 n = r_1 > 0, lim_{n1,n2→∞} n_2 n = r_2 > 0.

Pust~ Φ : R^{m1+m2} → R^1 – vewestvennoe Ødro, simmetriqnoe otnositel~no perestanovok pervyh m_1 i poslednih m_2 argumentov. DlØ fftogo Ødra dvuhvyboroqnaØ U -statistika stepeni (m_1, m_2) opredelØetsØ formuloæ

U_{n1,n2} = (C^{m1}_{n1} )^{−1} (C^{m2}_{n2} )^{−1} ∑ Φ(X_{i1} , . . ., X_im_1 ; Y_{j1}, . . . , Y_jm_2 ),

gde summirovanie beretsØ po mnoßestvu indeksov {1 6 i1 < · · · < im_1 6 n1, 1 6 j1 < · · · < jm_2 6 n2},

OB ASIMPTOTIQESKO` �FFEKTIVNOSTI 221 a funkcional Mizesa, ili V – statistika stepeni (m_1, m_2), zadaetsØ sootnoxeniem

V_{n1,n2} = n^{−m1}_1 n^{−m2}_2 n1∑ i1=1 · · · n1∑ im1 =1 n2∑ j1=1 · · · n2∑ jm2 =1

Φ(X_{i1} , . . . , X_im_1 ; Y_{j1} , . . . , Y_jm_2 ).

Predpoloßim, qto |Φ(s; t)| ≤ M < ∞ dlØ vseh znaqeniæ vektorov s i t. �to uslovie ne slixkom ograniqitel~no, poskol~ku u kriteriev, osnovannyh na U - i V -statistikah, Ødra obyqno ØvlØ¸tsØ kombinaciØmi indikatornyh funkciæ, i potomu ograniqeny.

Pri izuqenii bol~xih ukloneniæ moßno sqitat~, qto ishodnye vyborki ime¸t ravnomernoe raspredelenie U na [0, 1]. V sluqae neobhodimosti my vsegda moßem pereæti ot ishodnyh sluqaænyh veliqin Φ(X_1, . . . , X_{m1} ; Y_1, . . . , Y_{m2} ) k funkciØm ot ravnomernyh sluqaænyh veliqin U_j , j = 1, . . ., m_1 + m_2, a imenno

Φ̃(U_1, . . . , U_{m1+m2} ) = Φ(F^{−1}(U_1), . . . , F^{−1}(U_{m1+m2} )). (1)

Takim obrazom U - i V -statistiki s Ødrom Φ, zavisØwim ot X_i i Y_j, mogut byt~ preobrazovany v U - ili V -statistiki s novym ograniqennym Ødrom Φ̃, zavisØwim ot ravnomerno raspredelennyh veliqin.

Perehod ot ishodnogo Ødra Φ k “privedennomu” Ødru Φ̃ po formule (1) ves~ma estestvenen dlØ neparametriqeskih testovyh statistik i analogiqen perehodu ot sovmestnoæ f.r. sluqaænogo vektora k sootvetstvu¸weæ kopule.

Predpoloßim, krome togo, qto Ødro Φ nevyroßdeno po otnoxeni¸ k obeim gruppam peremennyh. �to oznaqaet [8], qto

σ^2_1 = Eψ^2_1(X_1) > 0, σ^2 = Eψ^2(Y_1) > 0, (2) gde ψ_1(x) = E{Φ(X_1, . . . , X_{m1} ; Y_1, . . . , Y_{m2} ) | X_1 = x} i ψ_2(y) = E{Φ(X_1, . . . , X_{m1} ; Y_1, . . ., Y_{m2} ) | Y_1 = y}

222 V. V. LITVINOVA, ˚. ı. NIKITIN ØvlØ¸tsØ odnomernymi proekciØmi Ødra Φ. Naprimer, dlØ Ødra statistiki Vilkoksona Φ(s, t) = 1{s < t} − 1/2 imeem ψ_1(x) = 1/2 − F (x), ψ_2(y) = F (y) − 1/2, ψ̃_1(x) = 1/2 − x, ψ̃_2(y) = y − 1/2.

Osnovnym rezul~tatom [15] ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema.

Teorema 1. Pust~ |Φ| ≤ M < ∞, EΦ = 0 i Φ nevyroßdeno, t.e.

vypolneno (2). Togda spravedlivo sootnoxenie

lim_{n→∞} n^{−1} log Pr{V_{n1,n2} ¿ a} = ∞∑ j=2 b_j a^j, gde rØd s qislovymi kofffficientami b_j v pravoæ qasti shoditsØ pri dostatoqno malyh a > 0, priqem

b_2 = − 1 2 ( m^2_1σ^2_1 r_1 + m^2σ^2 r_2 )_{−1} . Rezul~tat spravedliv i dlØ U -statistik s tem ße Ødrom Φ.

�tot rezul~tat pozvolØet vyqislit~ lokal~nu¸ bahadurovsku¸ ffffektivnost~ kriteriev, osnovannyh na U - i V - statistikah.

3. Bahadurovskie toqnye lokal~nye naklony Rassmotrim proverku gipotezy odnorodnosti dvuh vyborok protiv al~ternativy, pri kotoroæ pervaØ vyborka X_1, . . ., X_{n1} imeet plotnost~ f(x, 0), a vtoraØ vyborka Y_1, . . . , Y_{n2} imeet plotnost~ f(x, θ), indeksirovannu¸ vewestvennym parametrom θ ∈ Θ = [0, θ^∗], θ^∗ > 0. Pust~ F (x, θ) – f.r., otveqa¸waØ fftoæ plotnosti, i F (x, 0) = F (x).

Pust~ testovaØ statistika - ffto U - ili V -statistika U_n s Ødrom Φ i kritiqeskimi bol~ximi znaqeniØmi. Oboznaqim

b_Φ(θ) := E_{H1} Φ(X_1, . . . , X_{m1} ; Y_1, . . . , Y_{m2} ) = ∫ Rm1 ∫ Rm2 Φ(x_1, . . . , x_{m1} ; y_1, . . . , y_{m2} ) m1∏ i=1 f(x_i; 0)dx_i m2∏ j=1 f(y_j ; θ)dy_j . V dal~neæxem my predpolagaem, qto semeæstvo f(x, θ) soglasovano s Ødrom Φ(X_1, . . . , X_{m1} ; Y_1, . . . , Y_{m2} ) tak, qto b_Φ(θ) > 0, (3)

OB ASIMPTOTIQESKO` �FFEKTIVNOSTI 223 dlØ l¸bogo θ ∈ Θ. �to obespeqivaet sostoØtel~nost~ testa, osnovannogo na U_n. My predpolagaem takße spravedlivost~ estestvennogo usloviØ b_Φ(θ) → 0 pri θ → 0.

Po zakonu bol~xih qisel dlØ U - i V -statistik, sm. [8], pri H_1 spravedliva shodimost~ po veroØtnosti

U_n → b_Φ(θ), θ > 0. (4) Meroæ bahadurovskoæ ffffektivnosti posledovatel~nosti {U_n} ØvlØetsØ bahadurovskiæ naklon c_U (θ). On moßet byt~ naæden s pomow~¸ sledu¸wego predloßeniØ ([2], §7; [11], gl. 1).

Teorema 2. Pust~ vypolneny dva sledu¸wih usloviØ: a) U_n^P`−→ b(θ), θ > 0, gde −∞ < b(θ) < ∞, i^P`−→ oznaqaet shodimost~ po veroØtnosti pri vypolnenii H_1;

b) lim_{n→∞} n^{−1} ln P_{H0} (U_n ¿ t ) = −h(t)

dlØ l¸bogo t iz otkrytogo intervala I, na kotorom h nepreryvna i {b(θ), : θ > 0} ⊂ I. Togda

c_U (θ) = 2 h(b(θ)).

Iz (3), (4), a takße iz teoremy 1 vytekaet, qto usloviØ teoremy 2 vypolneny dlØ statistiki U_n. Pofftomu my moßem napisat~ dlØ glavnoæ qasti toqnogo naklona fftoæ statistiki pri uslovii (3) sledu¸wee sootnoxenie: pri θ → 0

c_U (θ) ∼ ( m^2_1σ^2_1 r_1 + m^2σ^2 r_2

)^{−1} b^2_Φ(θ). (5)

DlØ dal~neæxego ponadobitsØ oboznaqenie

Φ^∗(y_1, . . . , y_{m2} ) := ∫ Rm1 Φ(x_1, . . . , x_{m1} ; y_1, . . . , y_{m2} ) m1∏ j=1 f(x_j , 0)dx_j. My uprostim vyraßenie dlØ b_Φ(θ) pri θ → 0 i pri nekotoryh usloviØh regulØrnosti. Opixem povedenie funkcii pravdopodo- biØ L(z; θ) = L(z_1, . . . , z_m; θ) = Π^m_{j=1}f(z_j , θ),

224 V. V. LITVINOVA, ˚. ı. NIKITIN kak funkcii ot θ. DlØ prostoty proizvodnaØ f^′_θ oboznaqaetsØ f_θ. S pomow~¸ razloßeniØ Teælora s ostatoqnym qlenom v integral~noæ forme (sm. [5], teor. 8.14.3), poluqaem sledu¸wu¸ formulu:

L(z; θ) = L(z; 0) + θL_θ(z; 0) + 1 2 θ^2 1∫ 0 t^2(1 − t)^2L_{θθ}(z; tθ)dt. (6)

Nam ponadobØtsØ toqnye vyraßeniØ dlØ proizvodnyh funkcii L(z; θ) po θ. ˚sno, qto

L(z; 0) = Π^m_{j=1}f(z_j , 0), L_θ(z; 0) = m∑ i=1 f_θ(z_i, 0)Π^m_{j≠i}f(z_j , 0).

ToqnaØ formula dlØ L_{θθ}(z; τ ) dlØ l¸bogo τ ∈ [0, θ^∗) imeet vid

L_{θθ}(z; τ ) = m∑ i=1 f_{θθ}(z_i, τ )Π_{j≠i}f(z_j , τ )+ m∑ i≠j f_θ(z_i, τ )f_θ(z_j , τ )Π_{k≠i,j}f(x_k, τ ). Vvedem sledu¸wee uslovie regulØrnosti. Uslovie ND: suwestvuet δ > 0 takoe, qto dlØ l¸bogo 0 ≤ θ ≤ δ 1∫ 0 t^2(1 − t)^2 ∫ Rm2 Φ^∗(y_1, . . . , y_{m2} )f_{θθ}(y_1, tθ)Π_{j≠1}f(y_j , tθ)dy_1 . . . dy_{m2} dt < ∞,

1∫ 0 t^2(1 − t)^2 ∫ Rm2 Φ^∗(y_1, . . . , y_{m2} )f_θ(y_1, tθ)f_θ (y_2, tθ) × Π_{k≠1,2}f(y_k , tθ)dy_1 . . . dy_{m2} dt < ∞. Poskol~ku Φ ograniqeno, to uslovie ND vypolneno esli, naprimer, dlØ 0 ≤ θ ≤ δ ∫ R1 |f_θ(x, θ)|dx < ∞, ∫ R1 |f_{θθ}(x, θ)|dx < ∞. (7) UsloviØ (7) vypolnØ¸tsØ dlØ mnogih semeæstv raspredeleniæ.

OB ASIMPTOTIQESKO` �FFEKTIVNOSTI 225 S pomow~¸ teælorovskogo razloßeniØ (6) i usloviØ ND legko poluqaem b_Φ(θ) ∼ m_2 ∫ R1 ψ_2(y)f_θ (y, 0)dy · θ, θ → 0. (8) Ispol~zuØ asimptotiqeskoe predstavlenie (8) vmeste s (5), nahodim sledu¸wie formuly dlØ lokal~nyh toqnyh naklonov c_U (θ). Teorema 3. Predpoloßim, qto {Un} ØvlØetsØ posledovatel~no-

st~¸ nevyroßdennyh U - ili V -statistik s ograniqennymi Ødrami i qto (3) i uslovie ND spravedlivy. Togda, pri θ → 0 c_U (θ) ∼ m^2 m21σ21 r1 +^{m2σ2}_{r2} ( ∫ R1 ψ_2(x)f_θ(x, 0)dx )_2 · θ^2. (9)

Nesimmetriqnost~ fftoæ formuly obuslovlena tem, qto Ødro moßet byt~ nesimmetriqnym po obeim gruppam peremennyh, a al~ternativa deæstvuet na vtoru¸ gruppu.

4. VyqisleniØ lokal~noæ ffffektivnosti Napomnim teoretiqeskoe neravenstvo dlØ toqnyh naklonov dvuhvyboroqnyh kriteriev odnorodnosti ([11],§3.3 ):

c_U (θ) ≤ 2K(θ), pri θ > 0, (10)

gde K(θ) – vzvexennaØ informaciØ Kul~baka–Leæblera

K(θ) = r_1 ∫ R1 ln f(x, 0) h(x, θ) f(x, 0)dx + r_2 ∫ R1 ln f(x, θ) h(x, θ) f(x, θ)dx, gde dlØ kratkosti oboznaqeno h(x, θ) = r_1f(x, 0) + r_2f(x, θ).

Vpolne estestvenno opredelit~ nelokal~nu¸ bahadurovsku¸ ffffektivnost~ (B�) otnoxeniem c_U (θ)/2K(θ). K soßaleni¸, dlØ nenulevyh θ vyqisleniØ trudny ili nevozmoßny. Pofftomu my vyqislØem niße lokal~nu¸ bahadurovsku¸ ffffektivnost~, kotoraØ ØvlØetsØ predelom nelokal~noæ B� pri θ → 0.

V tipiqnyh sluqaØh pri regulØrnyh semeæstvah plotnosteæ f(x, θ) spravedliva asimptotika (sm. [11], §3.3):

2K(θ) ∼ r_1r_2I(f) · θ^2, pri θ → 0, (11)

226 V. V. LITVINOVA, ˚. ı. NIKITIN gde I(f) = ∫ R1 [f^2_θ (x, 0)/f(x, 0)]dx est~ fixerovskaØ informaciØ.

Togda lokal~naØ B� e^B_U (f) moßet byt~ zapisana tak: pri usloviØh teoremy 3 i (11)

e^B_U (f) = ( m_2 ∫ R1 ψ_2(x)f_θ(x, 0)dx )_2

/(m^2_1σ^2_1r_2 + m^2σ^2r_1)I(f) (12)

Formula (12) spravedliva dlØ xirokogo klassa Øder, osnovannyh na U - i V -statistikah, i obobwaet formuly dlØ lokal~- nyh ffffektivnosteæ takih testov v sluqae konkretnyh Øder iz [11].

Rassmotrim neskol~ko primerov ispol~zovaniØ poluqennoæ teoremy. Naqnem so statistiki Vilkoksona W , u kotoroæ

m_1 = m_2 = 1, σ^2_1 = σ^2 = 1/12, −ψ_1(x) = ψ_2(x) = F (x) − 1/2.

Bol~xie ukloneniØ fftoæ statistiki opisyva¸tsØ teoremoæ 1 s b_2 = −6. Togda lokal~nyæ toqnyæ naklon imeet vid

c_W (θ) ∼ 12r_1r_2 ( ∫ R1 (F (x) − 1/2))f_θ(x)dx )_2 θ^2, θ → 0. V sluqae, kogda plotnost~ zadaetsØ na vseæ osi, a al~ternativa sdvigovaØ, ffto ffkvivalentno horoxo izvestnoæ klassiqeskoæ formule

c_W (θ) ∼ 12r_1r_2 ( ∫ R1 f^2(y)dy )_2 θ^2, θ → 0. Rassmotrim statistiku Dexpande i Koqara, predloßennu¸ imi v [4] dlØ proverki razliqiØ dvuh vyborok v sdvige. V prosteæxem sluqae m = 2 ffto dvuhvyboroqnaØ U -statistika s Ødrom Φ(s_1, s_2; t_1, t_2) = 1 {ttss ili stts} − 1 {sstt ili tsst}, gde oboznaqenie {ttss} oznaqaet

{t_1 ≤ t_2 ≤ s_1 ≤ s_2} ∪ {t_1 ≤ t_2 ≤ s_2 ≤ s_1}

∪{t_2 ≤ t_1 ≤ s_1 ≤ s_2} ∪ {t_2 ≤ t_1 ≤ s_2 ≤ s_1},

a drugie perestanovki opredelØ¸tsØ analogiqno.

OB ASIMPTOTIQESKO` �FFEKTIVNOSTI 227 VyqisleniØ, provedennye v [14], pokazyva¸t, qto

−ψ̃_1(t) = ψ̃_2(t) = − 4 3 t^3 + 2t^2 − 2t + 2 3 , σ^2_1 = σ^2 = 38 315 . Rassmotrim v kaqestve al~ternativy k gipoteze odnorodnosti logistiqeskoe semeæstvo so sdvigom, t. e.

F (x, θ) = exp(x − θ)/(1 + exp(x − θ)).

Togda I(f) = 1/3, f_θ(x, 0) = exp(x)(1−exp(x))/(1+exp(x))^3. UsloviØ (7) vypolneny. Pofftomu

e^B_{DK} (f) = 945 38 ( ∫ R1 ( − 4 3 F^3(x) + 2F^2(x) − 2F (x) + 2 3 ) f_θ(x, 0)dx )_2

= 189 190 ≈ 0.9947, qto ØvlØetsØ oqen~ vysokim znaqeniem.

Ewe odin primer – ffto statistika Koqara–Gupta stepeni (2, 2) Φ(s_1, s_2; t_1, t_2) = 1{stts} − 1{tsst}, predloßennaØ v [7] dlØ proverki razliqiØ v masxtabe. Rassmotrim v kaqestve al~ternativy ffksponencial~noe raspredelenie s parametrom masxtaba, t. e. s f.r. G(x, θ) = 1 − exp(−x exp(θ)), x ≥ 0, θ ≥ 0. V fftom sluqae g_θ(x, 0) = exp(−x)(1 − x), I(g) = 1. VyqisleniØ, provedennye v [14], da¸t

−ψ̃_1(t) = ψ̃_2(t) = −2t^2 + 2t − 1 3 , σ^2_1 = σ^2 = 1 45 . Pofftomu

e^B_{KG}(f) = 45 ( ∫ R+ ( − 2G^2(x, 0) + 2G(x, 0) − 1 3 ) exp(−x)(1 − x)dx )_2

= 5 36 ≈ 0.1389. Vidno, qto v fftom primere ffffektivnost~ nevysoka.

228 V. V. LITVINOVA, ˚. ı. NIKITIN

5. UsloviØ lokal~noæ asimptotiqeskoæ optimal~nosti

My rassmotrim zdes~ dlØ prostoty tol~ko samyæ interesnyæ i vaßnyæ sluqaæ takih Øder Φ, u kotoryh

m_1 = m_2 = m, r_1 = r_2 = r, −ψ_1 = ψ_2 = ψ, σ^2_1 = σ^2 = σ^2. (13)

Poqti vse primery dvuhvyboroqnyh U - i V -statistik, rassmotrennye v [14], udovletvorØ¸t fftomu uslovi¸.

DlØ zadannogo Ødra Φ oboznaqim qerez F (Φ) mnoßestvo plotnosteæ f(x, θ) s f.r. F (x, θ), dlØ kotoryh vypolnØ¸tsØ usloviØ regulØrnosti iz teoremy 3 i (11). Predpoloßim takße, qto lim_{x→−∞} F_θ(x, 0) = 0 i qto pri poqti vseh x

F_{xθ}(x, 0) = F_{θx}(x, 0). (14)

VernemsØ k neravenstvu (10). DelØ obe ego qasti na θ^2 i perehodØ k predelu pri θ → 0, poluqim s uqetom (9), (11) i (13), qto dlØ vseh semeæstv plotnosteæ iz F (Φ) ( m ∫ R1 ψ(x)f_θ(x, 0)dx )_2 ≤ m^2σ^2I(f), (15)

Kak izvestno, [1, 11], lokal~naØ asimptotiqeskaØ optimal~- nost~ v bahadurovskom smysle posledovatel~nosti statistik {U_n} oznaqaet, qto v fftom neravenstve dostigaetsØ ravenstvo.

Te raspredeleniØ, dlØ kotoryh ffto vypolneno, obrazu¸t oblast~ LAO v klasse F(Φ). DlØ opisaniØ fftoæ oblasti polezno ponØtie veduweæ funkcii posledovatel~nosti statistik {T_n}, vvedennoe i izuqennoe v [11]. Veduweæ funkcieæ nazyvaetsØ vewestvennaØ funkciØ v_T (x), opredelennaØ na [0, 1], udovletvorØ¸- waØ graniqnym usloviØm v_T (0) = v_T (1) = 0, i takaØ, qto uslovie f(x, θ) ∈ F(Φ) ffkvivalentno uslovi¸ F_θ(F^{−1}(x), 0) = Cv_T (x) dlØ nekotoroæ postoØnnoæ C i poqti vseh x.

UsloviØ dostißeniØ ravenstva v neravenstve (15) nahodØtsØ tak. Po neravenstvu Koxi–BunØkovskogo–Xvarca ( m ∫ R1 ψ(x)f_θ (x, 0)dx )_2 ≤ m^2 ∫ R1 ψ^2(x)f(x, 0)dx · I(f) = m^2σ^2I(f). Sledovatel~no, dlØ vypolneniØ LAO dolßno sobl¸dat~sØ ravenstvo v neravenstve Koxi–BunØkovskogo–Xvarca, qto imeet

OB ASIMPTOTIQESKO` �FFEKTIVNOSTI 229 mesto v tom i tol~ko tom sluqae, kogda dlØ nekotoroæ konstanty C_1 i poqti vseh x f_θ (x, 0) = C_1ψ(x)f(x, 0), (16) ili ffkvivalentnym obrazom d ln f(x, θ) dθ |_{θ=0} = C_1ψ(x) = C_1ψ̃(F (x)). (17)

Uravnenie (16) moßno v silu (14) takße perepisat~ v vide

F_θ(x, 0) = C_1 x∫ −∞ ψ(x)dF (x), qto ffkvivalentno

v_U (x) := F_θ(F^{−1}(x), 0) = C_1 x∫ 0 ψ(F^{−1}(u))du

= C_1 x∫ 0 ψ̃(u)du = C_1Ψ̃(x).

Takim obrazom veduwaØ funkciØ posledovatel~nosti statistik {U_n} ravna Ψ̃(x) = ∫_x 0 ψ̃(u)du. �tot rezul~tat moßno sformulirovat~ tak.

Teorema 4. Oblast~ LAO v F(Φ) dlØ nevyroßdennyh U - i V -

statistik, udovletvorØ¸wih uslovi¸ teoremy 1, opredelØetsØ ravenstvom (16) ili (17), i veduwaØ funkciØ est~ Ψ̃(x).

V kaqestve primera rassmotrim dvuhvyboroqnu¸ statistiku Vilkoksona, u kotoroæ veduwaØ funkciØ est~ x(1 − x). Esli dlØ prostoty sqitat~, qto al~ternativa sdvigovaØ, to uslovie optimal~nosti privodit k differencial~nomu uravneni¸ v f.r. F^′ = C_2F (1 − F ), rexeniem kotorogo ØvlØetsØ, kak izvestno, logistiqeskoe semeæstvo. �tot fakt horoxo izvesten, sm. [11], §6.4.

Primenim teper~ fftot rezul~tat dlØ otyskaniØ usloviæ optimal~nosti statistiki Koqara-Gupty [7, 14]. V fftom sluqae v silu [14] ψ̃(s) = 2s^2 − 2s + 1 3 ,

230 V. V. LITVINOVA, ˚. ı. NIKITIN tak qto veduwaØ funkciØ s uqetom graniqnyh usloviæ imeet vid s(^1_2 − s)(1 − s). Predpoloßim teper~,qto al~ternativa - masxtabnaØ na poluosi, t.e. F (x, θ) = F (x exp(θ)), x, θ ≥ 0. Togda uslovie optimal~nosti svoditsØ k differencial~nomu uravneni¸ v f.r.

xF^′(x) = C_3F (x) ( 1 2 − F (x) ) (1 − F (x)) x ≥ 0, (18)

kotoroe ne moßet imet~ rexeniØ v f.r., poskol~ku pravaØ qast~ ne sohranØet znak na (0, ∞). Pofftomu oblast~ LAO v fftom sluqae pusta.

V kaqestve tret~ego primera rassmotrim statistiku Dexpande–Koqara iz [4]. V fftom sluqae ψ̃(x) =^4_3 x^3 − 4x^2 + 2x, a togda veduwaØ funkciØ est~ x^2(1 − x)(3 − x). Snova rassmatrivaØ al~- ternativu sdviga, my vidim, qto uravnenie dlØ f.r.

F^′ = C_4F^2(1 − F )(3 − F )

imeet rexenie, kotoroe, vproqem, ne vyraßaetsØ Øvno. Tem ne menee ffto rexenie opredelØet tu al~ternativu, pri kotoroæ dannaØ statistika lokal~no optimal~na.

Literatura

1. R. R. Bahadur, Rates of convergence of estimates and test statistics. — Ann. Math.

Stat., 38 (1967), 303–324.

2. R. R. Bahadur, Some limit theorems in statistics, SIAM, Philadelphia (1971). 3. J. V. Deshpandé and S. C. Kochar, Some competitors of tests based on powers of

ranks for the two-sample problem. — Sankhyā, B42 (1980), 236–241.

4. J. V. Deshpandé and S. C. Kochar, Some competitors of Wilcoxon–Mann–Whitney

test for the location alternatives. — J. Indian Statist. Assoc., 18 (1982), 9–18.

5. J. Dieudonné, Foundations of Modern Analysis, Academic Press, NY and London

(1960).

6. P. Eichelsbacher, and M. Löwe, A Large Deviation Principle for m-variate von

Mises-Statistics and U-Statistics. — J. Theoret. Prob. 8 (1995), 807–823.

7. S. C. Kochar and R. P. Gupta, Some competitors of the Mood test for the two-

sample problem. — Commun. Statist. – Theory Methods, 15 (1986), 231–239.

8. V. S. Korolyuk and Yu. V. Borovskikh, Theory of U–statistics, Kluwer, Dordrecht

(1994).

9. Y. Maesono, Competitors of the Wilcoxon signed rank test, Ann. Inst. Stat. Math.,

39 (1987), Pt.A, 363–375.

10. Ya. Yu. Nikitin, Local asymptotic Bahadur optimality and characterization prob-

lems. — Probab. Theory Appl., 29 (1984),79–92.

11. Ya. Nikitin, Asymptotic efficiency of nonparametric tests. Cambridge University

Press (1995).

OB ASIMPTOTIQESKO` �FFEKTIVNOSTI 231 12. Ya. Yu. Nikitin and E. V. Ponikarov, Large deviations of Chernoff type for U -

statistics and von Mises functionals. — Proc. of St. Petersburg Math. Soc., 7, 124–167 ( in Russian). English transl. in Amer. Mathem. Soc. Transl., ser.2, ed. by N.N.Uraltseva (2001), 203, 107–146.

13. Ya. Yu. Nikitin and E. V. Ponikarov, Large deviations of Chernoff type for U - and

V -statistics, Doklady RAN, 369 (1999), 13–16.

14. Ya. Yu. Nikitin and E. V. Ponikarov, On large deviations of non-degenerate two-

sample U - and V -statistics with applications to Bahadur efficiency. — Mathem. Meth. of Statist., 15, No. 1 (2006), 103–122.

15. Ya. Yu. Nikitin and I. Peaucelle, Efficiency and local optimality of distribution-free

tests based on U - and V -statistics. — Metron – Intern. Journ. of Statistics, LXII, No. 2 (2004), 185–200.

16. I. R. Savage, Nonparametric statistics: a personal review. — Sankhyā, A 31 (1969),

107–144.

Litvinova V. V., Nikitin Ya. Yu. On asymptotic efficiency and local optimality of tests based on two-sample U - and V -statistics.

Many well-known homogeneity tests are based on two-sample U - and V -statistics. Using their large deviation asymptotics we calculate for them the local Bahadur efficiency for common alternatives and find general conditions of their local asymptotic optimality.

Postupilo 26 noØbrØ 2007 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet