Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 351, 2007 g.

ı. I. Ingster, I. A. Suslina

OCENIVANIE I PROVERKA GIPOTEZ DL˚ FUNKCI` IZ TENZORNYH PROIZVEDENI` PROSTRANSTV

1. Postanovka zadaqi

Rassmotrim nabl¸deniØ vida

X_ε = f + εN, f = f(t), t = (t_1, . . . , t_d) ∈ [0, 1]^d,

f ∈ L^d_2 = L_2([0, 1]^d), (1.1)

gde N – gaussovskiæ belyæ xum na ediniqnom kube razmernosti d. �to oznaqaet, qto dlØ l¸boæ funkcii ϕ ∈ L^d_2, my nabl¸daem sluqaænu¸ veliqinu ξ = X_ε(ϕ) ∼ N (a, σ^2), gde a = (f, ϕ) = ∫ [0,1]^d

f(t)ϕ(t)dt, σ^2 = ε^2‖ϕ‖^2 = ε^2 ∫ [0,1]^d ϕ^2(t)dt,

i dlØ l¸byh ξ_1 = X_ε(ϕ_1), ξ_2 = X_ε(ϕ_2) spravedlivo Cov(ξ_1, ξ_2) = ε^2(ϕ_1, ϕ_2). Nabl¸deniØ (1.1) zada¸t gaussovu meru P_{ε,f} so srednim znaqeniem f i kovariacionnym operatorom ε^2I, gde I ediniqnyæ operator (sm., naprimer, [18]).

My budem izuqat~ asimptotiku pri ε → 0 v zadaqah minimaksnogo ocenivaniØ i obnarußeniØ. V osnovnom, nas interesuet sluqaæ d = d_ε → ∞.

Pust~ zadano mnoßestvo F = F_ε ⊂ L^d_2. DlØ ocenki ^f (to est~ izmerimoæ funkcii nabl¸deniØ X_ε so znaqeniØmi v L^d_2) rassmotrim maksimal~nyæ kvadratiqnyæ risk

R^2_ε( ^f , F)^Δ= sup_{f∈F} E_{ε,f} ‖f − ^f ‖^2,

NastoØwaØ rabota qastiqno podderßivalas~ grantami RFFI 05-01- 00920 i veduwih xkol NSh 4222.2006.1. 180

OCENIVANIE I PROVERKA GIPOTEZ 181 gde E_{ε,f} – matematiqeskoe oßidanie po mere P_{ε,f} . Minimaksnyæ kvadratiqnyæ risk ocenivaniØ est~

R_ε = R_ε(F)^Δ= inf_{^f} R_ε( ^f , F), (1.2)

gde infimum iwetsØ po vsem vozmoßnym ocenkam ^f . Semeæstvo ocenok f^∗_ε nazyvaetsØ asimptotiqeski minimaksnym, esli R_ε(f^∗_ε , F) ∼ R_ε.

Zdes~ i dalee vse predely rassmatriva¸tsØ pri ε → 0, esli ne ukazan drugoæ predel~nyæ perehod.

Nas takße interesuet porØdkovaØ asimptotika i minimaksnye po porØdku ocenki f^∗_ε , to est~ takie, qto R^2_ε(f^∗_ε , F) ≍ R^2_ε. Esli d = d_ε → ∞, to takße predstavlØet interes logarifmiqeskaØ asimptotika, to est~ asimptotika veliqiny log(R_ε) pri ε → 0, d_ε → ∞. V zadaqe obnarußeniØ dlØ zadannogo semeæstva r_ε > 0, r_ε → 0, poloßim F̆(r_ε)^Δ= {f ∈ F : ‖f‖_2 ≥ r_ε}. (1.3)

Budem proverØt~ prostu¸ gipotezu H_0 : f = 0 protiv al~ternativy H_1 : f ∈ F̆(r_ε), to est~, v kaqestve al~ternativy my rassmatrivaem funkcii f ∈ F, leßawie vne xara radiusa r_ε v L_2-norme. Nas budet interesovat~ asimptotika minimaksnyh veroØtnosteæ oxibok i struktura asimptotiqeski minimaksnyh testov v fftoæ zadaqe. Imenno, dlØ testa ψ, to est~ dlØ izmerimoæ funkcii nabl¸deniæ X_ε so znaqeniØmi v [0, 1], poloßim α_ε(ψ) = E_{ε,0}ψ, β_ε(ψ, f) = E_{ε,f} (1 − ψ), γ_ε(ψ, f) = α_ε(ψ) + β_ε(ψ, f). Rassmotrim dva kriteriØ asimptotiqeskoæ optimal~nosti. Pervyæ sootvetstvuet klassiqeskomu kriteri¸ Neæmana–Pirsona. Pust~ β(F, r_ε, ψ)^Δ= sup f∈F̆(r_ε ) E_{ε,f} (1 − ψ). DlØ l¸bogo α ∈ (0, 1) pust~

β(F, r_ε, α)^Δ= inf_{ψ:α(ψ)}6_α β(F, r_ε, ψ).

Nazovem semeæstvo testov ψ_{ε,α} asimptotiqeski minimaksnym (po kriteri¸ β(α)), esli α(ψ_{ε,α}) 6 α + o(1), β(F, r_ε, ψ_{ε,α}) 6 β(F, r_ε, α) + o(1).

182 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA Vtoroæ kriteriæ sootvetstvuet minimal~noæ summarnoæ vero- Øtnosti oxibok. Pust~ γ_ε(ψ) = γ_ε(F, r_ε, ψ)^Δ= α_ε(ψ) + β(F, r_ε, ψ). Poloßim

γ_ε(F, r_ε)^Δ= inf_ψ γ_ε(F, r_ε, ψ), γ_ε(F, r_ε) ∈ [0, 1],

gde infimum iwetsØ po vsem testam. Nazovem semeæstvo testov ψ_ε asimptotiqeski minimaksnym (po kriteri¸ γ), esli γ_ε(F, r_ε, ψ_ε) ≤ γ_ε(F, r_ε) + o(1). Izvestno [7], qto β(F, r_ε, α) ∈ [0, 1 − α], γ_ε(F, r_ε) ∈ [0, 1], γ_ε(F, r_ε) = inf_{α∈(0,1)}(α + β(F, r_ε, α)).

Nas interesuet asimptotika β(F, r_ε, α) i γ_ε(F, r_ε) (s toqnost~¸ do slagaemogo, stremØwegosØ k 0) i struktura asimptotiqeski minimaksnyh semeæstv testov ψ_{ε,α}, ψ_ε. Takße nas interesu¸t usloviØ minimaksnoæ razliqimosti, to est~ usloviØ, pri kotoryh γ_ε(F, r_ε) → 1 ili γ_ε(F, r_ε) → 0, a pri vypolnenii poslednego usloviØ – struktura sostoØtel~nyh (v minimaksnom smysle) semeæstv testov ψ_ε takih, qto γ_ε(F, r_ε, ψ_ε) → 0. Obyqno ffti usloviØ sootvetstvu¸t nekotoroæ minimal~noæ skorosti ubyvaniØ semeæstva r_ε. Imenno, budem govorit~, qto r^∗_ε = r^∗_ε (F) est~ semeæstvo kritiqeskih radiusov, esli

γ_ε(F, r_ε) → 1 pri r_ε/r^∗_ε → 0, γ_ε(F, r_ε) → 0, β(F, r_ε, α) → 0 ∀ α ∈ (0, 1) pri r_ε/r^∗_ε → ∞. Drugimi slovami, pri malyh ε i bol~xom otnoxenii r_ε/r^∗_ε moßno obnarußit~ vse funkcii f ∈ F̆(r_ε) s maloæ veroØtnost~¸ oxibki, v to vremØ kak, esli ffto otnoxenie malo, to nevozmoßno razliqenie nulevoæ gipotezy i al~ternativy s maloæ veroØtnost~¸ oxibki v minimaksnom smysle.

Qasto toqnaØ asimptotika imeet gaussovskiæ vid (sm. [7]), to est~

β(F, r_ε, α) = Φ(H_α − u_ε)+ o(1), γ_ε(F, r_ε) = 2Φ(−u_ε/2)+ o(1), (1.4)

gde Φ est~ funkciØ raspredeleniØ standartnogo normal~nogo zakona, H_α – ee (1 − α)-kvantil~, a semeæstvo u_ε = u_ε(F, r_ε) harakterizuet razliqimost~ v zadaqe. Kritiqeskie radiusy r^∗_ε (F)

OCENIVANIE I PROVERKA GIPOTEZ 183 pri fftom opredelØ¸tsØ usloviem u_ε(F, r^∗_ε) ≍ 1. Izuqenie toqnoæ asimptotiki svoditsØ k vyqisleni¸ u_ε i postroeni¸ asimptotiqeski minimaksnyh semeæstv testov.

V sluqae bol~xih razmernosteæ d = d_ε → ∞ takße predstavlØet interes logarifmiqeskaØ asimptotika, to est~ asimptotika veliqin log(r^∗_ε ).

Opixem teper~ funkcional~nye mnoßestva F, kotorye budut rassmatrivat~sØ v fftoæ stat~e. Fiksiruem ortonormal~nyæ bazis Fur~e v L_2(0, 1) = L_2,

ϕ_0(t) = 1, ϕ_l(t) = √ 2 cos(2πlt), ϕ_{−l}(t) = √ 2 sin(2πlt), pri l > 0.

Otmetim, qto L_2 = L_0 ⨁ L_1, gde L_0 sostoit iz postoØnnyh funkciæ, a L_1 est~ ego ortogonal~noe dopolnenie.

Pust~ zadana neubyva¸waØ posledovatel~nost~ λ_k > 1, k ∈ N. Doopredelim λ_k dlØ k ∈ Z\N : λ_0 = 1, λ_k = λ_{−k}, k 6 −1. Vvedem drugu¸ gil~bertovu normu, polagaØ ‖f‖^2_λ = ∑ l∈Zλ^2l θ^2l dlØ f = ∑ l∈Zθl ϕl, i oboznaqim Lλ sootvetstvu¸wee gil~bertovo pro-

stranstvo. Analogiqno my imeem L_λ = L_0 ⨁ L_{λ,1}. Nas budut interesovat~ sledu¸wie primery.

Primer 1.1. Pust~ λk = (2πk)^σ , σ > 0. Togda pri σ ∈ N dlØ

f ∈ L_{λ,1} budem imet~ ‖f‖_λ = ‖f^σ ‖, gde f^σ proizvodnaØ porØdka σ funkcii f.

Primer 1.2. Pust~ λ^2_k = cosh(2πκk), κ > 0. Togda dlØ f ∈ Lλ

poluqim

‖f‖^2_λ = 1 2 ( ‖f(· + iκ)‖^2 + ‖f(· − iκ)‖^2 ) , gde f(x + iy) prodolßenie f na polosu v kompleksnoæ ploskosti |y| 6 κ. Primer 1.3.

Pust~ λ_k = exp(πκk), κ > 0. V silu togo, qto exp(|x|) 6 2 cosh(x) 6 2 exp(|x|), normy ‖ · ‖_λ v primerah 1.2 i 1.3 ffkvivalentny.

Rassmotrim L^d_2 kak tenzornoe proizvedenie L^d_2 = L^1_2 ⨂ . . . ⨂ L^1_2 s bazisom

ϕ_l(t) = d∏ k=1 ϕ_{lk} (t_k), l = (l_1, . . . , l_d) ∈ Z^d.

184 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA Pri fftom imeet mesto ortogonal~noe razloßenie

L^d_2 = ( L_0 ⨁ L_1 )_d = ⨁ u⊂{1,... ,d} L^d_u, (1.5)

gde L^d_u soderßit funkcii f_u(t_u), zavisØwie ot t_u = {t_j, j ∈ u}, summa beretsØ po vsem 2^d podmnoßestvam u mnoßestva {1, . . . , d}. ˚sno, qto, esli f ∈ L^d_2, to f(t) = ∑ u⊂{1,... ,d} f_u(t_u), 1∫ 0 f_u(t_u)dt_j = 0 p.v. ∀j ∈ u,

i bazis Fur~e v podprostranstve L^d_u sostoit iz funkciæ ϕ_l s l_j ≠ 0, j ∈ u i l_j = 0, j /∈ u. DlØ u = ∅ imeem f_u = ∫ Δ^d

f(t)dt = const,

gde Δ^d = [0, 1]^d.

Razloßenie (1.5) sootvetstvuet razloßeni¸ dispersionnogo analiza

L^d_2 = d⨁ m=0 L^d_m, L^d_m = ⨁ |u|=m L^d_u, |u| = #(u), (1.6)

to est~ podprostranstvo L^d_m sostoit iz summ funkciæ m peremennyh; v qastnosti L^d_1 = { ∑_d j=1 f_j(t_j ), f_j ∈ L_1 } . Oboznaqim L^{d,m} = ⨁_m k=0 L^d_k prostranstvo, sostoØwee iz m-additivnyh funkciæ, to est~ iz summ funkciæ ot ne bolee qem m peremennyh; v qastnosti L^{d,1} = { const + ∑_d j=1 f_j (t_j ), f_j ∈ L_1 } . Pust~ L^d_λ = (L_λ)^d ⊂ L^d_2 tenzornoe proizvedenie prostranstv L_λ. Analogiqno (1.5), (1.6) my imeem ortogonal~noe razloßenie

L^d_λ = ⨁ u⊂{1,... ,d} L^d_{λ,u} = d⨁ m=0 L^d_{λ,m}, L^d_{λ,u} ⊂ L^d_u, (1.7) to est~ ‖f‖^2_λ = ∑ u ‖f_u‖^2_λ. Krome togo, fftu normu moßno predstavit~ v vide ‖f‖^2_λ = ∑ l∈Zd^{c2}l^{θ2}l^{, gde θ}l^{kofffficienty Fur~e}

funkcii f, a

c_l = d∏ j=1 λ_{lj} i ‖f‖^2_λ = ∑ u ∑ l∈Zdu^{c2l θ2l . (1.8)}

OCENIVANIE I PROVERKA GIPOTEZ 185 Norma ‖f_u‖^2_λ sootvetstvuet summe po mnoßestvu Z^d_u, sostoØwemu iz l = (l_1, . . . , l_d), takih qto l_j ≠ 0 tol~ko pri j ∈ u.

V primere 1.1, esli u = {j_1, . . . , j_m}, σ ∈ N, to norma ‖f_u‖_λ ØvlØetsØ normoæ smexannoæ proizvodnoæ porØdka mσ ‖f_u‖_λ = ‖ ∂^{mσ} f_u ∂t^σ_{j1} . . . ∂t^σ_{jm} ‖. (1.9)

V primere 1.2 L^d_λ sostoit iz funkciæ f(t), dopuska¸wih analitiqeskoe prodolßenie na d-mernu¸ kompleksnu¸ polosu (t_1 + iu_1, . . . , t_d + iu_d), |u_k| 6 κ, ‖f‖^2_λ = 2^{−d} ∑ ε ‖f(· + εκ)‖^2, (1.10)

gde summirovanie proizvoditsØ po vsem ε = (ε_1, . . . , ε_d), ε_j = ±1. Primer 1.3 tesno svØzan s funkcional~nymi klassami, rassmatrivaemymi v [12].

Rassmatrivaemye dalee mnoßestva F est~ ediniqnye xary v odnom iz prostranstv L^d_λ, L^d_{λ,m} (sm. (1.7)) ili L^{d,m}_λ = ⨁_m k=0 L^d_{λ,k}: F_d = {f ∈ L^d_λ : ‖f‖_λ 6 1}, F^m_d = F_d ∩ L^d_m, F_{d,m} = F_d ∩ L^{d,m}. V prostranstve posledovatel~nosteæ kofffficientov Fur~e θ = {θ_l}_{l∈M}, ffti mnoßestva ime¸t vid F = {f(t) = ∑ l∈M θ_lϕ_l(t), θ ∈ Θ}, Θ = {θ : ∑ l∈M θ^2_l c^2_l 6 1}, (1.11)

to est~ Θ est~ ffllipsoidy s kofffficientami {c_l}_{l∈M} vida (1.8) i s mnoßestvami indeksov, sootvetstvenno, M = Z^d, M = Z^d_m,

M = Zd,m, gde Z^d_m sostoit iz l ∈ Z^d takih qto #{j : lj ≠ 0} = m, i Zd,m = ∪^m_{k=0}Z^d_k.

Sluqaæ M = Z_{d,m} sootvetstvuet m-additivnym funkciØm. DlØ norm vida (1.9) pri fiksirovannom d i m = 1 zadaqi ocenivaniØ izuqalas~ v [19]. Pri fftom poluqena asimptotika R_ε(F_{d,1}) ≍ ε^{2σ/(2σ+1)}, takaØ ße kak dlØ σ-gladkih funkciæ pri d = 1 (sm. [4]). Sluqaæ M = Z^d izuqalsØ v [5], gde poluqena asimptotika R_ε(F^d_d ) ≍ (ε(log(ε^{−1}))^{(d−1)/2})^{2σ/(2σ+1)}. Sluqaæ

M = Zd,m pri m > 1 izuqalsØ v [14], gde pokazano, qto Rε(Fd,m) ≍

(ε(log(ε^{−1}))^{(m−1)/2})^{2σ/(2σ+1)}, to est~ ot m zavisit tol~ko logarifmiqeskiæ mnoßitel~. DlØ sluqaØ norm (1.10) i mnoßestv, blizkih k F_d pri fiksirovannyh d, toqnaØ asimptotika v zadaqah ocenivaniØ poluqena v [12] i imeet vid R_ε ∼ C(d, κ)ε(log(ε^{−1}))^{d/2}.

186 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA

V fftoæ rabote my izuqaem zadaqi dlØ mnoßestv, opisannyh vyxe. Nas interesuet, v osnovnom, sluqaæ d = d_ε → ∞.

Rezul~taty baziru¸tsØ na izuqenii N (t) – “funkcii raspredeleniØ” kofffficientov; oni izloßeny v razdele 2. V razdelah 3, 4 na baze geometriqeskih metodov izuqaetsØ asimptotika funkcii N (t). �to izuqenie pozvolØet v usloviØh primerov 1.1–1.3 ustanovit~ toqnu¸ asimptotiku R_ε(F_d), r^∗_ε (F_d) dlØ mnoßestv F_d pri fiksirovannom d i pri ne slixkom bystro vozrasta¸wem d → ∞ (s toqnost~¸ do logarifmiqeskogo mnoßitelØ, d = o( √ log(ε^{−1}))). Na osnove fftih rezul~tatov v razdele 5 poluqena toqnaØ asimptotika dlØ m-additivnyh funkciæ. V razdele 6 opisyva¸tsØ veroØtnostnye metody analiza asimptotiki N (t), t → ∞, pozvolØ¸wie ustanovit~ logarifmiqesku¸ asimptotiku R_ε(F_d), r^∗_ε (F_d), kotoraØ okazyvaetsØ razliqnoæ pri d ≪ log(ε^{−1}) i pri d ≫ log(ε^{−1}). V usloviØh primerov 1.1–1.3 my poluqaem toqnu¸ asimptotiku pri d = o(log(ε^{−1})). Izuqenie toqnoæ asimptotiki baziruetsØ na nekotorom variante lokal~- noæ predel~noæ teoremy, dokazatel~stvo kotoroæ privedeno v priloßenii.

Dalee v tekste qerez B, b oboznaqa¸tsØ poloßitel~nye posto- Ønnye, znaqeniØ kotoryh mogut byt~ razliqny daße v predelah odnogo sootnoxeniØ.

2. Ocenivanie i obnarußenie dlØ ffllipsoidov

Napomnim nekotorye rezul~taty o porØdkovoæ i toqnoæ asimptotike dlØ ffllipsoidov F vida (1.11) s kofffficientami c_l = c_{l,ε} > 0, l ∈ M, gde M = M_ε – sqetnoe mnoßestvo indeksov. Ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~, qto c_l > 1. DlØ uproweniØ oboznaqeniæ qasto budem dalee opuskat~ indeks ε. Oboznaqim N (t) = N^ε(t) = N^ε(t, M_ε) “funkci¸ raspredeleniØ” kofffficientov,

N (t) = #{l ∈ M : c_l ≤ t}, N (t) = 0 pri t < 1. (2.1)

Budem sqitat~, qto N^ε(t) < ∞, ∀ t > 0; N^ε(t_ε) → ∞, esli t_ε → ∞. 2.1. PorØdkovaØ asimptotika

FunkciØ N (t) opredelØet porØdkovu¸ asimptotiku kvadratiqnogo riska v zadaqe ocenivaniØ i kritiqeskih radiusov v zadaqe

OCENIVANIE I PROVERKA GIPOTEZ 187 proverki gipotez. Deæstvitel~no, v zadaqe ocenivaniØ rassmotrim “proekcionnu¸ ocenku”: ^f_{ε,t} = ∑ l∈M, c_l<t X_lϕ_l, X_l = X_ε(ϕ_l). (2.2)

Pust~ f = ∑ l∈M θ_lϕ_l, θ ∈ Θ. Ispol~zuØ standartnye ocenki, budem imet~ E_{ε,f} ‖f − ^f_{ε,t}‖^2 = ε^2N (t) + ∑ c_l¿t θ^2_l

≤ ε^2N (t) + t^{−2} ∑ c_l¿t c^2_l θ^2_l ≤ ε^2N (t) + t^{−2}. (2.3)

Vyberem semeæstvo B = B_ε ≍ 1 i pust~ T = T_{ε,est}(B) udovletvorØet uravneni¸ balansa:

T = sup{t : ε^2t^2N (t) 6 B}. (2.4)

VybiraØ t_1 < T i t_2 > T , iz (2.3) poluqim verhnie granicy

R_ε(F) 6 t^{−1}_1 (1 + B)^{1/2}, R_ε(F) 6 ε √ N (t_2)(1 + 1/B). (2.5)

DlØ poluqeniØ nißnih granic ispol~zuem metody, analogiqnye ispol~zovannym v [1], osnovannye na neravenstve van Trisa dlØ baæesovskoæ zadaqi ocenivaniØ. DlØ l¸bogo t > 0 mnoßestvo Θ soderßit xar razmernosti N (t) i radiusa t^{−1}, i, sledovatel~- no, soderßit N (t)-mernyæ kub so storonoæ 2L, L = 1/(t √ N (t)).

Vyberem apriornoe raspredelenie μ(dθ) = g(θ)λ(dθ), gde λ mera Lebega na R^{N(t)}, s plotnost~¸ g(θ) = ∏_{N(t)} j=1 h(θ_j /L)/L, h(x) = cos^2(πx/2)1I_{|x|≤1}; zdes~ i niße 1I_A – indikator mnoßestva A. Pust~ R^2(μ) – kvadratiqnyæ risk dlØ baæesovskoæ zadaqi ocenivaniØ. Tak kak μ(Θ) = 1, ispol~zuØ neravenstvo van Trisa (sr. s [1, predloßenie 1]), imeem

R^2_ε(F) ≥ R^2(μ) > ε^2N (t)L^2 L^2 + π^2ε^2 = ε^2N (t) 1 + π^2ε^2t^2N (t)

. (2.6)

VybiraØ t_1 > T i t_2 < T , gde T = T_{ε,est}(B) opredeleno (2.4), poluqim

R_ε > t^{−1}_1 (B/(1 + π^2B))^{1/2}, R_ε(F) > ε √ N (t_2)/(1 + π^2B). (2.7)

Takim obrazom, my poluqili

188 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA

Predloßenie 2.1. Pust~ F – ffllipsoid (1.11). Togda Rε(F) ≍

T^{−1}, gde T = T_ε opredeleno uravneniem (2.4). V qastnosti, lim inf R_ε(F) > 0 pri T = O(1).

V zadaqe obnarußeniØ rassußdeniØ osnovany na asimptotike χ^2 raspredeleniØ s N → ∞ stepenØmi svobody (sravni s [7, razdel 3.2]). Nißnie granicy osnovany na izuqenii ravnomernogo na sfere S^{N−1}(r_ε) apriornogo raspredeleniØ π^ε. VybiraØ razmernost~ N = N (t) tak, qtoby tr_ε 6 1, my imeem S^{N−1}(r_ε) ⊂ F̆(r_ε). Baæesovskie testy est~ testy hi-kvadrat s N (t) stepenØmi svobody. V silu asimptotiqeskoæ normal~nosti raspredeleniØ χ^2 pri N (t) → ∞, ffto privodit k neravenstvam (sm. [7, razdel 3.2.1])

β_ε(F, r_ε, α) > β_ε(α, π^ε) = Φ(H_α − u_ε(t)) + o(1), (2.8)

γ_ε(F, r_ε) > γ_ε(π^ε) = 2Φ(−u_ε(t)/2) + o(1),

u^2_ε(t) ∼ r^4_ε 2ε^4N (t) pri tr_ε 6 1.

Zdes~ β_ε(α, π^ε) i γ_ε(π^ε) – minimal~naØ veroØtnost~ oxibok II roda dlØ urovnØ znaqimosti α i minimal~naØ summa veroØtnosteæ oxibok I i II roda v baæesovskoæ zadaqe proverki gipotez.

Verhnie granicy osnovany na analize mownosti testov tipa hi-kvadrat ψ_{ε,H} = 1I_{{Lε>H}}, gde L_ε = 1 √ 2N (t) ∑ c_l<t ((X_l /ε)^2 − 1). (2.9)

Pust~ f = ∑ l∈M θ_lϕ_l. Imeem pri N (t) → ∞ (sm. [7, razdel 3.1.2])

α(ψ_{ε,H} ) = Φ(−H)+ o(1), β(ψ_{ε,H} , f) = Φ(H − h_ε(θ, t))+ o(1), (2.10)

dlØ l¸bogo H = H_ε = O(1) ili H_ε → ∞, tak qto lim sup H_ε/h_ε(θ, t) < 1, gde h_ε(θ, t) = 1 ε^2 √ 2N (t) ∑ c_l<t θ^2_l > r^2_ε − t^{−2}

ε^2 √ 2N (t) > uε(t)(1 − C^{−2}), pri trε > C > 1, (2.11)

i pri u_ε(t), opredelennom v (2.8). Iz ocenok (2.8). (2.10), (2.11) vytekaet

OCENIVANIE I PROVERKA GIPOTEZ 189

Predloßenie 2.2. Pust~ F est~ ffllipsoid (1.11). Togda r^∗_ε ≍ T^{−1},

gde T = T_{ε,det}(B) opredelØetsØ uravneniem balansa

T = sup{t : ε^4t^4N (t) 6 B}, B = B_ε ≍ 1. (2.12)

V qastnosti, lim inf r^∗_ε (F) > 0 pri T = O(1).

2.2. ToqnaØ asimptotika 2.2.1. Medlenno menØ¸wiesØ funkcii

Pust~ snaqala N (t) ne zavisit ot ε, qto sootvetstvuet fiksirovannomu d. Budem nazyvat~ N (t) medlenno menØ¸weæsØ funkcieæ, esli N (ct)/N (t) → 1 pri t → ∞ ∀ c > 0. Esli ße N^ε(t) zavisit ot ε, modificiruem opredelenie sledu¸wim obrazom. DlØ zadannogo semeæstva T = T_ε → ∞ budem govorit~, qto N^ε(T_ε) medlenno menØetsØ, esli N^ε(cT_ε)/N^ε(T_ε) → 1, ∀ c > 0.

Predloßenie 2.3. Pust~ F est~ ffllipsoid (1.11). Pust~ semeæ-

stva T_ε = T_{ε,est}(B), T_ε = T_{ε,det}(B) opredelØ¸tsØ uravneniØmi (2.4), (2.12) sootvetstvenno i N^ε(T_ε) medlenno menØetsØ. Togda

R_ε(F) ∼ εN^{1/2}_{ε,est}, N_{ε,est} = N^ε(T_{ε,est}(B)), (2.13)

i suwestvuet semeæstvo B_ε → ∞ takoe, qto ocenki (2.2) s t = T_{ε,est}(B_ε) asimptotiqeski minimaksny. V zadaqe obnarußeniØ spravedlivo (1.4) s u_ε(F, r_ε) = u_ε(T_{ε,det}(B)), gde u_ε(t) opredeleno v (2.8). Suwestvuet semeæstvo C_ε → ∞ takoe, qto semeæstva testov (2.9) pri t = C_εT_{ε,det}(B) i H = H_α ili H = u_ε/2 asimptotiqeski minimaksny po kriteriØm β(α) ili γ.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim zadaqu ocenivaniØ. Asimptotika

N_{ε,est} ne zavisit ot semeæstva B_ε ≍ 1 v (2.4). Deæstvitel~no, esli B_{ε,1} ≍ 1 – drugoe semeæstvo v (2.4), to T_{ε,est}(B_ε) ≍ T_{ε,est}(B_{ε,1}) i N^ε(T_ε) ∼ N^ε(T_{ε,1}). Moßno vybrat~ semeæstva B_ε → ∞, b_ε → 0 takie, qto N^ε(T_{ε,est}(B_ε)) ∼ N^ε(T_{ε,est}(b_ε)) ∼ N^ε(T_{ε,est}(1)). PerehodØ k semeæstvu T_{ε,est}(B_ε) v (2.5) i k semeæstvu T_{ε,est}(b_ε) v (2.7), poluqim (2.13), pri fftom iz (2.3) sleduet utverßdenie teoremy ob ocenkah (2.2).

Analogiqno v zadaqe obnarußeniØ asimptotika u_ε(T_ε), T_ε = T_{ε,det}(B_ε), ne zavisit ot semeæstva B_ε ≍ 1 v (2.12). Dostatoqno rassmotret~ sluqaæ r_ε ≍ r^∗_ε , qto sootvetstvuet r_εT_ε ≍ 1. VybiraØ semeæstvo t_ε ∼ (2r_ε)^{−1} ≍ T_ε, poluqim r_εt_ε ∼ 1/2. Ispol~zuØ

190 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA (2.8) pri t = t_ε, poluqaem nißnie granicy. DlØ verhnih granic voz~mem C_ε → ∞ takoe, qto N^ε(C_εT_ε) ∼ N^ε(T_ε). Ispol~zuØ (2.10) dlØ semeæstva t_ε = C_εT_ε pri H = H_α i H = u_ε/2, s uqetom (2.11) poluqim inf_{f∈F̆(rε )} h_ε(θ, t_ε) > u_ε(T_{ε,det})(1 + o(1)). Iz (2.10) poluqaem verhnie granicy i asimptotiqesku¸ minimaksnost~ testov (2.9). �

2.2.2. Obwiæ sluqaæ

V obwem sluqae toqnaØ asimptotika minimaksnogo kvadratiqnogo riska v zadaqah ocenivaniØ i minimaksnoæ veroØtnosti oxibok v zadaqah obnarußeniØ opisyvaetsØ v terminah rexeniæ special~nyh ffkstremal~nyh zadaq, sm. [17, 2, 7], gde opisany sootvetstvu¸wie ffkstremal~nye zadaqi i ih rexeniØ. �ti rezul~taty moßno pereformulirovat~ sledu¸wim obrazom.

DlØ zadaqi ocenivaniØ poloßim I_{est,1}(T ) = ∑ c_l<T (1 − c_l/T ), I_{est,2}(T ) = ∑ c_l<T (c_l/T )(1 − c_l/T ). (2.14)

Iz [17] sleduet (sravni s [8, 9])

Predloßenie 2.4. Pust~ T = Tε opredelØetsØ iz uravneniØ

T^2ε^2I_{est,2}(T ) = 1 (2.15) i T → ∞. Togda R^2_ε(F) ∼ ε^2I_{est,1}(T ) = T^{−2}I_{est,1}(T )/I_{est,2}(T ). (2.16) Asimptotiqeski minimaksnaØ ocenka imeet vid f^∗_ε (t) = ∑ l∈M α^∗_{ε,l}X(ϕ_l)ϕ_l, α^∗_{ε,l} = (1 − c_l/T )_+ . DlØ zadaqi obnarußeniØ poloßim

I_{det,1}(T )= ∑ c_l<T (1 − (c_l/T )^2), (2.17)

I_{det,2}(T )= ∑ c_l<T (c_l/T )^2(1 − (c_l/T )^2), (2.18)

I_{det,0}(T )= ∑ c_l<T (1 − (c_l/T )^2)^2 = I_{det,1}(T ) − I_{det,2}(T ). (2.19)

Iz [2, 6, 7] sleduet (sravni s [8, 9])

OCENIVANIE I PROVERKA GIPOTEZ 191

Predloßenie 2.5. Pust~ T = Tε opredelØetsØ iz uravneniØ

T^2r^2_εI_{det,2}(T ) = I_{det,1}(T ) (2.20)

i T → ∞. Togda spravedlivy sootnoxeniØ (1.4) pri

u^2_ε(F, r_ε) = 1 2 (r_ε/ε)^4I_{det,0}(T )/I^2_{det,1}(T ). (2.21)

Asimptotiqeski minimaksnye testy po kriteriØm β(α) i γ ime- ¸t vid ψ_{ε,H} = 1I_{{Lε>H}} s H = T_α ili H = H_ε = u_ε/2 sootvetstvenno i osnovany na statistikah

L_ε = w^{−1}_ε ∑ c_l<T w_{ε,l}((X(ϕ_l )/ε)^2 − 1),

w_{ε,l} = (1 − (c_l/T )^2)_+, w^2_ε = 1 2 ∑ c_l<T w^2_{ε,l}. Zameqanie 2.1.

Asimptotika (2.21) predstavlØet interes pri u_ε ≍ 1, qto sootvetstvuet r_ε ≍ r^∗_ε . Pofftomu dostatoqno izuqat~ fftu asimptotiku tol~ko v ukazannom sluqae.

Zameqanie 2.2. Funkcii I(T ) moßno vyrazit~ qerez funkci¸

N (t). DlØ zadaq ocenivaniØ, v silu togo, qto N (t) = 0 pri t 6 1, poluqim

I_{est,1}(T ) = T∫ 1 (1 − t/T )dN (t), I_{est,2}(T ) = T^{−1} T∫ 1 t(1 − t/T )dN (t). IntegriruØ po qastØm i uqityvaØ, qto N (1) = 0, budem imet~

I_{est,1}(T ) = T^{−1} T∫ 1 N (t)dt, I_{est,2}(T ) = T^{−1} T∫ 1 (2t/T − 1)N (t)dt. Analogiqno, polagaØ M (h) = #{l ∈ M : c^2_l < h} = N (h^{1/2}), H = T^2, poluqim

I_{det,1}(T ) = H∫ 1 (1 − h/H)dM (h) = H^{−1} H∫ 1 M (h)dh,

192 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA

I_{det,2}(T ) = H^{−1} H∫ 1 h(1 − h/H)dM (h) = H^{−1} H∫ 1 (2h/H − 1)M (h)dh,

I_{det,0}(T ) = H∫ 1 (1 − h/H)^2dM (h) = 2H^{−1} H∫ 1 (1 − h/H)M (h)dh. 3. Asimptotika N (t) pri malyh d Pust~ c_l opredelØetsØ pervym sootnoxeniem (1.8). Izuqim asimptotiku funkcii N (t, Z^d)^Δ= N_d(t), opredelennoæ (2.1) polagaØ, qto d fiksirovano ili d → ∞ ne “slixkom bystro” (sm. (3.4) niße). Oboznaqim

N^d_k = {l ∈ N^d, min_{16j6d} lj > k}, N^+_d (t, k) = {l ∈ N^d_k : cl < t},

N^+_d (t, k) = #N^+_d (t, k), N^+_d (t) = N^+_d (t, 1). Zametim, qto dlØ l¸bogo k ∈ N, t > 1,

N_d(t) = 1 + d∑ i=1 2^iC^i_dN^+_i (t); N^+_d (t, k)

6 1 +^{d∑}_{i=1} C^i_dN^+_i (t, k + 1), N^d_d = 2^dN^+_d (t). (3.1)

Predpoloßim, qto suwestvuet opredelennaØ pri u > 0 neubyva¸waØ funkciØ λ(u) > 1, takaØ qto λ(k) = λ_k pri k ∈ N. DlØ

l ∈ Z^d, pust~ Δ^+_l =^{∏d}_{j=1}(lj , lj + 1], Δ^−_l =^{∏d}_{j=1}(lj − 1, lj] – kuby so

storonoæ 1. Poloßim G_d(t, k) ={x ∈ (k, ∞)^d : d∏ j=1 λ(x_j ) < t}, (3.2)

H^+_d (t, k)= ∪_{l∈}N+_{d (t,k)} Δ^+_l , H^−_d (t, k) = ∪_{l∈}N+_{d (t,k)}Δ^−_l .

Zametim, qto N^+_d (t, k) = Vol_d(H^+_d (t, k)) = Vol_d(H^−_d (t, k)), gde Vol_d(H) – ob¨em mnoßestva H v R^d, i spravedlivy vloßeniØ G_d(t, k) ⊂ H^+_d (t, k), H^−_d (t, k) ⊂ G_d(t, k − 1).

OCENIVANIE I PROVERKA GIPOTEZ 193 �to vleqet neravenstva dlØ k ∈ N,

Vol_d(G_d(t, k)) 6 N^+_d (t, k) 6 Vol_d(G_d(t, k − 1)). (3.3)

VernemsØ k primeram. V primere 1.1 asimptotika N_d(t) pri t → ∞ dlØ fiksirovannogo d izvestna, sm., naprimer, [15, 13]. Sm. takße rabotu [11], gde moßno naæti suwestvenno bolee obwie rezul~taty, na baze kotoryh moßno poluqit~ toqnu¸ asimptotiku v zadaqah ocenivaniØ i obnarußeniØ pri λ_k ∼ Ak^σ log^b(k), A > 0, σ > 0 pri fiksirovannom d.

V fftom razdele my budem predpolagat~

t → ∞, d^2 = o(log(t)). (3.4)

Predloßenie 3.1. V primere 1.1 ravnomerno po d, udovletvorØ-

¸wim (3.4), dlØ l¸bogo k ∈ N

N^+_d (t, k) ∼ t^{1/σ} log^{d−1}(t) (2π)^dσ^{d−1}Γ(d) , N_d(t) ∼ N^d_d (t) ∼ t^{1/σ} log^{d−1}(t) π^dσ^{d−1}Γ(d) . (3.5)

Dokazatel~stvo. Voz~mem λ(u) = (2πu)^σ . Poloßim Q_d(t, k) = {x ∈ (k, ∞)^d : d∏ j=1 x_j < t}, t_1 = t^{1/σ}(2π)^{−d}. (3.6)

Budem imet~

Vol_d(G_d(t, k)) = Vol_d(Q_d(t_1, k))^Δ= V_d(t_1, k).

Ispol~zuØ zamenu peremennyh y_j = h^{−1} log(x_j /k), h = log t_1−d log k poluqim

V_d(t_1, k) = (kh)^d ∫

y_j ¿0,^d ∑ j=1 y_j 61 exp ( h d∑ j=1 y_j ) dy_1 . . . dy_d

= (kh)^d Γ(d) 1∫ 0 exp(hu)u^{d−1}du,

194 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA poslednee ravenstvo sleduet iz formuly LiuvillØ (sm. [3]). DlØ δ ∈ (0, 1),

e^h − 1 h = 1∫ 0 e^{hu}du > 1∫ 0 e^{hu}u^{d−1}du > 1∫ 1−δ e^{hu}u^{d−1}du >^{eh(1 − e−hδ )(1 − δ)d−1} h . Pri vypolnenii (3.4) moßno tak vybrat~ δ = δ(h) > 0, qto hδ → ∞, dδ = o(1). Ots¸da 1∫ 0 e^{hu}u^{d−1}du ∼ e^h h ,

V_d(t_1, k) ∼ e^hk^dh^{d−1} Γ(d) = t_1 log^{d−1}(t_1) Γ(d) ( 1 − d log(k) log(t_1) )_{d−1} , otkuda ravnomerno po d, udovletvorØ¸wim (3.4), dlØ l¸bogo k > 0 imeem

V_d(t_1, k) ∼ t_1 log^{d−1}(t_1) Γ(d) ∼ t^{1/σ} log^{d−1}(t) (2π)^dσ^{d−1}Γ(d) . V silu (3.3) ffto vleqet pervoe sootnoxenie (3.5) dlØ celogo k > 1. Pust~ k = 1. Togda, ispol~zuØ vtoroe sootnoxenie (3.1) i pervoe sootnoxenie (3.5) dlØ k = 2, budem imet~ pri (3.4)

N^+_d (t, 2) 6 N^+_d (t, 1) 6 1+ d∑ i=1 C^i_dN^+_i (t, 2) ∼ N^+_d (t, 2) d∑ i=1 C^i_dΓ(d)(2πσ)^{d−i} Γ(i) log^{d−i}(t)

6 N^+_d (t, 2)^{d∑}_{i=0} C^i_d^{(2πdσ)d−i}_{logd−i(t)} = N^+_d (t, 2)(1 + 2πdσ/ log(t))^d ∼ N^+_d (t, 2).

Vtoroe sootnoxenie (3.5) sleduet iz pervogo sootnoxeniØ (3.5) pri k = 1 i tret~ego sootnoxeniØ (3.1):

2^dN^+_d (t, 1) 6 N_d(t)

= 1 + d∑ i=1 2^iC^i_dN^+_i (t, 1) ∼ 2^dN^+_d (t, 1) d∑ i=1 C^i_dΓ(d)(πσ)^{d−i} Γ(i) log^{d−i}(t)

6 2^dN^+_d (t, 1)(1 + πdσ/ log(t))^d ∼ 2^dN^+_d (t, 1).
                            �

OCENIVANIE I PROVERKA GIPOTEZ 195

Predloßenie 3.2. Pust~ dlØ primera 1.3 vypolneno (3.4). Togda

dlØ k ∈ N

N^+_d (t, k) ∼ log^d(t) (πκ)^dΓ(d + 1) , N_d(t) ∼ N^d_d (t) ∼ 2^d log^d(t) (πκ)^dΓ(d + 1)

. (3.7)

Dokazatel~stvo. Pust~ λ(u) = exp(πκu), κ > 0, poloßim t1 =

(πκ)^{−1} log(t). DlØ mnoßestv G_d(t, k), zadavaemyh (3.2), imeem

Vol_d(G_d(t, k)) = Vol_d({x ∈ (k, ∞)^d : d∑ j=1 x_j < t_1})^Δ= V_d(t_1, k),

Zamena peremennyh y_j = h^{−1}(x_j − k), h = t_1 − dk privedet k

V_d(t_1, k) = h^d ∫ y_j ¿0, ∑_{dj=1} y_j 61 dy_1 . . . dy_d = h^d Γ(d + 1)

= log^d(t) (πκ)^dΓ(d + 1) (1 − dkπκ/ log(t))^d ∼ log^d(t) (πκ)^dΓ(d + 1) . Ots¸da, analogiqno dokazatel~stvu predloßeniØ 3.1, poluqim (3.7). �

Predloßenie 3.3. Pust~ dlØ primera 1.2 vypolneno (3.4). Togda

dlØ k ∈ N

N^+_d (t, k) ∼ log^d(t) (πκ)^dΓ(d + 1) , N_d(t) ∼ N^d_d (t) ∼ 2^d log^d(t) (πκ)^dΓ(d + 1)

. (3.8)

Dokazatel~stvo. Poloßim λ^2(u) = cosh(2πκu). Pust~^~N^+_d (t, k),

~N_d(t) – sootvetstvu¸wie mnoßestva primera 1.3. Tak kak ex < 2 cosh(x) = e^x(1 + e^{−2x}), budem imet~

~N^+_d ((2b_k)^{d/2}t, k) 6 N^+_d (t, k) 6 ~N^+_d (2^{d/2}t, k), b_k = (1 + e^{−2πκk})^{−1}. Iz predloßeniØ 3.2 i usloviØ (3.4) sleduet, qto dlØ l¸bogo c > 0 pri ~t = c^dt,

~N^+_d (~t, k) ∼ ~N^+_d (t, k)(1 + d log(c)/ log(t))^d ∼ ~N^+_d (t, k).

PovtorØØ predyduwie rassußdeniØ, poluqim (3.8). � Otmetim, qto N^ε(t_ε) medlenno menØetsØ v usloviØh predloßeniæ 3.2, 3.3.

196 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA

4. ToqnaØ asimptotika dlØ F_d pri “malyh” d Ispol~zuØ rezul~taty razdelov 2.2, 3 poluqim toqnu¸ asimptotiku minimaksnogo kvadratiqnogo riska i minimaksnyh veroØtnosteæ oxibok pri fiksirovannom d ili d = d_ε → ∞, ne “slixkom bystro”, a imenno d^2 log(d) = o(log(ε^{−1})). (4.1)

Teorema 4.1. Pust~ vypolneno (4.1). Togda, v usloviØh primera

1.1,

R_ε(F_d) ∼ R_ε(F^d_d ) ∼ c_1(d, σ)ε^{2σ/(2σ+1)}(log(ε^{−1}))^{(d−1)σ/(2σ+1)}, (4.2)

u^2_ε(F_d, r_ε) ∼ u^2_ε(F^d_d , r_ε) ∼ c_2(d, σ)ε^{−4}r^{4+1/σ}_ε log^{−(d−1)}(r^{−1}_ε ), (4.3) i uslovie (1.4) vypolneno. Zdes~, pri d → ∞, c_1(d, σ) = √ 2σ + 1 a(d, σ) ∼ √ 2σ + 1 (( d(2σ + 1)π 2e )_d 2 √ 2π/d (1 + σ^{−1}) )_{−σ/(1+2σ)}

c_2(d, σ) = 2b(σ)(4σ + 1)^{−b(σ)}Γ(d)(πσ)^d ∼ √ 2π(2σ + 1) σ(4σ + 1)^{1+1/(2σ)} ( πσ e )_d d^{d−1/2}, veliqiny a(d, σ), b(σ) opredeleny sootnoxeniØmi (4.5) niße. Kritiqeskie radiusy dlØ zadaq obnarußeniØ ime¸t vid

r^∗_ε (F_d) ≍ c(d, σ)ε^{4σ/(4σ+1)}(log ε^{−1})^{(d−1)σ/(4σ+1)}, (4.4)

gde, pri d → ∞, c(d, σ) = (( (4σ + 1)π 4 )_d Γ(d) )_{−σ/(4σ+1)}

≍ (( (4σ + 1)π 4e )_d d^{d−1/2} )_{−σ/(1+4σ)} . Zameqanie 4.1. Sootnoxenie (4.3) spravedlivo pri neskol~ko

bolee slabom uslovii, qem (4.1): dostatoqno d^2 = o(log(ε^{−1})).

OCENIVANIE I PROVERKA GIPOTEZ 197

Dokazatel~stvo. DlØ zadaqi ocenivaniØ budem iskat~ T – udo-

vletvorØ¸wee dvum usloviØm: T ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (2.15) i log(T ) ≍ log(ε^{−1}). Esli takoe rexenie suwestvuet, to iz (4.1) dlØ nego sleduet d^2 = o(log(T )). Ispol~zuØ zameqanie 2.2 i sootnoxenie T∫ 1 t^a log^b(t)dt ∼

T^{a+1} log^b(T ) a + 1 pri T → ∞, b = o(log(T )),

v silu monotonnosti N_d(t) po t poluqim pri log(T ) ≍ log(ε^{−1})

I_{est,1}(T ) ∼ 1 π^dσ^{d−1}Γ(d)T T∫ 1 t^{1/σ} log^{d−1}(t)dt ∼ T^{1/σ} log^{d−1}(T ) π^dσ^{d−2}(σ + 1)Γ(d) ;

I_{est,2}(T ) ∼ 1 π^dσ^{d−1}Γ(d)T T∫ 1 (2t/T − 1)t^{1/σ} log^{d−1}(t)dt

∼ T^{1/σ} log^{d−1}(T ) π^dσ^{d−2}(σ + 1)(2σ + 1)Γ(d) . Ots¸da i iz uravneniØ (2.15) pri vypolnenii (4.1) budem imet~ T ∼ a(d, σ)ε^{−2σ/(2σ+1)}(log(ε^{−1}))^{−(d−1)σ/(2σ+1)}, gde a(d, σ) = (( (2σ + 1)π 2 )_d Γ(d)

2(σ + 1) σ )_{1/(2b(σ))} , b(σ) = 2σ + 1 2σ . (4.5) DlØ naædennogo T – rexeniØ (2.15) imeem log(T ) ≍ log(ε^{−1}). Tak kak T – rexenie uravneniØ (2.15), to vypolneno (2.16). Iz (2.16) poluqim (4.2).

DlØ zadaqi obnarußeniØ iz (3.5) pri d^2 = o(log(t)) imeem

M (t) = N (t^{1/2}) ∼ t^{1/2σ} log^{d−1}(t) π^d(2σ)^{d−1}Γ(d) . Ots¸da i iz zameqaniØ 2.2 poluqim v silu monotonnosti M (t)

198 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA po t

I_{det .1}(T ) ∼ 1 π^d(2σ)^{d−1}Γ(d)T^2 T 2∫ 1 t^{1/(2σ)} log^{d−1}(t)dt ∼

2T^{1/σ} log^{d−1}(T ) π^dσ^{d−2}(2σ+1)Γ(d) ,

I_{det .2}(T ) ∼ 1 π^d(2σ)^{d−1}Γ(d)T^2 T 2∫ 1 (2t/T^2 − 1)t^{1/(2σ)} log^{d−1}(t)dt

∼ 2T^{1/σ} log^{d−1}(T ) π^dσ^{d−2}(2σ + 1)(4σ + 1)Γ(d) , I_{det .0}(T ) = I_{det .1}(T ) − I_{det .2}(T ) ∼

8T^{1/σ} log^{d−1}(T ) π^dσ^{d−3}(2σ + 1)(4σ + 1)Γ(d) . Ispol~zuØ (2.20), imeem T ∼ c(σ)r^{−1}_ε , gde c(σ) = √ 4σ + 1, i uslovie d^2 = o(log(T )) ravnosil~no uslovi¸ d^2 = o(log(r^{−1}_ε )). �to uslovie sovmestno s (2.21) vleqet (4.3), a sovmestno s (4.1) vleqet (4.4). S uqetom zameqaniØ 2.1, dostatoqno rassmatrivat~ r_ε ≍ r^∗_ε . Tak kak log(r^∗_ε ) ≍ log(ε) v silu (4.4), to predpoloßenie (4.1) vleqet uslovie d^2 = o(log(T )). �

Teorema 4.2. Pust~ vypolneno (4.1). Togda dlØ primerov 1.2, 1.3,

R^2_ε(F_d) ∼ R_ε(F^d_d ) ∼ ε^22^d log^d(ε^{−1}) (πκ)^dΓ(d + 1) ,

u^2_ε(F_d, r_ε) ∼ u^2_ε(F^d_d , r_ε) ∼ r^4_ε(πκ)^dΓ(d + 1) 2^{d+1}ε^4 log^d(ε^{−1}) , i spravedlivo (1.4).

Dokazatel~stvo. Iz (3.7), (3.8) sleduet, qto Nd_ε (tε) ØvlØetsØ

medlenno rastuweæ funkcieæ v usloviØh teoremy, i my moßem ispol~zovat~ predloßenie 2.3. Pri vypolnenii (4.1) iz uravneniæ balansa (2.4), (2.12) i sootnoxeniæ (3.7), (3.8) sleduet, qto log^d(T_ε) ∼ log^d(ε^{−1}), N^ε(T_ε) ∼

2^d log^d(ε^{−1}) (πκ)^dΓ(d + 1) . Ots¸da sledu¸t utverßdeniØ teoremy. �

OCENIVANIE I PROVERKA GIPOTEZ 199

5. Asimptotika dlØ m-additivnyh funkciæ Oboznaqim (sm. s. 5 i (2.1))

N_m(t) = N (t, Z^m), N^d_m(t) = N (t, Z^d_m), N_{d,m}(t) = N (t, Z_{d,m}).

Iz soobraßeniæ simmetrii N^d_m(t) = C^m_d N^m_m (t) i N_{d,m}(t) = 1 + ∑_m k=1 N^d_k (t) pri t > 1. Ispol~zuØ ffti sootnoxeniØ i (2.15), (2.16), (2.20), (2.21), zameqanie 2.2 i additivnost~ funkciæ I po N (t), poluqim

Predloßenie 5.1. Poloßim M = C^m_d .

(i) DlØ zadaqi ocenivaniØ, pust~ ~ε = εM^{1/2} → 0. Togda R_ε(F^m_d ) ∼ R_{~ε}(F^m_m ).

(ii) DlØ zadaqi obnarußeniØ, pust~ ~ε = εM^{1/4} → 0, r_ε → 0. Togda vypolneny sootnoxeniØ (1.4) s u_ε(F^m_d , r_ε) ∼ u_{~ε}(F^m_m , r_ε).

DlØ mnoßestv F_{d,m} pri ~ε, opredelennom v predloßenii 5.1, spravedliva

Teorema 5.1. Pust~ m^2 = o(log(t)), t → ∞. Togda v primerah

1.1–1.3 imeem N_{d,m}(t) ∼ C^m_d N^m_m (t). Ots¸da sleduet, qto v primerah 1.1–1.3 pri m^2 log(m) = o(log(~ε^{−1})) spravedlivo sootnoxenie R_ε(F_{d,m}) ∼ R_{~ε}(F^m_m ), i vypolneny sootnoxeniØ (1.4) s u_ε(F_{d,m}, r_ε) ∼ u_{~ε}(F^m_m , r_ε). Pri fftom asimptotika veliqin R_{~ε}(F^m_m ) i u_{~ε}(F^m_m , r_ε) opredelØetsØ teoremami 4.1, 4.2.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto C^m_d N^m_m (t) 6 Nd,m(t) 6 1 + ∑_m k=1 C^k_d N^d_k (t). V silu predloßeniæ 3.1–3.3, N^{i+1}_{i+1} (t)/N^i_i (t) ≍ log(t)/i dlØ i^2 = o(log(t)), tak qto

N_{d,m}(t) 6 1 + C^m_d N^m_m (t) ( 1 + m−1∑ k=1 m!(d − m)!N_{m−k} (t) (m − k)!(d − m + k)!N_m(t) )

61+C^m_d N^m_m (t) ( 1+ ∞∑ k=1 ( Bm^2 (d − m + 1) log(t) )_k) ∼ C^m_d N^m_m (t). Ots¸da sledu¸t utverßdeniØ teoremy. �

6. Asimptotika dlØ mnoßestv Fd pri bol~xih d Asimptotika pri d = d_ε → ∞ izuqaetsØ na osnove veroØtnostnoæ tehniki (sr. s [8, 9], a takße s [13], gde shodnaØ tehnika

200 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA ispol~zovalas~ dlØ drugoæ zadaqi). Pri obwih predpoloßeni- Øh my poluqaem logarifmiqesku¸ asimptotiku (teoremy 6.1, 6.3, sledstvie 6.1) v zadaqah ocenivaniØ i obnarußeniØ. ToqnaØ asimptotika poluqena pri bolee ßestkih usloviØh.

6.1. LogarifmiqeskaØ asimptotika pri d = o(log(ε^{−1}))

Poloßim

G(h) = 1 + 2 ∞∑ k=1 λ^{−h}_k , H = {h : G(h) < ∞}. Pust~ H ≠ ∅. �to ravnosil~no tomu, qto N^+_1 (t) = #(k ∈ N : λ_k 6 t) = O(t^{h0} ), t → ∞, dlØ nekotorogo h_0 > 0. Pust~ h^∗ = inf H; Øsno, qto h^∗ > 0, (h^∗, ∞) ⊂ H. Poloßim Y (k) = log(λ_k) i vvedem semeæstvo veroØtnostnyh mer P_h na Z,

P_h(k) = exp(−hY (k) − Z(h)), Z(h) = log(G(h)), h ∈ H. (6.1) Pust~ P^d_h est~ proizvedenie mer na Z^d, to est~ dlØ l = (l_1, . . . , l_d), h ∈ H, P^d_h (l) = exp(−hS(l) − Z_d(h)), S(l) = d∑ j=1 Y (l_j ), Z_d(h) = dZ(h). Poloßim x = log(t). My rassmatrivaem S = S(l) = log(c_l) kak sluqaænu¸ veliqinu na Z^d otnositel~no mery P^d_h . Imeem pri h ∈ H, N_d(t) = #{l ∈ Z^d : c_l 6 t} = #{l ∈ Z^d : S(l) 6 x} = e^{Zd(h)+hx} ∑ l∈Zd:S(l)6x^{eh(S(l)−x)P dh (l) (6.2)} = e^{Zd(h)+hx} E_{d,h} ( e^{h(S−x)}1I_{{S}6_{x}} ) 6 e^{Zd (h)+hx}. Zdes~ i niße E_{d,h}, Var_{d,h} – oßidanie i dispersiØ po mere P^d_h , a E_h, Var_h – oßidanie i dispersiØ po mere P_h. Ots¸da imeem

log N_d(t) 6 Z_d(h) + hx = (h + o(1)) log(t), esli d = o(log(t)), ∀ h ∈ H. (6.3) Tak kak h ∈ H moßno vybrat~ proizvol~no blizko k h^∗, poluqim

OCENIVANIE I PROVERKA GIPOTEZ 201

Predloßenie 6.1. Pust~ H ≠ ∅. Togda log Nd(t) 6 log(t)(h^∗ +o(1)),

esli d = o(log(t)).

Legko videt~, qto lim sup_{t→∞} t^{−h}N^+_1 (t) > 0, ∀ h < h^∗. Pri h^∗ > 0 vvedem bolee sil~noe predpoloßenie: lim inf t→∞ t^{−h}N^+_1 (t) > 0, ∀ h ∈ (0, h^∗). (6.4)

V silu (3.1) uslovie (6.4) vleqet log N_d(t) > log(N^+_1 (t)) > log(t)(h^∗ + o(1)) pri t → ∞, h^∗ > 0, i my imeem

log N_d(t) = log(t)(h^∗ + o(1)) pri d = o(log(t)), ∀ h^∗ > 0. (6.5) Pust~ t = T_ε vybiraetsØ iz uravneniæ balansa (2.4), (2.12).

Legko videt~, qto log(t) ≍ log(ε^{−1}) ≫ d. Ob¨edinØØ (6.5) s predloßeniØmi 2.1, 2.2, poluqim

Teorema 6.1. Pust~ H ≠ ∅ i d = o(log(ε^{−1})). Pust~ h^∗ = 0, ili

h^∗ > 0 i vypolneno (6.4). Togda

log(R_ε(F_d)) ∼

2 log(ε) 2 + h^∗

, log(r^∗_ε (F_d)) ∼

4 log(ε) 4 + h^∗

. (6.6)

Primer 6.1 (obobwenie primera 1.1) Pust~ log(λk) ∼ σ log(k) pri

k → ∞, σ > 0. V qastnosti, ffto vypolneno dlØ λ_k ≍ k^σ (log(k + 1))^b, b ∈ R, sr. s [11]. Togda h^∗ = 1/σ > 0, vypolneno uslovie (6.4) i log(R_ε(F_d)) ∼

2σ log(ε) 2σ + 1

, log(r^∗_ε (F_d)) ∼

4σ log(ε) 4σ + 1 pri d = o(log(ε^{−1})).

Primer 6.2. (obobwenie primerov 1.2–1.3) Pust~ log(λk) ≍ k^s

pri k → ∞, s > 0. Togda h^∗ = 0 i log(R_ε(F_d)) ∼ log(r^∗_ε (F_d)) ∼ log(ε) pri d = o(log(ε^{−1})).

6.2. LogarifmiqeskaØ asimptotika pri d ≍ log(ε^{−1})

Pust~ τ_h = (S − x)/s_h, gde s_h = s_{d,h} > 0 i h = h_d(x) budut vybrany pozße. Preobrazuem (6.2) k vidu

N_d(t) = Λ(x)J(hs_h), Λ(x)^Δ= e^{Zd (h)+hx}, J(b)^Δ= E_{d,h} ( e^{bτh} 1I_{{τh<0}} ) . (6.7)

202 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA Zametim, qto Z(h) ØvlØetsØ vypukloæ (tak kak Z^{′′} (h) = Var_h(Y )) beskoneqno differenciruemoæ funkcieæ pri h ∈ (h^∗, ∞), ubyva- ¸weæ po h > h^∗. Legko videt~, qto G(h) → 1 pri h → ∞, G^′(h) < 0 pri h ∈ (h^∗, ∞) i lim_{h→∞} G^′(h) = 0. Ots¸da lim_{h→∞} Z^′(h) = 0. Predpoloßim lim h→h^∗ Z^′(h) = −∞. (6.8)

Pri fftom uslovii dlØ l¸bogo x > 0 my moßem vybrat~ h = h_d(x) tak, qtoby

Z^′_d(h) = dZ^′(h) = −x, qto sootvetstvuet E_{d,h}S = x. (6.9) Vyberem s_h = s_{d,h} tak, qtoby

s^2_h = Z^{′′}_d (h) = dZ^{′′} (h), qto sootvetstvuet Var_{d,h}S = s^2_h. (6.10)

Napomnim, qto S = ∑_d j=1 Y_j, gde Y_1, . . . , Y_d – nezavisimye kopii Y . Poloßim

μ^k_Y = E_h|Y − E_h(Y )|^k, L^{(k)}_h^Δ= d μ^k_Y /(d μ^2_Y )^{k/2}, k = 2, 3, 4. (6.11) Ispol~zuØ horoxo izvestnye svØzi meßdu central~nymi momentami i semiinvariantami 4-go porØdka i sootnoxenie d μ^2_Y = s^2_h imeem d μ^4_Y = Z^{(4)}_d (h) + 3s^4_h/d. PolagaØ H_{d,h}^Δ= Z^{(4)}_d (h)/s^4_h, poluqim L^{(4)}_h = H_{d,h} + 3/d. Togda iz neravenstva Berri-�sseena i neravenstva L^{(3)}_h 6 √ L^{(4)}_h imeem

sup_{u∈}R|F_h(u) − Φ(u)| 6 A √ H_{d,h} + 3d^{−1}, (6.12)

gde F_h(u) = P^d_h (τ_h < u), A – absol¸tnaØ postoØnnaØ.

Predloßenie 6.2. Pust~ R = Rh^Δ=^√Hd,h + 3d^{−1}, z = zh^Δ= shR i

predpoloßim R = 0(1). Togda dlØ J(b) iz (6.7) pri b = hs_h, imeem | log(J(hs_h))| = O(zh + log(R^{−1})). (6.13)

Zameqanie 6.1. Zametim, qto

z^2 =

Z^{(4)}(h) Z^{′′} (h) + 3Z^{′′} (h), 2 log(R^{−1}) = log(d) − log ( 3 + Z^{(4)}(h) (Z^{′′} (h))^2 ) , i z ≍ 1, 2 log(R^{−1}) = log(d) + O(1) pri h → h_1 ∈ (h^∗, ∞).

OCENIVANIE I PROVERKA GIPOTEZ 203

Dokazatel~stvo predloßeniØ 6.2. DlØ l¸bogo B > 0 imeem 1 > J(hsh) > e^{−BRhsh} P^d_h (τh ∈ (−BR, 0)). Ispol~zuØ (6.12), poluqim, pri R → 0, P^d_h (τ_h ∈ (−BR, 0)) > 1/2 − Φ(−BR) − 2AR ∼ BR √ 2π − 2AR. VybiraØ B > (2A+1) √ 2π, B = O(1), imeem P^d_h (τ_h ∈ (−BR, 0)) > R.

�

Teorema 6.2. Pust~ vypolneno (6.8), d ≍ log(ε^{−1}), i h = he, h = hd

opredelØ¸tsØ, sootvetstvenno, uravneniØmi

−Z^′(h)(2 + h) + Z(h) ∼

2 log(ε^{−1}) d , −Z^′(h)(4 + h) + Z(h) ∼

4 log(ε^{−1}) d . (6.14)

Pust~ x = −d Z^′(h). Togda log(R_ε(F_d)) ∼ −x, log(r^∗_ε (F_d)) ∼ −x.

Dokazatel~stvo. ZaæmemsØ zadaqeæ ocenivaniØ. Pust~ T =

T_{est} → ∞ opredeleno uravneniem balansa (2.4) s B = 1. Iz predloßeniØ 2.1 imeem log(R_ε(F_d)) ∼ log(T^{−1}_{est} ). Iz svoæstv funkcii Z^′_d(h) = dZ^′(h) sleduet, qto suwestvuet h_{est} : log(T_{est}) = −dZ^′(h_{est}). Vyberem δ > 0 i h^± tak, qto

−d Z^′(h^+)(2 + h^+) + d Z(h^+) ∼ (2 + δ) log(ε^{−1}),

−d Z^′(h^−)(2 + h^−) + d Z(h^−) ∼ (2 − δ) log(ε^{−1}).

Legko videt~, qto veliqiny h^± ograniqeny i otdeleny ot h^∗. Iz zameqaniØ 6.1, imeem log(J(h^±s_h± )) = o(dZ^′(h^±)). Pust~ log(t^±) = −d Z^′(h^±). Togda iz uravneniØ balansa i vida log(N_d(t)) sleduet, qto t^+ > T_{est} > t^−. Iz monotonnosti Z^′(h) pri dostatoqno malyh ε imeem h^+ < h_{est} < h^−. Tak kak δ > 0 proizvol~no malo, moßno vybrat~ takoe δ = δ_ε → 0, qto h^± ∼ h_{est}, i vse oni udovletvorØ¸t pervomu uravneni¸ (6.14). Zametim, qto l¸boe ~h - rexenie pervogo uravneniØ (6.14) udovletvorØet usloviØm ~h ∼ h_e i Z^′(~h) ∼ Z^′(h_e). Takim obrazom, log(R_ε(F_d)) ∼ d Z^′(h_{est}) ∼ d Z^′(h_e).

Zadaqa proverki gipotez izuqaetsØ analogiqnym obrazom na osnovanii uravneniØ (2.12) i predloßeniØ 2.2. �

204 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA

Sledstvie 6.1. Predpoloßim, qto vypolneno (6.8) i d ≍ log(ε^{−1}).

Togda log(R_ε(F_d)) ≍ log(r^∗_ε (F_d)) ≍ log(ε).

6.3. LogarifmiqeskaØ asimptotika pri d ≫ log(ε^{−1})

Pust~ h → ∞. Iz usloviØ lim_{h→∞} Z^′(h) = 0, monotonnosti Z^′(h) i sootnoxeniØ (6.9) sleduet, qto ffto sootvetstvuet tomu, qto x^Δ= log(t) = o(d). Budem sqitat~, qto λ_k > λ_1 > 1, k > 2. (6.15) Legko videt~, qto pri C = log λ_1 spravedlivy sledu¸wie sootnoxeniØ

G(h) = 1 + (2 + o(1))λ^{−h}_1 , Z(h) ∼ 2λ^{−h}_1^Δ= p → 0, Z^′(h) ∼ −Cp, x ∼ Cdp, Z^{′′} (h) ∼ C^2p, Z^{(4)}(h) ∼ C^4p. Pust~ x → ∞, togda dp → ∞ i sootnoxenie R = o(1) vypolneno, tak kak

H_{d,h} = Z^{(4)}_d (h)/s^4_h ∼ dC^4p/(dC^2p)^2 = (dp)^{−1} → 0.

Krome togo, s_h ∼ C(dp)^{1/2} = o(x), a iz Z_d(h) ∼ pd = o(hx) imeem log(Λ(x)) = Z_d(h) + hx ∼ hx. (6.16) Zametim, qto xh ∼ dp log(p^{−1}). (6.17) Iz predloßeniØ 6.2 i sootnoxeniæ R = √ H_{d,h} + 3/d ∼ (C/s_h), z = s_hR ≍ 1, poluqim log(J(hs_h)) = O(h + log(s_h)) = o(hx). (6.18) V silu sootnoxeniæ (6.7), (6.16), (6.18) imeem log(N_d(t)) ∼ hx. (6.19) V zadaqe ocenivaniØ iz (2.4) v silu (6.19), (6.17) pri x = log(T_ε) imeem

2 log(ε^{−1}) ∼ 2 log(T_ε) + log(N_d(T_ε)) ∼ xh ∼ dp log(p^{−1}), (6.20)

OCENIVANIE I PROVERKA GIPOTEZ 205 sootnoxeniØ h → ∞, x → ∞ sootvetstvu¸t tomu, qto d ≫ log(ε^{−1}), log(d) = o(log(ε^{−1})). (6.21) Poloßim

U^Δ= d/(2 log(ε^{−1})) → ∞, log(U ) = o(log(ε^{−1})), X^Δ= p^{−1} → ∞. Moßno preobrazovat~ (6.20) k vidu X/ log(X) ∼ U , otkuda X ∼ U log(U ) i log(T_ε) = x ∼ Cdp ∼ Cd U log(U ) ∼ 2C log(ε^{−1}) log(d) − log log(ε^{−1}) . Analogiqno, dlØ zadaqi proverki gipotez, ispol~zuØ (2.12) poluqim log(T_ε)^Δ= x ∼ Cdp ∼

4C log(ε^{−1}) log(d) − log log(ε^{−1}) . Ots¸da i iz predloßeniæ 2.1, 2.2 poluqim

Teorema 6.3. Pust~ (6.15), (6.21) vypolneny. Togda, pri C =

log(λ_1), imeem

log(R_ε(F_d)) ∼

2C log(ε) log(d) − log log(ε^{−1}) , log(r^∗_ε (F_d)) ∼

4C log(ε) log(d) − log log(ε^{−1}) . Zameqanie 6.2. Pust~ lim inf log(d)/ log(ε^{−1}) > 0. Iz predyduwih

ocenok sleduet, qto v fftom sluqae T_ε = O(1) v zadaqah obnarußeniØ i ocenivaniØ. V silu predloßeniæ 2.1, 2.2 ffto vleqet lim sup R_ε(F_d) > 0, lim sup r^∗_ε (F_d) > 0.

6.4. ToqnaØ asimptotika Predloßenie 6.3. Pust~ b = hsh → ∞. Predpoloßim, qto su-

westvuet takoe ρ = ρ_h = o(1/b), ρ > 0, qto dlØ l¸bogo a = o(1) imeem P^d_h (τ_h ∈ (a, a + ρ)) ∼ ρ √ 2π (6.22)

(ffto vypolneno dlØ gaussovskoæ τ_h). Togda J(b) ∼ ( √ 2π b)^{−1}. (6.23)

206 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA

Predpoloßenie (6.22) ØvlØetsØ nekotoroæ formoæ lokal~noæ predel~noæ teoremy i dlØ primerov 1.1–1.3 proverØetsØ v razdelah 6.6, 6.7.

Dokazatel~stvo predloßeniØ 6.3. Vyberem takoe semeæstvo

K = K_h ∈ N, K → ∞, qto Kρ = o(1), Kbρ > 2 log(b). Razob~em interval (−Kρ, 0] na nepereseka¸wiesØ intervaly Δ_k = (−kρ, −(k − 1)ρ], k = 1, . . . , K. Togda A_1 6 E_{d,h} exp(bτ_h)1I_{{τh<0}} 6 A + exp(−Kbρ) = A + o(1/b),

gde A = ∑_K k=1 e^{−(k−1)bρ}P^d_h (τ_h ∈ Δ_k), A_1 = ∑_K k=1 e^{−kbρ}P^d_h (τ_h ∈ Δ_k) = Ae^{bρ} ∼ A. Ispol~zuØ (6.22) poluqim A ∼ ρ √ 2π K−1∑ k=0 e^{−kbρ} = ρ(1 − e^{−Kbρ}) √ 2π(1 − e^{−bρ}) ∼ 1 √ 2π b .

�

V silu (6.7) pri vypolnenii (6.22), iz predloßeniØ 6.3 sleduet N_d(t) ∼ Λ(x) √ 2π hs_h , pri t → ∞, hs_h → ∞. (6.24) Rassmotrim teper~ uravneniØ (2.15), (2.16) dlØ zadaqi ocenivaniØ i uravneniØ (2.20), (2.21) dlØ zadaqi obnarußeniØ. Pust~ funkcii I_{est,k}, I_{det,k} opredeleny pri pomowi (2.14) i (2.17)– (2.19). Analogiqno (6.7), imeem

I_{est,k}(T ) = Λ(x)J_{est,k}, I_{det,k}(T ) = Λ(x)J_{det,k}, (6.25) gde J_{est,k}^Δ= E_{d,h} ( f_k(e^{sh τh} ) exp(hs_hτ_h)1I_{{τh <0}} ) , k = 1, 2, J_{det,k}^Δ= E_{d,h} ( f_k(e^{2shτh} ) exp(hs_hτ_h)1I_{{τh<0}} ) , k = 0, 1, 2, f_1 = 1 − t, f_2 = t(1 − t), f_0(t) = f_1(t) − f_2(t).

Ots¸da

J_{est,1} = J(hs_h) − J(s_h(h + 1)), J_{est,2} = J(s_h(h + 1)) − J(s_h(h + 2));

J_{det,1} = J(hs_h) − J(s_h(h + 2)), J_{det,2} = J(s_h(h + 2)) − J(s_h(h + 4)),

J_{det,0} = J(hs_h) − 2J(s_h(h + 2)) + J(s_h(h + 4)).

OCENIVANIE I PROVERKA GIPOTEZ 207 Pri vypolnenii (6.22) iz predloßeniØ 6.3 sleduet

I_{est,k}(T ) ∼ b_{est,k}Λ(x) √ 2π s_h , k = 1, 2, I_{det,k}(T ) ∼ b_{det,k}Λ(x) √ 2π s_h , k = 0, 1, 2, b_{est,1} = 1 h(h + 1)

, b_{est,2} = 1 (h + 1)(h + 2)

, b_{det,1} = 2 h(h + 2) , b_{det,2} = 2 (h + 2)(h + 4)

, b_{det,0} = b_{det,1} − b_{det,2} = 8 h(h + 2)(h + 4) . KombiniruØ ffti sootnoxeniØ i uravneniØ (2.15), (2.16) ili (2.20), (2.21), uqityvaØ (6.9), (6.10) i polagaØ x = log(T ), poluqim

Teorema 6.4. Pust~ h^∗ > 0, vypolneno d = O^(log(ε^{−1})^) i veliqiny

h = h_{est}, h = h_{det} opredeleny, sootvetstvenno, pervym i vtorym uravneniØmi:

−d Z^′(h)(2 + h) + d Z(h) − (log(2πd) + log(Z^{′′}(h)))/2 − log((1 + h)(2 + h)) = 2 log(ε^{−1}) + o(1), − 2d Z^′(h)+log(h/(4 + h))=2 log(r^{−1}_ε )+o(1).

Esli vypolneno (6.22), to R^2_ε(F_d) ∼ (h + 2) exp(2d Z^′(h))/h, i (1.4) verno s u^2_ε(F_d, r_ε) ∼ √ 2πd Z^{′′}(h) h(h + 2)r^4_ε exp(−dhZ^′(h) + dZ(h))(h + 4)ε^4 . 6.5. Sluqaæ h^∗ = 0

Ukaßem usloviØ, pri kotoryh N_d(t) = N_{dε} (t_ε) ØvlØetsØ medlenno menØ¸weæsØ, qto pozvolØet ispol~zovat~ predloßenie 2.3.

Predloßenie 6.4. Predpoloßim (6.22). Pust~ h^∗ = 0, hsh → ∞

i suwestvu¸t h_0 > 0 i ubyva¸waØ funkciØ ϕ(h) > 0, h ∈ (0, h_0), takaØ qto Z^{′′} (h) ∼ ϕ^2(h) pri h → 0. Togda N_d(t) ØvlØetsØ medlenno menØ¸weæsØ.

Dokazatel~stvo. Tak kak Nd(t) ne ubyvaet po t, dostatoqno po-

kazat~, qto N_d(Ct) 6 N_d(t)(1+o(1)), dlØ l¸bogo C > 1. Oboznaqim x = log(t), x_1 = log(Ct) = x + b, b = log(C) > 0,

h = h_d(x), h_1 = h_d(x_1).

208 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA V silu (6.24) dostatoqno pokazat~, qto pri t → ∞, h → h^∗ = 0, vypolneno Z_d(h_1)+x_1h_1 6 Z_d(h)+xh+o(1), h_1 ∼ h, s_h/s_{h1} 6 1+o(1). (6.26) Zametim, vo-pervyh, qto iz vybora h : dZ^′(h) = −x sleduet Z_d(h_1) + x_1h_1 = min_{y>0} (Z_d(y) + x_1y) 6 Z_d(h) + x_1h = Z_d(h) + xh + o(1),

tak kak h → h^∗ = 0. Vo-vtoryh,

b = x_1 − x = Z^′_d(h) − Z^′_d(h_1) = Z^{′′}_d (~h)(h − h_1), ~h ∈ (h_1, h), qto vleqet h > h_1 > 0, h − h_1 = O(1/s^2_{~h}) = O(1/s^2_h), tak kak s^2_{~h} ∼ dϕ^2(~h) > dϕ^2(h) ∼ s^2_h. Sledovatel~no,

h_1 h = 1 − h − h_1 h = 1 − O((hs^2_h)^{−1}) → 1, s_h s_{h1} ∼ ϕ(h) ϕ(h_1) 6 1. Ots¸da vidim, qto (6.26) vypolneno. �

6.6. Izuqenie primera 1.1

Napomnim, qto λ_k = (2πk)^σ pri k ∈ N, σ > 0. FunkciØ G(h) imeet vid

G(h) = 1 + 2(2π)^{−σh} ∞∑ k=1 k^{−σh}, H = (h^∗, ∞), h^∗ = 1/σ > 0. Pust~ h → h^∗. Togda G(h) → ∞. Poloßim δ = σh − 1 > 0, δ → 0. Legko videt~, qto

G(h) = (πδ)^{−1} + O(1), Z(h) = log(G(h)) ∼ log(δ^{−1}), Z^′(h) ∼ − σ δ , Z^{′′} (h) ∼ σ^2 δ^2

, Z^{(4)}(h) ≍ δ^{−4}.

Iz sootnoxeniæ (6.9) i predpoloßeniØ (6.8) sleduet, qto sluqaæ h → h^∗ sootvetstvuet d = o(x) = o(log(t)). Iz sootnoxeniæ (6.9), (6.10) poluqaem δ ∼ σd x , s^2_h ∼ dσ^2 δ^2 ∼ x^2 d . UsloviØ predloßeniØ 6.2 vypolneny: R ≍ d^{−1/2} → 0, z = s_hR ≍ 1/δ ≍ x/d.

OCENIVANIE I PROVERKA GIPOTEZ 209

Predloßenie 6.5. Pust~ λk = (2πk)^σ. Togda dlØ l¸bogo b > 0,

sootnoxenie (6.22) vypolneno pri h = h^∗(1+δ), δ = o(1), log(δ^{−1}) = o(d). Dokazatel~stvo predloßeniØ 6.5 privedeno v razdele 7.2.

PrimenØØ teoremu 6.4 i predloßenie 6.5, poluqaem toqnu¸ asimptotiku v zadaqe dlØ log ε^{−1} ≫ d, log log(ε^{−1}) = o(d). Esli vypolneno (4.1), to teorema 6.4 daet asimptotiku teoremy 4.1. Esli d → ∞ bystree, qem ukazano v (4.1), to asimptotika izmenØetsØ – poØvlØ¸tsØ dopolnitel~nye somnoßiteli. V qastnosti, pri d^3 = o(log^2(ε^{−1})) v zadaqe obnarußeniØ poluqaem

u^2_ε(F_d, r_ε) ∼ B_1r^{4+1/σ}_ε ε^{−4}(log(r^{−1}_ε ))^{1−d} ( πσd e )_d

× d^{−1/2} exp ( σd^2(log(2π) − c_1) log(r^{−1}ε ) ) , gde B_1 = B σ(1 + 4σ)^{1/(2σ)} , B = √ 2π(1 + 2σ) 1 + 4σ

, c_1 = ∞∑ k=1 1∫ 0 (1 − u)du (k + u)^2 . DlØ zadaqi ocenivaniØ pri d^3 log(d) = o(log^2(ε^{−1})), log(d) ≍ log log(ε^{−1}) (sr. s zameqaniem 4.1) imeem R_ε(F_d) ∼ c(σ) ( ε^2 log^{(d−1)}(ε^{−1}) ( 2e d(2σ + 1)π )_d√ d Δ(ε, d, σ) )_{σ/(1+2σ)} ,

Δ(ε, d, σ) = (( 2dπ e(2σ) log(ε^{−1}) )_{1/2} exp((2σ + 1)(c_1 − log(2π))/2)

)_d2_{/ log(ε}−1_) , gde konstanta c_1 opredelena vyxe i c(σ) = √ 2σ + 1/(2 √ 2π (1 + σ^{−1}))^{σ/(1+2σ)}.

PrimenØØ teoremu 6.2, poluqim logarifmiqesku¸ asimptotiku dlØ sluqaØ d = O(log ε^{−1}). Rezul~taty v sluqae d ≫ log ε^{−1} sledu¸t iz teoremy 6.3.

210 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA

6.7. Izuqenie primerov 1.2, 1.3

Pust~ λ_k = exp(πκk), κ > 0, qto sootvetstvuet primeru 1.3. FunkciØ G(h) imeet vid

G(h) = 1 + 2 ∞∑ k=1 exp(−hπκk) = 1 + 2 exp(hπκ) − 1 , H = (0, ∞), h^∗ = 0.

Pust~ h → 0. Togda G(h) ∼ 2(hπκ)^{−1} → ∞, i

Z(h) = log(G(h)) ∼ log(h^{−1}), Z^′(h) ∼ − 1 h , Z^{′′} (h) ∼ 1 h^2

, Z^{(4)}(h) ≍ h^{−4}.

Legko videt~, qto te ße samye sootnoxeniØ spravedlivy dlØ primera 1.2, to est~ dlØ λ^2_k = cosh(2πκk). Iz sootnoxeniæ (6.9) sleduet, qto sluqaæ h → 0 sootvetstvuet d = o(x) = o(log(t)). Iz (6.9), (6.10) poluqim h ∼ d x , s^2_h ∼ d h^2 ∼ x^2 d . UsloviØ predloßeniØ 6.2 vypolneny: R ≍ d^{−1/2} = o(1), z = s_hR ≍ 1/h ≍ x/d. Predloßenie 6.6. Pust~ λk ∼ Ae^{κk} i h log(d) → 0. Togda (6.22)

vypolneno.

Dokazatel~stvo predloßeniØ 6.6 privedeno v razdele 7.3.

Iz predloßeniØ 6.4 sleduet, qto N_d(t) slabo menØetsØ. Predloßenie 2.3 daet toqnu¸ asimptotiku v zadaqah ocenivaniØ i obnarußeniØ pri log ε^{−1} ≫ d log(d) s N^ε(T_ε), opredelennym v (6.7) i J(hs_h) vida (6.23). Esli vypolneno (4.1), to ffta asimptotika sovpadaet s poluqennoæ v teoreme 4.2.

Sluqaæ x ≍ d sootvetstvuet h ograniqennomu i otdelennomu ot 0. Iz teoremy 6.2 poluqaem logarifmiqesku¸ asimptotiku pri d = O(log ε^{−1}). Rezul~tat dlØ d ≫ log ε^{−1} sleduet iz teoremy 6.3.

OCENIVANIE I PROVERKA GIPOTEZ 211

7. Priloßenie: poverka (6.22) 7.1. Shema dokazatel~stva

Pust~ ξ ∼ N (0, ζ^2) gaussovskaØ sluqaænaØ veliqina, τ_h i ξ nezavisimy, a ζ = o(ρ/ √ log(ρ^{−1})), ρ = o((hs_h )^{−1}), hs_h → ∞. (7.1)

Poloßim τ_{h,1} = τ_h + ξ. V silu 7.1 dlØ l¸bogo b > 0 imeem P (|ξ| > bρ) = o(ρ), i legko videt~, qto dostatoqno dokazat~ (6.22) dlØ τ_{h,1} vmesto τ_h. Voz~mem c ∈ (0, 1/2), pust~ g^−(t) – takaØ funkciØ iz C^1(R) so znaqeniØmi v [0, 1], otliqnaØ ot 0 tol~ko pri t ∈ (−1/2, 1/2), qto g^−(t) = 1 pri |t| < c. Poloßim g^+(t) = g^−(2ct), g^±_ρ (t) = g^±((t − a − ρ/2)/ρ). Dostatoqno pokazat~ (sm. dokazatel~- stvo lemmy 4.2 v [10]), qto dlØ l¸bogo c ∈ (0, 1/2) vypolneno

E_{d,h}g^±_ρ (τ_{h,1}) = Eg^±_ρ (τ ) + o(ρ), gde τ ∼ N (0, 1). (7.2)

RassmotreniØ dlØ g^−(t) i dlØ g^+(t) analogiqny. Dalee budem provodit~ rassußdeniØ dlØ g = g^−. Pust~ ϕ(u) – preobrazovanie Fur~e g, ϕ_ρ(u) = ρe^{i(a+ρ/2)u}ϕ(ρu) – preobrazovanie Fur~e g_ρ, i f_h(u), f_{h,1}(u) = f_h(u)e^{−u2ζ2/2}, f(u) = e^{−u2/2} – harakteristiqeskie funkcii τ_h, τ_{h,1}, τ sootvetstvenno. Tak kak ϕ_ρ ∈ L_1(R), sootnoxenie (7.2) ffkvivalentno ∫ R^{ϕρ(u)f h,1(u)du =} ∫ R^{ϕρ(u)f(u)du + o(ρ).} Poslednee sootnoxenie sleduet iz ∫ R^{|ϕ(ρu)||(fh(u)e−u2ζ2/2 − f(u))|du = o(1). (7.3)} Pust~ L^{(k)}_h opredelØetsØ sootnoxeniem (6.11). Poloßim

N^Δ= (4L^{(3)}_h )^{−1} > (16L^{(4)}_h )^{−1/2 Δ}= N_1.

Togda (sm. [16, lemma 1, glava 5]) spravedlivo neravenstvo |f_h(u) − f(u)| 6 4N^{−1}|u|^3e^{−u2/3}, |u| 6 N. (7.4)

212 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA Pust~ N_1 → ∞, qto ffkvivalentno uslovi¸ R = o(1) v predloßenii 6.2. Tak kak funkciØ ϕ(u) ograniqena i ζ = o(1), ots¸da sleduet N1∫ −N1 |ϕ(ρu)||(f_h(u)e^{−u2ζ2/2} − f(u))|du = o(1). Zametim, qto ∫ |u|>N1 f(u)du = o(1), i dlØ l¸bogo M > N_1, ∫ |u|>N1 |f_h(u)e^{−u2ζ2/2}|du 6 ∫ M>|u|>N1 |f_h(u)|du + ∫ |u|>M e^{−u2ζ2/2}du. Bolee togo, pri M > 2ζ^{−1}(log(ζ^{−1}))^{1/2}, ζ → 0 imeem ∞∫ M exp(−u^2ζ^2/2)du = √ 2πζ^{−1}Φ(−M ζ) → 0. Iz (7.4), (7.1) vidim, qto dlØ poluqeniØ (7.3), dostatoqno pokazat~, qto suwestvuet takoe M = M_h > N_1, M ≫ hs_h log(hs_h), qto J_{N1,M} (h)^Δ= ∫ N1<|u|<M |f_h(u)|du = o(1). (7.5) Spravedlivo sootnoxenie |f_h(u)| = |f_{h,Y} (u/s_h)|^d, gde f_{h,Y} (v) – harakteristiqeskaØ funkciØ sluqaænoæ veliqiny Y , s raspredeleniem P_h f_{h,Y} (v) = ∑ k∈Z^{Ph(k) exp(ivY (k)).} Pri v = u/s_h vypolneno

log |f_h(u)| = d 2 log |f_{h,Y} (v)|^2 6 − d 2 (1 − |f_{h,Y} (v)|^2) = −d ∑ (k,l)∈Z2 P_h(k)P_h(l) sin^2(v(Y (l) − Y (k))/2)

6 −^{2d}_{G2(h)}^∑_{(k,l)∈N} exp(−h(Y (l)+Y (k))) sin^2(v(Y (l)−Y (k))/2)

Δ= − 2dR_h(v) G^2(h) ,

OCENIVANIE I PROVERKA GIPOTEZ 213 gde N ={(k, l) ∈ N^2, k < l}, R_h(v)= ∑ (k,l)∈N e^{−h(Y (l)+Y (k))} sin^2(v(Y (l) − Y (k))/2).

Poluqim nißnie granicy R_h(v) v usloviØh primerov 1.1–1.3.

7.2. Dokazatel~stvo predloßeniØ 6.5

Pust~ λ_k = (2πk)^σ , h^∗ = 1/σ. Poloßim h = (1 + δ)/σ, δ > 0. Napomnim, qto, esli δ = O(1), to N_1 ≍ √ d, s_h ≍ √ d/δ i |v| = |u|/s_h > bδ v integralah (7.5). Pokaßem, qto (7.5) spravedlivo dlØ M ≍ s^{1+a}_h pri nekotorom a > 0, qto vleqet M ≫ hs_h log(hs_h) i sootvetstvuet |v| = O(s^a_h). Rassmotrim mnoßestva N_{k,n} = {l : πn + π/4 6 |v|(Y (l) − Y (k)) 6 πn + 3π/4} = {l : e^{(4πn+π)/(4|v|)} 6 λ_l/λ_k 6 e^{(4πn+3π)/(4|v|)}}. Esli l ∈ N_{k,n}, to sin^2(v(Y (l) − Y (k))/2) > 1/2, otkuda

R_h(v) > 1 2 ∞∑ k=1 exp(−hY (k)) ∞∑ n=1 ∑ l∈N_{k,n} exp(−hY (l))

= 1 2 ∞∑ k=1 λ^{−h}_k ∞∑ n=1 ∑ l∈N_{k,n} λ^{−h}_l . Imeem N_{k,n} = {kK_n ≤ l ≤ kK_{n,1}}, gde K_n = e^{(4πn+π)/(4|v|σ)}, K_{n,1} = K_nq, K_{n+1} = K_nq^2, q = e^{π/(2|v|σ)}. Vyberem B > 0 i pust~ n_0 = n_0(v, δ) = [B|v|σ log(δ^{−1})/π], gde qerez [x] oboznaqena celaØ qast~ x. Zametim, qto dlØ dostatoqno malogo δ spravedlivo K_{n0} ≥ δ^{−B/4} pri |v| ≤ 1 i K_{n0} ≍ δ^{−B} pri |v| > 1. Pri fftom R_h(v) ≥ (2π)^{−2(1+δ)} ∑_∞ n=n0 Gn(v), gde G_n(v) = ∞∑ k=1 k^{−(1+δ)}G_{n,k}, G_{n,k} = ∑ kK_n≤l≤kK_{n,}1 l^{−(1+δ)}. Oboznaqim I_{n,k} = kK_{n,}1∫

kK_n x^{−(1+δ)}dx = 1 − q^{−δ} δ(kK_n)^δ .

214 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA FunkciØ x^{−(1+δ)} ubyvaet pri x > 0, otkuda G_{n,k} ≥ I_{n,k} − (kK_n)^{−(1+δ)}. Sledovatel~no, dlØ nekotorogo b > 0, B_1 = ∑_∞ k=1 k^{−2}, B_2 = (2π)^{2(1+δ)} spravedlivy neravenstva G_n(v) ≥ ∞∑ k=1 k^{−(1+δ)}(I_{n,k} − (kK_n)^{−(1+δ)}) = 1 − q^{−δ} δK^δ_n ∞∑ k=1 k^{−(1+2δ)}

−K^{−(1+δ)} n ∞∑ k=1 k^{−(2+2δ)} ≥ b(1 − q^{−δ}) δ^2K^δ_n

− B_1K^{−(1+δ)} n ;

B_2R_h(v) ≥ b(1 − q^{−δ}) δ^2 ∞∑ n=n0 K^{−δ}_n − B_1 ∞∑ n=n0 K^{−(1+δ)} n = b(1 − q^{−δ}) δ^2K^δ_{n0} (1 − q^{−2δ}) − B_1 K^{(1+δ)} n0 (1 − q^{−2(1+δ)}) ≥ b 2δ^2K^δ_{n0} − B_1 K^{(1+δ)} n0 (1 − q^{−2(1+δ)}) . Zametim, qto 1 ≤ K^δ_{n0} ≤ exp(π/(4bσ)), i pri dostatoqno malom δ > 0, moßno naæti takie b_1 > 0, b_2 > 0, qto

1 − q^{−2(1+δ)} = 1 − exp (−(1 + δ)π/(σ|v|)) ≥ { b_1, |v| ≤ 1, b_2/|v|, |v| ≥ 1. Iz fftogo sleduet, qto dlØ |v| = o(δ^{−(B+2)}), |v| ≥ bδ vypolneno neravenstvo R_h(v) ≥ bδ^{−2} − b max(1, |v|δ^B) ∼ bδ^{−2}, kotoroe vleqet − log |f_h(u)| ≥ bdδ^{−2}/G^2(h) ∼ π^2bd. Znaqit, dlØ l¸byh B > 0, b > 0 i nekotorogo b_1 > 0 vypolneno |f_h(u)| ≤ exp(−b_1d), b √ d ≤ |u| = |vs_h| ≤ s_hδ^{−2−B}. (7.6) Pust~ snaqala M/s_h = s^a_h ≤ δ^{−2−B}. �to vozmoßno pri 0 < a < 2 + B. Togda δ ≤ (σ^2d)^{−a/(2(2+B−a))}(1 + o(1)). U nas log(δ^{−1}) = o(d). Znaqit, spravedlivo (7.5): J_{N1,M} (h) ≤ M exp(−b_1d) ≍ (√ d/δ )_{1+a} exp(−b_1d) → 0. (7.7)

Rassmotrim teper~ sluqaæ M = s^{1+a}_h > s_hδ^{−2−B Δ}= M_1, qto sootvetstvuet δ > (σ^2d)^{−a/(2(2+B−a))}(1 + o(1)). Esli |u| 6 M_1, to

OCENIVANIE I PROVERKA GIPOTEZ 215 my moßem ispol~zovat~ tol~ko qto poluqennye ocenki. Sledovatel~no, dostatoqno rassmotret~ sluqaæ M > |u| > M_1, pri fftom s^a_h ≥ |v| > δ^{−2−B}, |v| → ∞ pri δ → 0. Vvedem mnoßestva N_k = {l ∈ N : 0 < |v|(Y (l)−Y (k))/2 ≤ 1} = {k+1 ≤ l ≤ k exp(2/(σ|v|))}, gde N_k ≠ ∅ pri k ≥ σ|v|/2 − 1 + O(1/|v|). Pust~ k ≥ σ|v|/2, l ∈ N_k. DlØ takih k, l spravedlivo c^Δ= sin(1) ≤ sin(|v|σ(log(l/k))/2)/(|v|σ(log(l/k))/2) < 1, otkuda R_h(v) ≥ (c|v|σ)^2 4(2π)^{2(1+δ)} ∑ k≥|v|σ/2 k^{−(1+δ)} ∑ k+1≤l≤k exp(2/(|v|σ)) log^2(l/k)l^{−(1+δ)}

≥ bv^2 exp(−2(1 + δ)/(|v|σ)) ∑ k≥|v|σ/2 k^{−2(1+δ)}G_k = ~bv^2 ∑ k≥|v|σ/2 k^{−2(1+δ)}G_k,

gde G_k = ∑ k+1≤l≤k exp(2/(|v|σ)) log^2(l/k). Tak kak log(1 + x) ≥ x/2, 0 ≤

x ≤ 1, vypolneno log^2(l/k) ≥ (l − k)^2/(2k)^2. Sledovatel~no, dlØ k ≥ σ|v| → ∞, G_k ≥ 1 4k^2 ∑ k+1≤l≤k exp(2/(|v|σ)) (l − k)^2 = 1 4k^2 L∑ n=1 n^2, gde L = [k exp(2/(|v|σ))] − k > 2k/(|v|σ) − 1 ≥ k/(|v|σ) i [x] – celaØ qast~ x. Tak kak ∑_L n=1 n^2 > L^3/3, imeem G_k ≥ k/(12|v|^3σ^3), R_h(v) ≥ b |v| ∑ k≥|v|σ k^{−(1+2δ)}

≥ b |v| (^∞∫ |v|σ x^{−1−2δ}dx − |v|^{−(1+2δ)} ) ∼ ~b δ|v|^{1+2δ} . Ots¸da sleduet, pri u = vs_h, − log |f_h(u)| ≥ bd/(δ|v|^{1+2δ}G^2(h)) ∼ π^2bdδ/|v|^{1+2δ}, s^a_h ≥ |v| ≥ δ^{−2−B},

216 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA |f_h(u)| ≤ exp(−bdδ/s^{a(1+2δ)}_h ), δ^{−2−B}s_h ≤ |u| = |vs_h| ≤ s^{1+a}_h . (7.8) Ispol~zuØ (7.7) i tol~ko qto poluqennye ocenki, dlØ l¸bogo 0 < a < (4 + 2B)/(5 + B) = r, δ ≥ (σ^2d)^{−a/(2(2+B−a))}(1 + o(1)), budem imet~ J_{N1,N} ≤ M (exp(−b_1d) + exp(−bdδ/s^{a(1+2δ)}_h )) (7.9)

≤ C ( √ d δ )_{1+a} ( exp(−b_1d) + exp(−bd^{(r−a)/(2(5+B)(2+B−a))+O(δ)}) ) → 0.

�

7.3. Dokazatel~stvo predloßeniØ 6.6

Pust~ λ_k ∼ A exp(κk), to est~, Y (k) = κk + c + o(1), c = log(A). Togda G(h) ∼ 2A(κh)^{−1}, x ∼ d/h, s_h ∼ √ d/h, N_1 ≍ √ d pri h → 0. Sluqaæ |u| > N_1 sootvetstvuet |v| > bh pri nekotorom b > 0, a sootnoxeniØ u < M, M ≫ hs_h log(hs_h ) ≍ √ d log(d) predstavimy v vide |v| 6 H, H ≫ h log(d). V predpoloßenii h log(d) → 0 moßno tak vybrat~ M, H, qto

1 ≫ H ≫ h log(d), H 6 h(log(d))^2, d ≫ M ≫ √ d log(d). Pust~ |v| ∈ (bh, H). Analogiqno razdelu 7.2 poloßim, dlØ k ∈ N, N_k = {l ∈ N : 0 < |v|(Y (l)−Y (k))/2 6 1} = {l : k < l 6 k+2/(κ|v|)+o(1)}, i zametim, qto N_k ≠ ∅ pri |v| < 1/κ. Tak kak |v| 6 H = o(1), imeem

R_h(v) > bv^2 ∞∑ k=1 exp(−hκk) ∑ k<l6k+2/(κ|v|)+o(1)^{(l − k)} 2 exp(−hκl)

= bv^2 ∞∑ k=1 exp(−2hκk) ∑ 0<r62/(κ|v|)+o(1)^r 2 exp(−hκr)

= bv^2D(v) ∞∑ k=1 exp(−2hκk) ≍ v^2D(v)h^{−1}.

OCENIVANIE I PROVERKA GIPOTEZ 217

Zdes~

D(v)^Δ= ∑ 0<r62/(κ|v|)+o(1) r^2 exp(−hκr)

= K^2 ∑ 0<r62/(κ|v|)+o(1) (r/K)^2 exp(−r/K)

≍ K^3 c/|v|K+o(h) ∫ 0 e^{−x}x^2dx ≍ |v|^{−3}, c = 2/κ, gde K = (hκ)^{−1} → ∞ i my uqityvaem, qto |v|K > b/κ. Takim obrazom, − log(f_h(u)) > bdh/|v| > bdh/H > bd/(log(d))^2, otkuda J_{N1,M} (h) 6 M exp(−bd/(log(d))^2) → 0. �

Literatura

1. E. N. Belitser, B. V. Levit, On minimax filtring over ellipsoids. — Math. Methods

Statist. 4 (1995), 259–273.

2. M. S. Ermakov, Minimaksnoe obnarußenie signala v gaussovskom belom xume. — TeoriØ veroØtnosteæ i ee primen 35, 4, (1990) 704–715.

3. G. M. Fihtengol~c, Kurs differencial~nogo i integral~nogo isqisleniØ.

t. III, Fizmatgiz, M., 1963.

4. I. A. Ibragimov, R. Z. Has~minskiæ, Odna zadaqa statistiqeskogo ocenivaniØ v gaussovskom belom xume. — Dokl. AN SSSR 236, 6 (1977), 1300–1302.

5. I. A. Ibragimov, R. Z. Khasminskii, Some estimation problems on Infinite di-

mensional Gaussian white noise. — In: Festschrift for Lusien Le Cam. Research papers in Probability and Statictics, Springer-Verlag, NY (1997), pp. 275–296.

6. Yu. I. Ingster, Asymptotically minimax hypothesis testing for nonparametric al-

ternatives. I, II, III. — Math. Methods Statist. 2 (1993), 85–114, 171–189, 249– 268.

7. Yu. I. Ingster, I. A. Suslina, Nonparametric Goodness-of-Fit Testing under Gaus-

sian Model. Springer-Verlag, New York, 2002.

8. Yu. I. Ingster, I. A. Suslina, On estimation and detection of smooth function of

many variables. — Math. Methods Statist. 14 (2005), 299–331.

9. ı. I. Ingster, I. A. Suslina, Ocenivanie i proverka gipotez dlØ funkciæ beskoneqnogo qisla peremennyh. — Zap. nauqn. semin. POMI 328 (2005), 91–113.

10. Yu. I. Ingster, I. A. Suslina, Estimation and detection of high-variable function

from Sloan–Woźniakowski space. — Math. Methods Statist. 16, No. 4 (2007), 318–353.

11. A. Karol’, A. Nazarov, Ya. Nikitin, Small balls probabilities for Gaussian random

fields and tensor products of compact operators. — Trans. AMS 360, No. 3 (2006), 1443–1474.

218 ı. I. INGSTER, I. A. SUSLINA 12. B. Levit, N. Stepanova, Effisient estimation of multivatiate analytic functions in

cube-like domains. — Math. Methods Statist. 13 (2004), 253–281.

13. M. A. Lifshits, E. V. Tulyakova, Curse of dimensionality in approximation of

random fields. — Probab. Math. Stat. 26 (2006), 97–112.

14. Y. Lin, Tensor product space ANOVA model. — Ann. Stat. 28 (2000), 734–755. 15. A. Papageorgiou, G. W. Wasilkovski, On the average complexity of multivariate

problems. — J. Complexity, 6 (1990), 1–23.

16. V. V. Petrov, Summy nezavisimyh sluqaænyh veliqin. Nauka, M., 1972. 17. M. S. Pinsker, Optimal~naØ fil~traciØ kvadratiqno-integriruemyh signalov na fone gaussovskogo xuma. — Problemy peredaqi informacii 16, 2 (1980), 52–68.

18. A. V. Skorohod, Integrirovanie v gil~bertovom prostranstve. Nauka, M., 1975.

19. Ch. Stone, Additive regression and other nonparametric models. — Ann. Stat.

13 (1985), 689–705.

Ingster Yu. I., Suslina I. A. On estimation and detection of a function from tensor product spaces.

We observe an unknown d-variables function f(t), t ∈ [0, 1]^d in the white Gaussian noise of a level ε > 0. We suppose that f ∈ F, where F is a ball in Hilbert space L^d ⊂ L_2([0, 1]^d) of tensor product structure. Under minimax setup, we consider two problems: to estimate f (for quadratic losses) and to detect f, i.e., to test the null hypothesis H_0 : f = 0 against alternatives H_1 : f ∈ F_d, ‖f‖_2 ≥ r_ε. We are interesting in the case d = d_ε → ∞. We study sharp, rate and log-asymptotics (as ε → 0, d → ∞) in the problems. In particular, we show that log-asymptotics are different essentially for d ≪ log ε^{−1} and for d ≫ log ε^{−1}.

Postupilo 11 noØbrØ 2007 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ fflektrotehniqeskiæ universitet (L�TI)

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet informacionnyh tehnologiæ, mehaniki i optiki