Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 351, 2007 g.

A. ı. Zaæcev

OCENKI TOQNOSTI SIL^NO` GAUSSOVSKO` APPROKSIMACII SUMM NEZAVISIMYH ODINAKOVO RASPREDELENNYH SLUQA`NYH VEKTOROV

1. Vvedenie

Cel~ fftoæ stat~i – vyvesti novye ocenki toqnosti sil~noæ gaussovskoæ approksimacii summ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh R^d-znaqnyh sluqaænyh vektorov ξ_j s koneqnymi momentami E H (‖ξ_1‖) < ∞, gde H (x) – monotonnaØ funkciØ, rastuwaØ ne medlennee, qem x^{2+δ} i ne bystree, qem e^{cx} (sm. teoremy 2–4 niße). My poluqim obobweniØ i utoqneniØ rezul~tatov U. AænmalØ [11]. V rabote [11] on poluqil mnogomernye rezul~- taty ob optimal~noæ toqnosti sil~noæ gaussovskoæ approksimacii beskoneqnyh posledovatel~nosteæ summ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh vektorov s E H (‖ξ_1‖) < ∞ gde H – monotonnaØ funkciØ, rastuwaØ ne medlennee, qem x^{3+δ} i ne bystree, qem e^{c√x}. V nastoØweæ stat~e, opiraØs~ na rezul~taty [25], my poluqim rezul~taty dlØ funkciæ H, kotorye mogut rasti bystree, qem e^{c√x}.

Budet rassmatrivat~sØ zadaqa o postroenii na odnom vero- Øtnostnom prostranstve posledovatel~nosti nezavisimyh sluqaænyh vektorov X_1, . . . , X_n (s zadannymi raspredeleniØmi) i sootvetstvu¸weæ posledovatel~nosti nezavisimyh gaussovskih sluqaænyh vektorov Y_1, . . . , Y_n takim obrazom, qtoby veliqina

Δ(X, Y ) = max_16_k6_n ‖ ‖^k∑ i=1 X_i −^k ∑ i=1 Y_i ‖ ‖ byla by po vozmoßnosti mala s dostatoqno bol~xoæ veroØtno-

Rabota podderßana grantami RFFI 05-01-00911, NX 4222.2006.1 i Programmoæ fundamental~nyh issledovaniæ RAN “Sovremennye problemy teoretiqeskoæ matematiki”. 141

142 A. ı. ZA`CEV

st~¸. Imenno k fftoæ zadaqe svoditsØ ocenivanie toqnosti sil~- noæ approksimacii v principe invariantnosti.

Toqnost~ sil~noæ approksimacii v odnomernom principe invariantnosti izuqalas~ mnogimi avtorami (sm., naprimer, raboty ı. V. Prohorova [17], A. V. Skorohoda [23], A. A. Borovkova [3], M. Qerge i P. Revesa [6] i bibliografi¸ v knige M. Qerge i P. Revesa [7] i stat~Øh X. Qerge i P. Holla [8], P. Maæora [15], A. A. Borovkova i A. I. Sahanenko [4, 5] i Kiman Xao [22]). ˚. Komlox, P. Maæor i G. Tuxnadi (KMT) [14] predloßili novyæ metod diadiqeskoæ approksimacii i poluqili optimal~nu¸ toqnost~ sil~noæ gaussovskoæ approksimacii summ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin. A. I. Sahanenko [18] obobwil i suwestvenno utoqnil rezul~taty KMT v sluqae neodinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin. Zatem, v rabote [19], A. I. Sahanenko ispol~zoval rezul~tat [18] dlØ poluqeniØ optimal~nyh ocenok toqnosti sil~noæ gaussovskoæ approksimacii summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin ξ_j s koneqnymi momentami vida E H (|ξ_j |), gde H (x) – monotonnaØ funkciØ, rastuwaØ ne medlennee, qem x^2 i ne bystree, qem e^{cx}. Naibolee zakonqennye rezul~taty byli poluqeny v sluqae H (x) = x^γ , γ > 2. Sleduet upomØnut~ nedavnie rezul~taty A. I. Sahanenko [21], kotoryæ utoqnil rezul~taty [19], sformulirovav ocenki v terminah urezannyh momentov.

Mnogomernye ocenki toqnosti sil~noæ approksimacii v principe invariantnosti moßno naæti v rabotah V. V. Gorodeckogo [13], I. Berkexa i U. Filippa [1], U. Filippa [16], �. Bergera [2], U. AænmalØ [9, 10] i A. I. Sahanenko [20]. Bol~xinstvo iz upomØnutyh rabot soderßat rezul~taty dlØ sluqaØ H (x) = x^γ pri dostatoqno malyh znaqeniØh γ > 2 ili ocenki rasstoØniØ Levi–Prohorova i emu podobnyh veliqin. Ocenivanie rasstoØniØ Levi–Prohorova (vmeste s teoremoæ Xtrassena–Dadli) daet vozmoßnost~ poluqat~ utverßdeniØ o sil~noæ approksimacii dlØ konkretnyh znaqeniæ argumenta z (sm. Teoremu 4). �to oznaqaet, qto veroØtnostnoe prostranstvo zavisit ot fftogo z. V nedavneæ rabote avtora [28] moßno naæti mnogomernye analogi neskol~ko oslablennyh variantov rezul~tatov A. I. Sahanenko [19], kotorye spravedlivy dlØ xirokih intervalov znaqeniæ z odnovremenno. V nastoØweæ stat~e my rasxirim ffti intervaly, kogda slagaemye odinakovo raspredeleny, vo mnogih sluqaØh

SIL^NA˚ GAUSSOVSKA˚ APPROKSIMACI˚ 143

do vseæ vewestvennoæ osi.

Aænmal~ [11] poluqil optimal~nye rezul~taty dlØ summ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh vektorov s

E H (‖ξ_1‖) < ∞ dlØ nekotoryh funkciæ H s veroØtnostnym pro-

stranstvom, zavisØxim ot z. V qastnosti, on poluqil ocenki s optimal~noæ toqnost~¸ v sluqae H (x) = x^γ , γ > 3. Sluqaæ

2 < γ 6 3 byl issledovan ranee Bergerom [2], sm. takße rabotu

A. I. Sahanenko [20]. SleduØ KMT [14] i Sahanenko [19], Aænmal~ [11] postroil dokazatel~stvo na osnove svoego ße rezul~- tata dlØ vektorov s koneqnymi ffksponencial~nymi momentami. �tot rezul~tat soderßal lixniæ logarifmiqeskiæ mnoßitel~ v sootvetstvu¸wih neravenstvah. Avtor [25, 26] ustranil logarifmiqeskiæ mnoßitel~ iz rezul~tata U. AænmalØ [11] i poluqil mnogomernye analogi rezul~tatov KMT i Sahanenko. V sovmestnom preprinte F. Getce i avtora [12] v sluqae H (x) = x^γ ,

γ > 2, byli poluqeny novye rezul~taty, kotorye obobwa¸t i

usiliva¸t sootvetstvu¸wie rezul~taty AænmalØ [11].

Niße nam potrebu¸tsØ nekotorye oboznaqeniØ. RaspredeleniØ sluqaænyh vektorov ξ budut oboznaqat~sØ L(ξ). V dal~neæxem log^∗ b = max{1, log b} pri b > 0. My budem oboznaqat~ simvolom Itoßdestvennyæ operator v R^d.

Pust~ A_d(τ ), τ > 0, d ∈ N, – klass d-mernyh raspredeleniæ, vvedennyæ v rabote avtora [24], sm. takße [25–27]. Klass

A_d(τ ) (s fiksirovannym τ > 0) sostoit iz d-mernyh rasprede-

leniæ F , dlØ kotoryh funkciØ φ(z) = φ(F, z) = log ∫ R^{d e⟨z,x⟩F {dx}} (φ(0) = 0) opredelena i analitiqna pri ‖z‖ τ < 1, z ∈ C^d, i | d_ud^2_v φ(z)

| 6 ‖u‖τ^⟨D v, v^⟩ dlØ vseh u, v ∈ R^d i ‖z‖ τ < 1, gde D = cov F – kovariacionnyæ operator, sootvetstvu¸wiæ F , a

d_uφ – proizvodnaØ funkcii φ v napravlenii u. Niße my budem

takße ispol~zovat~ oboznaqenie cov ξ = cov L(ξ). Nam potrebu- ¸tsØ prosteæxie svoæstva klassov A_d(τ ), pereqislennye v [27].

Dokazatel~stva rezul~tatov nastoØweæ raboty osnovany na sledu¸weæ Teoreme 1, dokazannoæ avtorom v [25].

Teorema 1. Pust~ τ > 1 i ξ1, . . . , ξn – nezavisimye sluqaænye

vektory s L(ξ_j ) ∈ A_d(τ ), E ξ_j = 0, cov ξ_j = I, j = 1, . . . , n. Togda moßno postroit~ na odnom veroØtnostnom prostranstve posledovatel~nost~ nezavisimyh sluqaænyh vektorov X_1, . . . , X_n i posledovatel~nost~ nezavisimyh gaussovskih sluqaænyh vektorov Y_1, . . . , Y_n takim obrazom, qto L(X_j) = L(ξ_j), E Y_j = 0, cov Y_j = I,

144 A. ı. ZA`CEV j = 1, . . ., n, i E exp ( a_1 Δ(X, Y )/τ ) 6 exp^(a2 log^{∗ (}n/τ^{2))} ,

gde a_1, a_2 – poloßitel~nye veliqiny, zavisØwie tol~ko ot d.

Teorema 1 pozvolila ustranit~ logarifmiqeskiæ mnoßitel~ iz rezul~tata U. AænmalØ [11] i poluqit~ mnogomernyæ analog rezul~tata KMT [14] dlØ vektorov s koneqnymi ffksponencial~- nymi momentami. V rabote [26] avtor obobwil Teoremu 1 na sluqaæ neodinakovo raspredelennyh slagaemyh.

Pust~ G(u), u > 0, – klass takih poloßitel~nyh funkciæ G( · ), qto funkcii G(x) i x/ log G(x) ne ubyva¸t pri x > u. Naprimer, funkcii G(x) = x^γ , γ > 0, i exp ( λx^β ) , 0 6 β 6 1, λ > 0, prinadle-

ßat G(e) i G(0) sootvetstvenno (sm. [19]).

DlØ neotricatel~nyh δ i x_0 vvedem klass H(δ, x_0) takih neotricatel~nyh neubyva¸wih funkciæ H : [0, ∞) → R^1, qto funkcii H(x)/x^{2+δ} →_{x→∞} ∞ i x/ log H(x) ne ubyva¸t pri x > x_0.

Pust~ H ∈ H(δ, x_0) i H^{−1}( · ) – obratnaØ funkciØ dlØ H. Togda funkciØ H^{−1}(y)/y^{1/(2+δ)} ne vozrastaet pri y > H(x_0). Bolee togo,

x^{2+δ}H(x_0)/x^{2+δ}_0 6 H(x) 6 exp (x log H(x_0)/x_0) , pri x > x_0.

(1.1) DlØ proizvol~nogo sluqaænogo vektora ξ my budem oboznaqat~

ξ^{[u]} ego srezku na urovne u > 0:

ξ^{[u]} = { ξ, esli ‖ξ‖ 6 u, 0, v protivnom sluqae.

(1.2)

Poloßim

ξ^{(u)} = ξ − ξ^{[u]}, ξ^{{u}} = ξ^{[u]} − E ξ^{[u]}. (1.3)

Osnovnymi rezul~tatami nastoØweæ raboty ØvlØ¸tsØ sledu- ¸wie teoremy 2–4.

Teorema 2. Pust~ x0 > 0, 0 < δ < 1/2 i n ∈ N. Pust~ sluqaænyæ

vektor ξ imeet E ξ = 0, cov ξ = Ii

L_H^{def}= n E H (‖ξ‖) < ∞, (1.4)

gde H ∈ H(δ, x_0). Pust~

u > H^{−1}(LH ) (1.5)

SIL^NA˚ GAUSSOVSKA˚ APPROKSIMACI˚ 145 i G( · ) ∈ G(u), gde H^{−1}( · ) – obratnaØ funkciØ dlØ H( · ), a

G(x) = H(x)/L_H . (1.6)

Togda suwestvuet takoe n_0, qto dlØ l¸bogo n > n_0 moßno postroit~ na odnom veroØtnostnom prostranstve posledovatel~- nost~ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh vektorov X, X_1, . . . , X_n i sootvetstvu¸wu¸ posledovatel~nost~ nezavisimyh gaussovskih sluqaænyh vektorov Y, Y_1, . . . , Y_n takim obrazom, qto L(X) = L(ξ), E Y = 0, cov Y = I i P ( Δ(X, Y ) > x + x_1 + x_2 + A(u) ) 6 2 exp^(−n x^2/32 B^4(u)^) + exp^( −^{a3 x1 log H(u)}_u^) + P ( max 16j6n^{‖ξj ‖ > z} ) + e G^{1−x/z}(z)/G(u), gde B^2(u)^{def}= n E ‖ ξ^{(u)} ‖_2 6

u^2, (1.7)

A(u)^{def}= n ‖ E ξ^{[u]} ‖ = n ‖ E ξ^{(u)} ‖ , (1.8)

esli x > z > u, x_1 > a_4 u i x_2 > c_0 B^2(u) √ d/ √ n, gde a_3, a_4 i n_0 – poloßitel~nye veliqiny, zavisØwie tol~ko ot d, L(ξ) i ot funkcii H( · ), a c_0 – absol¸tnaØ postoØnnaØ.

Teorema 3. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 2 pri

u = C_1 H^{−1}(C_2 L_H ), (1.9)

gde C_1 > 1 i C_2 > 1 – nekotorye poloßitel~nye postoØnnye. Togda utverßdenie teoremy 2 spravedlivo dlØ l¸bogo n > 1 s P ( Δ(X, Y ) > a_5 z

) 6^{a6 n}_{H(z)} , (1.10)

dlØ l¸bogo z > 0, gde a_5 i a_6 – poloßitel~nye veliqiny, zavisØwie tol~ko ot C_1, C_2, d, L(ξ) i ot funkcii H( · ).

Teorema 4. Pust~ sluqaænyæ vektor ξ i funkciØ H udovletvo-

rØ¸t usloviØm teoremy 2, za iskl¸qeniem usloviæ G( · ) ∈ G(u) i (1.5). Togda, dlØ l¸bogo z > 0, moßno postroit~ na odnom vero- Øtnostnom prostranstve posledovatel~nost~ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh vektorov X, X_1, . . ., X_n i posledovatel~nost~ nezavisimyh gaussovskih sluqaænyh vektorov

146 A. ı. ZA`CEV

Y, Y_1, . . ., Y_n takim obrazom, qto L(X) = L(ξ), E Y = 0, cov Y = I, i P (Δ(X, Y ) > a_7 z) 6 a8 n H(z) , (1.11)

gde a_7, a_8 – poloßitel~nye veliqiny, zavisØwie tol~ko ot d, L(ξ) i ot funkcii H( · ).

Legko videt~, qto utverßdeniØ teorem 3 i 4 osta¸tsØ spravedlivymi bez predpoloßeniØ cov ξ = I.

Teorema 4 ØvlØetsØ obobweniem teoremy 4 iz raboty U. AænmalØ [11], dokazavxego to ße utverßdenie dlØ funkciæ H iz klassa ~H(δ, x_0) takih neotricatel~nyh neubyva¸wih funkciæ H, qto funkcii H(x)/x^{3+δ} i √ x/ log H(x) ne ubyva¸t pri x > x_0.

˚sno, qto suwestvu¸t funkcii, kotorye prinadleßat H(δ, x_0) i ne prinadleßat ~H(δ, x_0). V kaqestve primera moßno privesti funkcii H(x) = x^γ , 2 < γ 6 3, i H(x) = exp ( λx^β ) , 1/2 < β 6 1, λ > 0. Utverßdenie teoremy 3 gorazdo sil~nee utverßdeniØ teoremy 4, poskol~ku (1.10) vypolnØetsØ pri vseh z > 0 odnovremenno na odnom i tom ße veroØtnostnom prostranstve, v to vremØ kak v teoreme 4 veroØtnostnoe prostranstvo zavisit ot z i (1.11) moßet ne vypolnØt~sØ dlØ inyh znaqeniæ z. S drugoæ storony, v teoreme 3 predpolagaetsØ vypolnenie usloviØ G( · ) ∈ G(u) s u iz (1.9). Suwestvu¸t funkcii, kotorye udovletvorØ¸t uslovi- Øm Teoremy 4 i dlØ kotoryh uslovie G( · ) ∈ G(u) ne vypolnØetsØ pri u iz (1.9). V kaqestve primera moßno privesti funkcii, kotorye vedut sebØ kak exp ( λx ) , λ > 0, na nekotoryh intervalah znaqeniæ argumenta x. Zametim, vproqem, qto utverßdenie teoremy 3 pri H(x) ≡ exp ( λx ) legko vyvoditsØ iz teoremy 1.

Primer funkciæ H, udovletvorØ¸wih uslovi¸ G( · ) ∈ G(u) s u iz (1.9), soderßitsØ v rabote avtora [28]. Pust~ H – takaØ neotricatel~naØ funkciØ, qto H(0) = 0, funkciØ H(x)/x^2 ne ubyvaet, a funkciØ H(x)/x^λ ne vozrastaet pri nekotorom λ > 2. Togda pri dokazatel~stve sledstviØ 2 v [28] bylo pokazano, qto

G( · ) ∈ G(u) pri u = H^{−1}(e^λL_H ). V qastnosti, moßno rassmotret~ H(x) = x^γ , γ > 2. Takim obrazom, Teorema 3 pozvolØet ustranit~

logarifmiqeskie ograniqeniØ na znaqeniØ z iz formulirovok sledstviæ 2 i 3 raboty avtora [28] v sluqae odinakovo raspredelennyh slagaemyh. Zametim, qto v nedavnem sovmestnom preprinte F. Getce i avtora [12], soderßitsØ daße bolee sil~noe

SIL^NA˚ GAUSSOVSKA˚ APPROKSIMACI˚ 147

utverßdenie v sluqae H(x) = x^γ , γ > 2. Pokazano, qto suwestvuet konstrukciØ, dlØ kotoroæ E (Δ(X, Y ))^γ 6 c(d, γ) n E H (‖ξ‖). Pri fftom v [12] rassmatrivaetsØ sluqaæ neodinakovo raspredelennyh slagaemyh.

Ewe odin primer daet funkciØ H(x) = exp ( λx^β ) , 0 < β < 1. V fftom sluqae G( · ) ∈ G(u) pri u = (1 − β)^{−1/β} H^{−1}(L_H ). ˚sno, qto spisok primerov moßet byt~ prodolßen.

Teoremu 2 moßno rassmatrivat~ kak analog teoremy 4 iz stat~i A. I. Sahanenko [19] i teoremy 2 iz [28]. Ee dokazatel~stvo predstavlØet soboæ modificirovannyæ variant sootvetstvu¸- wih dokazatel~stv iz [19] i [28]. Osnovnoe razliqie sostoit v tom, qto my pol~zuemsØ tem, qto raspredeleniØ urezannyh vektorov prinadleßat klassam A_d(τ ) s parametrom τ , kotoryæ suwestvenno men~xe urovnØ urezaniØ u. BlizkaØ ideØ ispol~zovalas~ U. Aænmalem v [11]. V polnom ob¨eme dokazatel~stvo iz raboty Sahanenko [19] obobwit~ poka ne udalos~ iz-za tehniqeskih sloßnosteæ, voznika¸wih v mnogomernom sluqae.

2. Dokazatel~stva

Simvolami c, c_1, c_2, . . . my budem oboznaqat~ poloßitel~nye postoØnnye, zavisØwie tol~ko ot d, L(ξ) i ot funkcii H( · ) figuriru¸weæ v usloviØh teoremy 2. Zapis~ A ≪ B budet oznaqat~, qto suwestvuet takaØ c, qto A 6 c B.

Pust~ ξ – sluqaænyæ vektor, udovletvorØ¸wiæ usloviØm teoremy 2, a ξ_1, . . . , ξ_n – ego nezavisimye kopii. Pust~ vektory

ξ^{[u]}, ξ^{(u)}, ξ^{{u}}, u > 0, opredeleny sootnoxeniØmi (1.2) i (1.3).

˚sno, qto E ξ^{(u)} + E ξ^{[u]} = E ξ = 0, i, sledovatel~no, ‖ E ξ^{(u)} ‖ = ‖ E ξ^{[u]}

‖ 6 E^‖ξ^{(u)‖}. Legko videt~, qto 2 E ⟨ ξ^{(u)}, v ⟩_2 > D ⟨ ξ, v ⟩ − D ⟨ ξ^{[u]}, v ⟩ > E^⟨ξ^{(u)}, v^{⟩2} (2.1)

pri vseh v ∈ R^d (sm., naprimer, neravenstvo (2.4) v [28]).

Rassmotrim nezavisimye odinakovo raspredelennye gaussovskie sluqaænye vektory η^{{u}}, η^{{u}}_1 , . . . , η^{{u}}n s

E η^{{u}} = 0, cov η^{{u}} = cov ξ^{{u} def}= D_u .

Soglasno (2.1), pri vseh v ∈ R^d 2 E ⟨ ξ^{(u)}, v ⟩_2 > ⟨ v, v ⟩ − ⟨ D u v, v^⟩ > E^⟨ξ^{(u)}, v^{⟩2}. (2.2)

148 A. ı. ZA`CEV

Takim obrazom, operatory I− D_u i I− D^{1/2}u poloßitel~no opredeleny. Pust~ s^2_1, s^2, . . . , s^2_d – sobstvennye qisla operatora D_u . Soglasno (2.2),

0 6 1 − s^2_j 6 2 E^‖ξ^{(u)‖2}, j = 1, . . . , d. (2.3)

Sobstvennye qisla operatora I− D^{1/2}u ravny 1 − s_j .

Oboznaqim η_j = D^{−1/2}u η^{{u}}_j i η^{(u)}_j = η_j − η^{{u}}_j . ˚sno, qto

E η_j = 0, cov η_j = I, η^{(u)}_j = ( I− D^{1/2}_u^) ηj.

Ispol~zuØ standartnoe sredstvo dokazatel~stva teorem o sil~- noæ approksimacii – Lemmu A iz raboty Berkexa i Filippa [1], my moßem vzØt~ ξ_j v kaqestve X_j i η_j v kaqestve Y_j v dokazatel~- stve teoremy 2, vybiraØ niße special~nym obrazom sovmestnoe raspredelenie { ξ^{{u}}_j } i { η^{{u}}_j } . Kovariacionnyæ operator summy ∑_n j=1 η^{(u)}_j raven n ( I−D^{1/2}u^{)2}.

Pust~ σ^2_u – ego maksimal~noe sobstvennoe qislo. Pust~ veliqina

B^2(u) opredelena ravenstvom (1.7). Soglasno (1.7) i (2.3),

σ^2_u = n max_j (1 − s_j )^2 6 4 B^4(u)/n. (2.4)

Pust~ W, W_1, . . . , W_d – nezavisimye odinakovo raspredelennye standartnye normal~nye sluqaænye veliqiny. Ispol~zuØ tradicionnye metody poluqeniØ ffksponencial~nyh neravenstv, legko pokazat~, qto suwestvuet takaØ absol¸tnaØ postoØnnaØ c, qto dlØ l¸byh x > c σ_u √ d, P (‖ ‖ n∑ j=1 η^{(u)}_j ‖ ‖ > x ) 6 P^(σ^2_u^{d∑}_{k=1} W^2_j > x^{2)} 6 exp^(−x^2/8σ^2_u^) . (2.5)

Dostatoqno zametit~, qto E e^{hW 2} = (1 − 2h)^{−1/2} pri 0 < h < 1/2 i primenit~ ffksponencial~noe neravenstvo Qebyweva, vybiraØ

h = 1/6.

Poloßim

Δ = Δ(ξ, η), Δ^{{u}} = Δ ( ξ^{{u}}, η^{{u}} ) , Δ_u = Δ ( ξ − E ξ^{[u]}, η^{{u}} ) . (2.6) Legko videt~, qto

Δ 6 Δu + δu + A(u), (2.7)

SIL^NA˚ GAUSSOVSKA˚ APPROKSIMACI˚ 149

gde veliqina A(u) opredelena v (1.8), a

δ_u = Δ(η, η^{{u}}). (2.8)

Dokazatel~stvo teoremy 2. Pust~ H ∈ H(δ, x0), x > z > u i

x_1 > 0. Poloßim Z_j = ‖ ξ^{[z]}_j − ξ^{[u]}_j ‖ = ‖ ξ^{(z)}_j − ξ^{(u)}_j ‖ . ˚sno, qto

Z_j = { ‖ξ_j ‖ , esli u < ‖ξ_j‖ 6 z, 0, v protivnom sluqae, j = 1, . . ., n. (2.9) Soglasno (1.3), (2.6) i (2.9), my imeem

Δ_u 6 Δ^{{u}} +^n ∑ j=1 ‖ ξ^{(u)}_j ‖ 6 Δ^{{u}} +^{n∑}_{j=1}^‖ξ^{(z)}_j^‖ +^{n∑}_{j=1} Zj . (2.10)

Sledovatel~no, P ( Δ_u > x + x_1

) 6 P^(Δ^{{u}} > x1^) + P ( max 16j6n^{‖ξj ‖ > z} ) + P (_n ∑ j=1 Z_j > x ) . (2.11)

˚sno, qto v silu neravenstva Qebyweva, esli funkciØ H(x)/x^2 ne ubyvaet pri x > x_0, to pri vseh y > x_0 P ( ‖ξ_j ‖ > y ) 6 E^‖ξ^{(y)‖}/y 6 E^‖ξ^{(y)‖2}/y^2 6^{E H(‖ξ‖)}_{H(y)} , (2.12) qto ravnosil~no neravenstam n P ( ‖ξ_j‖ > y ) 6 A(y)/y 6 B^2(y)/y^2 6^{LH}_{H(y)} = 1/G(y). (2.13)

PovtorØØ dokazatel~stvo formuly (2.16) iz dokazatel~stva lemmy 1 iz [28], sm. takße Teoremu 3 v [19], my moßem pokazat~, qto P (_n∑ j=1 Z_j > x ) 6 e G^{1−x/z}(z)/G(u), (2.14) esli G( · ) ∈ G(u). Soglasno neravenstam (2.7), (2.11) i (2.14), pri vseh x_1, x_2 > 0 i x > z > u P ( Δ > x + x_1 + x_2 + A(u)

) 6 P^(δu > x2^) + P^(Δ^{{u}} > x1^) + P ( max 16j6n^{‖ξj ‖ > z} ) + e G^{1−x/z}(z)/G(u). (2.15)

150 A. ı. ZA`CEV

Ispol~zuØ neravenstvo Levi i uqityvaØ, qto η_j − η^{{u}}_j = η^{(u)}_j , my poluqaem P ( δ_u > x_2 ) = P ( max 16k6n ‖ ‖ k∑ j=1 ( η_j − η^{{u}}_j )‖ ‖ > x2 ) 6 2 P^{(‖}^{n∑}_{j=1} η^{(u)}_j^‖ > x2^). (2.16)

V silu (2.4), (2.5) i (2.16), my imeem P ( δ_u > x_2

) 6 2 exp^( − n x^2/32 B^4(u)^) (2.17)

pri vseh x_2 > c_0 B(u) √ d, gde c_0 – absol¸tnaØ postoØnnaØ. Soglasno opredeleni¸ klassa H(δ, x_0), suwestvuet takoe y_0 > x_0, qto H(y_0) > 1 i H(t) > t^{2+δ} pri t > y_0. (2.18)

Pust~ u > H^{−1}(L_H ) i

w_0 = u log H(u) . (2.19)

˚sno, qto

H(u) > L_H = n E H (‖ ξ ‖) → ∞ pri n → ∞. (2.20)

Sledovatel~no, pri n > n_0 s dostatoqno bol~xim n_0 v usloviØh teoremy 2 my imeem:

u > y0, w0 >^{y0}_{log H(y0)} ,^{(u E H(‖ξ‖))2}_{(H(u))3/2} 6 1,

log H(u) >^1_2 log n

(2.21)

i, soglasno (2.12), (2.20), (2.21) i neravenstvu Qebyweva, ‖ E ξ^{(u)}

‖ 6^{u E H(‖ξ‖)}_{H(u)} 6 1 (2.22) i E ‖ ξ^{(u)} ‖_2 6 u2 E H(_‖ξ_‖) H(u) 6 1 4 . (2.23)

Iz neravenstv (2.2) i (2.23) sleduet, qto pri n > n_0 i pri vseh

v ∈ R^d_1 2 ⟨ v, v ⟩ 6^⟨D u v, v^⟩ 6^5_4^⟨v, v^⟩. (2.24)

SIL^NA˚ GAUSSOVSKA˚ APPROKSIMACI˚ 151

Pust~

w = c_1 w_0, (2.25)

gde c_1 budet vybirat~sØ dostatoqno bol~xim. Togda, vybiraØ

c_1 > (log H(y_0))/y_0, my poluqaem w > 1. Niße my budem ocenivat~ E ‖ ξ^{{u}} ‖_3 exp (‖ ξ^{{u}} ‖ /w ) ≪ w E ‖ ξ^{{u}} ‖_2 exp ( 2 ‖ ξ^{{u}} ‖ /w ) . (2.26)

Predstavim matematiqeskoe oßidanie v pravoæ qasti (2.26) v vide E ‖ ξ^{{u}} ‖_2 exp ( 2 ‖ ξ^{{u}} ‖ /w ) = I_1 + I_2 + I_3, (2.27) gde I_1 = E ‖ ξ^{{u}} ‖_2 exp ( 2 ‖ ξ^{{u}} ‖ /w ) 1 { ‖ξ‖ < y_0 } , (2.28)

I_2 = E ‖ ξ^{{u}} ‖_2 exp ( 2 ‖ ξ^{{u}} ‖ /w ) 1 { y_0 6 ‖ξ‖ 6 u } , (2.29) i I_3 = E ‖ ξ^{{u}} ‖_2 exp ( 2 ‖ ξ^{{u}} ‖ /w ) 1 { ‖ξ‖ > u } . (2.30)

Oboznaqenie 1{A} ispol~zuetsØ zdes~ dlØ indikatornoæ funkcii sobytiØ A. UqityvaØ sootnoxeniØ (1.2), (2.22), (2.24), (2.28), (2.30) i w > 1, my poluqaem ξ^{{u}} = ξ^{[u]} − E ξ^{[u]} = ξ^{[u]} + E ξ^{(u)},

I_1 ≪ E ‖ ξ^{{u}} ‖_2 ≪ d (2.31) i I_3 = ‖ E ξ^{(u)} ‖_2 exp ( 2 ‖ E ξ^{(u)} ‖ /w ) P (‖ ξ ‖ > u ) ≪ 1. (2.32)

Bolee togo, soglasno (1.2), (1.3), (2.22) i (2.29),

I_2 = E ‖ ξ + E ξ^{(u)} ‖_2 exp ( 2 ‖ ξ + E ξ^{(u)} ‖ /w ) 1 { y_0 6 ‖ξ‖ 6 u } ≪ I_4 + I_5, (2.33) gde I_4 = ‖E ξ^{(u)}‖^2 exp ( 2u/w ) , (2.34)

I_5 = E ‖ξ‖^2 exp ( 2 ‖ξ‖/w ) 1 { y_0 6 ‖ξ‖ 6 u } . (2.35)

Dalee, soglasno (2.19), (2.21), (2.22), (2.25) i (2.34) i vybiraØ

c_1 > 4, my poluqaem

I_4 6 ( u E H ( ‖ξ‖ ))2 (H(u))3/2 6 1, (2.36)

152 A. ı. ZA`CEV

esli n > n_0 dostatoqno veliko. Ispol~zuØ (2.18), (2.19), (2.25) i to, qto H ∈ H(δ, x_0) ⊂ H(δ, y_0), my imeem

I_5 6 E ‖ξ‖^2 exp ( 2 log H(‖ξ‖)/c_1 ) 1 { y_0 6 ‖ξ‖ 6 u } 6 E ‖ξ‖^2 (H(‖ξ‖))^{2/c1} 1^{y0 6 ‖ξ‖^} 6 E H(‖ξ‖), (2.37)

esli c_1 > 2 (2 + δ)/δ. SobiraØ v odno mesto ocenki (2.26), (2.27), (2.31)–(2.33), (2.36) i (2.37), poluqaem E ‖ ξ^{{u}} ‖_3 exp (‖ ξ^{{u}} ‖ /w ) ≪ w. (2.38)

Soglasno (2.38), my imeem pri m = 3, 4, . . .: E ‖ ξ^{{u}} ‖_m 6 (m − 3)! w^{m−3} E ‖ ξ^{{u}} ‖_3 exp (‖ ξ^{{u}} ‖ /w ) ≪ m! w^{m−2}. (2.39)

V silu (2.24), neravenstvo (2.39) spravedlivo pri m = 2, 3, . . ..

Pokaßem, qto L ( ξ^{{u}} ) ∈ A_d(c_2 w), gde postoØnnaØ c_2 budet vy-

birat~sØ nastol~ko bol~xoæ, naskol~ko ffto budet neobhodimo dlØ spravedlivosti provodimyh niße rassußdeniæ. Zametim, qto v rabote avtora [28] ispol~zovalos~ trivial~noe sootnoxe-

nie L ( ξ^{{u}}_j ) ∈ A_d(c_3 u) s absol¸tnoæ postoØnnoæ c_3. Qtoby upro-

stit~ formuly, oboznaqim ζ = ξ^{{u}}. Pust~ z ∈ C^d, ‖z‖ c_2 w 6 1,

x = Re z, y = Im z. Napomnim, qto w > 1. VybiraØ c_2 dostatoqno

bol~xoæ, i ispol~zuØ (2.24), (2.25) i (2.39), my obespeqim spravedlivost~ sootnoxeniæ

⟨D u x, x^⟩ + ⟨D u y, y^⟩ 6 2^(‖x‖^2 + ‖y‖^{2)} = 2 ‖z‖^2 6 1, (2.40) | E e^{⟨z,ζ⟩} − 1 | = | | ∞∑ m=2 1 m! E ⟨z, ζ⟩^m | |

6^{∞∑}_{m=2}^{2m}_{m!}^(E^|⟨x, ζ⟩^{|m} + E^|⟨y, ζ⟩^{|m)}

6 c4^{∞∑}_{m=2} 2^{m((}‖x‖w^{)m−2} +^(‖y‖w^{)m−2)} ‖z‖^2

6 16 c4 ‖z‖^2 6^1_2

i, sledovatel~no, 1 2 6^|E e^{⟨z,ζ⟩|} 6^3_2 . (2.41)

SIL^NA˚ GAUSSOVSKA˚ APPROKSIMACI˚ 153

VybiraØ c_2 dostatoqno bol~xoæ, razlagaØ v rØd ffksponentu i ispol~zuØ (2.39), my vidim, qto

E ⟨ζ, v⟩^2e^{2|⟨ζ,x⟩|} ≪ ‖v‖^2 pri vseh v ∈ R^d. (2.42)

DifferenciruØ funkci¸ φ(V, z) s V = L ( ξ^{{u}} ) (sm. (1.4)), my poluqaem

d_ud^2_v φ(V, z) = E ⟨ζ, u⟩⟨ζ, v⟩2e^{⟨z,ζ⟩} E e^{⟨z,ζ⟩} − E ⟨ζ, v⟩2e^{⟨z,ζ⟩} E ⟨ζ, u⟩ e^{⟨z,ζ⟩} ( E e^{⟨z,ζ⟩} )2 −^2 E ⟨ζ, v⟩ e^{⟨z,ζ⟩} E e^{⟨z,ζ⟩} · E ⟨ζ, u⟩⟨ζ, v⟩ e^{⟨z,ζ⟩} E e^{⟨z,ζ⟩} − E ⟨ζ, v⟩ e^{⟨z,ζ⟩} E ⟨ζ, u⟩ e^{⟨z,ζ⟩} ( E e^{⟨z,ζ⟩} )2 . (2.43)

Ispol~zuØ (2.24), (2.25), (2.38), (2.40)–(2.43), i neravenstvo Gel~dera, my imeem | d_ud^2_v φ(V, z) | 6 c5^{((}E ⟨ζ, u⟩^2⟨ζ, v⟩^2E ⟨ζ, v⟩^2e^{2⟨ζ,x⟩)1/2} + ( E ⟨ζ, v⟩^2 + E ⟨ζ, v⟩^2e^{2⟨ζ,x⟩} )( E ⟨ζ, u⟩^2e^{2⟨ζ,x⟩} )_{1/2}) 6 c6 ‖u‖ w ‖v‖^2 6 c2 w ‖u‖ ⟨D^{{u}} v, v^⟩, (2.44) esli veliqina c_2 vybrana dostatoqno bol~xoæ. Ots¸da sleduet, qto L ( ξ^{{u}} ) ∈ A_d(τ ) s τ = c_2 w > 1.

Ispol~zuØ (2.24), (2.25) i svoæstva klassov A_d(τ ), my vidim, qto 1/2 6 ‖ D^{−1/2}u^‖ 6 2 i L ( D^{−1/2}_u ξ^{{u})} ∈ Ad^{( ‖} D^{−1/2}_u^‖ c2 w^) ⊂ Ad(c7 w0), dlØ nekotorogo c_7 > 1. Soglasno Teoreme 1 (primenØemoæ k vektoram { D^{−1/2}u ξ^{{u}}_j^}), suwestvuet takaØ konstrukciØ, qto sovmestnoe raspredelenie { ξ^{{u}}_j } i { η^{{u}}_j } udovletvorØet sootnoxeni¸

E exp ( c_{8 Δ{u}} w0 ) = E exp

( c_{8 Δ{u} log} H_(u_) u ) 6 exp^(c9 log^∗(n/τ^2)^) ,

(2.45) gde c_8 i c_9 – poloßitel~nye veliqiny, zavisØwie tol~ko ot d,

L(ξ) i H( · ). Soglasno (2.45) i neravenstvu Qebyweva, P ( Δ^{{u}} > x_1

) 6 exp^(c9 log^∗(n/τ^2) −^{c8 x1 log H(u)}_u^)

6 exp^( −^{c8 x1 log H(u)}_{2 u}^), (2.46)

154 A. ı. ZA`CEV

esli

c_9 log^∗(n/τ^2) <

c8 x1 log H(u)

2 u . (2.47)

Zametim, qto, v sootvetstvii s (2.21), dlØ spravedlivosti (2.47) dostatoqno predpoloßit~, qto x_1 > 4 u c_9/c_8, esli n > n_0 dostatoqno veliko.

Ispol~zuØ sootnoxeniØ (2.15), (2.17) i (2.46), my poluqaem pri x > z > u, x_1 > 4 u c_9/c_8 i x_2 > c_0 B^2(u) √ d/ √ n, P ( Δ > x + x_1 + x_2 + A(u)

) 6 2 exp^(−n x^2/32 B^4(u)^)

+ exp ( − c^8 x^{1 log} H^(u^) 2 u ) + P ( max 16j6n^{‖ξj ‖ > z} ) + e G^{1−x/z}(z)/G(u), esli n > n_0 dostatoqno veliko. Dokazana teorema 2. �

Dokazatel~stvo teoremy 3. Pust~ z < u. Togda

H(z/C_1) 6 H(u/C_1) = C_2 L_H , (2.48)

poskol~ku funkciØ H ne ubyvaet.

Predpoloßim teper~, qto z > u. Uslovie (1.5) teoremy 2 oqevidnym obrazom vypolneno. Primenim teoremu 2 v sluqae, kogda

x_1 = (a_4 + a^{−1}_3 ) z, x_2 = c_0 √ d z i u 6 z 6 x = 2 z. (2.49)

Soglasno (1.2), (1.3), (1.5), (1.7), (1.8) i (2.13), my imeem

A(u)/u 6 B^2(u)/u^2 6 L_H /H(u) 6 1, (2.50) P ( max 16j6n^{‖ξj ‖ > z} ) 6 n P^( ‖ξ‖ > z^) 6 LH /H(z). (2.51) Poloßim c_{10} = 3 + c_0 √ d + a_4 + a^{−1}_3 . Soglasno teoreme 2 i sootno-

xeniØm (1.5), (1.6), (1.9), (2.49) i (2.50),

P (Δ > c_{10} z) 6 P ( Δ > x + x_1 + x_2 + A(u) ) 6 2 exp^( −^{c20 d n z2 H2(u)} 32 u4 L2H ) + exp ( − z^{log} H^(u^)u ) + P ( max 16j6n^{‖ξj ‖ > z} ) + e/G(z). (2.52)

Po analogii s (2.21), moßno pokazat~, qto pri n > N_0 s dostatoqno bol~xim N_0 v usloviØh teoremy 3 my imeem C_2 L_H > H(x_0),

log H(u) 6 C_1 log(C_2 L_H ) 6 2 C_1 log n

SIL^NA˚ GAUSSOVSKA˚ APPROKSIMACI˚ 155 i u^2 = (C_1 H^{−1}(C_2 L_H ))^2 6 c_{11} n^{2/(2+δ)} 6 c^2_0 d n/32 log H(u). (2.53)

Sledovatel~no, soglasno (2.50) i (2.53), exp ( − c20 d n z2 H2(u) 32 u4 L2H ) 6 exp^( −^{z log H(u)}_u^). (2.54)

Esli z > u, to exp ( − z^{log} H^(u^)u ) 6 exp^( − log H(z)^) =^1_{H(z)} . (2.55)

Teper~ pri n > N_0, utverßdenie teoremy 3 sleduet iz (1.6), (2.48), (2.51), (2.52), (2.54) i (2.55).

Utverßdenie teoremy 3 ostaetsØ spravedlivym pri n < N_0. Deæstvitel~no, esli n < N_0, to pri l¸bom postroenii X_1, . . . , X_n i Y_1, . . . , Y_n s trebuemymi raspredeleniØmi my imeem P ( Δ(X, Y ) > z ) 6 N0 P^(X > z/2 N0^) + N0 P^(Y > z/2 N0^) 6^{N0}_{H(z/2 N0)} + N0 exp^( − c13 (z/N0)^{2)} 6^{c14}_{H(c15z)}

(sm. (1.1)). Dokazana teorema 3. �

Dokazatel~stvo teoremy 4. Dokazatel~stvo poqti bukval~no

povtorØet dokazatel~stvo teoremy 3. Edinstvennoe otliqie sostoit v tom, qto my ne moßem ispol~zovat~ neravenstvo (2.14), dlØ kotorogo trebuetsØ vypolnenie usloviØ G( · ) ∈ G(u) s u iz (1.9). Pofftomu my moßem primenØt~ neravenstvo (2.10) tol~- ko pri x = z = u. V fftom sluqae Z_j = 0 i poslednee slagaemoe v (2.11) ravno nul¸. Sleduet takße ispol~zovat~ (1.1) i zamenit~ (2.53) na

u^2/H(u) 6 c_{15} ( H(u) )_{−δ/(2+δ)} 6 c^2_0 d n/32 L_H log H(u)

pri dostatoqno bol~xih n > N_0 i u > u_0, gde u_0 = H^{−1}(L_H ). Sluqaæ u < u_0 trivialen. �

156 A. ı. ZA`CEV

Literatura

1. I. Berkes, W. Philipp, Approximation theorems for independent and weakly dependent random vectors. — Ann. Probab. 7 (1979), 29–54.

2. E. Berger, Fast sichere Approximation von Partialsummen unabhängiger und stationärer ergodischer Folgen von Zufallsvectoren. Dissertation, Universität Göttingen.

3. A. A. Borovkov, O skorosti shodimosti v principe invariantnosti. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 18 (1973), 217–234.

4. A. A. Borovkov and A. I. Sakhanenko, On the rate of convergence in invariance principle. — Lect. Notes Math. 1021 (1981), 59–66.

5. A. A. Borovkov, A. I. Sahanenko, Ocenki skorosti shodimosti v principe invariantnosti dlØ banahovyh prostranstv. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 25 (1980), 721–731.

6. M. Csörgő, P. Révész, A new method to prove Strassen type laws of invariance principle. I; II. — Z. Wahrscheinlichkeitstheor. verw. Geb. 31 (1975), 255–259; 261–269.

7. M. Csörgő, P. Révész, Strong approximations in probability and statistics. New York, Academic Press, 1981.

8. S. Csörgő, P. Hall, The Komlós–Major–Tusnády approximations and their applications. — Austral. J. Statist. 26 no. 2 (1984), 189–218.

9. U. Einmahl, A useful estimate in the multidimensional invariance principle. — Probab. Theor. Rel. Fields 76 no. 1 (1987), 81–101.

10. U. Einmahl, Strong invariance principles for partial sums of independent random vectors. — Ann. Probab. 15 (1987), 1419–1440.

11. U. Einmahl, Extensions of results of Komlós, Major and Tusnády to the multivariate case. — J. Multivar. Anal. 28 (1989), 20–68.

12. F. Götze and A. Yu. Zaitsev, Bounds for the rate of strong approximation in the multidimensional invariance principle. Preprint SFB 701 no. 07-057, Bielefeld, Bielefeld University.

13. V. V. Gorodeckiæ, O skorosti shodimosti v mnogomernom principe invariantnosti. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 20 (1975), 642–649.

14. J. Komlós, P. Major, G. Tusnády, An approximation of partial sums of independent RV’-s and the sample DF. I; II. — Z. Wahrscheinlichkeitstheor. verw. Geb. 32 (1975), 111–131; 34 (1976), 34–58.

15. P. Major, On the invariance principle for sums of independent identically distributed random variables. — J. Multivar. Anal. 8 (1978), 487–517.

16. W. Philipp, Almost sure invariance principles for sums of B-valued random variables. — Lect. Notes in Math. 709 (1979), 171–193.

17. ı. V. Prohorov, Shodimost~ sluqaænyh processov i predel~nye teoremy teorii veroØtnosteæ. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 1 (1956), 177–238.

18. A. I. Sahanenko, Skorost~ shodimosti v principe invariantnosti dlØ raznoraspredelennyh veliqin s ffksponencial~nymi momentami. — V kn.: Trudy inst. matem. SO AN SSSR. t. 3, Novosibirsk, Nauka, 1984, s. 4–49.

SIL^NA˚ GAUSSOVSKA˚ APPROKSIMACI˚ 157

19. A. I. Sahanenko, Ocenki v principe invariantnosti. — V kn.: Trudy inst. matem. SO AN SSSR. t. 5, Novosibirsk, Nauka, 1985, s. 27–44.

20. A. I. Sakhanenko, A new way to obtain estimates in the invariance principle. High dimensional probability, II (Seattle, 1999), Progr. Probab., 47. Boston, Birkhäuser Boston, 2000, pp. 223–245.

21. A. I. Sahanenko, Ocenki v principe invariantnosti v terminah srezannyh stepennyh momentov. — Sibirskiæ matem. ßurn. 47, ˝ 6 (2006), 1355–1371.

22. Qi-Man Shao, Strong approximation theorems for independent random variables and their applications. — J. Multivar. Anal. 52 no. 1 (1995), 107–130.

23. A. V. Skorohod, IssledovaniØ po teorii sluqaænyh processov. Kiev, Izd-vo Kievsk. un-ta, 1961.

24. A. ı. Zaæcev, Ocenki rasstoØniØ Levi–Prohorova v mnogomernoæ central~noæ predel~noæ teoreme dlØ sluqaænyh veliqin s koneqnymi ffksponencial~nymi momentami. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 31 (1986), 246–265.

25. A. Yu. Zaitsev, Multidimensional version of the results of Komlós, Major and Tusnády for vectors with finite exponential moments. — ESAIM : Probability and Statistics 2 (1998), 41–108.

26. A. Yu. Zaitsev, Multidimensional version of the results of Sakhanenko in the invariance principle for vectors with finite exponential moments. I; II; III. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 45 (2000), 718–738; 46 (2001), 535–561; 744–769.

27. A. Yu. Zaitsev, Estimates for the strong approximation in multidimensional Central Limit Theorem. — V kn.: Proceedings of the International Congress of Mathematicians. Bejing 2002. Vol. III. Invited Lectures. 2002, s. 107–116.

28. A. ı. Zaæcev, Ocenki toqnosti sil~noæ approksimacii v mnogomernom principe invariantnosti. — Zap. nauqn. semin. POMI 339 (2006), 37–53.

Zaitsev A. Yu. Estimates for the rate of strong Gaussian approximation for the sums of i.i.d. multidimensional random vectors

The aim of this paper is to derive new optimal bounds for the rate of strong Gaussian approximation of sums of i.i.d. R^d-valued random variables ξ_j having finite moments of the form E H ( ‖ξ_j ‖ ) , where H(x) is a monotone function growing not slower than x^2 and not faster than e^{cx}. We obtain some generalization and improvements of the results of U. Einmahl (1989).

Postupilo 14 dekabrØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN