Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 351, 2007 g.

M. S. Ermakov

O SEMIPARAMETRIQESKIH VYVODAH V ZONE VERO˚TNOSTE` UMERENNYH UKLONENI`

1. Vvedenie

PrinØtie rexeniæ v doveritel~nom ocenivanii i proverke gipotez baziruetsØ na zadanii sobytiæ ime¸wih malye veroØtnosti. Tak v doveritel~nom ocenivanii doveritel~nye mnoßestva zada¸tsØ s urovnem doveriØ 1 − α, gde standartnye znaqeniØ

α = 0.1; 0.05, 0.01. V proverke gipotez malye veroØtnosti ime¸t

oxibki pervogo roda. Kak pokazyva¸t ocenki skorosti shodimosti, neposredstvennoe primenenie Central~noæ Predel~noæ Teoremy ne daet ßelaemoæ toqnosti approksimacii dlØ opredeleniØ granic doveritel~nogo intervala v doveritel~nom ocenivanii i kritiqeskih znaqeniæ v proverke gipotez (sm. [4, 5, 11]). V toße vremØ pri primenenii teorem o veroØtnostØh umerennyh ukloneniæ toqnost~ approksimacii poluqaetsØ vpolne udovletvoritel~noæ (sm. [4, 5, 11]).

V zone deæstviØ Central~noæ Predel~noæ Teoremy analiz kaqestva statistiqeskih vyvodov osnovan na horoxo izvestnyh granicah asimptotiqeskoæ ffffektivnosti. �to nißnie granicy asimptotiqeskoæ ffffektivnosti Gaæeka–Le Kama [13, 20] v statistiqeskom ocenivanii i ffffektivnosti po Pitmanu v teorii proverki gipotez. V zone veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ kaqestvo statistiqeskih kriteriev i ocenok obyqno analiziruetsØ na osnove asimptotiqeskih ffffektivnosteæ po Bahaduru [1]. Vyqislenie asimptotiqeskih ffffektivnosteæ po Bahaduru obyqno predstavlØet soboæ dovol~no tØßelu¸ zadaqu i qasto zamenØetsØ nahoßdeniem lokal~nyh ffffektivnosteæ po Bahaduru, kotorye pri dovol~no obwih usloviØh regulØrnosti sovpada¸t s merami ffffektivnosti, deæstvu¸wimi v zone Central~- noæ Predel~noæ Teoremy (sm. [26, 18, 19, 11, 15]). Naibolee obwie usloviØ, pri kotoryh nißnie granicy asimptotiqeskoæ ffffektivnosti Gaæeka–Le Kama v ocenivanii i ffffektivnosti po Pitmanu v proverke gipotez perenosØtsØ na zonu veroØtnosteæ 129

130 M. S. ERMAKOV

umerennyh ukloneniæ, byli ukazany v [11]. Dannye rezul~taty byli poluqeny kak dlØ logarifmiqeskoæ tak i toqnoæ asimptotik veroØtnosteæ umerennyh ukloneniæ statistiqeskih ocenok i kriteriev.

Cel~ nastoØweæ raboty perenesti dannye rezul~taty na postanovku zadaqi semiparametriqeskogo ocenivaniØ i proverki gipotez. HotØ tehnika perenosa rezul~tatov v zone deæstviØ Central~noæ Predel~noæ Teoremy horoxo izvestna i stala standartnoæ (sm. [21, 17, 2, 24]), v zone veroØtnosteæ umerennyh ukloneniæ voznika¸t dopolnitel~nye usloviØ i ih interpretaciØ v semiparametriqeskoæ postanovke predstavlØet opredelennyæ interes.

Poskol~ku mery asimptotiqeskoæ ffffektivnosti v zadaqah proverki gipotez ime¸t v zone veroØtnosteæ umerennyh ukloneniæ dovol~no neprivyqnoe zadanie (sm. [11]) privedem ih interpretaci¸ v sluqae zadaqi proverki gipotez o parametre sdviga normal~nogo raspredeleniØ.

Pust~ dana vyborka nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin X_1, . . . , X_n, ime¸wih normal~noe raspredelenie EX_1 = θ, Var [X_1] = σ^2. Neobhodimo proverit~ gipotezu H_0 : θ = 0 protiv al~ternativy H_1 : θ = u_n, u_n > 0. DlØ l¸bogo kriteriØ K oboznaqim α(K) i β(K) ego veroØtnosti oxibok pervogo i vtorogo roda sootvetstvenno. Obozna-

qim Φ(x) =^1√_{2π}^x ∫ −∞ exp{−^{t2}_2 } dt. Opredelim obratnu¸ funkci¸

Φ^{(−1)}(t) k Φ(x) zadavaemu¸ uravneniem Φ(x) = t. Soglasno Lemme

Neæmana–Pirsona naibolee mownyæ kriteriæ L zadaetsØ testovoæ statistikoæ √ nσ^{−1}X. Kak netrudno videt~ dlØ nego spra-

vedlivo sledu¸wee toßdestvo

Φ^{(−1)}(α(L)) + Φ^{(−1)}(β(L)) = −n^{1/2}u_nσ^{−1} (1.1)

i sledovatel~no dlØ l¸boæ posledovatel~nosti kriteriev K_n

(nu^2_nσ^{−2})^{−1/2}(Φ^{(−1)}(α(K_n)) + Φ^{(−1)}(β(K_n))) ¿ −1 (1.2)

i, kak pokazano v [11], dlØ l¸bogo parametriqeskogo semeæstva raspredeleniæ P_θ, θ ∈ R^1, dlØ kotorogo suwestvuet koneqnoe informacionnoe koliqestvo Fixera I(θ), θ ∈ R^1 dlØ l¸boæ posledovatel~nosti kriteriev K_n proverki gipotezy H_0 : θ = θ_0

O SEMIPARAMETRIQESKIH VYVODAH 131

protiv al~ternativ H_n : θ = θ_0 + u_n, u_n → 0, nu^2_n → ∞ pri n → ∞ imeet mesto

lim inf_{n→∞}(nu^2_nI(θ_0))^{−1/2}(Φ^{(−1)}(α(K_n)) + Φ^{(−1)}(β(K_n))) ¿ −1, (1.3)

esli α(K_n) < c < 1 ili β(K_n) < c < 1 dlØ vseh n.

Esli α(K_n) < c < 1 i β(K_n) < c < 1, to (1.3) moßet byt~ zadano v bolee prostoæ forme

lim sup_{n→∞}(nu^2_nI(θ_0 ))^{−1/2}(|2 ln α(K_n)|^{1/2} + |2 ln β(K_n)|^{1/2}) 6 1. (1.4)

Takim obrazom (1.3), (1.4) da¸t udobnoe zadanie nißnih granic dlØ logarifmiqeskih asimptotik veroØtnosteæ oxibok pervogo i vtorogo roda.

Analog (1.3) da¸wiæ nißn¸¸ granicu dlØ toqnoæ asimptotiki veroØtnosteæ oxibok pervogo i vtorogo roda imeet sledu- ¸wiæ vid

lim inf n→∞ (nu^2_nI(θ_0 ))^{1/2}{n^{1/2}u_nI^{1/2}+

+ Φ^{−1}(α(K_n)) + Φ^{−1}(β(K_n))} ¿ 0. (1.5)

On dokazan pri neskol~ko bolee ßestkih usloviØh, qem suwestvovanie koneqnogo informacionnogo koliqestva Fixera (sm. [11]).

Posledovatel~nosti kriteriev K_n, dlØ kotoryh v (1.3) (sootvetstvenno (1.5)) dostigaetsØ ravenstvo nazovem ffffektivnymi v smysle logarifmiqeskoæ (sootvetstvenno toqnoæ) asimptotiki veroØtnosteæ umerennyh ukloneniæ. Sokrawenno my budem nazyvat~ ih sootvetstvenno MD (moderate deviation) i SMD (strong

moderate deviation) ffffektivnostØmi. Analogiqnoæ terminologii

budem priderßivat~sØ i dlØ nißnih granic logarifmiqeskoæ i toqnoæ asimptotiki statistiqeskih ocenok (sm. [11]).

My rassmatrivaem zadaqi semiparametriqeskih statistiqeskih vyvodov kak zadaqi statistiqeskih vyvodov o znaqenii funkcionala zadannogo na podmnoßestve Γ mnoßestva vseh veroØtnostnyh mer. Poskol~ku l¸baØ statistiqeskaØ ocenka i testovaØ statistika dopuskaet predstavlenie, kak funkcional ot ffmpiriqeskoæ mery, to zadaqa statistiqeskih vyvodov obyqno dopuskaet interpretaci¸ v terminah dannogo funkcionala, v rezul~tate qego postanovka zadaqi qasto priobretaet bolee obwiæ

132 M. S. ERMAKOV

i udobnyæ vid. Dannyæ podhod k teorii statistiqeskih vyvodov byl predloßen Qarl~zom Steænom [23], odnako priobrel populØrnost~ posle raboty Levita [21], poluqiv dal~neæxee razvitie v bol~xom qisle publikaciæ (sm. [25, 2, 3] i ssylki v nih).

V zone deæstviØ Central~noæ Predel~noæ Teoremy metodika dokazatel~stva nißnih granic asimptotiqeskoæ ffffektivnosti v semiparametriqeskom ocenivanii horoxo izvestna. Po suwestvu dokazatel~stvo osnovano na dovol~no prostoæ redukcii na k poluqeni¸ nißnih granic v sootvetstvu¸wih parametriqeskih zadaqah ocenivaniØ. Poskol~ku v parametriqeskoæ postanovke zadaqi predpoloßeniØ, pri kotoryh spravedlivy nißnie granicy dlØ logarifmiqeskih asimptotik v zone umerennyh ukloneniæ niqem ne otliqa¸tsØ ot predpoloßeniæ v zone normal~- noæ approksimacii my prosto osuwestvim perenos rezul~tatov v fftoæ situacii na zonu umerennyh ukloneniæ bez kakih-libo principial~nyh izmeneniæ. Neskol~ko sloßnee situaciØ v teorii semiparametriqeskih vyvodov dlØ nißnih granic toqnyh asimptotik veroØtnosteæ umerennyh ukloneniæ. V fftom sluqae rezul~taty poluqeny pri dopolnitel~nyh usloviØh i oni v semiparametriqeskoæ postanovke dopuska¸t razliqnye interpretacii. Dve takih interpretacii my privedem v dannoæ rabote. Estestvenno ideØ dokazatel~stva nißnih granic zdes~ takße osnovana na toæ ße samoæ redukcii k zadaqam parametriqeskogo ocenivaniØ.

Procedura redukcii k zadaqam parametriqeskogo ocenivaniØ sledu¸waØ. Na mnoßestve Γ stroitsØ posledovatel~nost~ naimenee blagopriØtnyh semeæstv parametriqeskih raspredeleniæ i nißnie granicy asimptotiqeskoæ ffffektivnosti parametriqeskih statistiqeskih vyvodov dlØ nih okazyva¸tsØ nißnimi granicami asimptotiqeskoæ ffffektivnosti dlØ dannogo funkcionala. Naimenee blagopriØtnye semeæstva raspredeleniæ zada- ¸tsØ proekcieæ proizvodnoæ po Gato funkcionala na mnoßestvo dopustimyh napravleniæ, v kotoryh moßet izmenØt~sØ parametriqeskoe semeæstvo.

Obwie metody dokazatel~stva, pokazyva¸wie qto dannye nißnie granicy asimptotiqeskoæ ffffektivnosti v zone umerennyh ukloneniæ dostiga¸tsØ, predloßeny nami v [12] i razobrany na primere funkcionalov sootvetstvu¸wih L i M statistikam.

O SEMIPARAMETRIQESKIH VYVODAH 133

Rezul~taty sformulirovany dlØ sluqaØ k nezavisimyh vyborok ime¸wih voobwe govorØ raznye veroØtnostnye mery, poskol~ku takaØ postanovka dovol~no qasto vstreqaetsØ v teorii proverki gipotez, naprimer dlØ proverki gipotezy ob odnorodnosti. Oboznaqim Λ mnoßestvo vseh veroØtnostnyh mer na σalgebre B borelevskih mnoßestv mnoßestva S. Pust~ dany k vyborok nezavisimyh sluqaænyh veliqin X_{j1}, . . . , X_{jnj}, ime¸wih veroØtnostnye mery P_j ∈ Λ, 1 6 j 6 k. Predpoloßim, qto imeetsØ apriornaØ informaciØ, qto P = P_1 ×. . .×P_k ∈ Γ ⊆ Λ^k. Oboznaqim n = n_1 + . . .+ n_k i predpoloßim, qto n_j/n → ν_j, 1 6 j 6 k, pri

n → ∞. DlØ dannogo funkcionala T : Γ → R^1 my rassmatrivaem

sledu¸wie zadaqi statistiqeskih vyvodov. Zadaqa ocenivaniØ sostoit v ocenivanii znaqeniØ funkcionala T (P ) esli izvestno, qto P ∈ Γ. zadaqa proverki gipotezy sostoit v proverke gipotezy, qto P ∈ Γ_t = Γ_t(T ) = {P : T (P ) = t, P ∈ Γ} protiv al~ternativ

P ∈ Γ_t(T, u_n) = {P : T (P ) − t > u_n, P ∈ Γ}, u_n > 0. DlØ l¸bogo

kriteriØ K oboznaqim sootvetstvenno α(K, P ), P ∈ Γ_t i β(K, P ),

P ∈ Γ_t(T, u_n) ego veroØtnosti oxibok pervogo i vtorogo roda.

2. MD asimptotiqeskaØ ffffektivnost~

Vvedem standartnu¸ terminologi¸ (sm.[24, 25, 2, 3]). DlØ fiksirovannogo P = P_1 × . . . × P_k ∈ Γ oboznaqim Π(Γ, P ) mnoßestvo vseh otobraßeniæ Ψ : u → P_u intervala (0, δ) v Γ dlØ kotoryh suwestvu¸t funkcii φ_Ψ (x_1, . . . , x_k) = (φ_1(x_1), . . . , φ_k(x_k)),

φ_j ∈ L_2(P_j ), 1 6 j 6 k, udovletvorØ¸wie sledu¸wim trebovani- Øm k∑ j=1 ∫ S [(dP^c_{ju}/dP_j)^{1/2} − 1 − uφ_j]^2dP_j = o(u^2), P^s_{ju}(S) = o(u^2) (2.1)

dlØ u → 0. Zdes~ P^c_{ju} i P^s_{ju}, 1 6 j 6 k, oboznaqa¸t sootvetstvenno absol¸tno nepreryvnu¸ i singulØrnye komponenty veroØtnostnyh mer P_{ju} otnositel~no P_j. Oboznaqim Δ(Γ, P ) mnoßestvo vseh funkciæ φ_Ψ , Ψ ∈ Π(Γ, P ), udovletvorØ¸wih (2.1) i opredelim mnoßestvo Δ(Γ, P ) kak zamykanie v L_2(P ) mnoßestva Δ(Γ, P ). Zadadim lineænoe prostranstvo L(Γ, P ) kak zamykanie v L_2(P ) lineænogo prostranstva, poroßdennogo funkciØmi φ_Ψ ∈ Δ(Γ, P ). Lineænoe prostranstvo L(Γ, P ) moßet byt~ interpretirovano kak kasatel~noe prostranstvo k Γ v toqke P v metrike Hellinge-

134 M. S. ERMAKOV

ra. DlØ zadaq statistiqeskih vyvodov proizvodnaØ funkcionala T v toqke P opredelØetsØ kak fflement prostranstva L(Γ, P ).

Skaßem, qto τ_P ∈ L(Γ, P ) ØvlØetsØ gradientom T na Γ v toqke

P ∈ Γ esli imeet mesto

T (P_u) − T (P ) = uE[τ^′_P (X_1 )φ_Ψ(X_1 )] + o(u), u ↓ 0 (2.2)

dlØ vseh Ψ ∈ Π(Γ, P ). Zdes~ τ^′_P φ_Ψ oboznaqaet skalØrnoe proizvedenie τ_P = (τ_1, . . . , τ_k) i φ_Ψ and X_1 = (X_{11}, . . . , X_{k1}).

InformaciØ Fixera funkcionala T na mnoßestve Γ v toqke P ravna I(Γ, P ) = (4ν_1Eτ^2_1 (X_{11}) + . . . + 4ν_kEτ^2_k (X_{k1}))^{−1}.

Oboznaqim I(Γ_t) = sup{I(Γ, P ) : P ∈ Γ_t}. Sdelaem sledu¸wee predpoloßenie.

E. DlØ vseh P ∈ Γ_t suwestvuet gradient τ_P funkcionala T na Γ i τ_P ∈ Δ(Γ, P ).

DlØ l¸boæ posledovatel~nosti kriteriev K_n oboznaqim

α(K_n) = sup{α(K_n, P ) : P ∈ Γ_t} i β(K_n, u_n) = sup{β(K_n, P ) : P ∈ Γ_t(T, u_n)}. Teorema 1. Pust~ vypolneno uslovie E. Pust~ un → 0, nu^2_n → ∞

pri n → ∞. Togda dlØ l¸boæ posledovatel~nosti kriteriev K_n, udovletvorØ¸weæ

(nu^2_n)^{−1/2} | Φ^{(−1)}(α(K_n)) |6 C (2.3) ili (nu^2_n)^{−1/2} | Φ^{(−1)}(β(K_n, u_n)) |6 C, (2.4)

vypolneno

lim inf_{n→∞}(nu^2_nI(Γ_t))^{−1/2}(Φ^{(−1)}(α(K_n))+

+ Φ^{(−1)}(β(K_n, u_n))) ¿ −1. (2.5)

Zameqanie 3.1. Legko videt~, qto analogiqnyæ rezul~tat spra-

vedliv i dlØ mnoßestv al~ternativ Γ^s_t (T, u_n) = {P : |T (P ) − t| >

u_n, P ∈ Γ}, esli posledovatel~nost~ kriteriev K_n udovletvorØ-

et (2.3) ili (2.4).

O SEMIPARAMETRIQESKIH VYVODAH 135

Sledstvie 3.1. Pust~ vypolneno uslovie E i pust~ un = u. To-

gda dlØ l¸byh posledovatel~nosteæ kriteriev K_{nu} takih, qto α(K_{nu}) < C < 1 i β(K_{nu}) < C < 1, imeet mesto

lim sup u→0 lim sup n→∞ (nu^2I(Γ_t))^{−1/2}(| 2 log α(K_{nu}) |^{1/2} +

| 2 log β(K_{nu}, u) |^{1/2}) 6 1. (2.6)

Otmetim, qto nißnie granicy dlØ lokal~nyh asimptotiqeskih ffffektivnosteæ po Bahaduru [1], Hodßesu-Lemanu [14] i Qernovu [6] ØvlØ¸tsØ qastnymi sluqaØmi (2.6), v to vremØ kak nißnØØ granica dlØ ffffektivnosti po Kallenbergu [16] sleduet iz (2.5).

NißnØØ granica dlØ logarifmiqeskoæ asimptotiki veroØtnosteæ umerennyh ukloneniæ statistiqeskih ocenok dana v sledu- ¸weæ teoreme.

Teorema 2. Pust~ vypolneno uslovie E. Pust~ un → 0, nu^2_n → ∞

pri n → ∞. Togda dlØ l¸boæ posledovatel~nosti ocenok ^θ_n

lim inf δ→0 lim inf n→∞ sup P ∈U (δ,t) (nu^2_nI(Γ_t))^{−1} log P (|^θ_n −T (P )| > u_n) ¿ −1. (2.7) Zdes~ U (δ, t) = {P : |T (P ) − t| < δ, P ∈ Γ}. Dokazatel~stva teorem t1 i 2 opuweny. Oni sledu¸t neposredstvenno iz teorem 2.2 i 2.5 v [11], ispol~zuØ te ße samye argumenty, qto i pri dokazatel~stve tradicionnyh nißnih granic semiparametriqeskogo ocenivaniØ i proverki gipotez (sm. [17, 21, 9]).

Skaßem, qto posledovatel~nost~ kriteriev K_n udovletvorØ- ¸wih (2.3) (sootvetstvenno posledovatel~nost~ ocenok ^θ_n) ØvlØ- ¸tsØ asimptotiqeski ffffektivnymi v smysle logarifmiqeskoæ asimptotiki veroØtnosteæ umerennyh ukloneniæ, esli v (2.5) (sootvetstvenno (2.7)) dostigaetsØ ravenstvo. Qtoby uprostit~ terminologi¸, my budem nazyvat~ takie ocenki i kriterii MDasimptotiqeski ffffektivnymi.

3. SLD asimptotiqeskaØ ffffektivnost~. Standartnyæ podhod

V dannom razdele rezul~taty ime¸t formu tradicionnu¸ dlØ nißnih granic asimptotiqeskogo semiparametriqeskogo oceni-

136 M. S. ERMAKOV

vaniØ. V sledu¸wem razdele ffti ße rezul~taty budut dany v bolee nestandartnoæ geometriqeskoæ forme i budut osnovyvat~sØ na rasstoØnii Hellingera.

Zafiksiruem 0 < γ 6 1. Opredelim prostranstvo L_{2+γ} (P ), P =

P_1 × . . . × P_k ime¸wee normu ||ζ||^{2+γ}_{2+γ} = k∑ j=1 ∫ S |ζ_j|^{2+γ} dP_j gde ζ(x_1, . . . , x_k) = (ζ_1(x_1), . . . , ζ_k(x_k)).

Zafiksiruem C > 0 i zadadim mnoßestvo Π_C (Γ, P ), P ∈ Γ, vseh otobraßeniæ Φ : u → P_u iz intervala (0, δ) v Γ, dlØ kotoryh suwestvuet funkciØ

φ_Ψ (x_1, . . . , x_k) = (φ_1(x_1), . . . , φ_k(x_k)) ∈ L_{2+γ} (P ), ||φ_Ψ||_{2+γ} < C

takaØ, qto ∫ S ((P^c_{ju}/dP_j)^{1/2} − 1 − uφ_j)^2dP_j < Cu^{2+γ} , P^s_{ju}(S) < Cu^{2+γ} , (3.1) | | | ∫ S ((P^c_{ju}/dP_j)^{1/2} − 1)^2dP_j − u^2 ∫ S φ^2_j dP_j | | | < Cu^{2+γ} (3.2)

dlØ vseh 1 6 j 6 k.

Oboznaqim Δ_C(Γ, P ) mnoßestvo vseh funkciæ φ_Ψ , Ψ ∈ Π_C (Γ, P ), zadannyh takim obrazom i opredelim mnoßestvo Δ_C (Γ, P ) kak zamykanie v L_{2+γ} (P ) mnoßestva Δ_C (Γ, P ).

Sdelaem sledu¸wie predpoloßeniØ

D. u^2_n max{|n_j − nν_j| : 1 6 j 6 k} → 0 pri n → ∞.

E1. Suwestvuet C takoe, qto τ_P = (τ_1, . . . , τ_k) ∈ Δ_C (Γ, P ) dlØ vseh

P ∈ Γ_t.

Zdes~ τ_P oboznaqaet gradient T na Γ v toqke P . E2. Suwestvuet C_1 takoe, qto

|T (P_u) − T (P ) − uE[τ ′_P (X_1)φ(X_1)]| < C_1|u|^{1+γ}

dlØ vseh Φ ∈ Π_C (Γ, P ) i vseh P ∈ Γ_t.

O SEMIPARAMETRIQESKIH VYVODAH 137

Teorema 3. Pust~ vypolneny usloviØ D, E1 i , E2. Pust~ un >

Cn^{−1/2}, nu^{2+γ}_n → 0 pri n → ∞. Togda dlØ l¸boæ posledovatel~nosti kriteriev K_n udovletvorØ¸wih (3.3) ili (3.4)

lim inf n→∞ (nu^2_nI(Γ_t))^{1/2}((nu^2_nI(Γ_t))^{1/2} + Φ^{−1}(α(K_n))+ Φ^{−1}(β(K_n, u_n))) ¿ 0. (3.3)

Teorema 4. Pust~ vypolneny usloviØ D, E1, E2 i pust~ nu^2_n → ∞,

nu^{2+γ}_n → 0 pri n → ∞. Togda dlØ l¸boæ posledovatel~nosti ocenok ^θ_n lim inf n→∞ sup P ∈U (Cnun,t) P (|^θ_n − T (P )| > u_n) 2Φ(−n^{−1/2}u_nI^{1/2}(Γ_t)) ¿

1. (3.4) dlØ l¸boæ posledovatel~nosti C_n → ∞ pri n → ∞.

OsnovnaØ ideØ dokazatel~stv teorem 3 i 4 ta ße samaØ, qto i dokazatel~stv teorem 1, 2. Pust~ Ψ_n : u → P_{nu}, Ψ_n ∈ Π_C (Γ, P ) posledovatel~nost~ otobraßeniæ takaØ, qto ||φ_n − τ_P ||_{2+γ} < Cu^γ_n,

φ_n = φ_Φn. Togda kak vytekaet iz zameqaniØ 2.7 v [11] sup |θ|<Cnun P_{nθ}(|^θ_n − θ| > u_n) 2Φ(−2n^{1/2}u_nE^{1/2}φ^2_n(X_1 )) ¿

1 + δ_n(C_n) (3.5)

gde δ_n(C_n) → 0 pri n → ∞ dlØ l¸boæ posledovatel~nosti

C_n → ∞ pri n → ∞, priqem δ_n(C_n) ne zavisit ot posledova-

tel~nosti otobraßeniæ Ψ_n ∈ Π_C (Γ, P ). Iz fftogo sleduet (3.4). Dokazatel~stvo teoremy 3 provoditsØ takim ße obrazom. 4. SLD asimptotiqeskaØ ffffektivnost~. Geometriqeskiæ podhod Zafiksiruem 0 < γ 6 1. DlØ l¸byh veroØtnostnyh mer P_1 =

P_{11} × . . . × P_{1k}, P_2 = P_{21} × . . . × P_{2k} ∈ Λ^k oboznaqim

ρ_{γν} (P_1, P_2) = = k∑ j=1 ν_j ( ∫ S ((dP_{1j}/dQ_j)^{1/(2+γ)} − (dP_{2j}/dQ_j)^{1/(2+γ)})^{2+γ} dQ

)_{1/(2+γ)}

gde Q_j =^1_2 (P_{1j} + P_{2j}). Poloßim ρ_ν (P_1, P_2) = ρ_{0ν} (P_1, P_2). DlØ l¸- bogo C > 0 opredelim funkci¸

R(t, u, C) = inf{ρ_ν (P_1, P_2) : P_1 ∈ Γ_t, P_2 ∈ Γ_{t+u}, ρ_{γν} (P_1, P_2) < Cu}. (4.1)

138 M. S. ERMAKOV

Esli veroØtnostnye mery P_1 ∈ Γ_t, P_2 ∈ Γ_{t+u} takie, qto

ρ_γ (P_1, P_2) < Cu ne suwestvuet, to poloßim R(t, u, C) = 0. DlØ l¸- byh C, C_n oboznaqim R_{Cn}(t, u, C) = sup{R(θ, u, C) : |θ − t| < C_nu}. Sdelaem sledu¸wee predpoloßenie.

E3. NaædutsØ A > 0, a > 0 takie,qto R(t, u, A) > au, dlØ vseh u,

0 < u < u_0.

Zametim, qto v uslovii E3 ne dela¸tsØ kakih-nibud~ neposredstvennyh predpoloßeniæ o funkcionale T . Suwestvennu¸ rol~ igraet tol~ko geometriqeskaØ struktura mnoßestv Γ_{t+u} postroennyh po funkcionalu T . Naibolee blizkoæ k dannym rezul~tatam v fftom smysle ØvlØetsØ rabota [7].

Teorema 5. Pust~ vypolneny usloviØ D i E3. Pust~ un > Cn^{−1/2},

nu^{2+γ}_n → 0 pri n → ∞. Togda dlØ l¸boæ posledovatel~nosti kriteriev K_n udovletvorØ¸wih (3.3)

lim inf_{n→∞}(4nR^2(t, u_n, C))^{1/2}((nR^2(t, u_n, C))^{1/2}+

+ Φ^{(−1)}(α_n(K_n)) + Φ^{(−1)}(β(K_n, u_n)))) ¿ 0 (4.2)

dlØ vseh C > A.

Teorema 6. Pust~ vypolneny usloviØ D i E3. Pust~ nu^2_n → ∞,

nu^{2+γ}_n → 0 pri n → ∞. Togda dlØ l¸boæ posledovatel~nosti ocenok ^θ_n lim inf_{n→∞} sup P ∈U (Cnun,t) P (|^θ_n − T (P )| > u_n) 2Φ(−2n^{1/2}R_Cn(t, u_n, C)) ¿

1 (4.3)

dlØ vseh posledovatel~nosteæ C_n → ∞ pri n → ∞ i C > A.

Dokazatel~stva teorem 5, 6 osnovany na tom ße samom principe, qto i dokazatel~stvo teorem 3, 4 i opuska¸tsØ. RavnomernaØ shodimost~ ostatoqnogo qlena v sootvetstvu¸weæ versii (3.5) obespeqivaetsØ zdes~ usloviem ρ_γ (P_1, P_2) < Cu v (4.1).

Skaßem, qto posledovatel~nost~ kriteriev K_n, udovletvorØ- ¸wih (2.3), (sootvetstvenno ocenok ^θ_n) ØvlØetsØ asimptotiqeski ffffektivnoæ v smysle sil~noæ asimptotiki veroØtnosteæ umerennyh ukloneniæ (SLD-asimptotiqeski ffffektivnoæ), esli vypolneno (3.1) ili (4.2) (sootvetstvenno (3.4) ili (4.3)).

O SEMIPARAMETRIQESKIH VYVODAH 139

Literatura

1. R. R. Bahadur, Asymptotic efficiency of tests and estimates. — Sankhya. 22

(1960), 229–252.

2. P. Bickel, C. Klaassen, Y. Ritov, J. A Wellner, Efficient and adaptive estimation for the semiparametric models. John Hopkins University Press, Baltimore (1993).

3. P. J. Bickel, J Kwon J. Inference for semiparametric models: some questions and an answer. — Statistica Sinica. 11 (1993), 863–960.

4. A. A. Borovkov, A. A. Mogul~skiæ, Bol~xie ukloneniØ i proverka statistiqeskih gipotez. — Trudy Instituta Matematiki Rossiæskoæ Akad. Nauk, Sibirskoe Otdelenie, Novosibirsk, Nauka, 1992.

5. A. A. Borovkov, A. A. Mogul~skiæ, Bol~xie ukloneniØ i statistiqeskiæ princip invariantnosti. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 37 (1992), 11–18.

6. H. Chernooff, A measure of asymptotic efficiency for tests of a hypothesis based on sums of observations. — Ann. Math. Statist. 23 (1952), 493–507.

7. D. L. Donoho, R. C. Liu, Geometrizing rates of convergence. I. — Technical

Report. 137, Dept. Statistics, Univ. California, Berkeley (1987).

8. M. S. Ermakov, Asymptotic minimaxity of usual goodness of fit tests. — Prob-

ability Theory and Mathematical Statistics. in: Proc. of the 5th Vilnius Conf. Grigelionis et al. Vilnius, VSP/Mokslas 1 (1991), pp. 323–331.

9. M. S. Ermakov, On asymptotic minimaxity of rank tests. — Statist. Probab.

Lett. 15 (1992), 191–196.

10. M. S. Ermakov, Bol~xie ukloneniØ ffmpiriqeskih mer i proverka gipotez.

— Zap. nauqn. semin. LOMI 207 (1993), 37–60.

11. M. S. Ermakov, Asimptotiqeski ffffektivnye statistiqeskie vyvody dlØ veroØtnosteæ umerennyh ukloneniæ. — TeoriØ veroØtnosteæ i ee primeneniØ 48 (2003), 676–700.

12. M. S. Ermakov, Importance sampling for simulation of moderate deviations of statistics. — Statistics and Decision (to appear (2008)).

13. J. Hajek, Local asymptotic minimax and admisibility in estimation. — in: Proc.

Sixth Berkeley Symp. on Math. Statist. and Probab. Los Angelos, California Univ. Press. 1 (1972), pp. 175–194.

14. J. L. Hodges, E. L. Lehmann, On some nonparametric competitors of the t-test.

— Ann. Math. Statist. 27 (1956), 324–335.

15. I. A. Ibragimov, R. Z. Khasminskii, Asymptotically normal families of distributions and efficient estimation. — Ann. Statist. 19 (1991), 1681–1721.

16. W. C. M. Kallenberg, Intermediate efficiency, theory and examples. — Ann.

Statist. 11 (1983), 170–182.

17. Yu. A. Koshevnik, B. Ya. Levit, O neparametriqeskom analoge informacionnoæ matricy. — TeoriØ veroØtnosteæ i primeneniØ 21 (1976), 738– 753.

18. S. Kourauklis, On the relation between Hodges–Lehman efficiency and Pitman efficiency. — Canad. J. Statist. 17, (1989), 311–318.

19. S. Kourauklis, A relation between the Chernoff index and the Pitman efficiency.

— Statist. Probab. Lett. 9 (1990), 391–395.

140 M. S. ERMAKOV 20. L. Le Cam, Asymptotic methods in statistical decision theory. Springer-Verlag,

NY (1986).

21. B. Ya. Levit, On optimality of some statistical estimates. — in: Proc. Prague

Sympos. on Asymptotic Statist. Prague 2 (1974), pp. 215–238.

22. M. Radavichius, From asymptotic efficiency in minimax sense to Bahadur efficiency – New Trends in Probab. and Statist. V. Sazonov and T. Shervashidze (Eds), Vilnius, VSP/Mokslas 1 (1991), 629–635.

23. Ch. Stein, Efficient nonparametric testing and estimation. in: Third Berkeley

Symp. Math. Statist. and Probab. Berkeley, Univ. California Press. 1 (1956), pp. 187–195.

24. A. W. van der Vaart, On differentiable functionals. — Ann. Statist. 19 (1991),

178–204.

25. A. W. van der Vaart, Asymptotic Statistics. Cambridge University Press (1998). 26. H. S. Wieand, A condition under which the Pitman and Bahadur approaches to efficiency coincide. — Ann. Statist. 4 (1976), 1003–1011.

Ermakov M. S. On semiparametric inference in moderate deviation zone.

In [11], we show that Hajek–Le Cam lower bound for asymptotic efficiency in estimation and lower bound for Pitman efficiency in hypothesis testing can be extended on moderate deviation zone if weak additional assumptions hold. In this paper, we present a version of these results in the semiparametric form.

Postupilo 8 noØbrØ 2007 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet