Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 351, 2007 g.

S. A. Vavilov, K. ı. Ermolenko

OB ODNOM PODHODE K PROBLEME NEPARAMETRIQESKOGO OCENIVANI˚ V STATISTIKE SLUQA`NYH PROCESSOV NA OSNOVE METODA NEKORREKTNO` ZADAQI

Vvedenie

Odna iz zadaq neparametriqeskogo ocenivaniØ v statistike sluqaænyh processov moßet byt~ sformulirovana sledu¸wim obrazom. ImeetsØ realizaciØ x̃_t dlØ t ∈ [0, T ] sluqaænogo processa x_t, udovletvorØ¸wego stohastiqeskomu differencial~nomu uravneni¸ dx_t = c_tx_tdt + σ_tx_tdW_t, (1) gde v obwem sluqae kofffficient diffuzii, ili volatil~nosti (volatility), σ_t = σ(t, ω), a takße kofffficient snosa c_t =

c(t, ω) ØvlØ¸tsØ neizvestnymi izmerimymi sluqaænymi funkci-

Ømi vremeni, W_t – standartnyæ vinerovskiæ process. Na osnove izvestnoæ realizacii x̃_t trebuetsØ vosstanovit~ sledu¸wu¸ funkci¸ vremeni J(t) = t∫ 0 σ̃^2_s ds, 0 6 t 6 T, (2)

izvestnu¸ pod nazvaniem integral~noæ volatil~nosti (integrated

volatility), bez ispol~zovaniØ promeßutoqnoæ stadii vyqisleniØ

sobstvenno volatil~nosti σ̃_s vnutri rassmatrivaemogo vremennogo intervala. Pomimo qisto teoretiqeskogo interesa dannaØ zadaqa imeet i bol~xoe prikladnoe znaqenie, poskol~ku problema vyqisleniØ integral~noæ volatil~nosti finansovyh aktivov ØvlØetsØ odnoæ iz vaßnyh sostavlØ¸wih zadaq finansovogo inßiniringa. Delo v tom, qto ocenka investicionnyh proektov na osnove metoda real~nyh opcionov s ispol~zovaniem formul Blffka–Xoulza i opredelenie, tak nazyvaemyh, spra- 117

118 S. A. VAVILOV, K. ı. ERMOLENKO vedlivyh cen finansovyh opcionov v sovremennyh usloviØh ne myslimo bez koliqestvennogo analiza integral~nyh volatil~- nosteæ sootvetstvu¸wih aktivov. V svØzi s vyxeskazannym neudivitel~no, qto probleme vyqisleniØ integral~noæ volatil~- nosti posvØwena obxirnaØ literatura, vkl¸qa¸waØ v sebØ, kak original~nye stat~i (sm., naprimer, Barndorf–Nielsen, Shephard,

2002), tak i podrobnye obzory (sm., naprimer, Anderson, Bollerslev, Diebold, 2002). V rezul~tate provedennyh issledovaniæ v

ramkah ves~ma obwih predpoloßeniæ byla dokazana shodimost~ po veroØtnosti posledovatel~nosti nekotoryh summ, izvestnyh pod nazvaniem kvadratiqeskoæ variacii (quadratic variance, krome togo v angloØzyqnoæ literature ispol~zuetsØ termin real-

ized variance), opredelØemyh na osnove statistiqeskih dannyh x̃_{ti} , i = 1, . . ., n, k znaqeni¸ integral~noæ volatil~nosti n∑ i=1 ( ln x̃_{ti} x̃_{ti}�_1

)_2 → t∫ 0 σ̃^2_sds pri n → ∞. Tem ne menee, v rØde nedavnih publikaciæ [Zhang, Mykland,

Ait-Sakhalia, 2005; Zhang, 2006] bylo pokazano, qto ukazannyæ al-

goritm ocenivaniØ integral~noæ volatil~nosti ne ØvlØetsØ robastnym po otnoxeni¸ k razliqnogo roda oxibkam, voznika- ¸wim pri poluqenii informacii o statistiqeskih dannyh. V qastnosti, v sluqae, kogda sluqaænyæ process x_t modeliruet izmenenie ceny vysokolikvidnogo aktiva, iz-za naliqiØ raznosti meßdu cenoæ sprosa i predloßeniØ (bid-ask spread) faktiqeski nabl¸da¸tsØ ne znaqeniØ x̃_{ti} , a ih zaxumlennye analogi

ỹ_{ti} = x̃_{ti} + ε̃_{ti} . Otsutstvie robastnosti zakl¸qaetsØ v tom, qto

v fftoæ situacii, voobwe govorØ, kvadratiqeskaØ variaciØ perestaet byt~ sostoØtel~noæ ocenkoæ dlØ integral~noæ volatil~- nosti. Interesno otmetit~, qto ukazannyæ teoretiqeskiæ vyvod podtverßdaetsØ i mnogoqislennymi statistiqeskimi dannymi o dinamike cen vysokolikvidnyh aktivov. V fftoæ svØzi problema postroeniØ sostoØtel~noæ ocenki dlØ integral~noæ volatil~nosti pri naliqii zaxumlennyh statistiqeskih dannyh predstavlØetsØ ves~ma aktual~noæ.

V upomØnutyh vyxe rabotah razrabotany algoritmy rexeniØ dannoæ zadaqi na osnove svoeobraznoæ procedury razbieniØ ishodnyh statistiqeskih dannyh v gruppu nepereseka¸wihsØ podmnoßestv, pri fftom koliqestvo takih podmnoßestv rastet

OB ODNOM PODHODE K PROBLEME 119 medlennee, po sravneni¸ s rostom koliqestva nabl¸deniæ. K kaßdomu iz upomØnutyh podmnoßestv primenØetsØ opredelennaØ procedura statistiqeskoæ obrabotki dannyh, svØzannaØ s postroeniem sootvetstvu¸weæ kvadratiqeskoæ variacii s posledu¸wim ispol~zovaniem processa usredneniØ po vsem rassmatrivaemym podmnoßestvam. SostoØtel~nost~ postroennoæ takim obrazom ocenki dokazyvaetsØ v predpoloßenii, qto oxibki ε_{ti} predstavlØ¸t soboæ odinakovo raspredelennye sluqaænye veliqiny, ne zavisØwie ot processa x_t s nulevymi matematiqeskimi oßidaniØmi i koneqnymi dispersiØmi, pri fftom nakladyvaetsØ dopolnitel~noe ograniqenie ob otdelimosti kofffficienta volatil~nosti σ_t ot nulØ. V dannoæ rabote predlagaetsØ metod ocenivaniØ integral~noæ volatil~nosti, osnovannyæ na principial~no drugih soobraßeniØh. V rassmotrenie vvoditsØ integral~noe uravnenie, rexenie kotorogo opredelØet znaqenie integral~noæ volatil~nosti. Ukazannoe integral~noe uravnenie predstavlØet soboæ tipiqnu¸ nekorrektnu¸ zadaqu matematiqeskoæ fiziki, rexaemu¸ standartnymi metodami funkcional~- nogo analiza. Kak sledstvie v predlagaemom podhode rassmatriva¸tsØ drugie ishodnye predpoloßeniØ po sravneni¸ s vyxeupomØnutymi rabotami, v qastnosti, zdes~ ne nakladyva¸tsØ ograniqeniØ, svØzannye s harakterom raspredeleniØ ukazannyh oxibok. Pri fftom razumeetsØ, qto predlagaemyæ podhod takße privnosit opredelennye ograniqeniØ, poroßdennye specifikoæ primenØemogo metoda. K soßaleni¸, nezavisimo ot ispol~zuemogo podhoda, proverka sootvetstvu¸wih ishodnyh predpoloßeniæ, po kraæneæ mere, v zadaqah finansovogo inßiniringa, predstavlØetsØ ves~ma problematiqnoæ. Tem ne menee, poØvlØetsØ real~naØ vozmoßnost~ sravnit~ rezul~taty poluqaemyh qislennyh znaqeniæ iskomoæ veliqiny kak sledstvie primeneniØ dvuh principial~no razliqnyh podhodov. PonØtno, qto v sluqae ih sovpadeniØ suwestvenno povyxaetsØ dostovernost~ togo, qto postroennaØ ocenka integral~noæ volatil~nosti sootvetstvuet deæstvitel~nosti.

Vspomogatel~nye utverßdeniØ

Vvedem v rassmotrenie virtual~nyæ portfel~, soderßawiæ aktivy odnogo vida, pri fftom cena aktiva udovletvorØet stohastiqeskomu differencial~nomu uravneni¸ (1). Zadadim sto-

120 S. A. VAVILOV, K. ı. ERMOLENKO imost~ portfelØ sledu¸wim obrazom

f_t = a_tx_t + m_t, (3)

gde a_t = a(t, ω) – izmerimaØ sluqaænaØ funkciØ, opredelØ¸waØ koliqestvo dannogo aktiva, m_t = m(t, ω) – izmerimaØ sluqaænaØ funkciØ, otveqa¸waØ opredelennomu deneßnomu ffkvivalentu, smysl kotorogo budet dan niße.

PredpolagaØ naliqie u f_t stohastiqeskogo differenciala df_t, budem ishodit~ iz strategii upravleniØ, opredelØemoæ na kaßdyæ moment vremeni t sootnoxeniem df_t = a_tdx_t + l(t, x_t)dt, (4) gde dx_1 opredelØetsØ pravoæ qast~¸ uravneniØ (1).

Vtoroe slagaemoe v zavisimosti (4) budem interpretirovat~ kak investirovannyæ i osvoennyæ sistemoæ upravleniØ za vremØ dt deneßnyæ potok, pri fftom l(t, x_t) > 0. Pofftomu l(t, x_t) imeet smysl regulØtora izmeneniØ koliqestva osvaivaemyh sistemoæ upravleniØ naliqnyh deneg, postupa¸wih v kaqestve investiciæ, i vystupaet v roli upravlØ¸weæ funkcii.

PrimenØØ k levoæ i pravoæ qasti ravenstva (3) operaci¸ vyqisleniØ stohastiqeskogo differenciala, podrazumeva¸wu¸ suwestvovanie stohastiqeskih differencialov da_t i dm_t, poluqim sootnoxenie df_t = a_tdx_t + x_tda_t + dx_tda_t + dm_t, kotoroe, uqityvaØ formulu (4), moßno perepisat~ sledu¸wim obrazom dm_t = −x_{t+dt}da_t + l(t, x_t)dt, gde po opredeleni¸ x_{t+dt} := x_t + dx_t, ili v integral~noæ forme

m_t = − t∫ 0 x_{τ+dτ} da_τ + t∫ 0 l(τ, x_τ )dτ. (5) Razob~em promeßutok [0, t] na n qasteæ. Stohastiqeskiæ integral v pravoæ qasti formuly (5) budem ponimat~ kak predel posledovatel~nosti sledu¸wih summ, shodØweæsØ v srednekvadratiqeskom

S_n = n∑ i=1 x_{ti} (a_{ti} − a_{ti}�_1 ).

OB ODNOM PODHODE K PROBLEME 121 Pervoe slagaemoe v formule (5), vzØtoe so znakom minus, harakterizuet stoimost~ aktivov s uqetom osuwestvlennyh torgovyh operaciæ. V dal~neæxem ukazannu¸ veliqinu dlØ kratkosti budem nazyvat~ sebestoimost~¸ portfelØ.

Takim obrazom, veliqina m_t, vzØtaØ so znakom minus, sootvetstvuet raznosti meßdu sebestoimost~¸ portfelØ i koliqestvom naliqnyh deneg, investirovannyh v portfel~.

Na naqal~nyæ moment vremeni budem sqitat~ portfel~ pustym, t.e. ne soderßawim ni aktivov, ni naliqnyh deneg.

Pribyl~ p̃_t pri nabl¸daemom znaqenii ceny x̃_t opredelim kak raznost~ meßdu tekuweæ stoimost~¸ aktivov i sebestoimost~¸ portfelØ, t.e.

p̃_t = ã_tx̃_t − t∫ 0 x̃_{τ+dτ} dã_τ . (6)

S uqetom formul (4), (5) poslednØØ zavisimost~ ffkvivalentna sootnoxeni¸

p̃_t = f̃_t − t∫ 0 l(τ, x̃_τ )dτ, (7) gde f̃_t sootvetstvuet stoimosti portfelØ pri nabl¸daemom znaqenii ceny.

Budem ishodit~ iz togo, qto na vsem vremennom intervale

[0, T ] nabl¸daemaØ cena aktiva x̃_t udovletvorØet sootnoxeni¸ 0 < a < x̃_t < b < +∞. V dal~neæxem dlØ udobstva vyqisle-

niæ normiruem cenu aktiva otnositel~no znaqeniØ a i vyberem sootvetstvu¸wiæ cenovoæ koridor v vide intervala (1, β), gde fiksirovannoe znaqenie β =^b_a > 1.

Postavim zadaqu opredeleniØ sobstvennoæ funkcii φ(x), otveqa¸weæ pervomu sobstvennomu qislu λ_1 sledu¸weæ zadaqi Xturma–LiuvillØ

d^2φ dx^2 + λ^2_1 x^2 φ = 0, (8)

φ(1) = φ^′(β) = 0. (9)

Lemma. Edinstvennoe rexenie zadaqi (8)–(9) opredelØetsØ funk-

cieæ φ(x) = √ x sin(b ln x), gde b ØvlØetsØ minimal~nym strogo poloßitel~nym kornem uravneniØ

tg(b ln β) = −2b, (10)

122 S. A. VAVILOV, K. ı. ERMOLENKO

pri fftom λ^2_1 = b^2 +^1_4 .

Dokazatel~stvo. Izvestno, qto obwee rexenie uravneniØ (8)

imeet sledu¸wiæ vid [Kamke, 1971]

φ(x) = c_1 √ x sin(b ln x) + c_2 √ x cos(b ln x), (11)

gde λ^2_1 = b^2 +^1_4 . IshodØ iz sootnoxeniØ (11), s uqetom graniqnyh usloviæ (9), poluqim otnositel~no b uravnenie (10).

Vvedem v rassmotrenie novu¸ peremennu¸ z = b ln β i perepixem uravnenie (10) sledu¸wim obrazom

tg(z) = − 2z ln β

. (12)

Grafiqeskoe rexenie po opredeleni¸ naimen~xego strogo poloßitel~nogo kornØ transcendentnogo uravneniØ (12) predstavleno na ris. 1. �

Ris. 1. Grafiqeskoe rexenie transcendentnogo uravneniØ.

Otmetim, qto vybor imenno pervogo sobstvennogo qisla zadaqi Xturma– LiuvillØ (8), (9) kak netrudno ubedit~sØ, obespeqivaet otliqie ot nulØ sootvetstvu¸weæ sobstvennoæ funkcii vnutri cenovogo koridora (1, β).

OB ODNOM PODHODE K PROBLEME 123 Vyberem veliqinu a_t iz sootnoxeniØ (3) na osnove zavisimo- sti a_t = t∫ 0 dτ φ(x̃_τ ) · dφ(x_t) dx_t . (13)

Razob~em vremennoæ interval [0, T ] na n qasteæ sledu¸wim obrazom 0 = T_0 < T_1 < . . . < T_n = T . . Vvedem v rassmotrenie posledovatel~nost~ stupenqatyh funkciæ g̃_n(t) = ã_{Tj} x̃_{Tj} − j∑ i=1 x̃_{Ti} (ã_{Ti} − ã_{Ti}�_1 ), (14)

dlØ t ∈ (T_{j−1}, T_j], pri fftom

ã_t = t∫ 0 dτ φ(x̃_τ ) · dφ(x_t) dx_t | | x_t=x̃_t . (15)

Osnovnoæ rezul~tat

Teorema. Pust~ na vremennom promeßutke [0, T ], gde T > 0 vy-

polnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

1. Sluqaænyæ process x_t udovletvorØet stohastiqeskomu differencial~nomu uravneni¸ (1), pri fftom dopuskaetsØ, qto volatil~nost~ σ_t ØvlØetsØ sluqaænoæ funkcieæ vremeni, t. e. σ_t = σ(t, ω), no ne zavisit ot processa x_t.

2. Posledovatel~nost~ funkciæ g̃_n(t), opredelØemaØ zavisimost~¸ (14), shoditsØ v norme prostranstva L_2[0, T ], pri fftom sootvetstvu¸wu¸ predel~nu¸ funkci¸ iz prostranstva L_2[0, T ] oboznaqim qerez g̃(t).

Togda funkciØ ν(t) = e^{12 λ21} tR 0 σ̃2_s ds −1, gde t ∈ [0, T ], udovletvorØet integral~nomu uravneni¸ t∫ 0 ν(τ )dτ − χ(t)ν(t) = h(t), (16)

gde χ(t) =^t ∫ 0 dτ φ(x̃_τ ) · φ(x̃t) − g̃(t), h(t) = χ(t) − t.

124 S. A. VAVILOV, K. ı. ERMOLENKO

Dokazatel~stvo. Budem iskat~ neizvestnu¸ funkci¸ ft iz so-

otnoxeniØ (3) v vide f_t = f(t, x_t), gde x_t udovletvorØet uravneni¸ (1). PrimenØØ k funkcii f(t, x_t) formulu Ito i sravnivaØ ee s sootnoxeniem (4), poluqim ∂f ∂t + 1 2 σ^2_t x^2_t

∂^2f ∂x^2_t = l(t, x_t), (17)

a_t = ∂f ∂x_t . (18)

Predstavim funkci¸ l(t, x_t) iz sootnoxeniØ (4) v vide

l(t, x_t) = r(t)φ(x_t). (19)

Struktura funkcii r(t) budet opredelena niße. Poskol~ku na naqal~nyæ moment upravleniØ t = 0 portfel~ predpolagaetsØ pustym, to

f(0, x_t) = 0. (20)

Krome togo, zadadim sledu¸wie graniqnye usloviØ ∂f ∂x_t → 0 pri x_t → β, (21)

f(t, x_t) → 0 pri x_t → 1. (22)

V silu sootnoxeniØ (18) vypolnenie graniqnogo usloviØ (21) oznaqaet, qto sistema upravleniØ zanimaet dlinnu¸ pozici¸, t.e. a_t > 0, i stremitsØ polnost~¸ izbavit~sØ ot aktivov, esli cena priblißaetsØ k verhneæ granice sootvetstvu¸wego cenovogo koridora (1, β).

Sut~ graniqnogo usloviØ (22) zakl¸qaetsØ v tom, qto pri stremlenii ceny aktiva k nißneæ granice polosy quvstvitel~- nosti vysvoboßda¸wiesØ v rezul~tate osuwestvlØemyh prodaß naliqnye den~gi vkladyva¸tsØ v priobretenie aktivov, a imenno, ã_t → −^{m̃t}_{x̃t} , pri x̃_t → 1, qto v silu sootnoxeniØ (3) v toqnosti sootvetstvuet vypolneni¸ graniqnogo usloviØ (22).

UqityvaØ sootnoxenie (19), budem iskat~ rexenie smexannoæ zadaqi (17), (20), (21), (22) v vide f(t, x_t) = K(t)φ(x_t), gde K(t) – neizvestnaØ funkciØ.

OB ODNOM PODHODE K PROBLEME 125 V rezul~tate nesloßnyh preobrazovaniæ okonqatel~no polu- qim f(t, x_t) = t∫ 0 e 1 2 λ 2 1 tR τ σ2_s ds r(τ )dτ · φ(x_t). (23) IshodØ, iz zavisimosteæ (18), (23), qislo aktivov v portfele opredelØetsØ sledu¸wim sootnoxeniem

ã_t = ( ∂f ∂x_t ) x_t=x̃_t = t∫ 0 e 1 2 λ 2 1 tR τ σ̃2_s ds · r(τ )dτ · dφ(x_t) dx_t | | x_t=x̃_t . (24)

Razob~em otrezok [0, T ] na n qasteæ toqkami deleniØ 0 = T_0 <

T_1 < . . . < T_n = T .

Opredelim funkci¸ r(τ ) kak predel potoqeqno shodØweæsØ posledovatel~nosti funkciæ r_n(τ ), zadavaemoæ sledu¸wim obra- zom r_n(τ ) = e^− 1 2 λ 2 1 TiR τ σ̃2_s ds φ(x̃_τ )

, (25)

kogda τ ∈ (T_{i−1}, T_i].

PodstavlØØ v sootnoxenie (24) vmesto r(τ ) posledovatel~- nost~ funkciæ r_n(τ ), opredelØemu¸ zavisimost~¸ (25), poluqim

ã^n_{Tj} = j∑ i=1

T_i∫

T_i�1 dτ φ(x̃_τ ) · dφ(x_t) dx_t | | x_t=x̃_{Tj} , ili ã^n_{Tj} = T_j∫

0 dτ φ(x̃_{τ)} · dφ(x_t) dx_t | | x_t=x̃_{Tj} . OsuwestvlØØ predel~nyæ perehod pri n → ∞ i uslovii ravnomernogo drobleniØ, okonqatel~no poluqim formulu (15), opredelØ¸wu¸ nepreryvnoe raspredelenie koliqestva aktivov vo vremeni, pri nabl¸daemom znaqenii ceny x̃_t.

Suwestvenno, qto v rezul~tate sdelannyh preobrazovaniæ koliqestvo aktiva, opredelØemoe formuloæ (15), na kaßdyæ moment vremeni t ∈ [0, T ] ne zavisit Øvno ni ot znaqeniæ c_t, ni ot

126 S. A. VAVILOV, K. ı. ERMOLENKO znaqeniæ volatil~nosti σ_t v uravnenii (1). Analogiqnym obrazom, podstavlØØ formuly (19), (23) v sootnoxenie (7) i osuwestvlØØ predel~nyæ perehod, ishodØ iz posledovatel~nosti (25), poluqim formulu, opredelØ¸wu¸ pribyl~, sootvetstvu¸wu¸ nabl¸daemym znaqeniØm ceny x̃_t, na moment vremeni t

p̃_t = t∫ 0 dτ φ(x̃_τ ) · φ(x̃_t) − t∫ 0 e^− 1 2 λ 2 1 tR τ σ̃2_s ds dτ. (26) PriravnivaØ pravye qasti sootnoxeniæ (6) i (7), i, ishodØ iz zavisimosteæ (14), (15), (26), poluqim integral~noe uravnenie (16). �

Zameqanie 1. Otmetim, qto vtoroe uslovie Teoremy obespeqi-

vaet suwestvovanie stohastiqeskogo integrala v pravoæ qasti formuly (6). S drugoæ storony, ishodØ iz formuly Ito, stohastiqeskiæ integral v pravoæ qasti sootnoxeniØ (5) moßet byt~ predstavlen v vide summy rimanovskogo integrala, opredelennogo vdol~ traektoriæ sluqaænogo processa x_t i integrala Ito: t∫ 0 x_{τ+dτ} da_τ = t∫ 0 ψ_1(τ, x_τ )dτ + t∫ 0 ψ_2(τ, x_τ )dW_τ , gde ψ_1, ψ_2 – gladkie funkcii, opredelØemye zavisimost~¸ a_t =

a(t, x_t) v silu formuly (13).

Pofftomu garantirovat~ suwestvovanie stohastiqeskogo integrala v zavisimosti (5) moßno, ishodØ iz standartnyh dostatoqnyh usloviæ suwestvovaniØ sootvetstvu¸wih integralov v vide ograniqeniæ libo na sam process x_t, libo na kofffficienty c_t i σ_t stohastiqeskogo differencial~nogo uravneniØ (1). Netrudno pokazat~, ishodØ iz teoremy Fubini i neravenstva Qebyxeva, qto suwestvovanie opredelennogo vyxe stohastiqe-

skogo integrala^t ∫ 0 x_{τ+dτ} da_τ pri t ∈ [0, T ] garantiruet shodimost~

posledovatel~nosti (14) v norme prostranstva L_2[0, T ] poqti navernoe.

Zameqanie 2. Otmetim, qto v rezul~tate sdelannyh preobrazo-

vaniæ obespeqeno vypolnenie usloviØ ν(0) = 0. � Poluqennoe integral~noe uravnenie (16) predstavlØet soboæ tipiqnu¸ nekorrektnu¸ zadaqu, poskol~ku funkcii χ(t) i h(t)

OB ODNOM PODHODE K PROBLEME 127 ØvlØ¸tsØ nedifferenciruemymi v silu nedifferenciruemosti traektoriæ vinerovskogo processa i funkcii g̃(t).

IskomaØ funkciØ ν(t) dlØ uravneniØ (16) iwetsØ v prostranstve L_2[0, T ] na mnoßestve funkciæ ograniqennoæ variacii M , kotoroe v silu vtoroæ teoremy Helli [Kolmogorov, Fomin, 1989] ØvlØetsØ kompaktnym mnoßestvom, obespeqivaØ, tem samym, ograniqennost~ obratnogo operatora A^{−1} dlØ operatora A, sootvetstvu¸wego levoæ qasti uravneniØ (16) Aν = t∫ 0 ν(τ )dτ − χ(t)ν(t). Suwestvovanie obratnogo operatora A^{−1} obespeqivaetsØ legkoproverØemoæ trivial~nost~¸ Ødra operatora A.

Takim obrazom, v silu izvestnyh rezul~tatov [Tihonov, Arsenin, 1986] obratnaØ zadaqa (16) imeet edinstvennoe kvazirexenie.

Napomnim, qto fflement ν̃ ∈ M nazyvaetsØ kvazirexeniem uravneniØ (16), esli vypolnØetsØ sledu¸wee sootnoxenie ρ_{L2} (Aν̃, h) = inf_{ν∈M}ρ_{L2} (Aν, h). V silu togo, qto funkcii χ(t) i h(t) v metrike L_2 skol~ ugodno toqno mogut byt~ priblißeny differenciruemymi funkciØmi, ponØtno, qto ukazannyæ vyxe infimum moßet byt~ sdelan skol~ ugodno malym.

V svo¸ oqered~, integral~naØ volatil~nost~ na promeßutke

[0, T ] vyraßaetsØ qerez zavisimost~ ν(t) sledu¸wim obrazom t∫ 0 σ̃^2_s ds = 2 λ^2_1 ln[ν(t) + 1], 0 6 t 6 T. (27)

Zametim, qto svedenie ishodnoæ problemy k rassmotreni¸ nekorrektnoæ zadaqi delaet ee rexenie ustoæqivym po otnoxeni¸ k razliqnogo roda oxibkam, naprimer, prisutstvi¸ anomal~nyh statistiqeskih dannyh. Suwestvenno otmetit~, qto qislennoe rexenie poluqennogo integral~nogo uravneniØ (16) na osnove variacionnogo podhoda ØvlØetsØ robastnym po otnoxeni¸ k malym vozmuweniØm funkciæ χ(t) i h(t) v norme L_2[0, T ] .

128 S. A. VAVILOV, K. ı. ERMOLENKO

Literatura

1. T. G. Andersen, T. Bollerslev, and F. X. Diebold, Parametric and nonparamet-

ric measurement of volatility. Handbook of Financial Econometrics. Amsterdam: North Holland (2002).

2. O. E. Barndorf-Nielsen and N. Shephard, Econometric analysis of realized volatility

and its use in estimating stochastic volatility models. — J. R. Statist. Soc. 64, No. 2 (2002), 253–280.

3. L. Zhang, P. A. Mykland, and Y. Ait-Sakhalia, A tale of two time scales: deter-

mining integrated volatility with noisy high-frequency data. — J. Amer. Stat. Ass. 100, No. 472 (2005), 1394–1411.

4. L. Zhang, Efficient estimation of stochastic volatility using noisy observations: a

multi- scale approach. — Bernoulli, 12, No. 6 (2006), 1019–1044.

5. �. Kamke, Spravoqnik po obyknovennym differencial~nym uravneniØm.

Nauka, M. (1971).

6. A. N. Kolmogorov, S. V. Fomin, �lementy teorii funkciæ i funkcional~nogo analiza. Nauka, M. (1989).

7. A. N. Tihonov, V. ˚. Arsenin, Metody rexeniØ nekorrektnyh zadaq. Nauka, M. (1986).

Vavilov S. A., Ermolenko K. Yu. On the method of non-parametric evaluation in statistics of random processes on the basis of ill-posed problem approach.

The problem to evaluate integrated volatility on the basis of the observable realization of the stochastic process corresponding to geometrical Brownian motion is considered. In one line with theoretical interest the urgency of the problem inquest is stipulated also by the fact that calculation of integrated volatility for different financial assets is the inseparable part of financial engineering topics. In the present paper the new approach to tackle the problem of integrated volatility evaluation is proposed. The integral equation to provide the calculation of integrated volatility is derived. The solving of this integral equation turns out to be a standard ill-posed problem of mathematical physics. The main idea of the original problem reduction to the ill- posed problem is to make its solution robust towards the presence of anomalous statistical data, for instance, generated by the market microstructure effect such as the bid-ask spread existence.

Postupilo 1 noØbrØ 2007 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: svavilov@mail.wplus.net