Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 351, 2007 g.

D. A. Anikeeva

NESINGUL˚RNYE PREBRAZOVANI˚ ODNOGO KLASSA SKAQKOOBRAZNYH PROCESSOV LEVI

1. Vvedenie

Rassmotrim odnomernyæ process Levi ξ(t), t ∈ [0, 1] – mera Levi γ_0 kotorogo imeet vid

γ_0(dx) = dx |x|^{1+α}e^{|x|} (σ_+1(0, ∞)(x) + σ_−1_{(−∞,0)}(x)), (1)

(Zdes~ i dalee qerez 1_A oboznaqaetsØ indikatornaØ funkciØ mnoßestva A, σ_+, σ_− > 0, α ∈ (0, 2)). Processy Levi takogo klassa nazyva¸tsØ useqennymi ustoæqivymi processami (tempering stable process). Oni interesny tem, qto sovmewa¸t v sebe odnovremenno kak svoæstva ustoæqivogo processa, tak i svoæstva vinerovskogo processa. Imenno, na korotkih vremennyh intervalah povedenie traektoriæ fftih processov pohoße na povedenie α−ustoæqivogo processa Levi, togda kak na bol~xih vremennyh intervalah ffti processy horoxo approksimiru¸tsØ vinerovskim processom. Podrobnee o svoæstvah useqennyh ustoæqivyh processov sm. [10].

V rabote [7] dlØ α−ustoæqivyh processov Levi byla postroena gruppa nesingulØrnyh preobrazovaniæ prostranstva Skorohoda D [0, 1]. V nastoØweæ rabote budet pokazano, qto mera, poroßdennaØ useqennym ustoæqivym processom, takße budet kvaziinvantnoæ otnositel~no deæstviØ fftoæ gruppy.

DlØ opisaniØ dannogo klassa processov my budem ispol~zovat~ predstavlenie Levi–Hinqina ([6, 3]). Imenno,

ξ(t) = at + t∫ 0 ∫ 0<|x|61 x~ν(ds, dx) + t∫ 0 ∫ |x|>1 xν(ds, dx). (2)

V fftom predstavlenii ν(ds, dx)− puassonovskaØ sluqaænaØ mera 38

NESINGUL˚RNYE PREOBRAZOVANI˚... 39

na [0, 1] × R s intensivnost~¸ vida dtγ_0(dx) = dt dx |x|^{1+α}e^{|x|} (σ_+1_{(0,∞)}(x)+σ_−1_{(−∞,0)}(x)), σ_+, σ_− > 0, (3)

a ~ν(dt, dx) = ν(dt, dx) − Eν(dt, dx)− sootvetstvu¸waØ centrirovannaØ mera. Pervoe slagaemoe v (2) opredelØet poloßitel~nye skaqki, vtoroe – otricatel~nye.

V kaqestve veroØtnostnogo prostranstva dlØ puassonovskoæ sluqaænoæ mery my vyberem prostranstvo ee realizaciæ t.e. prostranstvo konfiguraciæ na mnoßestve G, gde G = [0, 1]×R. Na fftom prostranstve konfiguraciæ my rassmotrim puassonovsku¸ meru P s intensivnost~¸ vida (3).

Raspredelenie processa ξ v prostranstve D [0, 1] moßno rassmatrivat~ kak obraz puassonovskoæ mery na prostranstve konfiguraciæ pod deæstviem otobraßeniØ, zadavaemogo (2). Pofftomu, sleduØ [7], my snaqala rassmotrim preobrazovaniØ prostranstva konfiguraciæ X (G), gde mnoßestvo G imeet vid prØmogo proizvedeniØ G = S × R, S – polnoe separabel~noe metriqeskoe prostranstvo. Pro intensivnost~ Π puassonovskoæ mery my predpolagaem, qto ona imeet vid Π(dθ, dx) = π(dθ)^{dx}_{|x|1+αe}j_xj , gde π – koneqnaØ mera na S. Vs¸du dalee qislo α ∈ (0, 2) budet predpolagat~sØ fiksirovannym.

My budem rassmatrivat~ preobrazovaniØ F prostranstva konfiguraciæ, poroßdennye preobrazovaniØmi f : G → G, tak qto konfiguraciØ X sostoØwaØ iz toqek vida x, x = (θ, x), x ∈ X pod deæstviem fftogo preobrazovaniØ perehodit v konfiguraci¸ Y = F (X), sostoØwu¸ iz toqek vida f(x), x ∈ X t.e. F (X) = {f(x)}_{x∈X} . (4) Pod deæstviem preobrazovaniØ (5) puassonovskaØ mera s intensivnost~¸ Π perehodit v puassonovsku¸ ße meru s intensivnost~¸ Πf^{−1}.

2. Polugruppa nesingulØrnyh preobrazovaniæ

Rassmotrim snaqala sluqaæ, kogda prostranstvo G imeet vid prØmogo proizvedeniØ G = S × (0, ∞), gde S – polnoe separabel~- noe metriqeskoe prostranstvo (takoæ vid prostranstva udoben dlØ opisaniØ processa ξ(t) so skaqkami odnogo znaka). Na fftom

40 D. A. ANIKEEVA

prostranstve my rassmotrim puassonovsku¸ meru P s intensivnost~¸ Π vida Π(dθ, dx) = π(dθ)γ_0(dx) = π(dθ) dx x^{1+α}e^x , θ ∈ S, x ∈ (0, ∞), gde π - koneqnaØ mera na S, α ∈ (0, 2).

Oboznaqim qerez L^+(S) mnoßestvo vseh borelevskih neotricatel~nyh funkciæ na S, a qerez L^+_1 (S, π), L^+_1 (S, π) ⊂ L^+(S) oboznaqim ego podmnoßestvo, sostoØwee iz vseh integriruemyh po mere π funkciæ.

Opixem teper~ polugruppu preobrazovaniæ prostranstva konfiguraciæ, rassmotrennu¸ v [7]. DlØ t > 0 oboznaqim qerez T_t otobraßenie [0, ∞) v [0, ∞) vida

T_t(x) = x (1 + αtx^α)^{1/α}

. (5)

Zametim, qto T_0 – toßdestvennoe otobraßenie. Netrudno pokazat~ (sm.[7]), qto dlØ l¸byh s, t ∈ [0, ∞)

T_{t+s} = T_t ∘ T_s. (6)

DlØ f ∈ L^+(S, π) opredelim preobrazovanie τ_f : G → G prostranstva G v sebØ, polagaØ

τ_f (θ, x) = (θ, T_{f(θ)}(x)). (7)

Zametim, qto esli f ≡ 0, to τ_f toßdestvennoe preobrazovanie, a iz (6) nemedlenno vytekaet, qto dlØ l¸byh f, g ∈ L^+(S, π)

τ_{f+g} = τ_f ∘ τ_g . ((8))

Teper~, ispol~zuØ polugruppu preobrazovaniæ τ_f , f ∈ L^+(S), postroim poroßdennu¸ e¸ polugruppu preobrazovaniæ Φ_f , f ∈ L^+(S) prostranstva konfiguraciæ X (S × (0, ∞)) v sebØ. V sootvetstvii s (4), vsØkaØ konfiguraciØ X, sostoØwaØ iz toqek vida (θ, x), θ ∈ S, x ∈ (0, ∞) pod deæstviem preobrazovaniØ Φ_f perehodit v konfiguraci¸ Y, sostoØwu¸ iz toqek vida τ_f (θ, x) = = (θ, T_{f(θ)}(x)), t.e.

Φ_f (X) = Y = {(θ, T_{f(θ)}(x))}. (9)

Iz (6) i (7) sleduet, qto dlØ vseh f, g ∈ L^+(S)

Φ_{f+g} = Φ_f ∘ Φ_g . (10)

Sformuliruem osnovnoæ rezul~tat fftogo paragrafa.

NESINGUL˚RNYE PREOBRAZOVANI˚... 41

Teorema 1. 1. DlØ l¸bogo f ∈ L^+_1 (S, π) mera P Φ^{−1}_f absol¸tno ne-

preryvna otnositel~no P .

2. DlØ l¸boæ funkcii f ∈ L^+(S) takoæ, qto ∫ S fdπ = ∞ mery P Φ^{−1}_f i P vzaimno ortogonal~ny.

Dokazatel~stvo. DlØ fiksirovannogo t > 0 vyqislim meru

γ_0T^{−1}_t – obraz mery γ_0 pod deæstviem otobraßeniØ T_t. Zametim preßde vsego, qto funkciØ T_t(x) strogo vozrastaet i T_t(∞) = 1 (αt)^{1/α} . Dalee, imeem

γ_0T^{−1}_t (dx) = dx x^{1+α}e^{x(1}�^{αtxα )1/α} 1_{[0,} 1_{(αt)1/α ]}(x).

Poslednee ravenstvo pokazyvaet, qto mera γ_0T^{−1}_t absol¸tno nepreryvna otnositel~no γ_0, priqem plotnost~ ψ(t, x) =^{γ0T}

�1_t

γ_0 (x)

ravna ψ(t, x) = e^{x− x(1}�^{αtxα )1/α} 1_{[0,} 1_{(αt)1/α ]}(x). (11)

Dalee, qerez U (t) oboznaqim veliqinu

U (t) = ∞∫ 0 |ψ(x, t) − ψ(0, t)|γ_0(dx) = ∞∫ 0 |ψ(x, t) − 1|γ_0(dx). Lemma 1. DlØ l¸bogo t > 0

U (t) = t. (12)

Dokazatel~stvo. Imeem

U (t) = 1 (αt)1/α∫

0 ( 1 − e^{x− x(1}�^{αtxα )1/α} ) dx x^{1+α}e^x + ∞∫ 1 (αt)1/α dx x^{1+α}e^x . (13)

Oboznaqim pervyæ integral v (13) qerez V (t). Netrudno pokazat~, qto V (0+) = lim_{t→0+} V (t) = 0 i znaqit

V (t) = t∫ 0 V^′(τ )dτ.

42 D. A. ANIKEEVA

Dalee, imeem

V^′(t) = −e^{− 1(αt)1/α} + 1 (αt)1/α∫

0 ( e^{− x} (1�αtx^α )^{1/α} (1 − αtx^α)^{1+1/α} ) dx. Sdelav v poslednem integrale zamenu peremennyh y = x (1 − αtx^α)^{1/α} , poluqim

V (t) = t∫ 0 ( −e^{− 1(ατ)1/α} + 1 ) dτ =

− t∫ 0 e^{− 1(ατ)1/α} dτ + t = − ∞∫ 1 (αt)1/α dx x^{1+α}e^x + t.

Teper~, ispol~zuØ (13), poluqaem utverßdenie lemmy. � Pust~ funkciØ f(θ) ∈ L^+(S), a Φ_f – preobrazovanie, opredelØemoe (9). Mera P Φ^{−1}_f ØvlØetsØ puassonovskoæ meroæ s intensivnost~¸ ΠF^{−1}_f . Iz (9) sleduet, qto mera ΠF^{−1}_f absol¸tno nepreryvna otnositel~no Π, priqem dΠF^{−1}_f dΠ (θ, x) = ψ(f(θ), x). Teper~ dlØ dokazatel~stva teoremy my vospol~zuemsØ rezul~- tatom Skorohoda (sm. [2]). Mera P Φ^{−1}_f absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery P , esli koneqen integral ∫ S π(dθ) ∞∫ 0 | √ ψ(x, f(θ)) − 1|^2γ_0(dx), (14)

i ortogonal~na mere P v protivnom sluqae.

Predpoloßim snaqala, qto f(θ) ∈ L^+_1 (S, π). V fftom sluqae shodimost~ integrala (14) sleduet iz neravenstva (x > 0) ( √ x − 1)^2 6 |x − 1| (15)

NESINGUL˚RNYE PREOBRAZOVANI˚... 43

i lemmy 1.

Pust~ teper~ ∫ S fdπ = ∞. DlØ t > 1 imeem ∞∫ 0 | √ ψ(x, t) − 1|^2γ_0(dx) > ∞∫ 1 (αt)1/α dx x^{1+α}e^x > 1 α1/α∫

1 (αt)1/α dx x^{1+α}e^x > e^{− 1}α^{1/α} 1 α1/α∫

1 (αt)1/α dx x^{1+α} = e^{− 1}α^{1/α} (t − 1). (16)

Ispol~zuØ (16) poluqaem, qto dlØ teh θ ∈ S, dlØ kotoryh f(θ) > 1, spravedlivo neravenstvo ∞∫ 0 | √ ψ(x, f(θ)) − 1|^2γ_0(dx) > e^{− 1α1/α} (f(θ) − 1). Poslednee neravenstvo i uslovie ∫ S fdπ = ∞ vlekut za soboæ rashodimost~ integrala (14). �

3. Gruppa nesingulØrnyh preobrazovaniæ Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda G = S ×R, gde S – polnoe separabel~noe metriqeskoe prostranstvo, a R = R∪ {∞}. Na fftom prostranstve my rassmotrim puassonovsku¸ meru P s intensivnost~¸ Π vida Π(dθ, dx) = π(dθ)γ_0(dx) = π(dθ) dx |x|^{1+α}e^{|x|} (σ_+1_{[0,∞)}(x)+σ_−1_{(−∞,0]}(x)),

(17) gde π(dθ)− koneqnaØ mera na S, a σ_+, σ_− – poloßitel~nye konstanty.

Oboznaqim qerez L(S) mnoßestvo vseh izmerimyh funkciæ na S, a qerez L_1(S, π), L_1(S, π) ⊂ L(S) oboznaqim ego podmnoßestvo, sostoØwee iz vseh integriruemyh po mere π funkciæ.

Opixem teper~ gruppu preobrazovaniæ prostranstva X (G) rassmotrennu¸ v [7].

DlØ t ∈ R oboznaqim qerez T_t otobraßenie R v R zadavaemoe formuloæ T_t(x) = x (1 + αtx^α)^{1/α}

. (18)

44 D. A. ANIKEEVA

V formule (18) my predpolagaem (i fftogo soglaxeniØ my budem v dal~neæxem priderßivat~sØ), qto funkcii x^α i x^{1/α} prodolßeny na otricatel~nu¸ poluos~ neqetnym obrazom (a funkcii x^{1+α} i x^{1+1/α} sootvetstvenno qetnym). Poloßim takße T_t(∞) = (αt)^{−1/α}. Zametim, qto T_0 – toßdestvennoe otobraßenie i dlØ l¸byh s, t ∈ (−∞, ∞) T_{t+s} = T_t ∘ T_s. (19)

DlØ f ∈ L(S) opredelim preobrazovanie τ_f : G → G prostranstva G v sebØ, polagaØ

τ_f (θ, x) = (θ, T_{f(θ)}(x)). (20)

Iz (19) nemedlenno vytekaet, qto dlØ l¸byh f, g ∈ L(S)

τ_{f+g} = τ_f ∘ τ_g . (21)

Teper~, ispol~zuØ gruppu preobrazovaniæ τ_f , f ∈ L(S), postroim poroßdennu¸ e¸ gruppu preobrazovaniæ Φ_f , f ∈ L(S) prostranstva konfiguraciæ X (S × R) v sebØ. V sootvetstvii s (4), vsØkaØ konfiguraciØ X, sostoØwaØ iz toqek vida (θ, x), θ ∈ S, x ∈ R pod deæstviem preobrazovaniØ Φ_f perehodit v konfiguraci¸ Y, sostoØwu¸ iz toqek vida τ_f (θ, x) = (θ, T_{f(θ)}(x)), t.e.

Φ_f (X) = Y = {(θ, T_{f(θ)}(x))}. (22)

Iz (19) i (20) sleduet, qto dlØ vseh f, g ∈ L(S)

Φ_{f+g} = Φ_f ∘ Φ_g . (23)

Sformuliruem osnovnoæ rezul~tat fftogo paragrafa.

Teorema 2. 1. DlØ l¸bogo f ∈ L1(S, π) mery P Φ^{−1}_f i P ffkviva-

lentny.

2. Esli σ_+ ≠ σ_−, to dlØ l¸boæ funkcii f ∈ L(S) takoæ, qto ∫ S |f|dπ = ∞ mery P Φ^{−1}_f i P vzaimno ortogonal~ny.

Dokazatel~stvo. Vyqislim snaqala pri fiksirovannom t ∈ R

meru γ_0T^{−1}_t . Imeem

γ_0T^{−1}_t (dx) = dx x^{1+α}e fi fi fi fi x (1�αtx^α )^{1/α} fi fi fi fi

NESINGUL˚RNYE PREOBRAZOVANI˚... 45 × ( σ_+1_{[0,∞)} ( x (1 − αtx^α)^{1/α} ) + σ_−1_{(−∞,0]} ( x (1 − αtx^α)^{1/α} )) . (26)

Rassmotrim teper~ otdel~no sluqai t > 0 i t < 0. Netrudno pokazat~, qto dlØ t > 0

γ_0T^{−1}_t (dx) = dx x^{1+α}e fi fi fi fi x (1�αtx^α )^{1/α} fi fi fi fi × ( σ_+1_{[0,} 1_{(αt)1/α ]}(x) + σ_− ( 1_{(−∞,0]}(x) + 1_[ 1_{(αt)1/α ,∞)}(x) )) , i, sootvetstvenno, ψ(t, x) = dγ_0T^{−1}_t dγ_0 (x) = e^{x− x(1}�^{αtxα )1/α} 1_{[0,} 1_{(αt)1/α ]}(x)+ e^{−x+ x} (1�αtx^α )^{1/α} 1_{(−∞,0]}(x) + σ^− σ_+ e^{x+ x} (1�αtx^α )^{1/α} 1_{[ 1(αt)1/α ,∞)}(x).

V sluqae, kogda t < 0 my imeem

γ_0T^{−1}_t (dx) = dx x^{1+α}e fi fi fi fi x (1�αtx^α )^{1/α} fi fi fi fi × ( σ_+ ( 1_{[0,∞)}(x) + 1_{(−∞,} 1_{(αt)1/α ]}(x) ) + σ_−1_[ 1_{(αt)1/α ,0]}(x) ) , i ψ(t, x) = dγ_0T^{−1}_t dγ_0 (x) = e^{x− x(1}�^{αtxα )1/α} 1_{[0,∞)}(x) + σ_+ σ_− e^{−x− x} (1�αtx^α )^{1/α} 1_{(−∞, 1(αt)1/α ]}(x) + e^{−x+ x}(1�αtx^α )^{1/α} 1_{[ 1(αt)1/α ,0]}(x)

Dalee, oboznaqim U (t) =^∞ ∫ −∞ |ψ(x, t) − 1|γ_0(dx). Lemma 2. DlØ l¸bogo t ∈ R U (t) 6 C|t|, gde S – nekotoraØ kon-

stanta.

Dokazatel~stvo. My ograniqimsØ sluqaem t > 0, dlØ otrica-

tel~nyh t dokazatel~stvo vpolne analogiqno. Imeem

U (t) = 0∫ −∞ ( 1 − e^{−x+ x(1}�^{αtxα )1/α} ) dx x^{1+α}e^{−x}

46 D. A. ANIKEEVA

+ 1 (αt)1/α∫

0 ( 1 − e^{x− x(1}�^{αtxα )1/α} ) dx x^{1+α}e^x

+ σ_− σ_+ ∞∫ 1 (αt)1/α

| |e^{x+ x} (1�αtx^α )^{1/α} − σ^+ σ_− | | dx x^{1+α}e^x .

Oboznaqim pervoe, vtoroe i tret~e slagaemoe v posledneæ summe qerez P (t), V (t) i W (t) sootvetstvenno. Takim obrazom

U (t) = P (t) + V (t) + Q(t). (27)

Ocenim snaqala P (t). Netrudno pokazat~, qto P (0+) = 0 i, sootvetstvenno,

P (t) = t∫ 0 P^′(τ )dτ. (28)

Dalee,

P^′(t) = 0∫ −∞ e^x (1�αtx^α )^{1/α} (1 − αtx^α)^{1+1/α} dx = 0∫ −^1_{(αt)1/α} e^y dy = 1 − e^{− 1(αt)1/α} .

PodstavlØØ vyraßenie dlØ P^′ v (28), poluqaem

P (t) = t∫ 0 ( 1 − e^{− 1(ατ)1/α} ) dτ = t − t∫ 0 e^{− 1(ατ)1/α} dτ = t − ∞∫ 1 (αt)1/α dx x^{1+α}e^x .

Vtoroe slagaemoe V (t) bylo sosqitano pri dokazatel~stve lemmy 1. Imenno

V (t) = P (t) = t − ∞∫ 1 (αt)1/α dx x^{1+α}e^x . (29)

NESINGUL˚RNYE PREOBRAZOVANI˚... 47

Rassmotrim teper~ poslednee slagaemoe W (t). DlØ nego my moßem vospol~zovat~sØ sledu¸weæ ocenkoæ

W (t) = ∞∫ 1 (αt)1/α

| | σ^− σ_+ e^{x+ x} (1�αtx^α )^{1/α} − 1 | | dx x^{1+α}e^x

6

∞∫ 1 (αt)1/α σ_− σ_+ e^{x+ x} (1�αtx^α )^{1/α} dx x^{1+α}e^x + ∞∫ 1 (αt)1/α dx x^{1+α}e^x

= σ_− σ_+ ∞∫ 1 (αt)1/α e^x (1�αtx^α )^{1/α} dx x^{1+α} + ∞∫ 1 (αt)1/α dx x^{1+α}e^x . (30)

Pokaßem teper~, qto ∞∫ 1 (αt)1/α e^x (1�αtx^α )^{1/α} dx x^{1+α} = ∞∫ 1 (αt)1/α dx x^{1+α}e^x . (31)

Deæstvitel~no, pust~ Q(t) = ∞∫ 1 (αt)1/α e^x (1�αtx^α )^{1/α} dx x^{1+α} .

Togda Q(t) = t∫ 0 Q^′(τ )dτ = t∫ 0 dτ ∞∫ 1 (ατ)1/α e^x (1�ατx^α )^{1/α} (1 − ατ x^α)^{1+1/α} dx =

= t∫ 0 dτ −^1 (ατ)1/α ∫ −∞ e^ydy = t∫ 0 e^{− 1(ατ)1/α} dτ = ∞∫ 1 (αt)1/α dx x^{1+α}e^x . (32)

Formula (31) takim obrazom dokazana.

48 D. A. ANIKEEVA

PodstavlØØ (31) v (30) poluqaem

W (t) 6 σ_− σ_+ ∞∫ 1 (αt)1/α dx x^{1+α}e^x + ∞∫ 1 (αt)1/α dx x^{1+α}e^x = ( σ_− σ_+ + 1 )^∞∫ 1 (αt)1/α dx x^{1+α}e^x . (33) Ispol~zuØ (33) i (29) poluqaem sledu¸wu¸ ocenku veliqiny U (t) U (t) 6 2t − 2 ∞∫ 1 (αt)1/α dx x^{1+α}e^x + ( σ_− σ_+ + 1 )^∞∫ 1 (αt)1/α dx x^{1+α}e^x =

= 2t + ( σ_− σ_+

− 1) ∞∫ 1 (αt)1/α dx x^{1+α}e^x .

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostaetsØ zametit~, qto ∞∫ 1 (αt)1/α dx x^{1+α}e^x < ∞∫ 1 (αt)1/α dx x^{1+α} = t.

�

Pust~ funkciØ f(θ) ∈ L(S), a Φ_f – preobrazovanie, opredelØemoe (22). Mera P Φ^{−1}_f ØvlØetsØ puassonovskoæ meroæ s intensivnost~¸ ΠF^{−1}_f . Iz (20) sleduet, qto mera ΠF^{−1}_f absol¸tno nepreryvna otnositel~no Π, priqem dΠF^{−1}_f dΠ (θ, x) = ψ(f(θ), x). Teper~ my snova vospol~zuemsØ rezul~tatom Skorohoda (sm.

[2]). Mera P Φ^{−1}_f absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery P esli koneqen integral ∫ S π_0(dθ) ∞∫ −∞ | √ ψ(x, f(θ)) − 1|^2γ_0(dx), (34)

i ortogonal~na mere P v protivnom sluqae.

NESINGUL˚RNYE PREOBRAZOVANI˚... 49

Predpoloßim snaqala, qto f(θ) ∈ L_1(S, π). V fftom sluqae shodimost~ integrala (34) sleduet iz neravenstva (15) i lemmy 2. Bolee togo, tak kak funkciØ ψ(f(θ), x) otliqna ot nulØ dlØ Π−poqti vseh (θ, x), to iz shodimosti integrala (34) sleduet takße i vzaimnaØ absol¸tnaØ nepreryvnost~ mer P Φ^{−1}_f i P .

Pust~ teper~ σ_+ ≠ σ_− i ∫ S_0 |f|dπ = ∞. Iz rashodimosti inte-

grala ∫ S_0 |f|dπ vytekaet rashodimost~ hotØ by odnogo iz dvuh in-

tegralov ∫ {f>1} |f|dπ ili ∫ {f<−1} |f|dπ. DlØ opredelennosti pred-

poloßim, qto rashoditsØ pervyæ iz dvuh integralov.

DlØ t > 1 imeem

U (t) = ∞∫ −∞ | √ ψ(x, t) − 1|^2γ_0(dx)

= 0∫ −∞ | |e^{x2 (−1+ 1}(1�αtxα )^{1/α )} − 1 | |^2 dx x^{1+α}e^{−x}

+ 1 (αt)1/α∫

0 | |e^{x2 (1− 1}(1�αtxα )^{1/α )} − 1 | |^2 dx x^{1+α}e^x

+ ∞∫ 1 (αt)1/α

| | σ^− σ_+ e^{x2 (1+ 1(1}�^{αtxα )1/α )} − 1 | |^2 dx x^{1+α}e^x . (35)

Iz (35) sleduet, qto dlØ l¸byh ε_1, ε_2, udovletvorØ¸wih uslovi¸ 0 6 ε_1 < ε_2 < 1, spravedliva ocenka

U (t) > 1 (α(1�ε2 )t)1/α ∫ 1 (α(1�ε1 )t)1/α

| |σ^− σ_+ e^{x2 (1+ 1(1}�^{αtxα )1/α )} − 1 | |^2 dx x^{1+α}e^x . (36)

VybiraØ v (36) ε_1 = 0, ε_2 =^1_2 v sluqae^σ�_+ < 1 i ε_1 =^1_2 , ε_2 =^3_4 v sluqae^σ�_+ > 1, poluqaem ocenku U (t) > Ct.

50 D. A. ANIKEEVA

Iz posledneæ ocenki i rashodimosti integrala ∫ {f>1} |f|dπ sle- duet rashodimost~ integrala (34) i, sootvetstvenno, ortogonal~nost~ mer.

�

4. Preobrazovanie traektoriæ useqennyh ustoæqivyh processov

Rassmotrim snaqala sluqaæ odnostoronnego processa. DlØ opredelennosti predpoloßim, qto process imeet skaqki tol~ko poloßitel~nogo znaka, t.e. σ_− = 0.

Rassmotrim prostranstvo konfiguraciæ X (G) na mnoßestve G vida G = [0, 1] × (0, ∞). Na fftom prostranstve my rassmotrim puassonovsku¸ meru P s intensivnost~¸ Π = λ × γ_0 , gde λ – mera Lebega, a γ_0(dx) =^{dx}_{x1+α ex} .

V sootvetstvii s (2) na veroØtnostnom prostranstve (X (G), P ) process ξ moßet byt~ zadan kak

ξ(t, X) = at+(L_2) lim_{ε→0} ( ∑ (s,x)∈X, s6t,ε6x61 x−t 1∫ ε xγ_0(dx) ) + ∑ (s,x)∈X, s6t,1<x<∞ x. (37)

Summirovanie v fftih formulah provoditsØ po toqkam (s, x) konfiguracii X ∈ X . Otobraßenie X → D [0, 1], zadavaemoe (37), sopostavlØ¸wee konfiguracii traektori¸ sluqaænogo processa, budem oboznaqat~ qerez Ξ, tak qto Ξ(X) = ξ(·, X). Otmetim oqevidnyæ fakt, qto razliqnye konfiguracii poroßda¸t razliqnye traektorii sluqaænogo processa: pri X_1 ≠ X_2

Ξ(X_1) ≠ Ξ(X_2). (38)

Qerez P_ξ budem oboznaqat~ meru, poroßdennu¸ processom ξ v prostranstve D[0, 1] t.e.

P_ξ = P Ξ^{−1}. (39)

DlØ kaßdoæ funkcii z ∈ D [0, 1] qerez Δz budem oboznaqat~ funkci¸ Δz(t) = z(t) − z(t − 0), t ∈ [0, 1].

NESINGUL˚RNYE PREOBRAZOVANI˚... 51

Dalee, pust~ funkciØ f ∈ L^+_1 [0, 1]. S pomow~¸ funkcii f my opredelim preobrazovanie Ψ_f : D [0, 1] → D [0, 1], polagaØ

[Ψ_f (z)](t) = z(t) + ∑ s6t ( T_{f(s)}(Δz(s)) − Δz(s) ) , (40)

gde T_t, t > 0 – polugruppa preobrazovaniæ (5).

Rassmotrim polugruppu preobrazovaniæ Φ_f , f ∈ L^+_1 ([0, 1], λ) prostranstva konfiguraciæ X (G), G = [0, 1] × (0, ∞) v sebØ, zadavaemoe (10). Iz (10),(38) i (40) nemedlenno sleduet, qto

Ψ_f ∘ Ξ = Ξ ∘ Φ_f . (41)

Sootnoxenie (41) pokazyvaet, qto Ψ_f opredeleno poqti vs¸du po mere P_ξ. Krome togo, iz (7) vytekaet, qto dlØ l¸byh f, g ∈ L^+_1 ([0, 1], λ) Ψ_{f+g} = Ψ_f ∘ Ψ_g .

Teorema 3. DlØ l¸bogo f ∈ L^+_1 ([0, 1], λ)

P_ξΨ^{−1}_f ≪ P_ξ .

Dokazatel~stvo. V silu teoremy 1 i (41) P Φ^{−1}_f ≪ P, sledovatel~no, P (Φ^{−1}_f )Ξ^{−1} ≪ P Ξ^{−1}. (42)

PravaØ qast~ (42) ravna P_ξ , a levaØ qast~

P (Φ^{−1}_f )Ξ^{−1} = P (Ξ ∘ Φ_f )^{−1} = P (Ψ_f ∘ Ξ)^{−1} = (P Ξ^{−1})Ψ^{−1}_f = P_ξΨ^{−1}_f .

�

Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda process ξ ne ØvlØetsØ odnostoronnim, t.e. σ_+ > 0 i σ_− > 0.

Na prostranstve konfiguraciæ X ([0, 1] × R) rassmotrim puassonovsku¸ meru P s intensivnost~¸ Π(dt, dx) = dtγ_0(dx).

V sootvetstvii s (2) na veroØtnostnom prostranstve (X ([0, 1]× R), P ) useqennyæ ustoæqivyæ process ξ(t) moßet byt~ zadan kak

ξ(t, X) = at + (L_2) lim_{ε→0} ( ∑ (s,x)∈X, s6t,ε6|x|61 x − t ∫ ε6|x|61 xγ_0(dx) ) + ∑ (s,x)∈X, s6t,|x|>1 x. (43)

52 D. A. ANIKEEVA

Dalee, rassmotrim gruppu T_t, t ∈ (−∞, ∞) opredelØemu¸ (18) i sootvetstvu¸wu¸ eæ gruppu ~Φ_f , (v dannom sluqae f probegaet mnoßestvo L_1([0, 1], λ)) preobrazovaniæ prostranstva konfiguraciæ X ([0, 1] × R). Analogiqno tomu, kak ffto delalos~ vyxe, s pomow~¸ gruppy ~Φ_f i otobraßeniØ Ξ (zadavaemogo (43)) opredelim gruppu ~Ψ_f , preobrazovaniæ prostranstva D [0, 1] tak, qtoby vypolnØlos~ sootnoxenie

~Ψ_f ∘ Ξ = Ξ ∘ ~Φ_f .

Legko proverit~, qto preobrazovanie ~Ψ_f moßet byt~ zadano formuloæ

[ ~Ψ_f (z)](t) = z(t) + ∑ s6t, T_{f(s)} (Δz(s))≠∞ (T_{f(s)}(Δz(s)) − Δz(s)). (44)

Teorema 4. DlØ l¸boæ funkcii f ∈ L1([0, 1], λ) preobrazovanie^~Ψf

opredeleno na mnoßestve P_ξ−polnoæ mery, priqem mery P_ξ ~Ψ^{−1}_f i P_ξ vzaimno absol¸tno nepreryvny.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie teoremy sleduet iz teoremy 2.

Literatura

1. Y. Takahashi, Absolute continuity of Poisson random fields. — Publ. Res. Inst.

Math. Sci. 26 (1990), 629–649.

2. J. Kerstan, K. Mattes, and J. Mecke, Infinite divisible point processes. Akademie-

Verlag, Berlin (1978).

3. W. Linde, Infinitely divisible and stable measures on Banach spaces. Leipzig: Teub-

ner (1983).

4. A. V. Skorohod, O differenciruemosti mer, sootvetstvu¸wih sluqaænym processam I. — TeoriØ VeroØtn. i ee primen. II (1957), 629–649.

5. A. V. Skorohod, IssledovaniØ po teorii sluqaænyh processov. Izd-vo Kievskogo un-ta (1961).

6. A. V. Skorohod, Stohastiqeskie processy s nezavisimymi priraweniØmi. Nauka, M. (1986).

7. N. V. Smorodina, Invariantnye i kvaziinvariantnye preobrazovaniØ mer, otveqa¸wih ustoæqivym processam s nezavisimymi priraweniØmi. — Zap. nauqn. semin. POMI 339 (2006), s. 135–150.

8. J. F. C. Kingman, Poisson Processes. Oxford (1993).

9. P. Billingsli, Shodimost~ veroØtnostnyh mer. Nauka, M. (1977). 10. J. Rosiński, Tempering stable processes. Preprint, August 2004.

NESINGUL˚RNYE PREOBRAZOVANI˚... 53 Anikeeva D. A. The nonsingular transformations of the tempering stable Lévy processes.

Let ξ(t), t ∈ [0, 1] be a tempering stable process. By P_ξ we denote the law of ξ in the Skorokhod space D [0, 1]. For the measure P_ξ we construct the group of nonsingular transformations of D [0, 1].

Postupilo 1 noØbrØ 2007 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet