Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 351, 2007 g.

C. Al~beverio, ˚. Belopol~skaØ

SKAQKOOBRAZNYE PROCESSY V Qp ASSOCIIROVANNYE S NELINE`NYMI PSEVDO–DIFFERENCIAL^NYMI URAVNENI˚MI

1. Vvedenie

Razvitie teorii sluqaænyh processov v evklidovom prostranstve R^d pozvolilo ustanovit~ naliqie glubokih svØzeæ meßdu teorieæ diffuzionnyh processov i teorieæ uravneniæ v qastnyh proizvodnyh vtorogo porØdka, a takße meßdu teorieæ markovskih skaqkoobraznyh processov i teorieæ integro-differen-cial~nyh (psevdo-differencial~nyh) uravneniæ. V qastnosti, bylo pokazano, qto rexenie kraevyh zadaq dlØ takih paraboliqeskih ili integro-differencial~nyh uravneniæ moßno postroit~ v vide srednih po traektoriØm sootvetstvu¸wih sluqaænyh processov.

V poslednie desØtiletiØ naqala aktivno razvivat~sØ teoriØ sluqaænyh processov so znaqeniØmi v lokal~nyh polØh i v qastnosti, teoriØ sluqaænyh processov v Q_p – pole p-adiqeskih qisel [1–3].

Razvitie teorii sluqaænyh processov so znaqeniØmi v Q_p proishodit po razliqnym napravleniØm. Poskol~ku Q_p ne ØvlØetsØ lineænym prostranstvom nad polem vewestvennyh qisel, to pri razvitii teorii sluqaænyh processov voznika¸t problemy uße s opredeleniem osnovnyh ponØtiæ, takih, naprimer, kak ponØtie matematiqeskogo oßidaniØ, uslovnogo matematiqeskogo oßidaniØ, martingala i t. d.

Deæstvitel~no, daleko ne oqevidno kak opredelit~ ponØtie matematiqeskogo oßidaniØ dlØ sluqaænoæ veliqiny ξ ∈ Q_p, poskol~ku Q_p ne ØvlØetsØ lineænym prostranstvom nad polem R. Daße esli sluqaænaØ veliqina, imeet koneqnyæ nabor znaqeniæ

Rabota byla qastiqno podderßana grantom DFG 436 RUS 113/823 i grantom RFFI 05-01-04002-NNIO-a. 5

6 C. AL^BEVERIO, ˚. BELOPOL^SKA˚

x_1, x_2, . . . ,_n, to vyraßenie^n ∑ k=1 x_kP {ξ = x_k} ne imeet smysla, po-

skol~ku x_k ∈ Q_p, togda kak P {ξ = x_k} ∈ R.

Podhod k opredeleni¸ srednego, predloßennyæ v rabote �vansa [4], sostoit v sledu¸wem.

Pust~ L^∞ – prostranstvo sluqaænyh veliqin so znaqeniØmi v Q_p, podqinØ¸wihsØ ocenke ‖ξ‖_∞ = ess sup |ξ| < ∞. Pri fftom ØvlØetsØ L^∞ lineænym prostranstvom nad polem Q_p. Esli my budem otoßdestvlØt~ sluqaænye veliqiny v tom i tol~ko v tom sluqae kogda oni sovpada¸t poqti vs¸du, to ‖ξ‖_∞ = 0 ⇔ ξ = 0, ‖c ξ‖_∞ = |c| ‖ξ‖_∞, c ∈ Q_p, dlØ l¸boæ pary sluqaænyh veliqin ξ, η ∈ L^∞ ‖ξ + η‖_∞ 6 ‖ξ‖_∞ ∨ ‖η‖_∞ = mcx(‖ξ‖_∞, ‖η‖_∞). Otobraßenie (ξ, η) → ‖ξ −η‖_∞ opredelØet metriku na L^∞ i L^∞ polno v fftoæ metrike. Takim obrazom L^∞ ØvlØetsØ banahovoæ algebroæ nad polem Q_p.

Pust~ ξ ∈ L^∞ i ε(ξ) = inf{c ∈ Q_p : ‖ξ − c‖_∞}. Matematiqeskim oßidaniem sluqaænoæ veliqiny ξ so znaqeniem v Q_p nazovem podmnoßestvo mnoßestva Q_p, zadannoe sootnoxeniem E[ξ] = {c ∈ Q_p : ‖ξ − c‖_∞ = ε(ξ)} = inf{c ∈ Q_p : ‖ξ − c‖_∞ 6 ε(ξ)}. Pri fftom ffto mnoßestvo E[ξ] ne pusto i predstavlØet soboæ mnoßestvo toqek, na kotoryh nepreryvnaØ funkciØ c → ‖ξ − c‖_∞ dostigaet svoego infimuma. Na fftom puti udaetsØ takße vvesti ponØtie uslovnogo matematiqeskogo oßidaniØ i ponØtie martingala.

Drugoæ podhod, ispol~zuemyæ takße pri postroenii teorii sluqaænyh processov so znaqeniØmi na nelineænyh podmnoßestvah lineænyh prostranstv (naprimer, na gladkih mnogoobraziØh v evklidovom prostranstve [5]) moßno opisat~ sledu¸wim obrazom.

Vvedem ponØtie matematiqeskogo oßidaniØ, uslovnogo srednego, a takße osnovnye ponØtiØ teorii sluqaænyh processov takie, kak ponØtie semimartingala, markovskogo processa i rØd drugih, rassmatrivaØ obrazy sluqaænyh veliqin i sluqaænyh processov v lineænyh prostranstvah. Rassmotrim sluqaænyæ process ξ(t) so znaqeniØmi v Q_p, t. e. semeæstvo sluqaænyh veliqin

SKAQKOOBRAZNYE PROCESSY 7 so znaqeniØmi v Q_p, zavisØwee ot vewestvennogo parametra t, kotoryæ my budem nazyvat~ vremenem. Pri fftom semimartingalom so znaqeniØmi v Q_p nazovem takoæ sluqaænyæ process ξ(t) ∈ Q_p, qto sluqaænyæ process f(ξ(t) ØvlØetsØ semimartingalom dlØ l¸- boæ izmerimoæ ograniqennoæ funkcii f : Q_p → R.

Otmetim ewe odno napravlenie teorii sluqaænyh processov v Q_p, v ramkah kotorogo vremennoæ parametr takße sqitaetsØ fflementom Q_p. �to napravlenie razvivaetsØ v rabotah [6, 7].

Poskol~ku lokal~noe pole Q_p ØvlØetsØ vpolne nesvØznym, na nem ne suwestvuet netrivial~nyh processov s nepreryvnymi traektoriØmi sli vremennoæ parametr ØvlØetsØ vewestvennym. Odnako, esli sqitat~, qto to situaciØ izmenØetsØ i udaetsØ razvivat~ teori¸ vpolne analogiqnu¸ teorii diffuzionnyh processov v R^d (sm. [6, 7]).

V fftoæ rabote my rassmatrivaem sluqaænye processy so znaqeniØmi v Q_p s vewestvennym vremennym parametrom. Vaßnu¸ rol~ v dal~neæxem budet igrat~ simmetriqnyæ ustoæqivyæ sluqaænyæ process ζ(t, ω) ∈ Q_p, opredelennyæ dlØ t ∈

[0, T ), ω ∈ Ω. Pust~ F_t – potok σ-algebr, poroßdennyh proces-

som ζ(t) i (Ω, F, P, F_t) veroØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ. Traektorii processa ζ(t) ØvlØ¸tsØ fflementami prostranstva

cadlag(Q_p) – prostranstva funkciæ so znaqeniØmi v Q_p, nepre-

ryvnyh sprava i ime¸wie predely sleva.

Suwestvuet opisanie vseh invariantnyh otnositel~no vraweniØ, odnorodnyh po prostranstvu i vremeni processov Levi ξ(t) s nezavisimymi priraweniØmi na lokal~nyh polØh [1, 2]. My budem nazyvat~ takie processy ξ(t) ∈ Q_p processami so skaqkami ili skaqkoobraznymi sluqaænymi processami. TeoriØ stohastiqeskih uravneniæ dlØ fftogo klassa processov byla razvita v monografii KoqubeØ [3]. Pri fftom bylo pokazano, qto moßno postroit~ sluqaænyæ markovskiæ process η(t) v Q_p kak rexenie nekotorogo stohastiqeskogo uravneniØ. Kak i vsØkiæ markovskiæ process, η(t) poroßdaet ffvol¸cionnoe semeæstvo otobraßeniæ v prostranstve izmerimyh ograniqennyh vewestvennyh funkciæ, zadannyh na fazovom prostranstve, rol~ kotorogo v rassmatrivaemoim sluqae igraet Q_p, i moßno vyqislit~ proizvodØwiæ operator fftogo semeæstva. Dalee ffti rezul~taty byli ispol~zovany dlØ postroeniØ rexeniØ zadaqi Koxi dlØ lineænyh psevdodifferencial~nyh uravneniæ.

8 C. AL^BEVERIO, ˚. BELOPOL^SKA˚

V nastoØweæ rabote my obobwaem rezul~taty, poluqennye v [3]. Na pervom fftape my rassmatrivaem stohastiqeskie uravneniØ v Q_p, rexenie ξ(t) kotoryh associirovany s rexeniØmi zadaqi Koxi dlØ nelineænyh integro-differencial~nyh uravneniæ vida ∂u ∂s + p^α − 1 1 − p^{−α−1} ∫ Q_p [u(s, x + f(z)) − u(s, x)]m(x, u(s, x), z)‖z‖_pdz (1.1) i konstruiruem veroØtnostnoe predstavlenie rexeniØ zadaqi (1.1). Zatem, narØdu s processom ξ(t) ∈ Q_p my rassmatrivaem process η(t) ∈ R^d, poroßda¸wiæ mul~tiplikativnyæ operatornyæ funkcional Z(s, t) ot markovskogo processa ξ(t) ∈ Q_p. �tot funkcional opredelØetsØ sootnoxeniem Z(s, t)h = η(t), gde

η(t) ∈ R^d, η(s) = h ∈ R^d – rexenie lineænogo stohastiqeskogo

uravneniØ s kofffficientami, zavisØwimi ot processa ξ(t). �to pozvolØet rassmatrivat~ s veroØtnostnoæ toqki zreniØ ne tol~- ko skalØrnye integro-differenical~nye uravneniØ vida (1.1), no i sistemy takih uravneniæ. Sootvetstvu¸wie rezul~taty dlØ sluqaænyh skaqkoobraznyh processov ξ(t) ∈ R^d byli poluqeny ranee v rabotah [8] i [9].

Dal~neæxee izloßenie organizovano sledu¸wim obrazom. Vo vtorom paragrafe my privodim svodku osnovnyh opredeleniæ i rezul~tatov iz teorii p-adiqeskih qisel, neobhodimyh dlØ naxih konstrukciæ. Zdes~ ße privodØtsØ rezul~taty teorii sluqaænyh processov, associirovannyh s lineænymi psevdo-differencial~nymi uravneniØmi otnositel~no skalØrnyh funkciæ opredelennyh na R_+ × Q_p. Bolee podrobnoe izloßenie privedennyh v fftom paragrafe rezul~tatov moßno naæti v [3]. Paragraf 3 posvØwen postroeni¸ sluqaænyh processov, associirovannyh s nelineænymi psevdodifferencial~nymi uravneniØmi. V paragrafe 4 konstruiru¸tsØ skalØrnye i vektornye mul~tiplikativnye funkcionaly ot markovskih processov so znaqeniØmi v Q_p, kotorye zatem ispol~zu¸tsØ dlØ postroeniØ veroØtnostnogo predstavleniØ rexeniØ zadaqi Koxi dlØ sistemy lineænyh psevdo-differencial~nyh uravneniæ. V poslednem paragrafe my rassmatrivaem psevdodifferencial~nye uravneniØ s nelineænym potencialom i konstruiruem veroØtnostnye predstavleniØ zadaqi Koxi dlØ takih uravneniæ i sistem.

SKAQKOOBRAZNYE PROCESSY 9

2. Pole Q_p i sluqaænye processy so znaqeniØmi v Q_p

Pole Q_p p-adiqeskih qisel

Q_p = {_∞∑ n=−k a_np^n, 0 6 a_n < p }

– ffto popolnenie mnoßestva Q racional~nyh qisel otnositel~- no absol¸tnogo znaqeniØ |x|_p, kotoroe opredelØetsØ sledu¸wim obrazom. Poloßim |0|_p = 0

‖x‖_p = p^{−s} esli x = p^s a b gde a, b, s ∈ Z – celye qisla, priqem a, b ne delØtsØ na p.

Zametim, qto po teoreme Ostrovskogo suwestvuet lix~ dva estestvennyh opredeleniØ absol¸tnoæ veliqiny na mnoßestve Q – ffto standartnaØ evklidova absol¸tnaØ veliqina i privedennoe vyxe opredelenie. Pri fftom absol¸tnaØ veliqina ‖ · ‖_p obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

‖x‖_p = 0 togda i tol~ko togda, kogda x = 0, ‖xy‖_p = ‖x‖_p‖y‖_p, ‖x + y‖_p 6 max(‖x‖_p, ‖y‖_p). PoslednØØ ocenka nazyvaetsØ ul~trametriqeskim neravenstvom (ili nearhimedovym svoæstvom) i obuslovlivaet specifiqeskie svoæstva Q_p. V qastnosti, Q_p vpolne nesvØzno v topologii poroßdennoæ metrikoæ ‖x − y‖_p, poroßdennoæ otobraßeniem

(x, y) → ‖x−y‖_p. Standartnye podmnoßestva takie, kak xary ili

sfery (v metrike ‖x−y‖_p) ØvlØ¸tsØ odnovremenno i otkrytymi, i zamknutymi kompaktami, dva xara libo ne pereseka¸tsØ, libo odin iz nih vloßen v drugoæ i t. d.

Poskol~ku v fftoæ rabote p predpolagaetsØ fiksirovannym vs¸du niße, my inogda opuskaem indeks p v oboznaqenii absol¸tnoæ veliqiny, t. e. ispol~zuem oboznaqenie |x| ≡ |x|_p dlØ l¸bogo x ∈ Q_p esli ffto ne privodit k nedorazumeniØm.

Podmnoßesto p-adiqeskih qisel vida

Z_p = ∞∑ n=0 a_np^n, 0 6 a_n < p

10 C. AL^BEVERIO, ˚. BELOPOL^SKA˚ nazyvaetsØ mnoßestvom p-adiqeskih celyh qisel.

Na mnoßestve Q_p suwestvuet additivnaØ mera dx – mera Haara, normalizovannaØ tak, qtoby ∫ Z_p dx = 1. Pri fftom otobraßenie

x → yx preobrazuet meru dx pro pravilu dx → |y|dx.

Esli x ≠ 0 fflement iz Q_p, to on obratim v Q_p. Pust~ Q^∗_p oboznaqaet mnoßestvo vseh obratimyh fflementov iz Q_p, pri fftom

Q_p = {0} ∪ Q^∗_p. Oboznaqim d^∗x mul~tiplikativnu¸ meru Haara,

dlØ kotoroæ ∫ Z�_p d^∗x = 1. Togda

d^∗x = dx ‖x‖ p p − 1 . Standartnyæ additivnyæ harakter e_p(x) na Q_p , trivializu- ¸wiæsØ na celyh p-adiqeskih qislah imeet vid e_p(x) = e^{−2πiq}, x ∈ q + Z_p. Harakter e_p(x) korrektno opredelen, poskol~ku on zavisit tol~- ko ot drobnoæ qasti q p-adiqeskogo qisla x. Pri fftom proizvol~nyæ additivnyæ harakter na Q_p zadaetsØ sootnoxeniem ψ_a(x) = e_p(ax), a ∈ Q_p. Poskol~ku Q^∗_p izomorfno proizvedeni¸ p^Z = {‖x‖ : x ∈ Q^∗_p} i Z^∗_p , to nepreryvnyæ harakter na Q^∗_p budet imet~ vid |x|^sχ(x), gde χ(x) – nepreryvnyæ harakter koneqnogo porØdka na Z^∗_p i s – celoe qislo. Napomnim, qto celoe qislo k v predstavlenii

x = p^ku, gde u = ∑ a_np^n ∈ Z_p nazyvaetsØ porØdkom p-adiqeskogo

qisla x. Vse nepreryvnye mul~tiplikativnye haraktery polØ

Q^∗_p ime¸t vid ‖x‖^sχ(x), gde χ – nepreryvnyæ harakter Z^∗_p . Esli

ψ –additivnyæ i χ – mul~tiplikativnyæ nepreryvnyæ harakter, to funkciØ G(ψ, χ) = ∫ Q_p ψ(x)χ(x)dx nazyvaetsØ p-adiqieskoæ gamma-funkcieæ i predstavlØet soboæ

p-adiqeskiæ analog klassiqeskoæ Γ-funkcii Γ(s) =^∞ ∫ 0 e^{−t}t^{s−1}dt.

SKAQKOOBRAZNYE PROCESSY 11 Rassmotrim integral ∫ Q_p ψ(x)χ(x)dx = ∫ Q_p e_p(x)χ(x)‖x‖^α_p dx

= ∑ k∈Z ∫ {x∈Q_p ,‖x‖_p=p�^k } e_p(x)χ(x)dx, gde χ teper~ imeet koneqnyæ porØdok. Pri fftom ∫ Q_p e_p(x)χ(x)‖x‖^α_p dx = 1 − p^α 1 − p^{−α−1} = G_p(α), poskol~ku pri k < 0 integral predstavlØet soboæ summu vida ∑ j∈(Z/p�^k )� e(−j/p^{−k}). Pust~ (Ω, F, P ) – polnoe veroØtnostnoe prostranstvo, SluqaænaØ veliqina ξ so znaqeniØmi v Q_p – ffto izmerimoe otobraßenie iz Ω v pole Q_p, snabßennoe borelevskoæ σ-algebroæ B(Q_p). Kak uße upominalos~ vo vvedenii, vaßnu¸ rol~ v naxih konstrukci- Øh igraet simmetriqnyæ ustoæqivyæ process ζ(t, ω) ∈ Q_p, opredelennyæ pri t ∈ [0, T ), ω ∈ Ω and F_t – potok σ-algebr, poroßdennyh processom ζ(t). Traektorii fftogo processa nepreryvny sprava i ime¸t predely sleva. My budem govorit~ v fftom sluqae, qto process ζ(t) imeet cadlag-traektorii. DlØ zadannogo borelevskogo podmnoßestva Γ ⊂ Q_p\{0} oboznaqim qerez ν(t, Γ) qislo skaqkov processa ζ, prinadleßawih mnoßestvu α na intervale [0, t). Esli mnoßestvo Γ soderßitsØ v dopolnenii B^c_n = Q_p\B_n xara B_n = {x ∈ Q_p : ‖x‖_p 6 p^n}, n ∈ Z, to ν_α(t, Γ) < ∞.

V dal~neæxem my opredelim sluqaænu¸ meru ν_α, sqita¸wu¸ qislo skaqkov processa ζ(t) ∈ Q_p i ispol~zuem ee dlØ konstruirovaniØ klassa sluqaænyh processov so znaqeniØmi v Q_p. Interesu¸wie nas processy ξ(t) ∈ Q_p budut stroitsØ kak rexeniØ stohastiqeskih uravneniæ, soderßawih stohastiqeskie integraly po fftoæ sluqaænoæ mere. Takoæ podhod pozvolØet rassmotret~ skalØrnye sluqaænye processy vida f(ξ(t)) i vyvesti uravneniØ, opisyva¸wie skalØrnye funkcii vida u(s, x) = E[f(ξ_{s,x}(t))], gde ξ_{s,x}(t) sluqaænyæ process so znaqeniØmi v Q_p, udovletvorØ- ¸wiæ uslovi¸ ξ(s) = x. NarØdu s fftim my rassmotrim takße

12 C. AL^BEVERIO, ˚. BELOPOL^SKA˚ vektornye funkcii v : Q_p → R^d i vektornye sluqaænye processy γ(t) = v(ξ(t)) i sootvetstvu¸wie funkcii g(s, x) = E[v(ξ_{s,x}(t))] vyvedem uravneniØ, kotorym oni udovletvorØ¸t.

Sluqaænyæ process ξ(t) v Q_p nazyvaetsØ predskazuemym esli ego moßno predstavit~ v vide

ξ(t) = ξ_01_{t=0} + n∑ i=0 ξ_i1_{(Ti,Ti+1]}(t), gde T_0 = 0 < T_1 < · · · < T_n < T_{n+1} = T – neupreßda¸- wie sluqaænye momenty vremeni kaßdaØ sluqaænaØ veliqina

ξ_i = ξ(t) ∈ Q_p, t ∈ (T_i, T_{i+1}] ograniqena i F_{Ti} -izmerima.

Pust~ Γ ⊂ Q_p, oboznaqim qerez ν_α(t, Γ) qislo skaqkov processa ζ popada¸wih v Γ na intervale [0, t). DlØ fiksirovannogo Γ ν_α(t, Γ) – ffto puassonovskiæ sluqaænyæ process s parametrom tπ_α(Γ). Togda ν_α(t, ·) – ffto sluqaænaØ celoqislennaØ neotricatel~naØ sqetno-additivnaØ mera na borelevskoæ σ-algebre

B(Q^∗_p), priqem sluqaænye veliqiny ν_α(t, Γ_1) i ν_α(t, Γ_2) nezavi-

simy, esli Γ_1 ∩ Γ_2 = ∅. Niße my budem predpolagat~, qto

Eν_α(t, Γ) = tπ_α(Γ), gde α > 0 i π_α – mera Levi vida π_α(dz) = p^α − 1 1 − p^{−α−1} ‖z‖^{−α−1} p dz = −G_p(α)‖z‖^{−α−1}_p dz. Oboznaqim qerez M_t mnoßestvo vseh predskazuemyh stupenqatyh funkciæ, takih qto f(t, z) = 0, esli z ∈ B_k, gde celoe qislo k zavisit ot f i qerez N_t mnoßestvo vseh F_t-izmerimyh funkciæ, opredelennyh na popolnenii mnoßestva M_t otnositel~no normy ‖f‖_{L1} = T∫ 0 ∫ Q_p E|f(t, z)|π_α(dz)dt. Pust~ C(S, Q_p) oboznaqaet prostranstvo vseh nepreryvnyh funkciæ so znaqeniØmi v Q_p, opredelennyh na kompaktnom mnoßestve S ⊂ Q_p i pust~ D([0, T ], X) oboznaqaet prostranstvo

cadlag (t.e. nepreryvnyh sprava i ime¸wih predely sleva) funk-

ciæ so znaqeniØmi v prostranstve X, opredelennyh na otrezke

[0, T ]. Zametim, qto funkcii iz D([0, T ], Q_p) predstavlØ¸t soboæ

konstanty meßdu skaqkami vvidu polnoæ nesvØznosti prostranstva Q_p.

SKAQKOOBRAZNYE PROCESSY 13 Rassmotrim celoqislennu¸ sluqaænu¸ veliqinu ζ ime¸wu¸ puassonovske raspredelenie s parametrom a > 0, P {ζ = k} =

e^{−a ak}_{k!.} Togda moßno pokazat~, qto dlØ l¸bogo prostogo qisla p

i γ ∈ [1, ∞) spravedliva ocenka E‖ζ‖_p 6^{pγ}_{pγ −1} a.

Pri fftom esli Δ ⊂ [0, T ], Γ ∈ B(Q_p), to dlØ l¸bogo γ ∈ [1, ∞), to suwestvuet takaØ konstanta C_{p,γ} > 0, qto spravedliva ocenka

E[ν_α(Δ, Γ)] 6 C_{p,γ} π_α(Δ, Γ).

Rassmotrim nesluqaænu¸ funkci¸ vida f(t, z) = ∞∑ k=1 a_k(t)z^k, z ∈ Q_p, t ∈ [0, T ], gde a_k(t) ∈ D([0, T ], Q_p) i lim_{k→∞} sup_0‖a_k(t)‖^{1k}p = 0. Pri fftom f ∈ D([0, T ], C(S_n, Q_p)) dlØ kaßdogo poloßitel~nogo celogo n, gde S_n = {z ∈ Q_p : ‖z‖_p = p^n}.

Oboznaqim qerez I(f) stohastiqeskiæ integral I(f) = T∫ 0 ∫ Q_p f(t, z)ν_α(dt, dz) (2.2) i napomnim, qto on opredelØetsØ vnaqale na mnoßestvah S_n po formule

I_n(f_m) = T∫ 0 ∫ S_n f_m(t, z)ν_α(dt, dz)

= N_m∑

i=1 ∫ S_n f_{m,i}(z)ν_α(Δ^{(m)}_i , dz), gde Δ^{(m)}_i – nepereseka¸wiesØ intervaly [0, T ] = ∑_{Nm} i=1 Δ^{(m)}_i i os-

cillØcii funkcii f na Δ^{(m)}_i po norme ne prevyxa¸t veliqiny ε_m → 0 pri m → ∞. FunkciØ f_m postoØnna na Δ^{(m)}_i t. e. f_m(t, z) = f_{m,i}(z), z ∈ S_n, t ∈ Δ^{(m)}_i . TeoriØ integrirovaniØ Q_p-znaqnyh funkciæ, zadannyh na kompaktnom mnoßestve S_n otnositel~no Q_p-znaqnoæ mery obladaet specifiqeskimi svoæstvami. V qastnosti dlØ l¸boæ celo-

14 C. AL^BEVERIO, ˚. BELOPOL^SKA˚ qislennoæ koneqno additivnoæ mery q(dx) i nepreryvnoæ funkcii f : S_n → Q_p spravedliva ocenka ‖ ∫ S_n f(x)q(dx)‖_p = ‖I(f)‖_p 6 sup_{x∈Sn} ‖f(x)‖_p. Iz fftoæ ocenki i ul~trametriqeskogo neravenstva sleduet, qto posledovatel~nost~ I_{n,m} = I_n(f_m) fundamental~na v Q_p poqti naverno i ee predel ne zavisit ot vybora approksimacii. Dalee I_n opredelØetsØ sootnoxeniem I_n(f) = lim_{m→∞} I_{n,m} i, nako-

nec, I(f) =^∞ ∑ n=−∞ I_n(f) i rØd shoditsØ po veroØtnosti.

DlØ sluqaænoæ funkcii f(ω) ∈ Q_p, prinadleßaweæ M_t, opredelim stohastiqeskiæ integral I(f) sootnoxeniem I(f) = T∫ 0 ∫ Q_p f(t, z)ν_α(dt, dz) = n∑ k=0 m∑ j=1 f(t_k , z_j)ν_α([t_k, t_{k+1}], G_j),

gde G_j – borelevskie podmnoßestva iz Q_p,^m ⋃ j=1 G_j = Q_p.

Pri fftom netrudno proverit~, qto suwestvuet poloßitel~naØ konstanta C, dlØ kotoroæ spravedliva sledu¸waØ ocenka E‖I(f)‖_p 6 C T∫ 0 ∫ Q_p ‖f(t, z)‖_pπ_α(dz)dt. (2.3) Zametim, qto (2.3) oznaqaet, qto E‖I(f)‖_p 6 C‖f‖_{L1} . Rassmotrim dva stohastiqeskih integrala

Ψ_i(t) = t∫ 0 ∫ Q_p F_i(t, x, z)ν_α(dt, dz), i = 1, 2. Lemma 2.1. Pust~ Ψi(t), i = 1, 2 udovletvorØ¸t usloviØm C2.1{

C2.4. Togda

Ψ_1(T )Ψ_2(T ) = T∫ 0 Ψ_1(t−)dΨ_2(t)

SKAQKOOBRAZNYE PROCESSY 15 T∫ 0 Ψ_2(t−)dΨ_1(t) + T∫ 0 F_1(x, z)F_2(x, z)ν(dt, dz), (2.4) and dΨ^2(t) = 2Ψ(t)dΨ(t) + ∫ Q_p F^2(x, z)ν(dt, dz). (2.5) Dokazatel~stvo. Pust~ funkcii F1 i F2 ravny 1 vne nekotorogo

xara B_k pri fiksirovannom celom k. V fftom sluqae my dolßny proverit~, qto dlØ l¸bogo podmnoßestva G ⊂ Q_p dν^2(t, G) = [(ν(t, G) + 1)^2 − ν^2(t, G)]ν(dt, G). �to ravenstvo vytekaet iz svoæstv puassonovskoæ mery ν(t, dz) na Q_p vpolne analogiqno dokazatel~stvu sootvetstvu¸wego utverßdeniØ dlØ sluqaØ evklidova prostranstva.

Dalee dlØ stupenqatyh funkciæ F_{in}(t, x, z) iz N_t poluqim

d[Ψ_{1n}(t)Ψ_{2n}(t)] = Ψ_{1n}(t)dΨ_{2n}(t) + Ψ_{2n}(t)dΨ_{1n}(t) + ∫ Q_p F_{1n}(t, x, z)F_{2n}(t, x, z)ν(dt, dz). Nakonec, perehodØ k predelu pri n → ∞ my poluqim sootnoxeniØ (2.4), (2.5).

Pust~ F_t – fil~traciØ, poroßdennaØ puassonovskim processom ν_α([0, t), dy) i X oboznaqaet banahovo prostranstvo (klassov stohastiqeski ffkvivalentnyh) Q_p-znaqnyh sluqaænyh processov

ξ(t), t ∈ [0, T ] F_t-izmerimyh pri kaßdom t i nepreryvnyh kak

funkcii na [0, T ] so znaqeniØmi v prostranstve L^1(Ω, Q_p) s nor- moæ ‖ξ‖_X = sup_0 6t6T^{E‖ξ(t)‖p.} Pust~ ζ(t) – opisannyæ vyxe skaqkoobraznyæ process i θ_k momenty skaqkov fftogo processa, dlØ kotoryh ‖ζ(θ_k) − ζ(θ_k − 0)‖ > p^{−n}.

16 C. AL^BEVERIO, ˚. BELOPOL^SKA˚ DlØ zadannoæ stupenqatoæ funkcii f_n rassmotrim sluqaænyæ process vida

ξ(t) = x + t∫ 0 ∫ Q_p f_n(z)ν_α(dt, dz) i zametim, qto process ξ(t) moßno takße zapisat~ v vide

ξ(t) = x + ∑ θ_m6t f_n(z_m)

gde z_m = ζ(θ_m ) − ζ(θ_m − 0).

Pust~ H_t(Q_p) oboznaqaet mnoßestvo vewestvennyh ograniqennyh funkciæ na [0, T ] × Q_p udovletvorØ¸wih uslovi¸ Lipxica |v(t, x) − v(t, y)| 6 C^v_n(t)‖x − y‖_p if x, y ∈ S_n, t ∈ [0, T ] i ∞∑ n=−∞ C^v_n(t)p^{−n(α+1)} < ∞. Esli konstanta Lipxica ne zavisit ot t to sootvetstvu¸wee prostranstvo oboznaqim H(Q_p).

Pust~ φ ∈ H_t(Q_p). Poskol~ku process ξ(t) poqti naverno obladaet koneqnym qislom skaqkov na intervale [0, t], to prirawenie processa φ(ξ(t)) predstavit~ v vide summy sootvetstvu¸wih skaqkov. Pri fftom my poluqim φ(ξ(t)) − φ(x) = t∫ 0 ∫ Q_p [φ(ξ(θ − 0) + f(z)) − φ(ξ(θ − 0))]ν_α(dθ, dz). �tu formulu nazyva¸t formuloæ Ito dlØ skaqkoobraznogo processa ξ(t).

Rassmotrim stohastiqeskoe uravnenie vida

ξ(t) = x + t∫ s ∫ Q_p f(ξ(θ), z)ν_α(dθ, dz) (2.6) i sformuliruem usloviØ, pri kotoryh uravnenie (2.6) imeet edinstvennoe rexenie ξ ∈ X (sm. [3]).

SKAQKOOBRAZNYE PROCESSY 17

C2.1. f(·, x, z) ∈ D([0, T ], C_b(Q_p × S_n, L_1(Ω, Q_p))) dlØ vseh n ∈

Z gde C_b – prostranstvo nepreryvnyh ograniqennyh vektornyh funkciæ s normoæ supremuma.

C2.2. Otobraßenie z → f(x, z) iz Q_p v L_1(Ω, Q_p) nepreryvno

ravnomerno otnositel~no x ∈ Q_p.

C2.3. ∫ Q_p sup_{x∈Qp} ‖f(x, z)‖_p‖z‖^{−α−1}_p dz < ∞. C2.4. DlØ l¸bogo n ∈ Z, suwestvuet konstanta M_n > 0 takaØ,

qto dlØ vseh t ∈ [0, T ], x, y ∈ Q_p, z ∈ S_n spravedliva ocenka ‖f(x, z) − f(y, z)‖_p 6 M_n‖x − y‖_p (2.7) i_∞ ∑ n=−∞ M_np^{−n(α+1)} 6 C < ∞. Toqnee govorØ spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 2.1. Pust~ vypolneny usloviØ C2.1{C 2.4. Togda suwe-

stvuet edinstvennoe rexenie ξ ∈ X uravneniØ (2.6).

Poskol~ku f(x, z) – nesluqaænaØ funkciØ, to rexenie ξ(t) uravneniØ (2.6) obladaet markovskim svoæstvom, t. e. dlØ l¸- boæ izmerimoæ ograniqennoæ vewestvennoæ funkcii v(s, x) dlØ

0 6 s 6 t 6 T , spravedlivo ravenstvo E[v(ξ(t))|F_s] = E[v(ξ(t))|ξ(s)]. Netrudno proverit~, ispol~zuØ standartnye rassußdeniØ, qto sootnoxenie u(s, x) = E[φ(ξ_{s,x}(t))] = U (s, t)φ(x) (2.8) opredelØet ffvol¸cionnoe semeæstvo lineænyh otobraßeniæ

U (s, t) v H(Q_p). Esli φ ∈ H(Q_p) to Aφ(x) = lim_{t→s} Eφ(ξ_{s,x}(t)) − φ(x) t − s = −G_p(α) ∫ Q_p [φ(x + f(x, z)) − φ(x)]‖z‖^{−α−1}_p dz (2.9) ravnomerno po x ∈ Q_p. Operator A, opredelØemyæ sootnoxeniem (2.9) nazyvaetsØ generatorom ffvol¸cionnogo semeæstva U (s, t) ili generatorom markovskogo processa ξ_{s,x}(t). Nakonec, spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

18 C. AL^BEVERIO, ˚. BELOPOL^SKA˚

Teorema 2.2. Esli vypolneny usloviØ teoremy 2.1, to funkciØ

u(s, x) = E[φ(ξ_{s,x}(T ))] (2.10) opredelØet edinstvennoe rexenie zadaqi Koxi ∂u(s, x) ∂s + Au(s, x) = 0, u(T, x) = φ(x), (2.11) gde operator A(s) imeet vid (2.9).

Rassmotrim uravnenie vida ∂u(s, x) ∂s + Au(s, x) + c(x)u(s, x) = 0, u(T, x) = φ(x), (2.12) gde c(x) – ograniqennaØ vewestvennaØ funkciØ opredelennaØ na

Q_p. Rexenie fftogo uravnenie dopuskaet predstavlenie s pomo-

w~¸ formuly Feænmana–Kaca.

Teorema 2.3. Pust~ c(x) ograniqennaØ skalØrnaØ funkciØ oprede-

lennaØ na Q_p. Togda v usloviØh teoremy 2.1 funkciØ u(s, x) = E[e TR s c(ξ(τ))dτ φ(ξ_{s,x}(T ))] (2.13) opredelØet edinstvennoe rexenie zadaqi Koxi (2.12).

Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ analogiqno dokazatel~- stvu sotvetstvu¸wego fakta v sluqae evklidova prostranstva i

vytekaet ih mul~tiplikativnogo svoæstva ffksponenty e TR s c(ξ(τ))dτ i markovskogo svoæstve processa ξ(t).

3. Sluqaænye processy v associirovannye s nelineænymi ffvol¸cionnymi semeæstvami V predyduwem paragrafe my videli, qto markovskiæ process

ξ(t) udovletvorØ¸wiæ stohastiqeskomu uravneni¸ (2.6) poro-

ßdaet ffvol¸cionnoe semeæstvo U (t, s) lineænyh otobraßeniæ, deæstvu¸wih v H(Q_p). Pri fftom funkciØ u(s, x) = U (T, s)φ_0(x) udovletvorØet zadaqe Koxi (2.11) dlØ lineænogo psevdo-diffe-rencial~nogo uravneniØ. V fftom paragrafe my obobwim ffti rezul~taty i postroim sluqaænyæ process, pozvolØ¸wiæ poluqit~

SKAQKOOBRAZNYE PROCESSY 19 veroØtnostnoe predstavlenie rexeniØ zadaqi Koxi dlØ nelineænogo psevdo-differencial~nogo uravneniØ.

DlØ togo, qtoby poØsnit~ nax podhod, napomnim konstrukci¸ sluqaænogo processa, svØzannogo s prosteæxim nelineænym paraboliqeskim uravneniem ( tak nazyvaemym uravneniem B¸rgersa) v evklidovom prostranstve.

Uravneniem B¸rgersa nazyva¸t nelineænoe paraboliqeskoe uravnenie vida ∂u ∂t + u ∂u ∂x = σ^2 2 ∂^2u ∂x^2 . Postroim rexenie zadaqi Koxi dlØ fftogo uravneniØ s dannymi Koxi vida u(0, x) = u_0(x). Izvestno, qto fftu zadaqu Koxi moßno svesti k nekotoroæ stohastiqeskoæ zadaqe.

Pust~ w(t) – vinerovskiæ process s znaqeniØmi v R^1 i σ – vewestvennoe qislo. Rassmotrim sistemu stohastiqeskih uravneniæ dξ(τ ) = −u(t − τ, ξ(τ ))dτ + σdw(τ ), ξ(0) = x, u(t, x) = E[u_0(ξ(t))]

i dokaßem suwestvovanie ee rexeniØ takogo, qto funkciØ dvaßdy differenciruema. Togda moßno proverit~, qto sootnoxenie opredelØet edinstvennoe rexenie zadaqi Koxi dlØ uravneniØ B¸rgersa [11].

Pust~ L oboznaqaet podprostranstvo prostranstva C(Q_p, R^1) nepreryvnyh ograniqennyh funkciæ g(t, x), sostoØwee iz funkciæ, udovletvorØ¸wih uslovi¸ Lipxica po argumentu x ∈ Q_p. Oboznaqim qerez ‖g‖_L = sup_{x∈Qp} |g(x)| normu fflementa g ∈ L,

N = C([0, T ], L) ‖v‖_N = sup_06_t6_T ‖v(t)‖_L.

Naxa cel~ sostoit v tom, qtoby postroit~ sluqaænyæ process associirovannyæ so sledu¸weæ zadaqeæ Koxi ∂u(s, x) ∂s + A^uu(s, x) = 0, u(T, x) = φ(x) (3.1) gde A^uv(s, x) = −G_p(α) ∫ Q_p [v(s, x+f(z))−v(s, x)]m(x, u(s, x), z)‖z‖^{−α−1}_p dz. (3.2)

20 C. AL^BEVERIO, ˚. BELOPOL^SKA˚ DlØ togo, qtoby postroit~ takoæ process rassmotrim sledu- ¸wu¸ sistemu uravneniæ

ξ(t) = x + t∫ s ∫ Q_p f(ξ(θ), u(θ, ξ(θ)), z)ν_α(dθ, dz), (3.3)

u(s, x) = E[φ(ξ_{s,x}(T ))], (3.4) gde ν_α(x, v; dθ, dz) – celoqislennaØ puassonovskaØ mera s parame- trom Eν_α(x, v; dθ, dz) = dθm(x, v, z)‖z‖^{−α−1}_p dz i dokaßem suwestvo- vanie i edinstvennost~ ee rexeniØ. Zatem pokaßem, qto funkciØ

u(s, x) vida (3.4) udovletvorØet zadaqe Koxi (3.1).

DlØ togo, qtoby realizovat~ fftu programmu, rassmotrim semeæstvo posledovatel~nyh priblißeniæ vida

u^0(s, x) = φ(x), (3.5)

ξ^n(t) = x + t∫ s ∫ Q_p f(z)ν_α(ξ^n(θ), u^n(θ, ξ^n(θ)); dθ, dz) (3.6)

u^{n+1}(s, x) = Eφ(ξ^n(T )) (3.7)

i dokaßem, qto posledovatel~nost~ par (ξ^n(t), u^n(s, x)) shoditsØ k predel~noæ pare (ξ(t), u(s, x)).

Pri fftom shodimost~ ξ_n(t) budet ponimat~sØ v topologii prostranstva X , a shodimost~ u_n(s, x) v topologii prostranstva N .

Predvaritel~no nam ponadobØtsØ nekotorye vspomogatel~nye rezul~taty o povedenii i svoæstvah processa ξ_{s,x,v}(t), udovletvorØ¸wego stohastiqeskomu uravneni¸ vida

ξ(t) = x + t∫ s ∫ Q_p f(z)ν_α(ξ(θ), v(θ, ξ(θ)); dθ, dz). (3.8) Pri fftom my budem predpolagat~, qto v(t, x) – vewestvennaØ ograniqennaØ funkciØ opredelennaØ na [0, T ] × Q_p i udovletvorØ¸waØ uslovi¸ Lipxica po peremennoæ x ∈ Q_p, tak qto spravedlivy ocenki |v(t, x) − v(t, y)| 6 L_v(t)‖x − y‖_p, sup_{x∈Qp} |v(t, x)| 6 K_v(t) < ∞

SKAQKOOBRAZNYE PROCESSY 21 gde L_v(t), K_v(t) poloßitel~nye ograniqennye funkcii zadannye na otrezke [0, T ].

My budem govorit~, qto vypolnØetsØ uslovie C3.1 esli spravedlivy sledu¸wie ocenki: ∫ s_n ‖f(z)‖_p|m(x, v, z)−m(x_1, v_1, z)|‖z‖^{−α−1}_p dz 6 M_n|v−v_1|+L_n‖x−x_1‖_p dlØ l¸byh x, x_1 ∈ Q_p, z ∈ S_n, v_1v_1 ∈ R, ∫ S_n sup_x ‖f(z)‖_p|m(x, v, z)|‖z‖^{−α−1}_p dz 6 N_n|v|, gde M_n zavisit ot max(|v|, |v_1|), N_n zavisit ot |v| i ∞∑ n=−∞ L_np^{−n(α+1)} 6 L < ∞, ∞∑ n=−∞ M_np^{−n(α+1)} 6 B < ∞, ∞∑ n=−∞ N_np^{−n(α+1)} 6 B < ∞. Netrudno proverit~, qto esli vypolneny ocenki usloviØ

C3.1, to, povtorØØ rassußdeniØ privedennye v [3] pri dokaza-

tel~stve teoremy 2.1, my dokaßem, qto suwestvuet edinstvennoe rexenie ξ ∈ X uravneniØ (3.8).

Niße nam ponadobØtsØ svoæstva fftogo rexeniØ i my pereædem k izuqeni¸ fftih svoæstv.

Zafiksiruem nekotoroe T > 0 oboznaqim qerez L_g (s) i

K_g (s) minimal~nye konstanty, dlØ kotoryh spravedlivy ocen- ki |g(s, x) − g(s, y)| 6 L_g(s)‖x − y‖_p i ‖g(s)‖_L 6 K_g(s) pri kaßdom s ∈ [0, T ]. My budem predpolagat~, qto funkciØ v(s, x) – ffto vewestvennaØ ograniqennaØ funkciØ na [0, T ]×Q_p, podqinØ¸waØsØ ocenkam ‖v(s, ·)‖_L 6 K_v(s) < ∞, |v(s, x) − v(s, y)| 6 L_v(s)‖x − y‖, gde L_v(s) < ∞ esli s ∈ [0, T ].

Lemma 3.1. Pust~ vypolneny usloviØ C3.1. Togda rexenie ξs,x,v(t)

uravneniØ (3.8) udovletvorØet sledu¸wim ocenkam E‖ξ_{s,x,v}(t) − ξ_{s,y,v}(t)‖_p 6 ‖x − y‖_p (3.9)

22 C. AL^BEVERIO, ˚. BELOPOL^SKA˚ E‖ξ_{s,x,v}(t)−ξ_{s,x,v1} (t)‖_p 6 e tR 0 [L+BL_v (τ)]dτ t∫ 0 |K_v(τ )−K_{v1} (τ )|dτ, (3.10)

‖ξ_{s,x,v}(t) − x‖_p < ∞. (3.11) Dokazatel~stvo. Rassmotrim operator S^v (t, s) poroßdennyæ

pravoæ qast~¸ (3.8) S^v (t, s)x = x + t∫ s ∫ Q_p f(z)ν_α(ξ(θ), v(θ, ξ(θ)); dθ, dz). (3.12) Ocenki na kofffficienty v usloviØh C3.1 i ocenka (3.10) pozvolØ¸t proverit~, qto esli ξ, ξ_1 ∈ X to suwestvuet konstanta C, takaØ, qto E‖S^v(t, s)x − S^v (t, s)y‖_p 6 max(‖x − y‖_p, t∫ s ∫ Q_p ‖f(z)‖_p|m(ξ(τ ), v(τ, ξ(τ )), z)−m(ξ_1(τ ), v(τ, ξ_1(τ )), z)|π_α(dτ, dz)) 6

max(‖x − y‖_p, t∫ s ∞∑ n=−∞ [L_n + M_nL_v(τ )]E‖ξ(τ ) − ξ_1(τ )‖_pdτ ) 6

max(‖x − y‖_p, t∫ s C[L + BL_v(τ )]E‖ξ(τ ) − ξ_1(τ )‖_pdτ ). Sledovatel~no, dlØ l¸boæ konstanty T > t poluqim E‖S^v (t, s)ξ(x) − S^v(t, s)ξ(y)‖_p 6 max(‖x − y‖_p, [L + BL_v (T )]^nT^n (n − 1)! ‖x − y‖_p) 6 ‖x − y‖_p, poskol~ku vsegda moßno vybrat~ stol~ bol~xoe n, qtoby

[L + BL_v(T )]^nT^n

(n − 1)! < 1.

SKAQKOOBRAZNYE PROCESSY 23 Dalee v silu lemmy Gronuolla my poluqim, qto E‖ξ_{s,x,v}(t) − ξ_{s,x,v1} (t)‖_p 6 t∫ 0 [L + BL_v(τ )]E‖ξ_{s,x,v}(τ ) − ξ_{s,x,v1} (τ )‖_p + B|K_v(τ ) − K_{v1} (τ )|dτ 6

‖x − y‖_pe tR s [L+BL_v (τ)]dτ t∫ s B|K_v(τ ) − K_{v1} (τ )|dτ. Lemma 3.2. Pust~ vypolneny usloviØ lemmy 3.1 i krome togo,

pust~ funkciØ φ ograniqena i udovletvorØet uslovi¸ Lipxica tak qto suwestvu¸t poloßitel~nye konstanty K_0 i L_0, dlØ kotoryh spravedlivy ocenki sup_{x∈Qp} |ϕ(x)| 6 K_0, |ϕ(x) − ϕ(y)| 6 L_0‖x − y‖_p, x, y ∈ S_n Togda funkciØ u^v(s, x) = E[φ(ξ_{s,x,v}(T ))] podqinØetsØ sledu¸wim ocenkam |u^v(s, x) − u^v(s, y)| 6 L_0‖x − y‖_p, (3.13)

|u^v(s, x) − u^{v1} (s, x)| 6 ‖x − y‖_p[L_0e TR s [L+BL_v (τ)]dτ T∫ s B|K_v(τ ) −K_{v1} (τ )|dτ ]. (3.14) sup_{x∈Qp} |u^v(s, x)| 6 C < ∞. (3.15) Dokazatel~stvo nemedlenno vytekaet iz lemmy 3.1 i svoæstv funkciæ φ i v.

Lemma 3.3. Pust~ vypolneny usloviØ lemmy 3.2, f, g ∈ L i funk-

ciØ v(s, x) podqinØetsØ ocenkam ‖v(s)‖_L 6 α(s) i |v(s, x) − v(s, y)| 6 β(s)‖x − y‖_p,

24 C. AL^BEVERIO, ˚. BELOPOL^SKA˚ gde α(s), β(s) ograniqennye funkcii na nekotorom otrezke [0, T ], T > 0. Togda funkciØ u^v(s, x) udovletvorØet ocenkam ‖u^v(s)‖_L 6 α(s), |u^v(s, x) − u^v(s, y)| 6 β(s)‖x − y‖_p dlØ s ∈ [0, T ]. (3.16)

Dokazatel~stvo. V usloviØh lemmy 3.2 moßno vybrat~ α(s) =

K_0 i pokazat~, qto ‖u(s)‖_L 6 α(s) dlØ vseh s ∈ [0, T ]. Dalee vybrav β(s) = L_0 netrudno proverit~ spravedlivost~ vtoroæ ocenki,

vospol~zovavxis~ rezul~tatami lemmy 3.2.

VernemsØ k rassmotreni¸ sistemy posledovatel~nyh priblißeniæ (3.5)–(3.7) i dokaßem, qto spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 3.1. V usloviØh lemmy 3.2 dlØ vseh t ∈ [0, T ] suwestvuet

edinstvennoe rexenie ξ(t), u(s, x) sistemy (3.3), (3.4). Pri fftom process ξ(t) – ffto markovskiæ process so znaqeniØmi v Q_p, a funkciØ u(s, x) - ograniqennaØ vewestvennaØ funkciØ, udovletvorØ¸- waØ uslovi¸ Lipxica po x ∈ Q_p pri vseh s ∈ [0, T ].

Dokazatel~stvo. Kak vytekaet iz lemmy 3.3 otobraßenie Φ(s, x, v) = Eφ_0(ξ_{s,x,v}(T )) deæstvuet v prostranstve L. Pust~ r^k(s, x) = |u^{k+1}(s, x) − u^k(s, x)| i ζ^k(s) = sup_xr^k(s, x). Vospol~zovavxis~ ocenkami lemmy 3.1, my pokaßem, qto r^k(t−

s, x) podqinØetsØ sledu¸weæ ocenke r^k(s, x) 6

L_0 T∫ s M ‖u^k(τ ) − u^{k−1}(τ )‖^2_Ldτ e TR s β(τ)dτ

i, sledovatel~no vypolnØetsØ neravenstvo vida

ζ^k(s) 6 δ^k T∫ s · · · τ2∫ s ‖u^1(τ_1) − u^0‖dτ_1 . . . dτ_k,

SKAQKOOBRAZNYE PROCESSY 25

gde δ = L_0e^A TR s β(τ)dτ i A = L_{(uk,uk}�_{1)}. Zametim, qto A zavisit ot sup-normy kak funkcii u_k(s), tak i funkcii u_{k−1}(s), odnako ffti normy ograniqeny dlØ vseh s ∈ [0, T ] v silu ocenok lemmy 3.3.

Poskol~ku u^k ravnomerno ograniqeny konstantoæ K_0 i

‖u^1(s, ·) − u^0(·)‖_L 6 const < ∞,

my prihodim k ocenke ‖u^k(s) − u^{k−1}(s)‖_L 6 N^k k! const

gde N = T δ. Takim obrazom, dlØ vseh s ∈ [0, T ) semeæstvo funkciæ u^k(s, ·) ravnomerno shoditsØ k predel~noæ funkcii u(s, ·). Pri fftom, kak netrudno proverit~, u(s, x) udovletvorØet uslovi¸ Lipxica po x. Deæstvitel~no, v silu lemmy 3.3 dlØ kaßdogo s ∈ [0, T ] ocenka |u^k(s, x) − u^k(s, y)| 6 L_0‖x − y‖_p vypolnØetsØ ravnomerno po k i sledovatel~no, ona spravedliva i dlØ predel~noæ funkcii.

DlØ dokazatel~stva edinstvennosti rexeniØ sistemy (3.3), (3.4) predpoloßim obratnoe. Pust~ suwestvuet para rexeniæ

u_1(t, x), u_2(t, x) fftoæ sistemy s odinakovymi naqal~nymi uslo-

viØmi u_1(0, x) = u_2(0, x) = u_0(x). Kak sleduet iz lemmy 2.3 suwestvuet konstanta C

‖u_1(t) − u_2(t)‖_L 6 C t∫ 0 ‖u_1(τ ) − u_2(τ )‖_Ldτ

i v silu lemmy Gronuolla my poluqim ravenstvo ‖u_1(t) −

u_2(t)‖_L = 0.

Nakonec, napomnim, qto stohastiqeskoe uravnenie (3.3) s kofffficientom f_u(x, z) ≡ f(x, u(s, x), z), udovletvorØ¸wim uslovi¸ Lipxica, obladaet edinstvennym rexeniem ξ(t) takim, qto

ξ(s) = x. Takim obrazom edinstvennost~ rexeniØ sistemy (3.3),

(3.4). dokazana.

VernemsØ teper~ k zadaqe Koxi (3.1).

Process ξ(t) udovletvorØ¸wiæ uravneni¸ (3.3) – ffto markovskiæ process so znaqeniØmi v Q_p.

26 C. AL^BEVERIO, ˚. BELOPOL^SKA˚ Generator fftogo markovskogo processa (i generator ffvol¸cionnogo semeæstva U^u(s, T )φ(x) = Eφ(ξ^u_{s,x}(T )), poroßdennogo fftim processom) imeet vid

A^uφ(x) = lim_{T →s} Eφ(ξ^u_{s,x}(T )) − φ(x) T − s = −G_p(α) ∫ Q_p [φ(x + f(z)) − φ(x)]m(x, u(s, x), z)‖z‖^{−α−1}_p dz (3.17) Pri fftom iz teorem 2.1 i 3.1 vytekaet sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 3.2. Pust~ vypolneny usloviØ C3.1. Togda suwestvuet

edinstvennoe rexenie zadaqi Koxi (3.1) na otrezke [0, T ] i spravedlivo predstavlenie (3.3), gde sluqaænyæ process ξ(t) – ffto rexenie uravneniØ (3.3).

4. Sluqaænye processy, associirovannye s lineænymi sistemami integro-differencial~nyh uravneniæ

V teorii stohastiqeskih uravnenie v evklidovom prostranstve razvita teoriØ mul~tiplikativnyh funkcionalov ot markovskih processov. Pri fftom prosteæxiæ mul~tiplikativnyæ funkcional – ffto vewestvennyæ sluqaænyæ process vida η(t) = e tR s c(ξ(τ))dτ pozvolØ¸wiæ postroit~ s pomow~¸ formuly Feænmana–Kaca veroØtnostnoe predstavlenie rexeniØ zadaqi Koxi dlØ lineænogo psevdo-differencial~nogo uravneniØ (2.12).

My opixem v fftom paragrafe bolee obwiæ klass mul~tiplikativnyh funkcionalov ot markovskih Q_p-znaqnyh processov.

Rassmotrim lineænoe stohastiqeskoe uravnenie v R^d, kofffficienty kotorogo zavisØt ot processa ξ(t) so znaqeniØmi v Q_p, rassmotrennogo v paragrafe 1. Pust~ ζ(t) – dvuhkomponentnyæ process ζ(t) = (ξ(t), η(t)), ξ(t) ∈ Q_p, η(t) ∈ R^d. Ispol~zuem fftot process dlØ postroeniØ ffvol¸cionnogo semeæstva lineænyh otobraßeniæ, deæstvu¸wih v prostranstve vewestvennyh funkciæ zadannyh na [0, T ]×R^d×Q_p, a takße dlØ postroeniØ semeæstva lineænyh otobraßeniæ deæstvu¸wih v prostranstve vewestvennyh funkciæ zadannyh na [0, T ] × Q_p.

SKAQKOOBRAZNYE PROCESSY 27 Pust~ ϕ(x) ∈ R^d – ograniqennaØ funkciØ, opredelennaØ na prostranstve Q_p i h ∈ R^d. Oboznaqim qerez Φ(x, h) vewestvennu¸ funkci¸, opredelennu¸ na R^d × Q_p i ime¸wu¸ vid Φ(x, h) = ⟨h, ϕ(x)⟩, gde ⟨h, ϕ⟩ oboznaqaet skalØrnoe proizvedenie v R^d.

Rassmotrim sistemu stohastiqeskih uravneniæ dξ(t) = ∫ Q_p f(ξ(t), z)ν_α(dt, dz), ξ(s) = x (4.1)

dη = c^∗(ξ(t))η(t)dt + ∫ Q_p γ^∗(ξ(t), z)η(t)ν_α(dt, dz), η(s) = h (4.2) gde c^∗ oboznaqaet transponirovannu¸ matricu, a c(x), γ(x, z) ∈

R^d × R^d – nepreryvnye ograniqennye matriqnoznaqnye funkcii,

zadannye na Q_p i Q_p × Q_p sootvetstvenno. Pri fftom η(t) ∈ R^d – skaqkoobraznyæ process so znaqeniØmi v R^d.

Suwestvovanie i edinstvennost~ rexeniØ sistemy (4.1), (4.2) sleduet neposredstvenno iz rezul~tatov paragrafa 1 i obwih rezul~tatov o suwestvovanii rexeniæ stohastiqeskih uravneniæ. Markovskie svoæstva processa ζ(t) takße ustanavliva¸tsØ s pomow~¸ standartnyh rassußdeniæ. Zametim, qto pri fftom process η(t) ∈ R^d ne ØvlØetsØ markovskim processom.

Zadadim funkci¸ N (s, x, h) sootnoxeniem N (s, x, h) = E[Φ(ξ_{s,x}(T ), η_{s,h}(T ))] i vyvedem uravnenie, kotoromu udovletvorØet ffta funkciØ. Posle fftogo opredelim funkci¸ g(s, x) ∈ R^d s pomow~¸ sootnoxe- niØ N (s, x, h) = ⟨h, g(s, x)⟩. Pust~ M^d oboznaqaet prostranstvo d × d matric i B(Ω, M^d) oboznaqaet prostranstvo sluqaænyh veliqin so znaqeniØmi v

M^d. Oboznaqim qerez ‖h‖ normu vektora h ∈ R^d.

V dal~neæxem my budem predpolagat~, qto vypolneny sledu- ¸wie usloviØ.

C4.1. γ ∈ C_b(Q_p × S_n, M^d) dlØ l¸bogo n ∈ Z, prostranstvu

nepreryvnyh ograniqennyh matriqnyh funkciæ s ravnomernoæ normoæ.

28 C. AL^BEVERIO, ˚. BELOPOL^SKA˚

C4.2. Suwestvu¸t poloßitel~naØ konstanta C takaØ, qto ∫ Q_p sup_{x∈Qp} ‖γ(x, z)h‖_p‖z‖^{−α−1}dz < C‖h‖ dlØ l¸bogo h ∈ R^d.

C4.3. DlØ kaßdogo n ∈ Z, suwestvuet konstanta L_n > 0 takaØ,

qto dlØ vseh x, y ∈ Q_p, z ∈ S_n (gde S_n = {x ∈ Q_p : ‖x‖_p = p^n}) vypolnØetsØ ocenka ‖γ(x, z)h − γ(y, z)h‖ 6 K_n‖x − y‖_p‖h‖ (4.3) i_∞ ∑ n=−∞ K_np^{−n(α+1)} 6 C < ∞. Netrudno proverit~, qto esli vypolnØ¸tsØ usloviØ C2.1{

C2.4, C4.1{C 4.4 to vypolnØ¸tsØ takße i usloviØ teoremy

2.1 dlØ kofffficientov stohastiqeskogo uravneniØ otnositel~- no processa ζ(t) = (ξ(t), η(t)), qto garantiruet suwestvovanie i edinstvennost~ rexeniØ sistemy (4.1), (4.2).

Pri fftom spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 4.1. Pust~ vypolneny usloviØ C2.1{C2.4 i C 4.1{C 4.4.

Togda suwestvuet edinstvennoe rexenie sistemy (4.1), (4.2). Pri fftom process η(t) udovletvorØ¸wiæ (4.2), podqinØetsØ ocen- ke E‖η(t)‖ 6 e^{C(t−s)}‖h‖ i opredelØet mul~tiploikativnyæ matriqnyæ funkcional Z(t, s) ot markovskogo processa ξ(t) ∈ Q_p po formule η(t) = Z(t, s)h, tak qto Z(t, s)h = Z(t, τ )Z(τ, s)h. Dokazatel~stvo. Kak uße upominalos~ vyxe, suwestvovanie i

edinstvennost~ rexeniØ sistemy (4.1), (4.2) vyteka¸t iz teoremy 1.1. �vol¸cionnye svoæstva stohastiqeskogo semeæstva

z(t, s) ØvlØ¸tsØ sledstviem edinstvennosti rexeniØ uravneniØ

(4.2).

Rassmotrim vektornu¸ funkci¸ g(s, x) vida g(s, x) = EZ^∗(s, T )ϕ(ξ(T )) (4.4)

SKAQKOOBRAZNYE PROCESSY 29 gde Z^∗(s, T ) – otobraßenie, dvoæstvennoe k Z(s, T ), takoe qto ⟨Z(T, s)h, ϕ(x)⟩ = ⟨h, Z^∗(s, T )ϕ(x)⟩. Opredelim otobraßenie U (s, T ), deæstvu¸wee v prostranstve

B([0, T ] × Q_p; R^d) ograniqennyh vektornoznaqnyh funkciæ zadan-

nyh na [0, T ] × Q_p po formule U (s, T )ϕ(x) = E[Z^∗(s, T )ϕ(ξ(T ))] = u(s, x). (4.5) Teorema 4.2. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 4.1. Togda se-

meæstvo U (s, T ) vida (4.5) predstavlØet soboæ ffvol¸cionnoe semeæstvo ograniqennyh lineænyh otobraßeniæ, deæstvu¸wih v prostranstve B([0, T ] × Q_p; R^d). Generator fftogo ffvol¸cionnogo semeæstva imeet vid

A_1ϕ(x) = lim_{T →s} EZ^∗(s, T )ϕ(ξ(T )) − ϕ(x) T − s = c(x)ϕ(x) − G_p(α)[ ∫ Q_p γ(x, z)ϕ(x + f(x, z))‖z‖^{−α−1}_p dz+ ∫ Q_p [ϕ(x + f(x, z)) − ϕ(x)]‖z‖^{−α−1}_p dz]. (4.6) Dokazatel~stvo. Otmetim preßde vsego qto otobraßenie U (s, t)

zadannoe sootnoxeniem ⟨h, U (s, t)ϕ(x)⟩ = E_{s,x,h}⟨η(t), ϕ(ξ(t))⟩ obladaet ffvol¸cionnym svoæstvom i predstavlØet soboæ semeæstvo lineænyh otobraßeniæ, deæstvu¸wih v prostranstve ograniqennyh funkciæ so znaqeniØmi v R^{d1} , zadannyh na [0, T ] × Q_p. Deæstvitel~no, poskol~ku v silu edinstvennosti rexeniØ stohastiqeskogo uravneniØ (4.2) imeet mesto ravenstvo η(t) = Z(t, s)h = Z(t, τ )Z(τ, s)h, to ⟨Z(t, s)h, ϕ(x)⟩ = ⟨h, Z^∗(s, τ )Z^∗(τ, t)ϕ(x)⟩. Ispol~zuØ dalee svoæstva uslovnyh srednih i markovskoe svoæstvo processa ξ(t) ∈ Q_p, udovletvorØ¸wego (4.1), my poluqim E⟨Z(t, s)h, ϕ(ξ(t))⟩ = ⟨h, EZ^∗(s, t)ϕ(ξ(t))⟩ (4.7)

30 C. AL^BEVERIO, ˚. BELOPOL^SKA˚ = ⟨h, E_{s,x}Z^∗(s, τ )E_{τ,ξ(τ)}Z^∗(τ, t)ϕ(ξ(τ ))⟩ = ⟨h, E_{s,x}u(τ, ξ(τ ))⟩ = ⟨h, E_{s,x}[U (τ, t)ϕ](ξ(τ ))⟩ = ⟨h, U (s, τ )U (τ, t)ϕ(x)⟩. Vyqislim [U (s, s + Δs) − I]ϕ(x), [U (s, s + Δs) − I]ϕ(x) = E[(Z^∗(s, s + Δs) − I)ϕ(ξ(s + Δs))] + E[ϕ(ξ(s + Δs)) − ϕ(s, x)] =

E[ s+Δs∫

s c(τ, ξ(τ ))dτ + s+Δs∫

s ∫ Q_p γ(τ, ξ(τ ), z)ν_α(dτ, dz) {ϕ(x)+

s+Δs∫

s ∫ Q_p [ϕ(ξ(τ ) + f(τ, ξ(τ ), z)) − ϕ(ξ(τ ))]ν_α(dτ, dz)}]+

E[ s+Δs∫

s ∫ Q_p [ϕ(ξ(τ ) + f(τ, ξ(τ ), z)) − ϕ(ξ(τ ))]ν_α(dτ, dz)] = κ_1 + κ_2. (4.8)

Nakonec, dlØ togo, qtoby vyqislit~ generator semeæstva U (s, t) razdelim poluqennoe vyraßenie na t − s i pereædem k predelu pri t → s. V rezul~tate my poluqim lim Δs→0 [U (s, s + Δs) − I]ϕ(x) Δs = lim_{Δs→0} κ_1 + κ_2 Δs gde lim Δs→0 κ_1 Δs = c(x)ϕ(x) + ∫ Q_p γ(x, z)ϕ(x + f(x, z))π_α(dz)

lim Δs→0 κ_2 Δs = ∫ Q_p [ϕ(x + f(x, z)) − ϕ(x)]π_α(dz) i, sledovatel~no, spravedlivo sootnoxenie (4.7).

Teper~ my moßem vyvesti uravnenie, kotoromu udovletvorØet funkciØ u(s, x) vida (4.5).

SKAQKOOBRAZNYE PROCESSY 31

Teorema 4.3. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 3.1. Togda funk-

ciØ g(s, x) zadannaØ sootnoxeniem (4.4) zadaet edinstvennoe rexenie zadaqi Koxi ∂g(s, x) ∂s + c(x)g(s, x) − G_p(α) ∫ Q_p [γ(x, z)[g(s, x + f(x, z))]‖z‖^{−α−1}_p dz−

−G_p(α) ∫ Q_p [g(s, x + f(x, z)) − g(s, x)]]‖z‖^{−α−1}_p dz = 0, (4.9)

g(T, x) = ϕ(x). Q_p-analog uravneniØ KPP

V fftom paragrafe my vospol~zuemsØ rezul~tatami dvuh predyduwih paragrafov, qtoby postroit~ veroØtnostnoe predstavlenie rexenie sledu¸weæ zadaqi Koxi ∂v(t, x) ∂t = −G_p(α) ∫ Q_p [v(t, x + f(x, z))

−v(t, x)]]‖z‖^{−α−1}_p dz + c(x, v(t, x))v(t, x), v(0, x) = v_0(x). (5.1)

Napomnim qto v evklidovom sluqae, esli x ∈ R^d, f(t, x) ∈ R^1, t ∈

[0, T ] veroØtnostnyæ podhod k izuqeni¸ rexeniØ zadaqi Koxi

dlØ nelineænogo paraboliqeskogo uravneniØ vida ∂u ∂t = σ^2 2 Δu + c(u)u, u(0) = u_0(x) (5.2)

nazyvaemogo uravneniem KPP ( uravneniem Kolmogorova–Petrovskogo–Piskunova) byl razvit Freædlinym [10] i obobwen v rabotah Daleckogo i Belopol~sskoæ [11, 12] na xirokiæ klass uravneniæ i sistem. Iz rezul~tatov fftih rabot sleduet, qto zadaqu Koxi (5.2) moßno svesti k sledu¸wemu integral~nomu uravneni¸ u(t, x) = E e tR 0 c(w_x(τ),u(t−τ,w_x(τ)))dτ u_0(w_x(t))

, (5.3)

32 C. AL^BEVERIO, ˚. BELOPOL^SKA˚ gde w_x(t) = x + σw(t), w(t) ∈ R^d – vinerovskiæ process i σ - fiksirovannaØ konstanta. Pri fftom esli c(x, v) – ograniqennaØ funkciØ po x s polinomial~nym rostom po v, oblada¸waØ dvumØ ograniqennymi nepreryvnymi proizvodnymi po x i v, to rexenie uravneniØ (5.3) opredelØet klassiqeskoe (C^2-gladkoe po x) rexenie zadaqi (5.2).

My poluqim analogiqnyæ rezul~tat dlØ sluqaØ x ∈ Q_p,

v(t, x) ∈ R^1. Predpoloßim, qto g(s, x) – ograniqennaØ vewestven-

naØ funkciØ, opredelennaØ na [0, T ]×Q_p, a vewestvennaØ funkciØ

c(x, g) zadannaØ na Q_p × R^1 udovletvorØet usloviØm |c(x, g| 6 K[1 + |g|^r] |c(x, g) − c(y, g̃)| 6 L‖x − y‖_p + M (g, g̃)|g − g̃| gde K, L – absol¸tnye poloßitel~nye konstanty i M (g, g̃) < ∞ zavisit ot max(g, g̃), g, g̃ ∈ R^1‘. My budem govorit~ v fftom sluqae, qto vypolnØetsØ uslovie C4.1.

DlØ togo, qtoby reducirovat~ rexenie zadaqi (5.1) k rexeni¸ stohastiqeskoæ zadaqi, rassmotrim stohastiqeskoe uravne- nie dξ(τ ) = ∫ Q_p f(ξ(τ ), z)ν_α(dτ, dz), ξ(0) = x ∈ Q_p, (5.4) i funkci¸ v_s(t, x) vida v(t, x) = E_{s,x}[e tR 0 c(ξ(τ),v(t−τ,ξ(τ)))dτ v_0(ξ(t))] (5.5)

Analogiqno tomu, kak ffto bylo sdelano v paragrafe 2 nam nußno vnaqale poluqit~ rØd apriornyh ocenok.

Rassmotrim dlØ fftogo vspomogatel~noe sootnoxenie u^g(t, x) = E_{s,x}[e tR 0 c(ξ(τ),g(t−τ,ξ(τ)))dτ v_0(ξ(t))] (5.6)

i predpoloßim, qto vewestvennaØ funkciØ g(t, x) zadannaØ na

[0, T ] × Q_p udovletvorØet ocenkam sup_{x∈Qp} |g(t, x)| 6 K_g(s), |g(s, x) − g(s, y| 6 L_g (s)‖x − y‖_p, gde K_g (s), L_g (s) – ograniqennye poloßitel~nye skalØrnye funkcii, zadannye na [0, T ].

SKAQKOOBRAZNYE PROCESSY 33

Lemma 5.1. Pust~ vypolneny usloviØ C2.1{C 2.4 i C4.1. Togda

process η(t) = e^{R t}0^{c(ξ(τ),g(t−τ,ξ(τ)))dτ} , udovletvorØet ocenkam E[η(t)] 6 e tR 0 K[1+K_g (t−τ)]dτ (5.7) E|η_x(t) − η_y(t)| 6 e tR 0 K[1+K_g (t−τ)]dτ [1 + t∫ 0 [L + M L_g (t − τ )]dτ ]‖x − y‖_p. (5.8) Dokazatel~stvo lemmy osnovano na standartnyh ocenkah s uqetom neravenstv v uslovii C4.1.

Lemma 4.2. Pust~ vypolneny usloviØ C2.1{C2.4 i C4.1, a vewe-

stvennaØ funkciØ v_0(x), x ∈ Q_p udovletvorØet ocenkam sup_{x∈Qp} |v_0(x)| 6 K_0, |v_0(x) − v_0(y)| 6 L_0‖x − y‖_p.

Togda funkciØ u^g(t, x) vida (5.6) podqinØetsØ ocenkam sup_{x∈Qp} |u^g(t, x)| 6 K_0e^{R t0 K[1+Krg (t−τ)]dτ}

‖u^g(t, x) − u^g(t, y)| 6 [L_0e tR 0 L[1+M(t−τ)]dτ + K_0e tR 0 [1+K^r_g (t−τ)]dτ t∫ 0 [L + M L_g (t − τ )]dτ ]‖x − y‖_p Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo pervoæ ocenki vytekaet nepo-

sredstvenno iz usloviæ lemmy. Pust~ η_x(t) = e tR 0 c(ξ_x (τ),g(t−τ,ξ_x(τ))) . Oqevidno, process η_x(t) udovletvorØet uravneni¸

η_x(t) = 1 + t∫ 0 c(ξ_x(τ ), g(t − τ, ξ_x(τ ))η_x(τ )dτ. Pri fftom |u^g(t, x) − u^g(t, y)| = E|η_x(t)v_0(ξ_x(t)) − η_y(t)v_0(ξ_y(t))| 6

34 C. AL^BEVERIO, ˚. BELOPOL^SKA˚ E|η_x(t) − η_y(t)||v_0(ξ_x(t))| + E|η_y(t)|v_0(ξ_x(t)) − v_0(ξ_y(t))| 6

[L_0e tR 0 [L+ML_g (t−τ)]dτ + K_0e tR 0 K[1+K_g (t−τ)]dτ ]‖x − y‖_p. Lemma 5.2. Pust~ vypolneny usloviØ lemmy 5.1. Togda suwe-

stvu¸t poloßitel~nye funkcii α(t), β(t) takie, qto esli sup_{x∈Qp} |g(t, x)| 6 α(t) i |g(t, x) − g(t, y) 6 β(t)‖x − y‖_p na nekotorom otrezke [0, T ], to suwestvuet otrezok [0, T_1], T_1 6 T , na kotorom spravedliva ocenka sup_{x∈Qp} |u^g(t, x)| 6 α(t) i |u^g(t, x) − u^g(t, y) 6 β(t)‖x − y‖_p, ∀t ∈ [0, T_1]. Dokazatel~stvo. Vyberem v kaqestve funkcii α(t) rexenie sle-

du¸wego integral~nogo uravneniØ α(t − s) = K_0e^{R ts [K+Kα(t−τ)]dτ} . (5.9) Netrudno proverit~, qto esli sup_{x∈Qp} |g(t, x)| 6 α(t), to sup_{x∈Qp} |u^g(t, x)|

6 α(t). Poskol~ku funkciØ α(t), udovletvorØ¸waØ integral~no-

mu uravneni¸ (5.7), udovletvorØet takße obyknovennomu differencial~nomu uravneni¸ dα(t − s) ds = −K[1 + α(t − s)]α(t − s), α(0) = K_0, (5.10)

moßno naæti ee Øvnyæ vid. Deæstvitel~no, netrudno proverit~, qto funkciØ α(t) = K_0Ke^{Kt} K + K_0 − K_0e^{Kt}

(5.11)

udovletvorØet uravneni¸ (5.10). Pri fftom funkciØ α(t) vida (5.11) ograniqena na otrezke [0, T_1], gde T_1 podqinØetsØ ocenke

T_1 < 1 K ln[1 + K K_0

]. (5.12)

SKAQKOOBRAZNYE PROCESSY 35 PovtorØØ privedennye vyxe rassußdeniØ, poluqim, qto v kaqestve funkcii β(t) moßno vybrat~ rexenie integral~nogo uravneniØ vida

β(t − s) = K̃_0 + L_0e^{R ts [L1+Mβ(t−τ)]dτ} (5.13)

gde K̃_0 = K_0e^{R t}0^{[K0+α(t−τ)]dτ} . Rexenie fftogo uravneniØ imeet vid β(t) = (L_1β_0)e^{L1t} L_1 + M β_0 − M β_0e^{L1t}

, (5.14)

gde β_0 = K̃_0 + L_0.

Netrudno proverit~, qto funkciØ β(t) vida (5.5) ograniqena na intervale

T_2 < 1 L_1 ln[1 +

L_1 M β_0 ]. (5.15)

Teorema 5.1. Pust~ vypolneny usloviØ C1.1{C 1.4 i C4.1. To-

gda suwestvuet konstanta T_3 = min(T_1, T_2) takaØ, qto dlØ vseh t ∈ [0, T_3] suwestvuet edinstvennoe rexenie sistemy (5.4), 5.5). Pri fftom funkciØ v_s(t, x) zadannaØ sootnoxeniem (5.5) pri s = 0 udovletvorØet uravneni¸ (5.1) i predstavlØet soboæ edinstvennoe rexenie fftogo uravneniØ.

Dokazatel~stvo. UsloviØ teoremy garantiru¸t suwestvovanie

edinstvennogo rexeniØ ξ(t) stohastiqeskogo uravneniØ (5.4). Rassmotrim dalee integral~noe uravnenie (5.5) i pokaßem, qto suwestvuet edinstvennoe rexenie fftogo uravneniØ. Postroim dlØ fftogo sistemu posledvatel~nyh priblißeniæ vida

v^0_s (t, x) = v_0(x), (5.16) v^{n+1}_s (t, x) = E_{s,x}[e tR s c(ξ(τ),v^n_s (t−τ,ξ(τ)))dτ v_0(ξ(t))]. (5.17)

Vnaqale ocenim vyraßenie κ^n(s) = sup_{x∈Qp} |v^n_s (t, x)|. Ispol~- zuØ rassußdeniØ, analogiqnye tem, qto byli provedeny v predyduwem paragrafe, dokaßem spravedlivost~ sledu¸wih ocenok

κ^{n+1}_s (t) 6 K_0e tR 0 K[1+(κ^n_s )^r (t−τ)]dτ , iz kotoryh vytekaet, qto dlØ funkcii α(t − s) vida (5.9) vypolnØetsØ ocenka sup_x |v^n_0 (t, x)| < α(t).

36 C. AL^BEVERIO, ˚. BELOPOL^SKA˚

Pust~ ζ^n(t − s) – funkciØ, udovletvorØ¸waØ neravenstvu |v^n_s (t, x) − v^n_s (t, y)| 6 ζ^n(t − s)‖x − y‖_p. Iz lemmy 5.2 sleduet, qto funkciØ β(t) vida (5.14) maßoriruet

ζ^n(t) na intervale [0, T_3], t. e. spravedliva ocenka ζ^n(t) 6 β(t)

dlØ t ∈ [0, T_3], gde T_3 < min[T_1, T_2], a T_1 i T_2 podqinØ¸tsØ ocenkam (5.12), (5.15).

Nakonec, iz privedennyh vyxe neravenstv sleduet, qto semeæstvo v^n_s (t, x) ravnomerno otnositel~no x ∈ Q_p shoditsØ k predel~- noæ funkcii v_s(t, x) na intervale [0, T_3], gde T_3 < min(T_1, T_2).

DlØ togo, qtoby zaverxit~ dokazatel~stvo teoremy 5.1 ostaetsØ lix~ proverit~, qto funkciØ v(t, x) opredelØemaØ sootnoxeniem (5.5) udovletvorØet zadaqe Koxi (5.1). No kak tol~ko funkciØ v(t, x) postroena i dokazano, qto ona udovletvorØet opisannym vyxe usloviØ, my nemedlenno popadaem v situaci¸, rassmotrennu¸ v paragrafe 2 i primenenie teoremy 2.3 zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 5.1.

Literatura

1. S. Albeverio, W. Karwowski, A random walk on p-adic numbers, Stoch. Proc. Appl.

53(1994) 1–22.

2. K. Yasuda Additive processes on local fields. J. Math. Sci. Univ Tokyo 3 (1996)

629-654.

3. A. Kochubei, Pseudo-differential equations and stochastics over non-archimedian

fields. Marcel Dekker Inc.

4. S. Evans, T. Lidman, Expectation, Conditional Expectation and Martingales in

Local Fields Electronic Journal of Probability. Vol. 12(2007) Paper 17.

5. R.W.R. Darling, Convergence of martingales on a Riemannian manifold. Publ. R.

I. M. S., Kyoto University, t. 19, (1983) 753-763.

6. A. H. Bikulov, I. V. Voloviq, p-adiqeskoe brounovskoe dvißenie, Izv.

RAN. Ser. matem., 1997, 61:3, 75C90.

7. K. Kamizono, p-adic Brownian Motion over Qp. PrezentaciØ dokladov meßdunarodnoæ konferencii “p-adicmathphys2007”.

8. Ya. Belopolskaya, On stochastic equations with unbounded coefficients for jump

processes, Lecture Notes in Control and information Theory, 25 (1980), 243–254.

9. Ya. Belopolskaya, Systems of quasilinear integro-differential equations and Markov

processes associated with them, Probabilistic distributions in infinite dimensional spaces. Nauk. Dumka, (1978) p. 5-21.

10. M. Freidlin Functional integration and partial differential equations. Princeton

Univ. Press 1985.

11. ˚. Belopol~skaØ, ı. Daleckiæ, Issledovanie zadaqi Koxi dlØ sistem kvazilineænyh Iuravneniæ s pomow~¸ markovskih processov . Izv. VUZ Matematika. N 12 (1978) 6-17.

SKAQKOOBRAZNYE PROCESSY 37 12. Ya. I. Belopolskaya, Yu. L. Dalecky, Stochastic equations and differential geometry.

Kluwer (1990).

Albeverio C., Belopolskaya Ya. Jump processes in Q_p associated with nonlinear pseudo-differential equations.

We consider stochastic differential equations in the space Q_p of p−adic numbers which associated with nonlinear pseudo-differential equations and systems of such equations. To this end we construct both scalar and matrix valued multiplicative functionals of Q_p-valued Markov processes and derive the probabilistic representations of the Cauchy problem solutions for nonlinear pseudo-differential equations and systems which extend the Feynman–Kac formula.

Postupilo 6 dekabrØ 2007 g. Institut prikladnoæ matematiki Bonnskogo Universiteta,

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ arhitekturno-stroitel~nyæ universitet

E-mail: yana@yana.abu.spb.ru