Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 350, 2007 g.

O. M. Fomenko

SREDNIE ZNAQENI˚, SV˚ZANNYE S DZETA-FUNKCIE` DEDEKINDA

V nastoØweæ rabote utoqnØ¸tsØ izvestnye rezul~taty o srednih znaqeniØh dzeta-funkcii Dedekinda kubiqeskogo polØ i qisle celyh idealov zadannoæ normy fftogo polØ. §1 NastoØwiæ paragraf nosit podgotovitel~nyæ harakter. Po povodu privedennyh niße rezul~tatov sm. [1, 2]. Rassmotrim gruppu S_3. �lementy gruppy S_3 raspada¸tsØ na tri klassa soprØßennosti C_1 : (1); C_2 : (1, 2, 3), (3, 2, 1); C_3 : (1, 2), (2, 3), (3.1). Takim obrazom, ime¸tsØ tri prostyh haraktera: odnomernye ψ_1 (glavnyæ harakter), ψ_2 (drugoæ harakter, opredelØemyæ mnoßestvom C_2) i dvumernyæ harakter ψ_3. S_3 – ffto gruppa Galua neabeleva rasxireniØ K_6 stepeni 6 polØ Q, priqem K_6 ØvlØetsØ normal~nym zamykaniem kubiqeskogo polØ K_3 nad Q, zadavaemogo polinomom f(x) = x^3 + ax^2 + bx + c diskriminanta D. Pri fftom polØ K_2 = Q( √ D) i K_3 ØvlØ¸tsØ promeßutoqnymi rasxireniØmi, nepodvißnymi otnositel~nogo deæstviØ podgrupp A_3 i {(1), (1, 2)} sootvetstvenno. RasxireniØ K_2/Q, K_6/K_2 i K_6/K_3 ØvlØ¸tsØ abelevymi. DlØ dzeta-funkciæ Dedekinda (opredelenie sm. v §2) spravedlivy sledu¸wie sootnoxeniØ:

ζ_{K6} (s) = L_{ψ1} L_{ψ2} L^2_{ψ3} ,

ζ_{K2} (s) = L_{ψ1} L_{ψ2} ,

ζ_{K3} (s) = L_{ψ1} L_{ψ3} ,

ζ(s) = L_{ψ1} , gde L_{ψ2} = L(s, ψ_2, K_6/Q) = L(s, χ, K_2/Q),

L_{ψ3} = L(s, ψ_3, K_6/Q) = L(s, χ^′, K_6/K_2). 187

188 O. M. FOMENKO

Zdes~ vo vtorom stolbce stoØt L-funkcii Artina, a v tret~em – L-funkcii s harakterami Gekke (toqnee, χ(∗) = (D/∗)).

Niße predpolagaem:

K_2, K_3, K_6 – ukazannye vyxe polØ i D < 0, (∗)

ε > 0 oznaqaet l¸boe fiksirovannoe qislo.

Moßno dat~ drugoe istolkovanie funkcii L_{ψ3} [3]. Pust~ ρ :

S_3 → GL_2(C ) – neprivodimoe dvumernoe predstavlenie. Togda

ρ poroßdaet kaspidal~noe predstavlenie π gruppy GL_2(A Q). Pust~ L(s, π) = ∞∑ n=1 a(n)n^{−s}. V qastnosti, esli ρ neqetno, t.e. D < 0, to L(s, π) = L(s, F ), gde F – golomorfnaØ primitivnaØ paraboliqeskaØ forma vesa 1 otnositel~no Γ_0(|D|),

F (z) = ∞∑ n=1 a(n)q^n, q = e^{2πiz}. Kak obyqno, L(s, π) oboznaqaet L-funkci¸ predstavleniØ π,

L(s, F ) – L-funkci¸ Gekke formy F . Takim obrazom, L_{ψ3} = L(s, F ), ζ_{K3} (s) = ζ(s)L(s, F ). (1)

Formulu (1) my budem ispol~zovat~ niße. §2 V nastoØwem paragrafe utoqnØ¸tsØ izvestnye rezul~taty, svØzannye s povedeniem dzeta-funkcii Dedekinda kubiqeskogo polØ K_3 v kritiqeskoæ polose. Pust~ K_n – pole algebraiqeskih qisel nad Q stepeni n. Dzeta-funkciØ Dedekinda polØ K_n zadaetsØ posredstvom ravenstva

ζ_{Kn} (s) = ∑ a ′ (N a)^{−s}, gde summirovanie idet po vsem nenulevym celym idealam v K_n. Esli r_1 – qislo vewestvennyh soprØßennyh polØ K_n i 2r_2 – qislo mnimyh soprØßennyh, Δ – diskriminant polØ K_n, to funkcional~noe uravnenie dlØ ζ_{Kn} (s) moßet byt~ zapisano v vide ξ(s) = ξ(1 − s),

SREDNIE ZNAQENI˚ 189 gde ξ(s) = Γ^{r1} (1 2 s ) Γ^{r2} (s)B^{−s}ζ_{Kn} (s) s B = 2^{r2} π^{n/2}(|Δ|)^{−1/2}.

Dzeta-funkciØ Dedekinda imeet prostoæ pol¸s v toqke s = 1 s vyqetom res_{s=1}ζ_{Kn} (s) =

2^{r1} (2π)^{r2} hR w √ |Δ| , gde h – qislo klassov polØ, R – regulØtor polØ i w – qislo korneæ iz edinicy v pole. Pust~ s = σ + it. Kritiqeskoæ polosoæ dlØ ζ_{Kn} (s) ØvlØetsØ polosa v kompleksnoæ ploskosti 0 6 σ 6 1, kritiqeskoæ prØmoæ – prØmaØ s = 1/2 + it.

Kak dokazali R. M. Kaufman [4, 5] i His-Braun [6], ζ_{Kn} ( 1 2 + it ) ≪ t^{(n/6)+ε} (t ¿ 1). (2)

Ocenivalos~ takße srednee kvadratiqnoe T∫ 1 | |ζ_{Kn} (σ + it) | |^2 dt, 0 6 σ 6 1 (sm. [7, 8]).

Ocenka sverhu, poluqennaØ v [7], v sluqae polØ K_3 i kritiqeskoæ prØmoæ priobretaet vid T∫ 1 | | |ζK_3 (1 2 + it )| |^2 dt ≪ T^{3/2} log^3 T.

Pust~ σ(K_n) – nißnØØ gran~ takih σ, qto T∫ 1 | |ζ_{Kn} (σ + it) | |^2 dt ≪ T^{1+ε}.

V [7, 8] bylo pokazano, qto

σ(K_n) 6 1 − 1 n . Sledu¸waØ teorema uluqxaet pereqislennye rezul~taty v sluqae polØ K_3.

190 O. M. FOMENKO

Teorema 1. V sluqae polØ K3 imeem:

1) ζ_{K3} (1 2 + it ) ≪ t^{301615 +ε} (r ¿ 1);

2) T∫ 1 | | |ζK_3 ( 1 2 + it )| |^2 dt ≪ T^{54 +ε};

3) σ(K_3) 6 5 8 . Dokazatel~stvo utverßdeniØ 1) srazu sleduet iz izvestnyh ocenok (t ¿ 1) ζ ( 1 2 + it ) ≪ t^{32205 +ε} ([9]),

L ( 1 2 + it, F ) ≪ t^{13 +ε} ([10]).

Perehodim k dokazatel~stvu utverßdeniØ 2). Snaqala poluqim ocenku_T ∫ 1 | | |L ( 1 2 + it, F )| |^4 dt ≪ T^{32 +ε}. (3)

Ispol~zuem sledu¸wie izvestnye rezul~taty T∫ 1 | | |L ( 1 2 + it, F )| |^2 dt ∼ CT log T, (4)

T∫ 1 | |L ( 1 2 + it, F )| |^6 dt ≪ T^{2+ε}; (5)

sm. sootvetstvenno [11, 12].

Po povodu (5) zametim, qto pervonaqal~no ffta ocenka byla poluqena ıtiloæ dlØ golomorfnoæ paraboliqeskoæ formy

F (z)qetnogo vesa otnositel~no polnoæ modulØrnoæ gruppy. Pe-

renos (5) na nax sluqaæ trebuet lix~ nekotoryh tehniqeskih izmeneniæ v dokazatel~stve.

SREDNIE ZNAQENI˚ 191

V silu (4), (5) imeem T∫ 1 | | |L ( 1 2 + it, F )| |^4 dt 6

6^{ T∫ 1 | | |L ( 1 2 + it, F )| |^2 dt }_{1/2}{^T∫ 1 | | |L ( 1 2 + it, F )| |^6 dt }_{1/2} ≪ ≪(T log T )^{1/2}(T^{2+ε})^{1/2} ≪ T^{32 +ε},

i trebuemaØ ocenka dokazana.

Napomnim teper~ klassiqeskiæ rezul~tat Ingama [13]: T∫ 1 | | |ζ ( 1 2 + it )| |^4 dt ∼ T log^4 T 2π^2 . Ispol~zuØ (3) i fftu asimptotiku, poluqaem T∫ 1 | | |ζK_3 ( 1 2 + it, F )| |^2 dt = T∫ 1 | | |ζ ( 1 2 + it ) L ( 1 2 + it, F )| |^2 dt 6

6^{ T∫ 1 | | |ζ ( 1 2 + it )| |^4 dt }_{1/2}{^T∫ 1 | | |L ( 1 2 + it, F )| |^4 dt }_{1/2} ≪ ≪(T log^4 T )^{1/2}(T^{3/2+ε})^{1/2} ≪ T^{54 +ε},

i utverßdenie 2) dokazano.

DlØ dokazatel~stva utverßdeniØ 3) ispol~zuem neravenstva T∫ 1 | |ζ(σ + it) | |^4 dt ≪ T ( σ > 1 2 ) , T∫ 1 | |L(σ + it, F ) | |^4 dt ≪ T^{1+ε} ( σ ¿^5_8^).

Poslednee neravenstvo prinadleßit Iviqu [14], kotoryæ dokazal ego v sluqae golomorfnoæ paraboliqeskoæ formy F qetnogo

192 O. M. FOMENKO

vesa otnositel~no polnoæ modulØrnoæ gruppy; ffto dokazatel~- stvo perenositsØ na nax sluqaæ.

PrimenØØ, kak i vyxe, neravenstvo Koxi, poluqaem trebuemoe utverßdenie.

DlØ polnoty, privedem ewe odin fakt (sr. [8]), ØvlØ¸wiæsØ neposredstvennym sledstviem obwego rezul~taty Macumoto [15, teorema 2].

Predloßenie 1. DlØ^1_2 < σ 6 1 T∫ 1 | |ζ_{K3} (σ + it) | |^2 dt = c(σ)T + O(T^{3(1−σ)+ε}). DlØ dokazatel~stva predstavim ζ_{K3} (s) v vide (sm. §3)

ζ_{K3} (s) = ∞∑ m=1 M (m)m^{−s}. (6) Rassmotrim razloßenie ∑ m6x ′ M (m) = Ax + R(x), gde A > 0 – postoØnnaØ i pri^1_3 < σ_1 < 1 R(x) = 1 2πi σ_1+i∞∫

σ_1 −i∞ ζ_{K3} (s) x^s s ds. Pust~ β – nißnØØ gran~ qisel b, dlØ kotoryh 2X∫ X |R(x)|^2dx ≪ X^{1+2b+ε}. Po teoreme 2 [15], dlØ max { β,^1_2 } < σ 6 1 T∫ 1 | |ζ_{K3} (σ + it) | |^2 dt = c(σ)T + O(T^{2(1−σ)/(1−β}1^{)+ε}), gde β_1 = max{β, 0}. Dokazano [16], qto β 6^1_3 . Ots¸da sleduet spravedlivost~ predloßeniØ.

SREDNIE ZNAQENI˚ 193 §3 Rassmotrim predstavlenie (6), v kotorom figuriruet funkciØ M (m), koliqestvo celyh idealov polØ K_3 normy m (ffto ße oboznaqenie sohranim dlØ l¸bogo polØ K_n). V nastoØwem paragrafe privodØtsØ novye fakty o raspredelenii znaqeniæ fftoæ funkcii. Otmetim, qto funkciØ M (m) mul~tiplikativna.

Iz razloßeniØ (1) legko vyvoditsØ formula

M (m) = ∑ d|m a(d), gde a(d) – d-yæ kofffficient Fur~e formy F . V qastnosti,

M (p) = 1 + a(p).

Pol~zuØs~ rezul~tatami raboty [17], legko vyqislit~ znaqeniØ

M (p). A imenno, imeet mesto sledu¸wee

Predloßenie 2. Rassmotrim pole K3. Togda M (p) = 1, esli

(−D/p) = −1. Esli (−D/p) = 1, to p = pp^′ v K_2; v fftom sluqae M (p) = 3, esli p vpolne raspadaetsØ v K_6, i M (p) = 0, esli p ostaetsØ prostym v K_6.

Asimptotika dlØ l¸bogo polØ K_n ∑ m6x^{M (m) = cx + O} ( x^{1−2/(n+1)} ) ØvlØetsØ klassiqeskræ (Landau).

Perehodim k zadaqe o srednem kvadratiqnom znaqenii funkcii M (m), kotoru¸ vpervye rassmotreli Qandrasekharan i Narasimhan v [7]; ffta rabota byla prodolßena Qandrasekharanom i Gudom v [8]. V rabote [7] byl dokazan sledu¸wiæ rezul~tat: dlØ l¸bogo polØ K_n spravedliva ocenka ∑ m6x^{M (m)} 2 ≪ x ( log x )_{n−1} . Esli K_n – normal~noe pole, to spravedliva asimptotika [8] (l ¿ 2 celoe) ∑ m6x^{M (m)} l = xP (log x) + O ( x^{1−2n} �l_{+ε}) , gde P – polinom stepeni n^{l−1} − 1.

Poluqim asimptotiku v sluqae polØ K_3 (kotoroe ne ØvlØetsØ normal~nym).

194 O. M. FOMENKO

Teorema 2. DlØ polØ K3 spravedlivo sootnoxenie ∑ m6x^{M (m)} 2 = C_1x log x + C_2x + O ( x^{911 +ε} ) , gde C_1 > 0 i C_2 – konstanty.

DlØ dokazatel~stva razloßim funkci¸

T (s) = ∞∑ m=1 M (m)^2m^{−s} v ffælerovskoe proizvedenie:

T (s) = ∏ p ( 1 + M (p)^2p^{−s} + M (p^2)^2p^{−2s} + M (p^3)^2p^{−3s} + · · · ) . SravnivaØ ego s ffælerovskim proizvedeniem proizvedeniØ Lfunkciæ ζ(s)L(s, F )^2 L(s, F × F ), my na osnovanii formuly

M (p)^2 = 1 + 2a(p) + a(p)^2

imeem (σ >^1_2 ) T (s) = ζ(s)L(s, F )^2L(s, F × F ) · B(s), (7) gde L(s, F × F ) – L-funkciØ svertki Rankina–Sel~berga formy F s soboæ [18], B(s) = ∏ p (1 + A_2p^{−2s} + A_3p^{−3s} + · · · ).

Pol~zuØs~ (7), legko pokazat~, qto T (s) analitiqeski prodolßaetsØ v poluploskost~ σ >^1_2 s edinstvennoæ osobennost~¸ tam – pol¸som vtorogo porØdka v toqke s = 1, poskol~ku funkcii ζ(s) i

L(s, F × F ) ime¸t osobennosti – u kaßdoæ prostoæ pol¸s v toqke s = 1, a L(1, F ) ≠ 0, B(1) ≠ 0. Izvestno, qto na poluprØmoæ t ¿ 1 ζ ( 1 2 + it ) ≪ t^{16 +ε}, L ( 1 2 + it, F ) ≪ t^{13 +ε}, L ( 1 2 + it, F × F ) ≪ t^{1112 +ε}, [19].

SREDNIE ZNAQENI˚ 195

Pofftomu po svoæstvu vypuklosti v polose^1_2 + ε 6 σ 6 1 + ε pri

|t| → ∞ spravedliva ocenka rosta T (s) ≪ ( |t| + 1 ) 7_{2 (1−σ)+4ε}

. (8)

Po horoxo izvestnoæ formule obraweniØ dlØ rØdov Dirihle, imeem ∑ m6x^{M (m)} 2 = 1 2πi 1+ε+iT ∫ 1+ε−iT T (s) x^s s ds + O (x1+ε T ) . PerenosØ otrezok integrirovaniØ na prØmu¸ σ =^1_2 + ε i proizvodØ neobhodimye vyqisleniØ s pomow~¸ ocenki (8), poluqaem ∑ m6x^{M (m)} 2 = C_1x log x + C_2x + O ( x^{12 +ε}T^{74 +ε} + x^{1+ε}/T ) . PolagaØ T = x^211 , dokazyvaem teoremu 2.

V sluqae normal~nogo polØ K_n posle rabot [4–6] moßno legko uluqxit~ (pri n ¿ 4) asimptotiku Qandrasekharana i Guda. DlØ prostoty ograniqimsØ sluqaem l = 2.

Teorema 3. DlØ normal~nogo polØ Kn spravedlivo sootnoxenie ∑ m6x^{M (m)} 2 = xP_n(log x) + O ( x^{1− 3n2 +6 +ε} ) , gde P_n – polinom stepeni n − 1.

Pust~ T (s) sohranØet preßniæ smysl:

T (s) = ∞∑ m=1 M (m)^2n^{−s}. Rassmotrim razloßenie(sm. [7])

T (s) = ζ^n_{Kn} (s)U (s), (9)

gde U (s) – rØd Dirihle, absol¸tno shodØwiæsØ dlØ σ >^1_2 . Po rezul~tatu (2), na poluprØmoæ t ¿ 1 ζ^n_{Kn} ( 1 2 + it ) ≪ t^{n26 +ε}.

196 O. M. FOMENKO

IshodØ iz (9), pokazyvaem, qto T (s) analitiqeski prodolßaetsØ v poluploskost~ σ >^1_2 s edinstvennoæ osobennost~¸ tam – pol¸som porØdka n v toqke s = 1. V polose^1_2 + ε 6 σ 6 1 + ε pri

|t| → ∞ spravedliva ocenka rosta T (s) ≪ ( |t| + 1 )^{n2 (1}�^{σ)}_{3 +} n^2_{2 ε}

. (10)

Pol~zuØs~ formuloæ obraweniØ dlØ rØdov Dirihle i ocenkoæ (10), dokazyvaem teoremu 3.

V sluqae polØ K_3 my takße moßem traktovat~ summu ∑ m6x^{M (m)} 3. Teorema 4. DlØ polØ K3 spravedlivo vootnoxenie ∑ m6x^{M (m)} 3 = xP_5(log x) + O ( x^{73/79+ε} ) , gde P_5 – polinom stepeni 4.

Dokazatel~stvo naqinaem s oboznaqeniØ

T^{(3)}(s) = ∞∑ m=1 M (m)^3m^{−s}. Imeet mesto formula

M (p)^3 = 1 + 3a(p) + 3a(p)^2 + a(p)^3. (11)

Na osnovanii (11) v poluploskosti σ >^1_2 spravedlivo sootnoxenie

T^{(3)}(s) = ζ(s)L(s, F )^3L(s, F × F )^3R^{(3)}(s)B^′(s),

gde (sr. [20, 21])

R^{(3)}(s) = L(s, F )^2L(s, sym^3F ) · ∏ p K(s); zdes~

B^′(s) = ∏ p (1 + A^′_2p^{−2s} + A^′_3p^{−3s} + · · ·),

L(s, sym^3F ) – L-funkciØ simmetriqeskogo kuba formy F (sm. [22,

23]),

K(s) = 1 + N_2p^{−2s} + · · · + N_6p^{−6s}.

SREDNIE ZNAQENI˚ 197

Sledovatel~no,

T^{(3)}(s) = ζ(s)L(s, F )^5L(s, F × F )^3L(s, sym^3F )B^{′′}(s), (12) gde B^{′′}(s) = ∏ p (1 + A^{′′}_2 p^{−2s} + A^{′′}_3 p^{−3s} + · · · ).

IshodØ iz (12), pokazyvaem, qto T^{(3)}(s) analitiqeski prodolßaet v poluploskost~ σ >^1_2 s edinstvennoæ osobennost~¸ tam – pol¸som pØtogo porØdka v toqke s = 1. Pri fftom otmetim, qto hotØ v bol~xinstve sluqaev funkciØ L(s, sym^3F ) ØvlØetsØ celoæ [23], v naxem sluqae ona imeet v toqke s = 1 pol¸s pervogo porØdka.

V polose^1_2 + ε 6 σ 6 1 + ε pri |t| → ∞ spravedliva ocenka rosta

T^{(3)}(s) ≪ ( |t| + 1 ) 67_{6 (1−σ)+12ε} . Pol~zuØs~ formuloæ obraweniØ dlØ rØdov Dirihle i fftoæ ocenkoæ, dokazyvaem teoremu 4.

Literatura

1. AlgebraiqeskaØ teoriØ qisel. Pod redakcieæ Dß. Kasselsa i A. Frœliha, M., 1969.

2. H. Cohn, A classical invitation to algebraic numbers and class fields, New York etc., 1978.

3. P. Deligne, J.-P. Serre, Formes modulaires de poids 1, Ann. Sci. École Norm. Sup

(4) 7 (1974), 507–530.

4. R. M. Kaufman, Ob ukoroqennyh uravneniØh A. F. Lavrika, Zap. nauqn.

semin. LOMI 76 (1978), 124–158.

5. R. M. Kaufman, Ocenka L-funkciæ Gekke na polovinnoæ prØmoæ, Zap. nauqn. semin. LOMI 91 (1979), 40–51.

6. D. R. Heath-Brown, The growth rate of the Dedekind zeta-function on the critical line, Acta Arithm. 49 (1988), 323–339.

7. K. Chandrasekharan, R. Narasimhan, The approximate functional equation for a class of zeta-functions, Math. Ann 152 (1963), 30–64.

8. K. Chandrasekharan, A. Good, On the number of integral ideals in Galois extensions, Monatsh. Math. 95 (1983), 99–109.

9. M. N. Huxley, Exponential sums and the Riemann zeta-function V, Proc. London Math. Soc. (3) 90 (2005), 1–41.

10. C. S. Yoganandra, Transformation formula for exponential sums involving Fourier coefficients modular forms, Proc. Indian Acad. Sci. (Math. Sci.) 103, No. 1 (1993), 1–25.

198 O. M. FOMENKO

11. A. Good, Approximative Funktionalgleichungen und Mittelwertsätze für Dirichletreihen, die Spitzenformen assoziiert sind, Comment. Math. Helvetici 50 (1975), 327–361.

12. M. Jutila, Lectures on a method in the theory of exponential sums, Bombay, 1987. 13. E. C. Titchmarsh, The theory of the Riemann zeta-function, 2nd edn, revised by D. R. Heath-Brown, New York, 1986.

14. A. Ivić, On zeta-functions associated with Fourier coefficients of cusp forms, Proc. of the Amalfi Conf. on Analytic Number Theory (Maiori, 1989), 231–246, Salerno, 1992.

15. K. Matsumoto, Lifting and mean value theorems for automorphic L-functions, Proc. London Math. Soc. (3) 90 (2005), 297–320.

16. K. Chandrasekharan, R. Narasimhan, On the mean value of the error term of a class of arithmetical functions, Acta Math 112 (1964), 41–67.

17. M. Koike, Higher reciprocity law, modular forms of weight 1 and elliptic curves, Nagoya Math. J. 98 (1985), 109–115.

18. H. Iwaniec, E. Kowalski, Analytic Number Theory, AMS, Providence, Rhode Island, 2004.

19. A. Sankaranarayanan, Fundamental properties of symmetric square L-functions.

I, Illinois J. Math. 46 (2002), 23–43.

20. P. B. Garrett, Decomposition of Eisenstein series: Rankin triple product, Ann.

Math. 125 (1987), 209–235.

21. O. M. Fomenko, Kofffficienty Fur~e paraboliqeskih form i avtomorfnye L-funkcii, Zap. nauqn. semin. POMI 237 (1997), 194–226.

22. C. J. Moreno, F. Shahidi, The L-function L3(s, πΔ) is entire, Invent. Math. 79 (1985), 247–251.

23. H. M. Kim, F. Shahidi, Symmetric cube L-functions for GL2 are entire, Ann.

Math. 150 (1999), 645–662.

Postupilo 16 oktØbrØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:fomenko@pdmi.ras.ru