Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 350, 2007 g.

G. V. Kuz~mina

O SIMMETRIQNYH KONFIGURACI˚H V ZADAQAH OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII

Bol~xoe vnimanie v sovremennyh issledovaniØh udelØlos~ zadaqam ob ffkstremal~nom razbienii, v kotoryh otmeqennye toqki na poverhnosti izmenØ¸tsØ, podqinØØs~ tomu ili inomu uslovi¸. K takim zadaqam svodØtsØ mnogie ffkstremal~nye voprosy v klassah odnolistnyh otobraßeniæ. Izvestno bol~xoe qislo kak klassiqeskih, tak i sovremennyh rezul~tatov, ustanavliva¸wih, qto ffkstremal~naØ konfiguraciØ v zadaqe ob ffkstremal~nom razbienii obladaet sootvetstvu¸weæ simmetrieæ (sm. obzornye stat~i [1, 2]). K takim rezul~tatam otnosØtsØ zadaqi o maksimume vzvexennoæ summy ∑ i α^2_i M (D_i)

privedennyh moduleæ odnosvØznyh oblasteæ otnositel~no ih vnutrennih toqek. Obwie rezul~taty v fftih zadaqah v sluqae svobodnogo raspoloßeniØ otmeqennyh toqek na okrußnosti byli poluqeny V. N. Dubininym [3] pri pomowi preloßennogo im metoda razdelØ¸wego preobrazovaniØ kondensatorov i oblasteæ. Podhody k zadaqam ob ffkstremal~nom razbienii, osnovannye na soobraßeniØh metoda ffkstremal~noæ metriki, razrabotany v rabotah E. G. Emel~Ønova, A. ı. Solynina i avtora, opublikovannyh v dannoæ serii “Zapisok nauqnyh seminarov POMI”.

Zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii, v kotoryh rassmatriva- ¸tsØ funkcionaly vida − ∑ j h^2_j M (P_j) + ∑ i α^2_i M (D_i) (1)

gde M (D_i) – upomØnutye vyxe privedennye moduli ili ße moduli dvusvØznyh oblasteæ, M (P_j) – privedennye moduli dvuugol~- nikov otnositel~no ih verxin, α_i i h_j – vewestvennye parametry, issledovany sravnitel~no malo. 160

O SIMMETRIQNYH KONFIGURACI˚H 161

V nastoØweæ rabote na prostyh primerah issleduetsØ vopros suwestvovaniØ ffkstremal~nyh konfiguraciæ zadaq takogo roda, kotorye oblada¸t sootvetstvu¸weæ simmetrieæ.

§1. Vspomogatel~nye rezul~taty

1. V dal~neæxem ispol~zu¸tsØ sledu¸wie oboznaqeniØ. Qerez R(D, a) oboznaqaem konformnyæ radius odnosvØznoæ oblasti D otnositel~no toqki a ∈ D, qerez M (D, a) – privedennyæ modul~ oblasti D otnositel~no toqki a ∈ D: M (D, a) = 1 2π log R(D, a), esli a ≠ ∞, M (D, ∞) = −^1_{2π} log R(D, ∞).

Dvuugol~nikom nazyvaetsØ odnosvØznaØ oblast~ D s dvumØ otmeqennymi graniqnymi fflementami s nositelØmi (v razliqnyh ili sovpada¸wih) toqkah b_1 i b_2. Budem sqitat~, qto oblast~ D udoletvorØet sledu¸wemu uslovi¸: dlØ otobraßeniØ w = g(z) oblasti D na polosu h_1 < Im w < h_2, normirovannogo usloviØmi

Re g(b_1) = −∞, Re g(b_2) = +∞, v okrestnosti toqki b_k, k = 1, 2, imeem ravenstvo

g(z) = A_k{(−1)^{k−1} log(z − b_k) + g(z)},

gde g(z) – regulØrnaØ funkciØ.

Pust~ ϵ_k, k = 1, 2, – dostatoqno malye poloßitel~nye qisla. Pust~ C(b_k, ϵ_k) = {z : |z − b_k| = ϵ_k}, S_k(ε_k) – pereseqenie oblasti D s okrußnost~¸ C(b_k, ε_k), D(ϵ_1, ϵ_2) – qetyrehugol~nik v D s protivopoloßnymi storonami S_k(ϵ_k), k = 1, 2. DlØ variacii φ_k(ϵ_k) argumenta arg(z − b_k) na duge S_k(ϵ_k), prohodimoæ v napravlenii vozrastaniØ arg(z − b_k), imeem ravenstvo

φ_k(ϵ_k) = φ_k + O(ϵ_k),

gde φ_k – vnutrenniæ ugol oblasti D v toqke b_k.

Pust~ M (D(ϵ_1, ϵ_2)) – modul~ oblasti D(ϵ_1, ϵ_2) otnositel~no semeæstva dug v fftom qetyrehugol~nike, razdelØ¸wih storony

S_1(ϵ_1) i S_2(ϵ_2). Predel lim ϵ1,ϵ2→0 { M (D(ϵ_1, ϵ_2)) + 1 φ_1 log ϵ_1 + 1 φ_2 log ϵ_2 } nazyvaem privedennym modulem dvuugol~nika D i oboznaqaem qerez M (D, b_1, b_2).

2. Horoxo izvestna sledu¸waØ teorema.

162 G. V. KUZ^MINA

Teorema A (V. N. Dubinin, [3]). Pust~ n ¿ 3. Pust~ a1, . . . , an –

razliqnye toqki okrußnosti |z| = 1,

0 < arg a_1 < arg a_2 < · · · < arg a_n < 2π.

Pust~ a^∗_1, a^∗_2, . . . , a^∗_n – ravnootstoØwie toqki na |z| = 1: a^∗_k = e^{2πik/n}, k = 1, . . . , n. Pust~ D_1, . . . , D_n – sistema nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ na z-sfere, a_k ∈ D_k, k = 1, . . . , n. Togda spravedlivo neravenstvo n∑ k=1 M (D_k, a_k) ¿ n 2π log 4/n. (2)

Ravenstvo v (2) dostigaetsØ tol~ko v tom sluqae, kogda a_k = a^∗_k, k = 1, . . . , n, a oblastØmi D_k ØvlØ¸tsØ ugly s verxinami v naqale koordinat rastvora 2π/n : D_k = {z : 0 < |z| < ∞, arg a^∗_k < arg z < arg a^∗_{k+1}}, k = 1, . . . , n.

Teorema A byla dokazana v [3] metodom razdelØ¸wego preobrazovaniØ, k prostomu dokazatel~stvu fftoæ teoremy privodit i metod ffkstremal~noæ metriki.

Obwim rezul~tatom v teorii zadaq ob ffkstremal~nom razbienii slußit teorema E. G. Emel~Ønova [4], ustanavliva¸waØ usloviØ, pri kotoryh vzvexennaØ summa ∑ i h^2_i M (P_i, a_k, a_l) prive-

dennyh moduleæ dvuugol~nikov otnositel~no ih verxin ne men~- xe qem vzvexennaØ summa ∑ j α^2_j M (D_j , a_j) privedennyh moduleæ

odnosvØznyh oblasteæ otnositel~no ih vnutrennih toqek. Teoremu v [4] budem nazyvat~ teoremoæ B.

K teoreme V primykaet sledu¸wiæ prostoæ rezul~tat negativnogo haraktera.

Teorema 1. Pust~ n ¿ 2. Pust~ ak i a^∗_k, k = 1, . . ., n, – sistemy

toqek na okrußnosti |z| = 1, opredelennye v teoreme A. Pust~ D_1 – semeæstvo sistem nenalega¸wih oblasteæ P_k, k = 1, . . . , n, na C^′ = C \ {a_1, . . ., a_n}, gde P_k – dvuugol~nik s verxinami v toqkah a_k, a_{k+1}, associirovannyæ s klassom dug, gomotopnyh duge {z : |z| = 1, arg a_k < arg z < arg a_{k+1}} i ime¸wiæ v verxinah a_k, a_{k+1} vnutrennie ugly, ravnye π. Pust~ M (P_k, a_k, a_{k+1}) – privedennyæ modul~ dvuugol~nika P_k otnositel~no semeæstva dug, soedinØ¸wih ego storony. SimmetriqnaØ sistema oblasteæ P^∗_k = {z : 0 < |z| < ∞, arg a^∗_k < arg z < arg a^∗_{k+1}}, k = 1, . . . , n,

O SIMMETRIQNYH KONFIGURACI˚H 163 ne realizuet maksimuma summy − n∑ k=1 M (P_k, a_k, a_{k+1})

v semeæstve D_1.

Dokazatel~stvo. Pust~

P_k = {z : 0 < |z| < ∞, arg a_k < arg z < arg a_{k+1}}, P^∗_k = {z : 0 < |z| < ∞, arg a^∗_k < arg z < arg a^∗_{k+1}}.

Predpolagaem, qto dvuugol~niki P_k, P^∗_k associirovany s klassami dug, razdelØ¸wih ih storony i gomotopnyh dugam okrußnosti, soedinØ¸wih ih verxiny. Pust~ M (P_k, a_k, a_{k+1}) i

M (P^∗_k , a^∗_k, a^∗_{k+1}) – privedennye moduli dvuugol~nikov P_k, P^∗_k ot-

nositel~no klassov dug, soedinØ¸wih ih storony. Poloßim arg a_{k+1} a_k = λ_k, n∑ k=1 λ_k = 1.

Pri otobraßenii ( z a_k )_{1/(nλk)} → z a^∗_k , dvuugol~nik P_k perehodit v P^∗_k i po formule preobrazovaniØ dlØ privedennyh moduleæ dvuugol~nikov imeem

M (P_k, a_k, a_{k+1}) = M (P^∗_k , a^∗_k, a^∗_{k+1}) + 2 π log(nλ_k), (3)

V silu izvestnogo neravenstva ∏_n k=1 λ_k ≤ n^{−n}, n∑ k=1 M (P_k, a_k, a_{k+1}) ≤ n∑ k=1 M (P^∗_k , a^∗_k, a^∗_{k+1}) (4)

i ravenstvo dostigaetsØ tol~ko v sluqae λ_k = 1/n pri k = 1, . . . , n. Zameqanie. Pust~^^D1 – semeæstvo sistem opredelennyh vyxe

dvuugol~nikov P_k, k = 1, . . . , n. Neravenstvo (4) pokazyvaet, qto simmetriqnaØ konfiguraciØ {P_k}, {a^∗_k} realizuet minimum funkcionala − n∑ k=1 M (P_k, a_k, a_{k+1}) (5)

164 G. V. KUZ^MINA

v semeæstve ^D_1. Iz legko proverØemogo ravenstva

M (P^∗_k , a^∗_k, a^∗_{k+1}) = 2 π log 4 n i (3) sleduet, qto

M (P_k, a_k, a_{k+1}) = 2 π log(4λ_k) → −∞, λ → 0. Sledovatel~no, summa (5) neograniqenno vozrastaet, esli po kraæneæ mere odno iz znaqeniæ λ_k → 0.

§2. Zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii v semeæstvah oblasteæ dvuh tipov 1. Pust~ 0 < β ≤ π/2. Pust~ D_2(β) – semeæstvo nenalega¸wih dvuugol~nikov P_1, P_2 s verxinami v toqkah e^{iβ} , e^{−iβ} i vnutrennimi uglami, ravnymi π, v fftih verxinah i odnosvØznyh oblasteæ

D_1, D_2, 0 ∈ D_1, ∞ ∈ D_2. PredpolagaetsØ, qto dvuugol~niki P_1, P_2 associirovany s klassami dug, gomotopnyh sootvetstvenno

duge Γ_1 = {z : z = e^{iφ}, −β < φ < β} i duge Γ_2 = {z : z = e^{iφ},

β < φ < 2π − β}. Pust~ M (P_j, e^{iβ}, e^{−iβ} ) – privedennyæ modul~

dvuugol~nika P_j otnositel~no semeæstva dug, soedinØ¸wih ego storony, i M (D_1, 0), M (D_2, ∞) – privedennye moduli oblasteæ

D_j otnositel~no ukazannyh toqek. Pust~ α i h – poloßitel~nye

qisla. Rassmotrim zadaqu o maksimume F^∗_2 (β) funkcionala F_2(β) = −h^2{M (P_1, e^{iβ}, e^{−iβ}) + M (P_2, e^{iβ}, e^{−iβ})}+ + α^2{M (D_1, 0) + α^2{M (D_2, ∞)} (6) v semeæstve D_2(β).

�kstremal~naØ sistema oblasteæ fftoæ zadaqi obladaet simmetrieæ otnositel~no okrußnosti okrußnosti |z| = 1 i vewestvennoæ osi i predstavlØet soboæ sistemu polosoobraznyh i krugovyh oblasteæ associirovannogo kvadratiqnogo differenciala. V raspoloßenii pol¸sov i nuleæ fftogo differenciala imeet mesto sootvetstvu¸waØ simmetriØ.

V sluqae β = π/2 imeem sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema 2. V semeæstve D2(π/2) imeet mesto toqnoe neraven-

stvo

F_2(π/2) ≤ 2 π { h^2 log

4h^2 + α^2 16h^2

− 2αh arctg α 2h + α^2 4 log 16α^2 4h^2 + α^2 } . (7)

O SIMMETRIQNYH KONFIGURACI˚H 165 Ravenstvo v (7) dostigaetsØ tol~ko dlØ sistemy oblasteæ {P^∗_1 , P^∗_2 , D^∗_1, D^∗_2}, predstavlØ¸wih soboæ sistemu polosoobraznyh i krugovyh oblasteæ kvadratiqnogo differenciala Q(z)dz^2 = − α^2 4π^2

(z^2 + l^2)(z^2 + 1/l^2) z^2(z^2 − 1)^2 dz^2, gde l, 0 < l < 1, – rexenie uravneniØ 1/l + l = 4h/α. Estestvenno voznikaet vopros o zavisimosti maksimuma F^∗_2 (β) summy (6) v semeæstve D_2(β) ot β pri 0 < β < π/2. Qastiqnyæ otvet na fftot vopros daet sledu¸waØ teorema.

Teorema 3. Pust~ 0 < β < π/2. �kstremal~naØ sistema oblasteæ

zadaqi o maksimume summy (6) v semeæstve D_2(β) predstavlØet soboæ sistemu polosoobraznyh i krugovyh oblasteæ kvadratiqnogo differenciala Q(z)dz^2 = − A 4π^2 (z − b)(z − b)(z − 1/b)(z − 1/b)dz^2 z^2(z − e^{iβ})^2(z − e^{−iβ})^2

, (8)

gde A = α^2, a nuli b, b, 1/b, 1/b opredelØ¸tsØ usloviem α^2| cos β − B|^2 sin^2 β

= 4h^2, B = 1 2 (b + 1/b), Re B > cos β, i ravenstvom v Q-metrike (ϵ > 0 i dostatoqno malo) lenght_Q[1, 1/ϵ] = lenght_Q[−1, −1/ϵ] + O(ϵ).

Zavisimost~ veliqiny F^∗_2 (β) ot β opredelØetsØ ravenstvom dF^∗_2 (β) dβ = − 2 π (cos β − Re β)α^2 + 2h^2 cos β sin β

. (9)

Dokazatel~stva teorem 2 i 3 privodØtsØ niße (sm. zameqanie k teoremam 4 i 5).

V prØmoæ svØzi s semeæstvom D_2(β) nahoditsØ sledu¸wee semeæstvo sistem oblasteæ.

2. Pust~ D_3(β) – semeæstvo sistem nenalega¸wih oblasteæ Π_1,

Π_2, Δ, gde Π_1, Π_2 – dvuugol~niki s verxinami v toqke cos β i uglami, ravnymi π, v fftih verxinah, Δ – odnosvØznaØ oblast~,

166 G. V. KUZ^MINA ∞ ∈ Δ. PredpolagaetsØ, qto dvuugol~niki Π_1, Π_2 associirova-

ny s klassami dug, vyhodØwih iz toqki cos β i vozvrawa¸wihsØ v tu ße toqku i gomotopnyh sootvetstvenno razrezu po otrezku

[cos β, 1] i po otrezku [cos β, −1]. Qerez M (Π_j , cos β, cos β) oboznaqaem privedennyæ modul~ dvuugol~nika Π_j otnositel~no klassa dug, soedinØ¸wih ego storony. Pust~ h_1 i α_1 – poloßitel~nye qisla. Pust~ F^∗_3 (β) – maksimum funkcionala

F_3(β) = = −h^2_1 { M (Π_1, cos β, cos β) + M (Π_2, cos β, cos β) } + α^2_1M (Δ, ∞) (10) v semeæstve D_3(β).

Teorema 4. V semeæstve D3(π/2) imeet mesto toqnoe neraven-

stvo

F_3(π/2) ≤ 1 π { 4h^2_1 log α^2_1 + 16h^2_1 64h^2_1 − − 4h_1α_1 arctg α_1 4h_1 + α^2_1 4 log 4α^2_1 α^2_1 + 16h^2_1 } . (11)

Ravenstvo v (11) dostigaetsØ tol~ko dlØ sistemy oblasteæ Π^∗_1, Π^∗_2, Δ^∗, predstavlØ¸wih soboæ polosoobraznye i krugovu¸ oblast~ kvadratiqnogo differenciala

Q_1(u)du^2 = A 4π^2 (u − B)(u − B) u^2(1 − u^2) du^2, gde A = α^2_1, B = il, l > 0, α_1l = 4h_1.

Dokazatel~stvo. Pust~ Π^∗_1, Π^∗_2, Δ^∗ – ffkstremal~naØ sistema

oblasteæ dannoæ zadaqi. Vyraßenie dlØ associirovannogo kvadratiqnogo differenciala i ravenstva dlØ parametrov A i B sledu¸t iz obweæ teorii zadaq ob ffkstremal~nom razbienii (sm., naprimer, [5–7]) i simmetrii ffkstremal~noæ konfiguracii.

Naædem R(Δ^∗, ∞). DlØ otobraßeniØ ζ = g(u) oblasti Δ^∗ na oblast~ |ζ| > R(Δ^∗, ∞), g(∞) = ∞, imeem uravnenie 2π √ −Q_1(u) du = α_1 d(log).

O SIMMETRIQNYH KONFIGURACI˚H 167

Integriruem levu¸ qast~ fftogo uravneniØ po otrezku [il, i/ϵ], ego pravu¸ qast~ – po otrezku [R(Δ^∗, ∞), 1/ϵ]:

I_1 = i/ϵ∫ il √ −(u^2 − l^2) u √ (1 − u^2) du = 1/ϵ∫ l √ (u^2 + l^2) u √ (1 + u^2) du = = − log R(Δ^∗, ∞) + log 1/ϵ + O(ϵ).

Ispol~zuØ preobrazovanie

u^2 − l^2 1 + u^2

= t^2, t_0 = 1 − l^2 + 1 2 ϵ^2,

nahodim

I_1 = t0∫ 0 (l^2 + 1)t^2 (1 − t^2)(t^2 + l^2) dt = t0∫ 0 [ 1 1 − t^2 − l^2 t^2 + l^2 ] dt =

= 1 2 log 1 + t_0 1 − t_0

− l arctg t_0 l + O(ϵ), otkuda

− log R(Δ^∗, ∞) = 1/2 log 4 l^2 + 1

− l arctg 1 l . (12)

DlØ nahoßdeniØ privedennogo modulØ M (Π^∗_1, 0, 0) rassmotrim qetyrehugol~nik Π^∗_1(ϵ) = Π^∗_1 \ {u : |u| < ϵ} i naædem dlinu v Qmetrike otrezka [ϵ, 1] , ØvlØ¸wegosØ graniqnoæ dugoæ fftogo qetyrehugol~nika. Nahodim

I_2 = 1∫ ϵ √ u^2 + l^2 u √ 1 − u^2 du = ∞∫ t0 (l^2 + 1)t^2dt (t^2 − l^2)(1 + t^2)

+ O(ϵ) =

= − l 2 log l^2 + 1 4l^2

+ arctg 1 l + l log 1/ϵ + O(ϵ), gde u^2 + l^2 1 − u^2

= t^2, t_0 = l(1 + l^2 + 1 2l^2 ϵ^2.

OboznaqaØ L = − l 2 log l^2 + 1 4l^2

+ arctg 1 l

168 G. V. KUZ^MINA

i prinimaØ vo vnimanie ravenstvo α_1l = 4h_1, poluqaem

lenght_{Q1} [ϵ, 1] = α_1 2π (L + l log 1/ϵ + O(ϵ) = α_1L 2π + 2h_1 π log 1/ϵ + O(ϵ). V silu opredeleniØ privedennogo modulØ M (Π^∗_1, 0, 0), imeem

M (Π^∗_1, 0, 0) = α_1L πh_1 , otkuda

M (Π^∗_1, 0, 0) = 4 π { − 1 2 log l^2 + 1 4l^2 + 1 l arctg 1 l } . (13)

Iz (12) i (13) poluqaem ravenstvo dlØ F^∗_3 (π/2), ukazannoe v pravoæ qasti (11).

Teorema 5. Pust~ 0 < β < π/2. �kstremal~naØ konfiguraciØ ras-

smatrivaemoæ zadaqi v semeæstve D_3(β) obrazuetsØ polosoobraznymi oblastØmi Π^∗_1, Π^∗_2 i krugovoæ oblast~¸ Δ^∗ kvadratiqnogo differenciala

Q_1(u)du^2 = A 4π^2 (u − B)(u − B) (u − cos β)^2(1 − u^2) du^2, gde A = α^2, veliqiny B i B opredelØ¸tsØ usloviem α_1|cosβ − B| sin β

= 4h_1 (14)

i integral~nym ravenstvom ∞∫ 1 1 √ 1 − u^2 { √ (u − B)(u − B) u − cos β − √ (u + B)(u + B)

u + cos β } du = 0, (15)

Re B > cos β pri 0 < β < π/2.

Zavisimost~ veliqiny F^∗_3 (β) ot β opredelØetsØ formuloæ

dF^∗_3 (β) dβ = − 1 π α^2_1(cos β − Re B) + 16h^2_1 cos β sin β

< 0 (16)

pri 0 < β < π/2.

Dokazatel~stvo. V silu obweæ teorii zadaq ob ffkstremal~nom

razbienii, ffkstremal~naØ sistema oblasteæ rassmatrivaemoæ

O SIMMETRIQNYH KONFIGURACI˚H 169

zadaqi predstavlØet soboæ sistemu harakteristiqeskih oblasteæ kvadratiqnogo differenciala Q_1(u)du^2 ukazannogo v teoreme vida. Ravenstva A = α^2_1 i (14) opredelØ¸tsØ normiru¸wimi usloviØmi dannoæ zadaqi. Uslovie (15) sleduet iz ravenstva (ϵ > 0 i dostatoqno malo)

lenght_{Q1} [1, 1/ϵ] = lenght_{Q1} [−1, −1/ϵ] = O(ϵ)

i perehoda k predelu pri ϵ → 0.

Oqevidno, Re B = 0 pri β = π/2. Pokaßem, qto Re B > 0 pri 0 < β < π/2. OboznaqaØ integral v (15) qerez I, v silu toßdestva A − B =

(A^2 − B^2)/(A + B), imeem I = ∞∫ 1 1 √ u^2 − 1(u^2 − cos^2 β) ×

× 4uH(u) √ (u − B)(u − B)(u + cos β) + √ (u + B)(u + B)(u − cos β) du, gde H(u) = u^2(cos β − Re B) + cos β(|B|^2 − cos β Re B).

Uslovie I = 0 pokazyvaet, qto Re B > 0. Predpoloßim, qto

Re B < cos β.

Togda vtoroe slagaemoe v vyraßenii dlØ F (u) dolßno byt~ otricatel~nym:

|B|^2 − cos β Re B < 0,

Sledovatel~no,

|B|^2 < cos β Re B < cos^2 β, |B| < cos β.

Zapisav vyraßenie dlØ H(u) v vide

H(u) = (cos β − Re B)(u^2 − cos β Re B) + cos β Im^2 B,

vidim, qto H(u) > 0 pri vseh u ≥ 1 i potomu sluqaæ Re B < cos β nevozmoßen. Oqevidno, sluqaæ Re B = cos β pri β < π/2 takße nevozmoßen. Sledovatel~no,

Re B > cos β. (17)

170 G. V. KUZ^MINA

V silu (17), H(u) → −∞ pri u → ∞. Pofftomu dolßno vypolnØt~sØ neravenstvo

H(1) = (cos β − Re B) sin^2 β + cos β|B − cos β|^2 > 0. (18)

Po obweæ gradientnoæ teoreme [7, 8],

dF^∗_3 (β) dβ = − sin β dF^∗_3 (β) d cos β

= −2π sin β ∂ ∂u Q_1(u)|_{u=cos β}, gde Q_1(u) = (u − cos β)^2Q_1(u)

i rasmatrivaetsØ kompleksnaØ proizvodnaØ. Nahodim ∂ ∂u Q_1(u) | | |_{u=cos β} = α^2_1 2π^2

(cos β − Re B) sin^2 β + | cos β − B|^2 cos β sin^4 β . PrinimaØ vo vnimanie neravenstvo (18) i ispol~zuØ uslovie (14), ots¸da poluqaem neravenstvo (16).

Ris. 1.

Ris. 2.

O SIMMETRIQNYH KONFIGURACI˚H 171

3. Zameqanie. Teoremy 2 i 3 vyteka¸t iz teorem 4 i 5 i svØzi

meßdu ffkstremal~nymi konfiguraciØmi v semeæstvah D_2(β) i

D_3(β).

Dokazatel~stvo. Budem oboznaqat~ maksimumy funkcionalov v

rassmatrivaemyh semeæstvah sistem oblasteæ qerez F^∗_2 (α, h, β) i

F^∗_3 (α_1, h_1, β), otmeqaØ fftim zavisimost~ ot vesovyh parametrov.

Pust~ po-preßnemu P^∗_1 , P^∗_2 , D^∗_1 , D^∗_2 – ffkstremal~naØ sistema oblasteæ zadaqi o F^∗_2 (α, h, β) i pust~ P^+_j = P^∗_j ∩ {z : |z| > 1|},

j = 1, 2. Imeem M (P^+_1 , e^{iβ}, e^{−iβ}) + 2M (P^∗_1 , e^{iβ}, e^{−iβ}) i potomu F^∗_2 (α, h, β) = −h^2{M (P^∗_1 , e^{iβ}, e^{−iβ}) + M (P^∗_2 , e^{iβ}, e^{−iβ})}+ +α^2{M (D^∗_1, 0) + M (D^∗_2 , ∞)} = 2 [ − h^2_1{M (P^+_1 , e^{iβ}, e^{−iβ})+

+M (P^+_2 , e^{iβ}, e^{−iβ})} + α^2_1M (D^∗_2 , ∞) ] , (19) gde α = α_1, h = 2h_1.

Pust~ Π^∗_1, Π^+_2 , Δ^∗ – obrazy oblasteæ P^∗_1 , P^∗_2 , D^∗_2 pri otobraßenii u = 1 2 (z + 1/z). (20)

UkazannaØ sistema oblasteæ ØvlØetsØ ffkstremal~noæ v zadaqe o maksimume F^∗_3 (α_1, h_1, β) v semeæstve D_3(β):

F^∗_3 (α_1, h_1, β) = = −h^2_1{M (Π^∗_1, cos β, cos β) + M (Π^∗_2, cos β, cos β)} + α^2_1M (Δ^∗, ∞). Ispol~zuØ formuly preobrazovaniØ privedennyh moduleæ dvuugol~nikov pri konformnom otobraßenii [8], nahodim

M (Π^∗_j , cos β, cos β) = M (P^+_j , e^{iβ}, e, −iβ) + 4 π log sin β,

M (Δ^∗, ∞) = M (D^∗_2, ∞) + 1 2π log 1/2.

Sledovatel~no,

F^∗_3 (α_1, h_1, β) =

= −h^2_1 { M (P^+_1 , e^{iβ}, e^{−iβ}) + M (P^+_2 , e^{iβ}, e^{−iβ}) + 8 π log sin β } + + α^2_1 { M (D^∗_2, ∞) + 1 2π log 1 2 } ,

172 G. V. KUZ^MINA

i iz (19) nahodim

F^∗_3 (α_1, h_1, β) = 1 2 F^∗_2 (α, h, β) − 8 π h^2_1 log sin β + 1 2π α^2_1 log 1 2 . Ots¸da i iz (11) poluqaem (7). Legko videt~ takße, qto associirovannye kvadratiqnye differencialy rassmatrivaemyh ffkstremal~nyh zadaq v semeæstvah D^∗_2(β) i D^∗_3(β) svØzany ravenstvom

Q(z)dz^2 = Q_1(u)du^2,

gde u – funkciØ (20). Dalee, dF^∗_2 (α, h, β) dβ = 2 dF^∗_3 (α_1, h, β) dβ + 16 π h^2_1 cos β sin β . Ots¸da i iz (16) poluqaem vyraßenie (9). Vopros o znake fftogo vyraßeniØ pri razliqnyh β ∈ (0, π/2) ostaetsØ otkrytym.

Literatura

1. V. N. Dubinin, SimmetrizaciØ v geometriqeskoæ teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo, Uspehi mat. nauk 49, vyp.1 (1994), 3–76.

2. G. V. Kuz~mina, Metody geometriqeskoæ teorii funkciæ. I, P, Algebra i analiz 9, vyp. 3 (1997), 41–103; vyp. 5 (1997), 1–50.

3. V. N. Dubinin, RazdelØ¸wee preobrazovanie oblasteæ i zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii, Zap. nauqn. semin. POMI 168 (1988), 48–66.

4. E. G. Emel~Ønov, O svØzi dvuh zadaq ob ffkstremal~nom razbienii, Zap.

nauqn. semin.POMI 160 (1987), 91–98.

5. J. A. Jenkins, On the existence of certain general extremal metrics. I,G Ann. of

Math. (2) 66 (1957), 440–453; Tohoku Math. J. (2) 45 (1993), 249–257.

6. E. G. Emel~Ønov, G. V. Kuz~mina, Teoremy ob ffkstremal~nom razbienii v semeæstve sistem oblasteæ razliqnyh tipov, Zap. nauqn. semin. POMI 237 (1997), 74–104.

7. A. ı. Solynin, Moduli i ffkstremal~no-metriqeskie problemy, Algebra i analiz 11, vyp. 1 (1999), 3–86.

8. E. G, Emel~Ønov, Nekotorye svoæstva moduleæ semeæstv krivyh, Zap. nauqn. semin. POMI 144 (1985), 72–82.

Postupilo 17 noØbrØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:kuzmina@pdmi.ras.ru