Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 350, 2007 g.

V. G. ȷuravlev

URAVNENIE PELL˚ NAD ∘–KOL^COM FIBONAQQI

Vvedenie 0.1. Krugovoe umnoßenie Fibonaqqi. Qisla Fibonaqqi

F_1 = 1, F_2 = 2, . . . , F_{i+2} = F_i + F_{i+1}, . . . (0.1)

obrazu¸t sistemu sqisleniØ, v kotoroæ l¸boe natural~noe qislo N odnoznaqno razlagaetsØ v koneqnu¸ summu vida N = ∑ n≥1 ε_n(N )F_n, (0.2)

gde kofffficienty ε_i(N ) = 0 ili 1 udovletvorØ¸t sledu¸wemu pravilu sokraweniØ: ε_i(A)ε_{i+1}(A) = 0 dlØ vseh i ≥ 1. Razloßenie (0.2) osuwestvlØetsØ po ßadnomu algoritmu. V sisteme sqisleniØ Fibonaqqi ∘-proizvedenie N_1 ∘ N_2 ili krugovoe umnoßenie Fibonaqqi [1, 2] vyqislØetsØ po formule

N_1 ∘ N_2 = ∑ n≥1 ∑ m≥1 ε_n(N_1)ε_m(N_2)F_{n+m}, (0.3)

t.e. formal~no ∘-proizvedenie opredelØetsØ kak umnoßenie mnogoqlenov ot x^n = F_n, poskol~ku dlØ qisel Fibonaqqi iz opredeleniØ (0.3) sleduet formula umnoßeniØ F_n ∘ F_m = F_{n+m}. �ta formula dlØ n = 0, 1, 2, . . . pozvolØet opredelit~ na mnoße-

stve natural~nyh qisel operaci¸ sdviga n−→ N = F_n ∘ N . Esli N

imeet razloßenie (0.2), to soglasno (0.3) sdvinutoe qislo n−→ N Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 05-01- 00435). 139

140 V. G. ȷURAVLEV vyqislØetsØ po formule n−→ N = ∑ i≥1 ε_i(N )F_{i+n}. (0.4)

Umnoßenie Fibonaqqi N_1 ∘ N_2 i funkciØ [x] – celaØ qast~ x — svØzany meßdu soboæ sledu¸weæ formuloæ [3]

N_1 ∘ N_2 = N_1N_2 + [(N_1 + 1)τ ][(N_2 + 1)τ ]. (0.5)

S pomow~¸ dannoæ formuly formal~no moßno rasprostranit~ ∘-umnoßenie Fibonaqqi (0.3) s mnoßestva natural~nyh qisel

N = {1, 2, 3, . . .} na mnoßestvo vewestvennyh qisel R. �to pozvo-

lØet opredelit~ ∘-kol~co Fibonaqqi^∘Z, dobavlØØ k kol~cu celyh racional~nyh qisel Zoperaci¸ umnoßeniØ Fibonaqqi.

0.2. GeometriØ uravneniØ PellØ. V nastoØweæ rabote rassma-

trivaetsØ vopros o razreximosti i koliqestve rexeniæ diofantova uravneniØ

N_1 ∘ N_1 − A ∘ N_2 ∘ N_2 = 1, (0.6)

gde kofffficient A – natural~noe qislo, a peremennye N_1, N_2 probega¸t vse celye qisla. Dannoe uravnenie predstavlØet soboæ uravnenie PellØ nad o-kol~com Fibonaqqi^∘Z.

Formula (0.5) pozvolØet takße rassmatrivat~ uravnenie PellØ (0.6) nad mnoßestvom deæstvitel~nyh qisel:

x_1 ∘ x_1 − A ∘ x_2 ∘ x_2 = 1, (0.7)

gde peremennye x_1, x_2 ∈ R. Na Ris. 1. pokazano mnoßestvo PR(A) vewestvennyh rexeniæ (x_1, x_2) uravneniØ PellØ (0.7) s kofffficientom A = 1. V otliqie ot obyqnyh giperbol, mnoßestvo

PR(A) ne imeet ni central~noæ, ni osevyh simmetriæ. Uravne-

nie PellØ (0.7) zadaet funkcional~nu¸ zavisimost~ meßdu x_1 i

x_2. Pofftomu mnoßestvo PR(A) moßno rassmatrivat~ kak grafik

sootvetstvu¸weæ zavisimosti. Dannyæ grafik sostoit iz beskoneqnogo qisla nepreryvnyh kuskov krivyh. On imeet razryvy po kaßdoæ iz peremennyh x_1 i x_2, a takße dvoænye razryvy.

Krome fftogo, mnoßestvo PR(A) imeet dvoænu¸ strukturu: lokal~nu¸ i global~nu¸. Lokal~naØ struktura – ffto naliqie korotkih neprervnyh kuskov krivyh v mnoßestve PR(A), dliny ko-

URAVNENIE PELL˚ NAD ffi–KOL^COM FIBONAQQI 141

Ris. 1. Mnoßestvo vewestvennyh rexeniæ uravneniØ PellØ dlØ A = 1. toryh stremØtsØ k 0 s rostom |x_i|. Koordinaty toqek fftih lokal~nyh krivyh udovletvorØ¸t uravneniØm giperbol

x^2_1 − Ax^2 = B_1

so svobodnymi qlenami B_1, zavisØwimi ot vybrannoæ krivoæ. Global~naØ struktura proØvlØetsØ v suwestvovanii asimptot u mnoßestva PR(A). �ti asimptoty v toqnosti takie ße, kakie ime¸t giperboly

x^2_1 − α^′x^2 = B_2, (0.8)

s kofffficientom α^′ = A + [(A + 1)τ ]τ .

Takim obrazom my vidim qto, geometriqeskiæ smysl zadaqi o celyh rexeniØh PZ(A) uravneniØ PellØ (0.6) nad o-kol~com

Fibonaqqi^∘Zsostoit v poiske pereseqeniØ mnoßestva PR(A) s rexetkoæ celyh qisel Z^2.

0.3. Kratkie formulirovki osnovnyh rezul~tatov. V sled-

stviØh 4.1 i 4.2 otnositel~no uravneniØ PellØ (0.6) dokazany sledu¸wie utverßdeniØ.

1. Uravnenie PellØ (0.6) razreximo kak v celyh qislah, tak

i v natural~nyh qislah N_i pri uslovii, esli kofffficient A

142 V. G. ȷURAVLEV udovletvorØet neravenstvu

Aτ < [(A + 1)τ ], (0.9)

gde τ =^{−1+√5}_2 – zolotoe seqenie.

2. Pust~ A snova udovletvorØet uslovi¸ (0.9). Togda dlØ koli-

qestva n(A; X) celyh rexeniæ (N_1, N_2) uravneniØ (0.6), udovletvorØ¸wih uslovi¸ |N_1| ≤ X, imeet mesto sledu¸waØ ocenka snizu

n(A; X) ≥ c(A) ln X (0.10)

pri X > X_A. Zdes~ konstanta X_A > 0 zavisit ot A, a kofffficient c(A) udovletvorØet neravenstvu c(A) > 0.8 |α|^{1/2} t_e0 , gde α = A − [(A + 1)τ ]τ^{−1}, t_e0 = arccosh(e^′_1) i e^′ = (e^′_1, e^′_2) ØvlØetsØ fundamental~nym rexeniem uravneniØ PellØ

x^{02}_1 − α^′x^{02}_2 = 1 (0.11)

nad kol~com Fibonaqqi Z[τ ] – kol~com celyh qisel vewestvennogo kvadratiqnogo polØ Q( √ 5). Kofffficient α^′ = A +[(A +1)τ ]τ poluqetsØ soprØßeniem α otnositel~no polØ Q( √ 5). DlØ natural~nyh rexeniæ (N_1, N_2) uravneniØ (0.6) takße imeet mesto analogiqnoe neravenstvo (0.10) s kofffficientom^1_4 c(A).

Zametim, qto kofffficient α^′ v uravnenii PellØ (0.11) – tot ße samyæ, qto i u giperbol (0.8).

3. Pust~ r(n; X) ravno koliqestvu natural~nyh rexeniæ(N1,N2),

gde N_2 < X, uravneniØ

N_1 ∘ N_1 = n −−−−−→ N_2 ∘ N_2 + 1.

Esli n ≥ 1 neqetnoe, to dlØ r(n; X) imeet mesto sledu¸waØ asimptotiqeskaØ formula r(n; X) ∼ c_n ln X, pri fftom 1 5 τ^{n/2} arccosh(^1_τ ) < c_n < 1 4 τ^{n/2} arccosh(^1_τ ) .

URAVNENIE PELL˚ NAD ffi–KOL^COM FIBONAQQI 143

0.4. IstoriØ voprosa. V 1968 godu v odnoæ iz svoih rabot po

10-oæ probleme Gil~berta ı. V. MatiØseviq [1, 2] opredelil krugovoe umnoßenie A∘B natural~nyh qisel kak umnoßenie mnogoqlenov, zapisannyh v sisteme sqisleniØ Fibonaqqi F_n. Ne zavisimo ot nego – i v drugom kontekste – krugovoe umnoßenie voznikaet v 1988 godu v rabote D. Knuta [4], i s fftogo vremeni u

A ∘ B poØvlØetsØ nazvanie – umnoßenie Fibonaqqi. K zadaqam o

razreximosti diofantovyh uravneniæ krugovoe umnoßenie bylo vpervye primeneno v [3].

Pobuditel~nym motivom izuqeniØ uravneniØ PellØ (0.6) ØvlØ¸tsØ poiski ffffektov, voznika¸wih pri rassmotrenii diofantovyh uravneniæ, kogda vmesto obyqnogo kol~ca celyh qisel

Z vybira¸tsØ kakie-libo nelineænye qislovye struktury. V

kaqestve pervyh takih struktur byli vybrany analogi arifmetiqeskih progressiæ – odnomernye kvazirexetki [3, 5, 6]. Cel~

dannoæ raboty – rassmotret~ ∘-kol~co Fibonaqqi^∘Z. Ono bolee trudnoe dlØ izuqeniØ i priqina zakl¸qena v sledu¸wem.

OperaciØ N_1 ∘ N_2 ØvlØetsØ neassociativnoæ i nedistributivnoæ. Odnako, sdvigaØs~ po indeksam n v osnovanii sqisleniØ F_n vsegda moßno ot nekotoroæ δ-granicy uæti vnutr~ oblasti, gde ∘-umnoßenie obladaet vsemi obyqnymi svoæstvami. Ukazannoe Øvlenie – obwee kak dlØ kvazirexetok, tak i ∘-kol~ca Fibonaqqi^∘Z. Novym dlØ ∘-kol~ca^∘Zokazalos~ poØvlenie dopolnitel~- nyh geometriqeskih struktur. O nekotoryh takih strukturah uße govorilos~ v p. 0.2, drugie budut rassmotreny v p. 2.2.

1. Sistema sqisleniØ Fibonaqqi

Kak uße otmeqalos~ v p. 0.1, natural~nye qisla A mogut byt~ razloßeny (0.2) v sisteme sqisleniØ Fibonaqqi (0.1). Esli

qislo A imeet razloßenie (0.2), to sdvinutoe qislo n−→ A , gde

n = 0, 1, 2, . . ., vyqislØetsØ po formule (0.4). OperaciØ sdviga

(0.4) i ∘-umnoßenie Fibonaqqi (0.3) svØzany meßdu soboæ sootnoxeniem_n −→ A = F_n ∘ A. (1.1)

Pofftomu, minuØ sistemu sqisleniØ Fibonaqqi, v silu formuly (0.3) sdvig (1.1) neposredstvenno moßno vyqislit~, ispol~zuØ

144 V. G. ȷURAVLEV zolotoe seqenie:_n ←− A = ∑ i≥1 ε_i(A)F_{i−n}, Bolee togo, dannaØ formula pozvolØet prodolßit~ sdvig (1.1) s mnoßestva natural~nyh qisel N na vse mnoßestvo vewestvennyh qisel R.

Analogiqno (1.1) dlØ n = 0, 1, 2, . . . takße moßno opredelit~ sdvigi vlevo_n −→ A = ∑ i≥1 ε_i(A)F_{i−n}, (1.2) gde polagem F_0 = 1 i F_j = 0 dlØ indeksov j < 0.

Esli n = 1, to vmesto 1 → A, 1 ← A budem ispol~zovat~ bolee sokrawennye zapisi −→A , ←−A . V sluqae n = 1 dlØ formuly (1.2) suwestvuet dvoæstvennaØ eæ formula [3] ←− A = [(A + 1)τ ]. (1.3)

Poskol~ku A = 1 ← A + 2 ← A, to ots¸da i (1.3) poluqaem ewe odnu formulu_2 ← A = A − [(A + 1)τ ], (1.4)

vyraßa¸wu¸ sdvig dlØ n = 2 qerez funkci¸ [x]. Formuly (1.3), (1.4) takße pozvolØ¸t prodolßit~ operacii sdviga vlevo s mnoßestva N na mnoßestvo vseh vewestvennyh qisel R.

Soglasno (1.2) imeem ←−F_m = F_{m−1}, pri fftom F_1 = F_0 i F_m >

F_{m−1} dlØ m ≥ 2. Ots¸da vytekaet formula ← ← A = 2 ← A + ε_{even}(A), (1.5) gde ← ← A oboznaqaet kompozici¸ dvuh sdvigov ( ← ← A) i funkciØ ε_{even}(A) = { 0, esli ε_1(A) = 0,

1, esli ε_1(A) = 1

(1.6)

opredelØet sootvetstvenno qetno- i neqetno-fibonaqqevy qisla A.

URAVNENIE PELL˚ NAD ffi–KOL^COM FIBONAQQI 145 2. Giperboly nad ∘-kol~com Fibonaqqi 2.1. SvØz~ ∘-kol~ca^∘Zs kvadratiqnym kol~com Z[τ ]. Udobno

vmesto uravneniØ PellØ (0.6) rassmotret~ nad ∘-kol~com Fibonaqqi^∘Zobwee uravnenie ∘-giperboly vida

N_1 ∘ N_1 − A ∘ N_2 ∘ N_2 = B, (2.1)

gde N_i ∈ Z, A ∈ N,B ∈ Z. Pri fftom polagaem

−A ∘ N_2 ∘ N_2 = −(A ∘ (N_2 ∘ N_2)).

DlØ l¸bogo N ∈ Zopredelim δ-funkci¸

δ(N ) = N − [(N + 1)τ ]~τ, (2.2)

gde ~τ = τ^{−1} = τ + 1. ZnaqeniØ funkcii δ(N ) prinadleßit poluintervalu I = [−1, τ ) i zamykanie δ(Z) sovpadaet s intervalom

I = [−1, τ ] (sm. [3]).

FunkciØ δ(N ) obladaet sledu¸wimi invariantnymi svoæstvami:

δ(N_1 + N_2) = δ(N_1) + δ(N_2) + σ(N_1, N_2)~τ , δ(N_1 ∘ N_2) = δ(N_1) · δ(N_2) + ϱ(N_1, N_2)~τ , (2.3) gde σ(N_1, N_2) =

1, esli δ(n_1) + δ(n_2) ≥ τ, 0, esli δ(n_1) + δ(n_2) ∈ J, −1, esli δ(n_1) + δ(n_2) < −1;

ϱ(N_1, N_2) = { 0, esli δ(n_1)δ(n_2) ∈ J, −1, esli δ(n_1)δ(n_2) ≥ τ.

Iz opredeleniØ (2.2) vytekaet, qto funkciØ δ(N ) udovletvorØet sledu¸wemu sravneni¸

δ(N ) ≡ N mod Z~τ, (2.4)

iz kotorogo i svoæstv invariantnosti (2.3), v svo¸ oqered~, vyteka¸t sravneniØ:

δ(N_1 + N_2) ≡ δ(N_1) + δ(N_2) mod Z~τ, δ(N_1 ∘ N_2) ≡ δ(N_1) · δ(N_2) mod Z~τ. (2.5)

146 V. G. ȷURAVLEV

Lemma 2.1. Pust~ N1 i N2 – proizvol~nye celye qisla. Togda

(N_1, N_2) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (2.1) togda i tol~ko togda, kogda (N_1, N_2) udovletvorØet uravneni¸

δ(N_1)^2 − δ(A)δ(N_2)^2 = δ(B) − k(N_2)[(A + 1)τ ] + k~τ (2.6)

dlØ nekotorogo celogo k ∈ Z. Zdes~ k(N_2) opredeleno usloviØmi

k(N_2) = { 0, esli δ(N_2) ∈ J_I , −1, esli δ(N_2) ∈ J_{II} ,

gde poluinterval J = [−1, τ ) razbit J = J_I ⊔ J_{II} na dva intervala J_I = [−1, − √ τ ] i J_{II} = (− √ τ , τ ). Dokazatel~stvo. PrØmoe utverßdenie vytekaet iz sravneniæ

(2.4) i (2.5).

Obratno, pust~ (N_1, N_2) udovletvorØet uravneni¸ (2.6). Togda, perehodØ k sravneni¸, imeem

δ(N_1)^2 − δ(A)δ(N_2)^2 + k(N_2)[(A + 1)τ ] ≡ δ(B) mod Z~τ.

Snova ispol~zuØ sravneniØ (2.4) i (2.5), no uße v obratnom porØdke, poluqaem sravnenie

δ(N_1 ∘ N_1 − A ∘ N_2 ∘ N_2) ≡ δ(B) mod Z~τ

ili v silu (2.4) – sravnenie

N_1 ∘ N_1 − A ∘ N_2 ∘ N_2 ≡ B mod Z~τ. (2.7)

Zametim, qto N ≡ M mod Z~τ ⇔ N = M dlØ l¸byh N, M ∈ Z. Ots¸da i sravneniØ (2.7) zakl¸qaem, qto (N_1, N_2) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (2.1). � Vvedem peremennye x_i = δ(N_i), gde i = 1, 2, i perepixem uravnenie (2.6) v vide

x^2_1 − αx^2 = β_k, (2.8)

URAVNENIE PELL˚ NAD ffi–KOL^COM FIBONAQQI 147 gde α = δ(A) i svobodnyæ β_k qlen zadan usloviØmi

β_k = { δ(B) + k~τ , esli x_2 ∈ J_I , δ(B) + [(A + 1)τ ] + k~τ , esli x_2 ∈ J_{II} .

(2.9) V dal~neæxem my budem rassmatrivat~ tol~ko sluqaæ α = δ(A) < 0, kogda (2.8) ØvlØetsØ uravneniem ffllipsa. Oboznaqim qerez

E_I (A, B, k) i E_{II}(A, B, k) sootvetstvu¸wie ffllipsy I- i II-tipa.

Lemma 2.2. Pust~ α = δ(A) < 0, β = δ(B) i pust~ EI,R(A, B, k),

E_{II,}R(A, B, k) oboznaqa¸t mnoßestva toqek (x_1, x_2) ∈ R, leßawih na ffllipsah (2.8) sootvetstvenno I- i II-tipa.

1) Togda suwestvuet nekotoroe k ∈ Zs usloviem E_{I,}R(A, B, k) ∩ J × J_I ≠ ∅ (2.10) togda i tol~ko togda, kogda vypolnØ¸tsØ usloviØ k_I ≥ −τ β i {τ − ατ^2 − τ β} ≠ 0, (2.11) gde k_I = [τ − ατ^2 − τ β]. (2.12) Esli vypolneno uslovie (2.10) ili (2.11), to k = k_I. (2.13)

2) Analogiqno, suwestvuet nekotoroe k ∈ Zs usloviem E_{II,}R(A, B, k) ∩ J × J_{II} ≠ ∅ (2.14) togda i tol~ko togda, kogda vypolnØ¸tsØ usloviØ k_{II} ≤ τ − ατ − τ β − [(A + 1)τ ]τ, (2.15) gde k_{II} = [−Aτ^2 − τ β] + 1. (2.16) Esli vypolneno uslovie (2.14) ili (2.15), to k = k_{II} . (2.17)

Dokazatel~stvo. I-tip. Oboznaqim

f(x_1, x_2) = x^2_1 − αx^2.

148 V. G. ȷURAVLEV Togda sup f_I = sup (x1,x2)∈J×JI = f(−1, − √ τ ) = 1 − ατ. (2.18)

V silu (2.10) i (2.18) imeem na β_k = δ(B) + k~τ sledu¸wie ograniqeniØ 0 ≤ β_k < 1 − ατ i, znaqit, k ∈ [−τ δ(B), τ (1 − ατ ) − τ δ(B)). (2.19) Dlina dannogo poluintervala men~xe, qem τ − ατ^2 < 1 dlØ

A ≠ −1. Po uslovi¸ A ∈ N i k ∈ Z. Sledovatel~no, koliqestvo

k, udovletvorØ¸wih uslovi¸ (2.19), ne prevoshodit 1. Krome togo, esli {τ (1 − ατ ) − τ δ(B)} = 0, to poluinterval iz (2.19) ne soderßit celye qisla. Ots¸da i vkl¸qeniØ (2.19) vyteka¸t utverßdeniØ (2.11) i (2.13).

II-tip. V fftom sluqae imeem

inf f_{II} = inf (x1,x2)∈J×JII = f(0, − √ τ ) = −ατ, max f_{II} = max (x1,x2)∈J×JII = f(−1, −1) = 1 − α. Ots¸da i usloviØ (2.14) poluqaem, qto β_k = δ(B) + [(A + 1)τ ] + k~τ prinadleßit poluintervalu (−ατ, 1 − α]. Pofftomu

k ∈ [−ατ^2 −(δ(B)+[(A+1)τ ])τ, (1−α)τ −(δ(B)+[(A+1)τ ])τ ). (2.20)

Dlina poluintervala iz (2.20) men~xe, qem (1 − α)τ + ατ^2 ≤

τ + τ^3 < 1. Pofftomu koliqestvo celyh k, soderßawihsØ v polu-

intervale (2.20), ne prevoshodit 1. Ots¸da i vkl¸qeniØ (2.20) poluqaem utverßdeniØ (2.15) i (2.17). � Predloßenie 2.1. Pust~ α = δ(A) < 0 i β = δ(B), gde A ∈ N,

B ∈ Z, i pust~ mnoßestva EI,R(A, B, k), EII,R(A, B, k) opredeleny

v lemme 2.2.

1) Togda suwestvuet nekotoroe k_I ∈ Zs usloviem E_{I,}R(A, B, k_I ) ∩ J × J_I ≠ ∅ (2.21) togda i tol~ko togda, kogda vypolnØ¸tsØ neravenstva

β ≥ 0 (2.22)

URAVNENIE PELL˚ NAD ffi–KOL^COM FIBONAQQI 149 ili ατ + β + τ < 0. (2.23)

2) Analogiqno, suwestvuet nekotoroe k_{II} ∈ Zs usloviem E_{II,}R(A, B, k_{II}) ∩ J × J_{II} ≠ ∅ (2.24) togda i tol~ko togda, kogda vypolnØ¸tsØ neravenstva { α − β ≤ 0, ατ − β + 1 ≥ 0 (2.25) ili ατ − β − τ ≥ 0. (2.26) Sledstvie 2.1. Ne suwestvu¸t celye qisla kI ili kII sootvet-

stvenno s usloviØmi (2.21) ili (2.24) togda i tol~ko togda, kogda vypolnØ¸tsØ neravenstva { α − β > 0, ατ + β + τ > 0. Dokazatel~stvo predloßeniØ 2.1. 1) Neravenstva (2.22) i

(2.23) neposredstvenno poluqa¸tsØ, esli pervoe neravenstvo (2.11) perepisat~ v sledu¸wem vide {τ − ατ^2 − τ β} ≤ τ − ατ^2. Soglasno (2.11), dlØ dokazatel~stva (2.22) i (2.23) ostalos~ proverit~ lix~ vypolnenie vtorogo neravenstva iz (2.11). Oboznaqim x = τ − ατ^2 − τ β, i predpoloßim protivnoe: pust~

{x} = 0 (2.27)

dlØ nekotoryh A ∈ N i B ∈ Z. Po uslovi¸ −1 < α = δ(A) < 0 i

−1 < β = δ(B) < τ , pofftomu x moßet izmenØt~sØ ot τ^3 do 1 + τ .

Esli x < 1, to v silu (2.27) imeem τ − ατ^2 − τ β = 0 ili, qto ravnosil~no

β = 1 − ατ. (2.28)

VspominaØ opredelenie (2.2) otobraßeniØ δ, moßem sootnoxenie (2.28) preobrazovat~ v sistemu ravenstv

A = [(B + 1)τ ], (2.29)

150 V. G. ȷURAVLEV

[(A + 1)τ ] = B − [(B + 1)τ ] − 1.

Iz pervogo ravenstva vytekaet B ∈ N. Soglasno formul (1.3) i (1.5), vyraßeniØ iz pravyh qasteæ ravenstv (2.29) moßno zapisat~ v terminah sdvigov natural~nyh qisel, zapisannyh v sisteme sqisleniØ Fibonaqqi:

[(B + 1)τ ] = ←− B , B − [(B + 1)τ ] = ← ← B − ε_{even}(B). (2.30) Teper~, podstavlØØ vyraßeniØ (2.30) v sistemu ravenstv (2.29), prihodim k protivoreqivomu ravenstvu ε_{even}(B) = −1 (sm. opredelenie (1.6)).

Predpoloßim, qto vypolneno neravenstvo x > 1. Togda v silu (2.28) poluqaem sootnoxenie β = −τ − ατ, (2.31) iz kotorogo vytekaet sistema ravenstv

B − [(B + 1)τ ] = [(A + 1)τ ],

[(B + 1)τ ] = A − [(A + 1)τ ]

i, sledovatel~no, A = B, t.e. α = β. Ots¸da i sootnoxeniØ (2.31) poluqaem α = δ(A) = −τ^2. No ffto vozmoßno tol~ko dlØ A = −2. Snova poluqili protivoreqie, tak kak po uslovi¸ A ∈ N.

2) DlØ dokazatel~stva (2.25) i (2.26) perepixem neravenstvo (2.15) v vide bolee prostogo neravenstva

{Aτ − βτ } ≥ τ^2 + ατ^3. (2.32)

Vospol~zuemsØ sledu¸weæ parametrizacieæ: suwestvuet vloßenie mnoßestva celyh qisel Z→ [0, ~τ) : A → t = tA s usloviem ({Aτ }, α) = (τ t, t^∗), (2.33) gde t^∗ = { t, esli t < τ, t − ~τ , esli t ≥ τ.

URAVNENIE PELL˚ NAD ffi–KOL^COM FIBONAQQI 151 Iz (2.33) vytekaet sledu¸wee predstavlenie ({Aτ }, α) = (τ t, t − ~τ ), spravedlivoe dlØ vseh qisel A iz mnoßestva Z_− = {A ∈ Z; δ(A) < 0}. Iz ukazannogo predstavleniØ i neravenstva (2.32) vyvodim nußnye nam neravenstva (2.25) i (2.26). � 2.2. ZnaqeniØ svobodnyh qlenov βk.

Predloßenie 2.2. Pust~ vypolneny usloviØ predloßeniØ 2.1 i

β_k zadany ravenstvami (2.9), gde celye qisla k = k_I i k_{II} opredeleny sootvetstvenno ravenstvami (2.12) i (2.16). Togda dlØ β_k vypolnØ¸tsØ sledu¸wie Øvnye formuly

β_kI = { β, esli β ≥ 0, β + ~τ , esli τ α + β + τ < 0, (2.34)

β_kII = { β − α~τ , esli τ α − β + 1 ≥ 0, α − β ≤ 0, β − α~τ + ~τ , esli τ α − β − τ ≥ 0. (2.35)

Zameqanie 2.1. V formulah (2.34) i (2.35) ograniqeniØ na α i

β soglasovany s usloviØmi (2.21) i (2.24) pereseqeniØ ffllipsov

E_{I,}R(A, B, k_I) i E_{II,}R(A, B, k_{II}) sootvetstvenno s prØmougol~nymi

oblastØmi J × J_I i J × J_{II} .

Dokazatel~stvo. ZnaqeniØ βk_I . Soglasno (2.9) moßem zapisat~

β_kI = β + B_τ ~τ

s kofffficientom B_τ = [τ − ατ^2 − βτ ], kotoryæ raven 0, esli τ α +

β + τ > 0, i 1 – v protivnom sluqae. Ots¸da poluqaem formulu

β_kI = { β, esli τ α + β + τ > 0, β + ~τ , esli τ α + β + τ ≤ 0, iz kotoroæ v silu predloßeniØ 2.1 formula (2.34) vytekaet kak qastnyæ sluqaæ.

ZnaqeniØ β_{kII} . Ispol~zuØ (2.9) i (2.16), moßem zapisat~ β_{kII} v sledu¸wem vide β_kII = β + ←−α + r(A, β)~τ + ~τ , (2.36)

152 V. G. ȷURAVLEV pri fftom ←−α = δ([(A + 1)τ ]), gde [(A + 1)τ ] = ←−A dlØ A ∈ N, i

r(A, β) = [−Aτ^2 − βτ ] + [[Aτ + τ ]τ + τ ]

– celoe qislo. Sledu¸wie formuly dlØ funkcii r(A, β) poluqa¸tsØ prØmymi vyqisleniØmi r(A, β) = 1,esli α − β > 0, α < −τ^2, r(A, β) = −1,esli α − β ≤ 0, α ≥ −τ^2, r(A, β) = 0,esli α − β ≤ 0, α < −τ^2 ili α − β > 0, α ≥ −τ^2. (2.37)

Zametim, qto ←−α svØzano s α = δ(A) dlØ l¸bogo A ∈ Zsootnoxeniem ←−α = { −α~τ , esli α ∈ (−τ^2, τ ), −α~τ − ~τ , esli α ∈ [−1, −τ^2]. (2.38)

Esli teper~ podstavit~ (2.37) i (2.38) v ravenstvo (2.36), to dlØ

β_kII poluqim formuly

β_kII = { β − α~τ, esli α − β ≤ 0, β − α~τ + ~τ , esli α − β > 0. (2.39)

Ispol~zuØ predloßenie 2.1, vyvodim dlØ β_{kII} formulu (2.35) kak qastnyæ sluqaæ iz formuly (2.39). � 3. Koliqestvo toqek na ffllipsah 3.1. Obwiæ sluqaæ. DlØ dal~neæxego nam potrebuetsØ teorema

4.1 iz [6]. Ona byla sformulirovana na Øzyke kvazirexetok i giperbol. DlØ naxih celeæ bolee udobno pereformulirovat~ ukazannu¸ teoremu na Øzyke ffllipsov. S fftoæ cel~¸ rassmotrim sledu¸wee semeæstvo ffllipsov

x^2_1 − αx^2 = β_k, (3.1)

opredelennyh na dvuh ne pereseka¸wihsØ prØmougol~nyh oblastØh J × J_I i J × J_{II} . Zdes~ kofffficient α i svobodnyæ qlen β_k ime¸t vid α = δ(A) < 0, A ∈ N, a β_k = β_{kI} ili β_{kII} opredelØetsØ formulami (2.34) ili (2.35) v zavisimosti ot vkl¸qeniØ (α, β), gde β = δ(B), B ∈ Z, v odnu iz oblasteæ R_t, t = I ili II.

URAVNENIE PELL˚ NAD ffi–KOL^COM FIBONAQQI 153 Ukazannye oblasti R_t ⊂ [−1, 0) × J zada¸tsØ sootvetstvu¸wimi usloviØmi iz formul (2.34) ili (2.35).

Esli fflement x = a + b~τ , gde a, b ∈ Q, prinadleßit kvadratiqnomu pol¸ F = Q(~τ), to oboznaqim qerez x^′ = a + b~τ^′ = a − bτ soprØßennyæ emu fflement. Rassmotrim na fflipsah (3.1) mnoßestva E_{t,F} (α, β) toqek (x_1, x_2) s koordinatami x_i iz polØ F . Togda toqki (x^′_1, x^′_2) iz soprØßennyh mnoßestv E^′_{t,F} (α, β) leßat na giperbolah H_{t,}R(α, β), ime¸wih uravnenie

x^{02}_1 − α^′x^{02}_2 = β^′_k. (3.2)

Deæstvitel~no, soglasno (2.2) imeem α^′ = δ^′(A) > 0 dlØ vseh

A ∈ N, gde_{δ′(A) = A + [(A + 1)τ ]τ.}

Izvestno [7], qto kol~co Fibonaqqi Z[τ] ØvlØetsØ evklidovym vewestvennym kvadratiqnym kol~com, t.e. kol~com s algoritmom Evklida. Krome obyqnogo deleniØ po norme, kol~co Fibonaqqi dopuskaet bystryæ odnomernyæ 2-stupenqatyæ algoritm Evklida [5].

V [6] dokazano, qto mnoßestvo rexeniæ (x^′_1, x^′_2) uravneniØ Pel- lØ x^{02}_1 − α^′x^{02}_2 = 1 (3.3)

nad kol~com Fibonaqqi Z[τ ] obrazuet kommutativnu¸ gruppu

P = PZ_{[τ]} otnositel~no operacii umnoßeniØ

(x^′_1, x^′_2) · (y^′_1, y^′_2) = (x^′_1y^′_1 + α^′x^′_2y^′_2, x^′_1y^′_2 + x^′_2y^′_1). (3.4)

Gruppa PellØ P razlagaetsØ v prØmoe proizvedenie

P = S_2 × P^+

cikliqeskoæ gruppy S_2 = {(±1, 0)} vtorogo porØdka i beskoneqnoæ cikliqeskoæ gruppy P^+ = {e^{0i} : i ∈ Z} s obrazu¸wim fflementom e^′ = (e^′_1, e^′_2), ØvlØ¸wimsØ fundamental~nym rexeniem uravneniØ PellØ (3.3). Fundamental~noe rexenie vybiraetsØ sredi vseh rexeniæ (x^′_1, x^′_2) ∈ Z[τ] × Z[τ ] uravneniØ (3.3), udovletvorØ- ¸wih uslovi¸: x^′_1 > 1, x^′_2 > 0 i x^′_1 minimal~no.

OperaciØ umnoßeniØ (3.4) takße opredelØet deæstvie gruppy P na mnoßestve vewestvennyh toqek H_{t,}R(α, β). V kaqestve fundamental~noæ oblasti F_{t,}R(α, β) = H_{t,}R(α, β)/P moßno vybrat~

154 V. G. ȷURAVLEV sledu¸wee mnoßestvo

F_{t,}R(α, β) = {(x^′_1, x^′_2) ∈ H_{t,}R(α, β) : √ |β^′_k| ≤ x^′_1 < e_1 √ |β^′_k|, x^′_2 > 0}. (3.5) Mnoßestvo F_{t,}R(α, β) soderßit lix~ koneqnoe qislo f_t(α, β) toqek s koordinatami iz kol~ca Z[τ].

Oboznaqim qerez |I_t(α, β)| uglovu¸ meru pereseqeniØ ffllipsov

E_{t,}R(α, β) s prØmougol~noæ oblast~¸ J × J_t. Ona ravna mere Le-

bega mnoßestva

I_t(α, β) = {t ∈ [0, 1] : (cos 2πt, sin 2πt) ∈ 1 √ β_k J × √ −α β_k J_t}, (3.6)

sostoØwego iz koneqnogo mnoßestva poluintervalov.

V privedennyh terminah teorema 4.1 [6] moßet byt~ pereformulirovana sledu¸wim obrazom.

Teorema 3.1. Pust~ nt(α, β; X) ravno koliqestvu toqek (x1, x2) =

(δ(N_1), δ(N_2)), gde N_i ∈ Zi |N_1| ≤ X, leßawih na dugah E_{t,}R(α, β) ∩ J ×J_t fflipsov (1.1), gde t = I ili II. Togda otnositel~no n_t(α, β; X) spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

1) Esli f_t(α, β) = 0 ili (α, β) prinadleßit dopolnitel~ni¸

R^c_t = J × J_t \ R_t oblasti R_t, gde t = I ili II, to n_t(α, β; X) = 0. 2) Esli ße (α, β) prinadleßit granice ∂R_t = R_t \ R^{int}_t , gde R_t i R^{int}_t – sootvetstvenno zamykanie i vnutrennost~ oblasti R_t, to n_t(α, β; X) ≤ 1. 3) V sluqae, esli (α, β) prinadleßit R^{int}_t , to otveqa¸waØ eæ uglovaØ mera |I_t(α, β)| > 0. Krome togo, esli vypolneno dopolnitel~noe uslovie f_t(α, β) > 0, to dlØ n_t(α, β; X) imeet mesto sledu¸waØ asimptotiqeskaØ formula n_t(α, β; X) ∼ c_t(α, β) ln X, gde X → +∞ i kofffficient c_t(α, β) vyqislØetsØ po formule

c_t(α, β) = 4 |I_t(α, β)|f_t(α, β) t_e0 pri fftom t_e0 = arccosh(e^′_1).

URAVNENIE PELL˚ NAD ffi–KOL^COM FIBONAQQI 155

3.2. Sluqaæ B = 1. Rassmotrim otdel~no sluqaæ B = 1, kogda

β = δ(1) = −τ . Togda, soglasno ravenstv (2.34) i (2.35), v urav-

nenii ffllipsa (3.1) svobodnyæ qlen β_k v zavisimosti ot tipa uravneniØ t = I ili II vyqislØetsØ po sledu¸wim formulam.

I-tip: esli (x_1, x_2) ∈ J × J_I , to

β_kI = 1 dlØ l¸bogo α < 0; (3.7)

II-tip: esli (x_1, x_2) ∈ J × J_{II} , to

β_kII = −τ − α~τ dlØ l¸bogo α < −τ. (3.8)

Teorema 3.2. Pust~ nt(α; X) = nt(α, −τ ; X) oboznaqaet koliqe-

stvo toqek (x_1, x_2) = (δ(N_1), δ(N_2)), gde N_i ∈ Zi |N_1| ≤ X, leßawih na dugah E_{t,}R(α, −τ ) ∩ J × J_t fflipsov (3.1), gde α = δ(A) < 0,

A ∈ N, i svobodnye qleny βk zada¸tsØ formulami (3.7) i (3.8)

sootvetstvenno dlØ t = I ili II. Pri fftih usloviØh dlØ n_t(α; X) ime¸t mesto sledu¸wie asimptotiqeskie formuly.

DlØ I-tipa – n_I (α; X) ∼ c_I (α, −τ ) ln X, (3.9) gde c_I (α, −τ ) = 4 |I_I (α, −τ )| t_e0 i uglovaØ mera |I_I(α, −τ )| udovletvorØet neravenstvam 0.8 |α|^{1/2} t_e0 < |I_I (α, −τ )| < |α|^{1/2} t_e0 . Takim obrazom, uravnenie (3.1) I-tipa, t.e. v dannom sluqae – uravnenie x^2_1 − αx^2 = 1 vsegda razreximo nad kol~com Fibonaqqi

Z[τ ]._{DlØ II-tipa –} 1) |I_{II} (α, β)| > 0 dlØ α < −τ, |I_{II} (α, β)| = 0 dlØ − τ ≤ α < 0. 2) Esli α ∈ [−τ, 0) ili f_{II} (α, −τ ) = 0, to

n_{II} (α; X) = 0.

3) V sluqae ße, esli α < −τ i f_{II} (α, −τ ) > 0, vypolnØetsØ asimptotiqeskaØ formula n_{II}(α; X) ∼ c_{II} (α, −τ ) ln X (3.10)

156 V. G. ȷURAVLEV

s kofffficientom c_{II} (α, −τ ) = 4 |I_{II}(α, −τ )|f_{II} (α, −τ ) t_e0 . Dokazatel~stvo. Soglasno (3.7), uravnenie ffllipsov I-tipa

est~ uravnenie PellØ. V fftom sluqae fundamental~naØ oblast~

F_{I,}R(α, 1) (sm. (3.5)) soderßit odno rexenie i, znaqit, f_I (α, 1) = 1. Ots¸da, (3.7), (3.8) i teoremy 3.1 vyteka¸t vse utverßdeniØ teoremy 3.2. � 4. Uravnenie PellØ nad kol~com^∘Z 4.1. Obwiæ sluqaæ. NaqinaØ s fftogo mesta, budem polagat~ B =

1 v uravnenii (2.1). Poluqim uravneniem PellØ nad o-kol~com

Fibonaqqi^∘Z:

N_1 ∘ N_1 − A ∘ N_2 ∘ N_2 = 1, (4.1)

gde peremennye N_i ∈ Z. Zdes~ snova sqitaem, qto kofffficient

A ∈ N udovletvorØet uslovi¸ α = δ(A) < 0.

Po lemme 2.1 para (N_1, N_2) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (4.1) togda i tol~ko togda, kogda (x_1, x_2) = (δ(N_1), δ(N_2)) udovletvorØet uravneni¸ ffllipsa (3.1), gde β_k opredeleno formulami (3.7), (3.8).

Oboznaqim qerez n_t(A; X) koliqestvo rexeniæ (N_1, N_2) uravneniØ (4.1) dlØ t = I- ili II-tipa, udovletvorØ¸wih usloviØm

|N_1| ≤ X i (x_1, x_2) prinadleßit oblasti J × J_t, i qerez

n(A; X) = n_I (A; X) + n_{II} (A; X)

– obwee koliqestvo rexeniæ (N_1, N_2) s usloviØmi |N_1| ≤ X.

Iz ravenstv (3.7), (3.8) i teoremy 3.2 vytekaet sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 4.1. Pust~ v uravnenii PellØ (4.1) kofffficient A ∈ N

udovletvorØet uslovi¸ α = δ(A) < 0, gde δ(A) zadaetsØ ravenstvom (2.2).

1) Togda uravnenie (4.1) imeet koliqestvo rexeniæ I-tipa

n_I (A; X) ∼ c_I (A) ln X, (4.2)

URAVNENIE PELL˚ NAD ffi–KOL^COM FIBONAQQI 157 pri fftom kofffficient

c_I (A) = 4 |I_I(α, −τ )| t_e0 > 0, gde t_e0 = arccosh(e^′_1) i (e^′_1, e^′_2) – fundamental~noe rexenie uravneniØ PellØ x^{02}_1 − αx^{02}_2 = 1 nad kol~com Fibonaqqi Z[τ ].

2) Otnositel~no rexeniæ II-tipa uravneniØ (4.1) spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

a) Esli α ∈ [−τ, 1) ili f_{II} (α, −τ ) = 0, gde f_{II} (α, −τ ) – koliqestvo fundamental~nyh rexeniæ (x^′_1, x^′_2) uravneniØ x^{02}_1 − αx^{02}_2 = β^′_{kII} so svobodnym qlenom β^′_{kII} = ~τ + α^′τ , to

n_{II} (A; X) = 0.

b) V sluqae α < −τ i f_{II} (α, −τ ) > 0 dlØ n_{II} (A; X) imeet mesto asimptotiqeskaØ ravenstvo

n_{II} (A; X) ∼ c_{II} (A) ln X (4.3)

i kofffficient c_{II} (A) vyqislØetsØ po formule

c_{II} (A) = 4 |I_{II} (α, −τ )|f_{II}(α, −τ ) t_e0 . Sledstviem teoremy 4.1 ØvlØetsØ sledu¸wiæ rezul~tat.

Sledstvie 4.1. DlØ l¸bogo A ∈ N s usloviem δ(A) < 0 ili, qto

ravnosil~no neravenstvu Aτ < [(A + 1)τ ], uravnenie PellØ (4.1) razreximo kak v celyh qislah, tak i v natural~nyh qislah N_i. Pri fftom koliqestvo celyh rexeniæ n(A; X) udovletvorØet neravenstvu

n(A; X) ≥ c_I (A) ln X dlØ X > X_A (4.4)

s kofffficientom 0.8 |δ(A)|^{1/2} t_e0 < c_I (A) < |δ(A)|^{1/2} t_e0

, (4.5)

158 V. G. ȷURAVLEV a natural~nyh rexeniæ – analogiqnomu neravenstvu s kofffficientom^1_4 c_I (A). Zdes~ v formule (4.4) konstanta X_A > 0 zavisit ot A.

Dokazatel~stvo vytekaet iz teoremy 4.1 i neravenstv 1 5 |α|^{1/2} ≤ |I_I (α, −τ )| ≤ 1 4 |α|^{1/2} dlØ uglovoæ mery (3.6) pri α < 0. � 4.2. Sluqaæ A = Fn. Vyberem kofffficient A v uravnenii (4.1),

ravnyæ qislu Fibonaqqi F_n. Po formule (2.2) imeem

α = δ(F_n) = (−τ )^n.

Pofftomu dlØ neqetnyh nomerov n moßem primenit~ sledstvie 4.1.

Sledstvie 4.2. Esli n ≥ 0 neqetnoe, to dlØ qisla rexeniæ

(N_1, N_2) ∈ Z^2, |N_1| ≤ X, uravneniØ PellØ

N_1 ∘ N_1 − F_n ∘ N_2 ∘ N_2 = 1 (4.6) ili – ravnosil~nogo emu urvneniØ

N_1 ∘ N_1 − n −−−−−→ N_2 ∘ N_2 = 1 (4.7) imeet mesto sledu¸waØ asimptotiqeskaØ formula n(F_n; X) ∼ c_I (F_n) ln X, (4.8) pri fftom 0.8 τ^{n/2} arccosh(^1_τ )

< c_I (F_n) < τ^{n/2} arccosh(^1_τ ) . Esli ße rassmatrivat~ rexeniØ uravneniæ (4.6), (4.7) v natural~nyh qisla (N_1, N_2) ∈ N^2, to v asimptotiqeskoæ formule (4.8) kofffficient c_I (F_n) nußno zamenit~ na^1_4 c_I (F_n).

Dokazatel~stvo. V dannom sluqae uravnenie PellØ (3.3) pri-

nimaet vid

x^{02}_1 − ~τ^nx^{02}_2 = 1, (4.9)

tak kak α^′ = δ(F_n)^′ = ~τ^n. ProizvodØ zamenu y^′_2 = ~τ^{n1}x^′_2, gde

n = 2n^′ + 1, prihodim k uravneni¸ PellØ vida x^{02}_1 − ~τ y^{0 2}_2 = 1,

URAVNENIE PELL˚ NAD ffi–KOL^COM FIBONAQQI 159

ravnosil~nomu nad kol~com Z[τ ] uravneni¸ (4.9). Dannoe uravnenie imeet fundamental~noe rexenie (e^′_1, e^′_2) = (^1_τ , 1) (sm. [6]), pofftomu t_e0 = arccosh(^1_τ ). Ots¸da i iz teoremy 4.1 i neravenstv (4.5) vytekaet sledstvie 4.2. � Literatura

1. ı. V. MatiØseviq, SvØz~ sistem uravneniæ v slovah i dlinah s 10-æ pro-

blemoæ Gilberta, Zap. nauqn. semin. LOMI 8 (1968), 132–144.

2. ı. V. MatiØseviq, Dve redukcii 10-æ problemy Gilberta, Zap. nauqn.

semin. LOMI 8 (1968), 145–158.

3. V. G. ȷuravlev, Summy kvadratov nad ffi-kol~com Fibonaqqi, Zap. nauqn.

semin. POMI 337 (2006), 165–190.

4. D. E. Knuth, Fibonacci multiplication, Appl. Math. Lett. 1 (1988), 57–60. 5. V. G. ȷuravlev, Odnomernye kvazirexetki Fibonaqqi i ih priloßeniØ

k dofantovym uravneniØm i algoritmu Evklida, Algebra i analiz 19,

No. 3 (2007), 177–208.

6. V. G. ȷuravlev, Giperboly nad dvumernymi kvazirexetkami Fibonaqqi. Diofantovy i analitiqeskie problemy teorii qisel, Tr. Meßdun. konf., posvØwennoæ 100 leti¸ so dnØ roßdeniØ A. O. Gel~fonda, MGU, M., 2007, v peqati.

7. Z. I. Boreviq, I. R. Xafareviq, TeoriØ qisel. M., 1985.

Postupilo 15 noØbrØ 2007 g. Vladimirskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet

E-mail: vzhuravlev@mail.ru