Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 350, 2007 g.

V. G. ȷuravlev

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA DVUHCVETNOGO POVOROTA OKRUȷNOSTI

Vvedenie 0.1. Dvuhcvetnyæ sdvig, attraktor i oblast~ pritØßeniØ. Otoßdestvim ediniqnyæ poluinterval I = [0, 1) s ediniqnoæ okrußnost~¸ C ≃ R/Zi rassmotrim na nem dvuhcvetnyæ sdvig S_ε : I → I, zavisØwiæ ot nepreryvnogo parametra ε ∈ I i opredelØemyæ usloviØmi x −→ x + 2τ mod 1, esli x ∈ I^−_ε , x −→ x + τ mod 1, esli x ∈ I^+_ε , (1) gde τ = (1 + √ 5)/2 – zolotoe seqenie i I^−_ε = [0, ε), I^+_ε = [ε, 1).

Dvuhcvetnyæ sdvig S_ε ØvlØetsØ sßima¸wim otobraßeniem (teorema 4.1) I ⊃ S_ε(I) ⊃ S^2_ε (I) ⊃ . . . ⊃ S^k_ε (I) ⊃ . . . , (2) gde S^k_ε oboznaqaet k-kratnu¸ kompozici¸ dlØ sdviga S_ε. DlØ l¸- bogo ε ∈ I ubyva¸waØ posledovatel~nost~ (2) stabiliziruetsØ

S^k_ε (I) = S^{k+1}_ε (I) = . . . qerez koneqnoe qislo xagov. Naimen~xu¸

stepen~ k s takim usloviem oboznaqim k(ε) i opredelim attraktor Att_ε dvuhcvetnogo sdviga S_ε ravenstvom Att_ε = S^{k(ε)}ε (I). Togda ediniqnyæ poluinterval I razbivaetsØ

I = Att_ε ∪ Spir_ε

na dve oblasti: attraktor Att_ε i oblast~ pritØßeniØ Spir_ε =

I \ Att_ε. Otnositel~no otobraßeniØ S_ε attraktor Att_ε ØvlØetsØ

invariantnym podmnoßestvom iz I i l¸baØ toqka iz oblasti pritØßeniØ Spir_ε qerez koneqnoe qislo S_ε-iteraciæ k ≤ k(ε) popadaet v attraktor Att_ε.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI, grant No. 05-01-

00435. 89

90 V. G. ȷURAVLEV

0.2. Glubokie dyry i dinamiqeskoe rasstoØnie. Pust~

d_ε(x) = min{k : S^k_ε (x) ∈ Att_ε, k = 0, 1, 2, . . .}

– dinamiqeskoe rasstoØnie ot toqki x ∈ I do attraktora Att_ε. Iz opredeleniØ sleduet, qto dlØ vseh x ∈ I dinamiqeskoe rasstoØnie d_ε(x) ograniqeno stepen~¸ k(ε). GlubokaØ dyra

Dh(ε) = {x ∈ Spir_ε : d_ε(x) = k(ε)} (3)

sostoit iz toqek, maksimal~no udalennyh ot attraktora Att_ε. V predloßenii 6.1 dokazano, qto maksimal~noe rasstoØnie k(ε) vyqislØetsØ po formule k(ε) = [ F_{m+2} 2 ]

dlØ vseh ε, prinadleßawih J^m iz razbieniØ ediniqnogo poluintervala

I = J^0 ⊕ J^1 ⊕ . . . ⊕ J^m ⊕ . . .

na toqeqnoe mnoßestvo J^0 = {0} i poluintervaly J^m = (ε_{m−1}, ε_m] urovneæ m = 1, 2, 3, . . . Zdes~ [x] oboznaqaet celu¸ qast~ qisla x, ⊕ – nekommutativnu¸ operaci¸ prikladyvaniØ poluintervalov, ε_m = 1 − τ^{−m}, F_m – qisla Fibonaqqi, opredelØemye rekurrentnym sootnoxeniem

F_n = F_{n−1} + F_{n−2}

dlØ n ≥ 2 i naqal~nymi usloviØmi F_0 = 0, F_1 = 1. Krome togo, dokazano, qto dlØ maksimal~nogo rasstoØniØ k(ε) imeet mesto giperboliqeskaØ approksimaciØ

c_1 1 − ε − 2 < k(ε) < c_2 1 − ε + 1,

gde c_1 =^{τ2}_2√_5 ≈ 0.58 i c_2 = τ · c_1 ≈ 0.94 – toqnye konstanty.

0.3. Mera glubokih dyr i dinamiqeskoe rasstoØnie. V predloßenii 7.1 dokazano, qto glubokie dyry Dh(ε) (3) predstavlØ- ¸t soboæ nekotoryæ poluinterval dlØ l¸bogo ε > 0 i Dh(ε) – pustoe mnoßestvo dlØ ε = 0. Pust~ Δ = ε − ε_m, esli ε soderßitsØ v poluintervale J^m urovnØ m > 0, i Δ = 0 dlØ ε iz J^0. Togda mera glubokoæ dyry |Dh(ε)| vyqislØetsØ po formule |Dh(ε)| = Δ

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 91 dlØ urovneæ m ≠ 2. Esli m = 2, to mera |Dh(ε)| ne zavisit ot parametra ε ∈ J^2 i ravna |Dh(ε)| = τ^{−2}. Pri fftom mera glubokoæ dyry |Dh(ε)| i maksimal~noe rasstoØnie k(ε) dlØ l¸bogo ε ∈ I udovletvorØ¸t neravenstvu |Dh(ε)| · d_ε(Dh(ε)) ≤ τ^{−2}. 0.4. LokalizaciØ glubokih dyr. Snova otoßdestvim ediniqnyæ poluinterval I s okrußnost~¸ R/Zi perenesem na I ee metriku ρ(x, y) = ||x − y||, gde ||x|| oboznaqaet rasstoØnie ot x do blißaæxego celogo qisla. S pomow~¸ metriki ρ(x, y) opredelim ρ(Dh(ε), α) = max_{x∈Dh(ε)} ρ(x, α) – maksimal~noe rasstoØnie ot glubokoæ dyry Dh(ε) do nekotorogo qisla α iz I. Budem govorit~, qto Dh(ε) stremitsØ k α pri

ε ↑ 1 i zapisyvat~ Dh(ε)^ρ−→ α pri ε ↑ 1, gde ε, α ∈ I, esli ρ(Dh(ε), α) → 0 pri ε ↑ 1. V predloßenii 7.2 pokazano, qto v metrike ρ(x, y) imeet mesto Øvlenie lokalizacii glubokih dyr: Dh(ε)^ρ−→ ⟨2τ ⟩ pri ε ↑ 1. 0.5. Skorost~ sßatiØ ediniqnogo poluintervala. Kak bylo otmeqeno v (2), dvuhcvetnyæ sdvig S_ε ØvlØetsØ sßima¸wim otobraßeniem ediniqnogo poluintervala I. Skorost~ sßatiØ poluintervala I harakterizuetsØ funkcieæ

mes_ε(t) = |S^{[t]}_ε (I)|,

ravnoæ mere mnoßestva S^{[t]}ε (I) ⊂ I. Mera mes_ε(t) ØvlØetsØ nevozrasta¸weæ, kusoqno-postoØnnoæ funkcieæ peremennoæ t iz [0, ∞), udovletvorØ¸weæ neravenstvam 1/2 ≤ mes_ε(t) ≤ 1 dlØ vseh ε ∈ I i t ∈ [0, ∞). DlØ opisaniØ povedeniØ funkcii mes_ε(t) udobno ispol~zovat~ normirovannu¸ meru

mes_ε ( τ^{m+2}t 2 √ 5 ) = | |S^{[τ m+2 t/(2} √ 5)] ε (I) | |, (4)

92 V. G. ȷURAVLEV gde uroven~ m = m(ε) opredelØetsØ parametrom ε ∈ J^m. V teoreme 8.1 dokazano, qto dlØ normirovannoæ mery (4) imeet mesto sledu¸wee predel~noe rasprelenie

mes_ε ( τ^{m+2}t 2 √ 5 ) = λ_m(ε)L(t) + (1 − λ_m(ε))L(τ t) + O(1 − ε) (5)

pri ε ↑ 1, gde λ_m(ε) = τ^{m+1}(ε − ε_{m−1}) i L(t) – kusoqno-lineænaØ funkciØ

L_1(t) = 1 − τ^2 2 √ 5 t dlØ 0 ≤ t ≤ τ^{−1},

L_2(t) = 1 2 − τ 2 √ 5 (1 − t) dlØ τ^{−1} ≤ t ≤ 1,

L_3(t) = 1 2 dlØ 1 ≤ t < ∞. 0.6. IstoriØ voprosa. Odnoparametriqeskoe semeæstvo dvuhcvetnyh sdvigov S_ε predstavlØet sobo¸ specializaci¸ bolee obwih sdvigov S_{(α,β,ε)}(x), opredelØemyh usloviØmi (1), gde 2τ , τ zameneny proizvol~nymi qislami α, β. Pervonaqal~no sdvigi

S_{(α,β,ε)}(x) poØvilis~ v rabotah [1, 2], a zatem v obwem vide – v

[3]. Rangom vraweniØ d sdviga S_{(α,β,ε)}(x) nazyvaetsØ razmernost~ vektornogo prostranstva nad polem Q, poroßdennogo qislami α, β, 1. DlØ sdvigov S_{(α,β,ε)}(x) ranga d = 2 i, v qastnosti, dlØ sdvigov S_ε v [3] dokazano, qto posledovatel~nosti strogih vloßeniæ (2) koneqny, t.e. takie dvuhcvetnye sdvigi ime¸t koneqnyæ tip. Cel~ nastoØweæ raboty – issledovat~ povedenie dvuhcvetnogo sdviga S_ε na oblasti pritØßeniØ Spir_ε. DannaØ zadaqa – odna iz samyh sloßnyh, poskol~ku oblast~ pritØßeniØ Spir_ε ØvlØetsØ nestabil~nym faktorom dinamiki sdviga S_ε. DlØ izuqeniØ my primenØem tehniku koneqnyh razbieniæ Fibonaqqi Til (ε_m) [4, 5]. S pomow~¸ ee udalos~ vyqislit~ dinamiqesku¸ dlinu

k(ε) oblasti pritØßeniØ Spir_ε, obnarußit~ ffffekt lokalizacii

glubokih dyr Dh(ε) ⊂ Spir_ε, opredelit~ ih meru |Dh(ε)| i dlØ

skorosti sßatiØ mes_ε ( τ^m+2 t 2 √ 5 ) (4) ediniqnogo poluintervala I

dokazat~ predel~nu¸ formulu (5). Kak sledstvie, iz ukazannoæ formuly vytekaet sledu¸wiæ rezul~tat: 1) sßatie dvuhcvetnym sdvigom S_ε ediniqnogo poluintervala I osuwestvlØetsØ v obwem sluqae v qetyreh lineænyh reßimah; 2) perehod ot odnogo

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 93 reßima k drugomu proishodit pri t = τ^{−2}, τ^{−1}, 1. Ranee povedenie dvuhcvetnogo sdviga S_ε na attraktore Att_ε bylo rassmotreno v [6].

1. Odnomernye razbieniØ Fibonaqqi 1.1. B-process. Opredelim B-process na poluintervale I sledu¸wim obrazom.

△ Zadano mnoßestvo P = {ε_0, ε_1} otmeqennyh toqek ε_0 = 0, ε_1 = 2 − τ . Toqka ε s postoØnnoæ poloßitel~noæ skorost~¸ probegaet poluinterval I, naqinaØ svoœ dvißenie iz toqki ε_0. Vmeste s toqkoæ ε s toæ ße skorost~¸ iz kaßdoæ otmeqennoæ toqki ε_α naqina¸t dvißenie eœ obrazy ε^α. Kak tol~ko hotØ by odna ε^β iz dvißuwihsØ toqek ε^α, sredi kotoryh prisutstvuet ε, dostigaet kakoæ-libo otmeqennoæ toqki ε_α, to voznikaet novoe mnoßestvo otmeqennyh toqek P , sostoØwee iz ob¨edineniØ vseh toqek ε^α i staryh otmeqennyh toqek. Posle oqerednogo vetvleniØ toqka ε prodolßaet svoœ dvißenie vdol~ I. ▽

Iz opredeleniØ B-processa sleduet, qto mnoßestvo otmeqennyh toqek P = P (ε) zavisit ot ε i rost P (ε) proishodit dlØ diskretnogo mnoßestva znaqeniæ ε ∈ I:

ε_0 < ε_1 < · · · < ε_m < . . . (1.1)

Mnoßestvo E = {ε_m} nazovem spektrom B-processa, a ε_m – sobstvennymi znaqeniØmi. Oni udovletvorØ¸t sledu¸wim sootnoxeniØm [4]

ε_m = ⟨(−1)^mF_m · τ ⟩ = 1 − τ^{−m},

ε_{m+2} = ε_m − ε_{m+1} + 1,

(1.2)

gde ⟨x⟩ oboznaqaet drobnu¸ qast~ qisla x.

1.2. B-process i razbieniØ. Mnoßestvo otmeqennyh toqek P (ε) razbivaet na otrezki ediniqnyæ poluinterval I. Oboznaqim Til (ε) sootvetstvu¸wee razbienie I na poluintervaly, vkl¸qa- ¸wie v sebØ levye koncy. DlØ ε = ε_m razbienie

Til (ε_m) = ⨆ j G^m_j ⊔ ⨆ i E^m_i (1.3)

nazyvaetsØ sobstvennym razbieniem Fibonaqqi. Ono sostoit iz poluintervalov dvuh vidov: G^m_j dliny g_m i E^m_i dliny e_m, i

94 V. G. ȷURAVLEV otnoxenie fftih dlin ravno e_m/g_m = τ dlØ m = 0, 2, 4, . . . i

g_m/e_m = τ dlØ m = 1, 3, 5, . . .. DlØ vyqisleniØ dlin ime¸tsØ

udobnye formuly

g_m = τ^{−(2[m/2]+2)}, e_m = τ^{−(2[(m+1)/2]+1)}. (1.4)

Esli ε ne ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem, to razbienie Til (ε) nazyvaetsØ nesobstvennym. DlØ m qetnogo i ε_m ≤ ε ≤ ε_{m+1} razbienie Til (ε) = ⨆ j G^m_j ⊔ ⨆ i E^m_i (1.5)

poluqaetsØ iz (1.3) s pomow~¸ podrazbieniØ G^m_j = GG^m_j (ε) ⊕

G^m_j (ε), E^m_i = GE^m_i (ε) ⊕ E^m_i (ε), v kotorom levye poluintervaly

ime¸t dlinu |GG^m_j (ε)| = |GE^m_i (ε)| = ε − ε_m. Sledovatel~no, dlØ

ε = ε_m razbienie Til (ε) (1.5) sovpadaet s sobstvennym razbieni-

em Til(ε_m ), a pri ε = ε_{m+1} razbienie Til (ε) perehodit v sledu¸- wee sobstvennoe razbienie

Til (ε_{m+1}) = ⨆ j G^{m+1}_j ⊔ ⨆ i E^{m+1}_i , (1.6) gde ⨆ j G^{m+1}_j = ⨆ j GG^m_j (ε_{m+1}) ⊔ ⨆ i GE^m_i (ε_{m+1}), ⨆ i E^{m+1}_i = ⨆ i E^m_i (ε_{m+1}).

Esli uroven~ m neqetnyæ, to razbienie Til (ε) (1.5) poluqaetsØ podrazbieniem G^m_j = EG^m_j (ε) ⊕ G^m_j (ε), E^m_i = EE^m_i (ε) ⊕ E^m_i (ε), gde |EG^m_j (ε)| = |EE^m_i (ε)| = ε − ε_m. Pri ε = ε_{m+1} sobstvennoe razbienie Til (ε_{m+1}) obrazuetsØ iz poluintervalov ⨆ j G^{m+1}_j = ⨆ j G^m_j (ε_{m+1}), ⨆ i E^{m+1}_i = ⨆ j EG^m_j (ε_{m+1}) ⊔ ⨆ i EE^m_i (ε_{m+1}).

PrivedennaØ konstrukciØ opisyvaet nepreryvnu¸ perestroæku sobstvennyh razbieniæ pri perehode na sledu¸wiæ uroven~. Na ris. 1.1 process perestroæki pokazan dlØ pervyh qetyreh sobstvennyh razbieniæ Fibonaqqi Til (ε_m).

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 95

Ris. 1.1. RazbieniØ Fibonaqqi Til (εm) dlØ m = 0, . . . , 4.

1.3. Global~nye koordinaty. DlØ l¸byh celyh j, i oboznaqim

I[j, i) poluinterval [⟨jτ ⟩, ⟨iτ ⟩) iz I = [0, 1). Pri fftom predpolaga-

etsØ, qto ⟨jτ ⟩ < ⟨iτ ⟩, i esli i = 0, to polagaem I[j, 0) = [⟨jτ ⟩, 1⟩). Pust~ m qetnoe. Togda v koordinatah sobstvennoe razbienie Fibonaqqi Til (ε_m) (1.3) imeet predstavlenie [4]

Til(ε_m ) = ⨆ 06k<Fm+1^{(G} m k + E^m_k ) ⊔ ⨆ F_m+16k<F_m+2

E^m_k , (1.7)

gde poluintervaly G^m_k i E^m_k opredelØ¸tsØ ravenstvami

G^m_k = I[k^+, k^−), E^m_k = I[k^−, k), (1.8)

pri fftom ispol~zovany sokraweniØ k^+ = k + F_m, k^− = k − F_{m+1}. Poluintervaly G^m_k , E^m_k iz razbieniØ (1.7) ime¸t dliny (1.4) i poluqa¸tsØ posledovatel~nymi sdvigami naqal~nyh poluintervalov

G^m_{k+1} ≡ G^m_k + τ mod 1, (1.9)

gde 0 ≤ k < F_{m+1} i G^m_0 = I[F_m, −F_{m+1}) = I[⟨F_m⟩, ⟨−F_{m+1}⟩), i –

E^m_{k+1} ≡ E^m_k + τ mod 1, (1.10)

96 V. G. ȷURAVLEV gde 0 ≤ k < F_{m+2} i E^m_0 = I[−F_{m+1}, 0) = [⟨−F_{m+1}τ ⟩, 1). Analogiqno dlØ neqetnyh urovneæ m sobstvennye razbieniØ Til (ε_m) (1.3) predstavlØ¸tsØ v vide summy

Til (ε_m) = ⨆ 06k<Fm+1^{(G} m k + E^m_k ) ⊔ ⨆ F_m+1 6k<F_m+2

G^m_k , (1.11)

poluintervaly G^m_k i E^m_k v fftom sluqae zada¸tsØ formulami

G^m_k = I[k^−, k^=), E^m_k = I[k^=, k), (1.12)

gde k^− = k − F_m, k^= = k − F_{m+2}, i poluintervaly svØzany meßdu soboæ sdvigami

G^m_{k+1} ≡ G^m_k + τ mod 1, (1.13)

gde 0 ≤ k < F_{m+2}, G^m_0 = I[−F_m, −F_{m+2}) = [⟨−F_mτ ⟩, ⟨−F_{m+2}τ ⟩), i

E^m_{k+1} ≡ E^m_k + τ mod 1, (1.14)

gde 0 ≤ k < F_{m+1} i E^m_0 = I[−F_{m+2}, 0) = [⟨−F_{m+2}τ ⟩, 1). 1.4. Prostoæ sdvig i sobstvennye razbieniØ Fibonaqqi. Kak sledstvie iz sootnoxeniæ (1.9), (1.10) i (1.13), (1.14) poluqaem, qto poluintervaly

G^m_k = S^k(G^m_0 ), E^m_k = S^k(E^m_0 ) (1.15)

– sut~ S^k -obrazy naqal~nyh poluintervalov G^m_0 i E^m_0 , gde S^k oboznaqaet k-kompozici¸ prostogo sdviga ediniqnogo poluintervala

I^S−→ I : x −→ S(x) = x + τ mod 1. (1.16)

Formuly (1.15) i ravenstva (1.8), (1.12) da¸t osnovanie nazyvat~ indeksy k global~nymi koordinatami poluintervalov G^m_k ,

E^m_k v razbieniØh Til (ε_m). Ispol~zuØ ravenstva (1.15), razbieniØ Til (ε_m) moßno perepisat~ v vide

Til(ε_m ) = = ⨆ 06k<Fm+1^{(S} k (G^m_0 ) ⊔ S^k (E^m_0 )) ⊔ ⨆ 06Fm+1≤k<Fm+2^S k(E^m_0 ), (1.17)

dlØ m qetnyh, i –

Til (ε_m) = ⨆ 06k<Fm+2^{(S} k(G^m_0 ) ⊔ S^k(E^m_0 )) ⊔ ⨆ 06Fm+1≤k<Fm+1^S k(G^m_0 )

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 97 dlØ m neqetnyh. Pust~ m qetnoe. Soglasno (1.11) pravaØ qast~ ravenstva (1.17) predstavlØet soboæ razbienie ediniqnogo poluintervala I. Pofftomu deæstvuØ na nego sdvigom S prihodim k ewe odnomu razbieni¸

S(Til (ε_m)) = Til (ε_m) Ø (G^m_0 ⊕ E^m_0 ) ⊕ (E^m_{Fm+2} ⊕ G^m_{Fm+1} ), (1.18)

gde E^m_{Fm+2} = S^{Fm+2} (E^m_0 ) i G^m_{Fm+1} = S^{Fm+1} (G^m_0 ). Priqem vse slagaemye sprava v (1.18) zapisany v svoem istinnom porØdke. Razbienie (1.18) vytekaet iz ravenstva

G^m_0 ⊕ E^m_0 = E^m_{Fm+2} ⊕ G^m_{Fm+1} . (1.19)

Analogiqno, ispol~zuØ razloßenie (1.11), dlØ neqetnyh m, poluqaem

S(Til (ε_m)) = Til (ε_m) Ø (G^m_0 ⊕ E^m_0 ) ⊕ (E^m_{Fm+1} ⊕ G^m_{Fm+2} ), (1.20)

pri fftom

G^m_0 ⊕ E^m_0 = E^m_{Fm+1} ⊕ G^m_{Fm+2} . (1.21)

Ravenstva (1.18) i (1.20) pokazyva¸t, qto deæstvie prostogo sdviga S na sobstvennoe razbienie Fibonaqqi Til (ε_m) svoditsØ k perekladyvani¸ dvuh ego kraænih pravyh poluintervalov – ffto osnovnaØ strukturnaØ teorema, dokazannaØ v [4]. 1.5. Kvazilokal~nye koordinaty. DlØ sobstvennyh razbieniæ Fibonaqqi Til (ε_m) (1.7), (1.11) suwestvu¸t dva algoritma [4] postroeniØ posledovatel~nosti primyka¸wih drug k drugu poluintervalov G^m_k , E^m_k .

Algoritm 1 dlØ qetnyh m. Pervyæ fftap. Sprava nalevo stroim posledovatel~nost~ iz odnih tol~ko poluintervalov G^m_k :

. . . , G^m_k+, G^m_k , . . . , G^m_0 (1.22)

po pravilu

k → k^+ mod F_{m+1}, (1.23)

gde k^+ = k + F_m i v (1.23) modF_{m+1} oznaqaet, qto v kaqestve k^+ vybiraetsØ vyqet po modF_{m+1}, t.e. 0 ≤ k^+ mod F_{m+1} < F_{m+1}. Vtoroæ fftap. RasxirØem posledovatel~nost~ (1.22) s pomow~¸ podstanovok G^m_k G^m_k ↓ ↓ E^m_{k+Fm} G^m_k E^m_k G^m_k E^m_k (1.24)

dlØ indeksov k > F_{m−1} i 0 6 k < F_{m−1} sootvetstvenno.

98 V. G. ȷURAVLEV

Algoritm 2 dlØ neqetnyh m. Pervyæ fftap. StroitsØ posledovatel~nost~ . . . , E^m_k∗ , E^m_k , . . . , E^m_0 (1.25) po pravilu

k → k^∗ = k^+ mod F_{m+1}, (1.36)

gde k^+ = k + F_{m−1} (sr. (1.23)). Vtoroæ fftap. DopolnØem posledovatel~nost~ (1.25) poluintervalami G^m_k s pomow~¸ podstanovok E^m_k E^m_k ↓ ↓ G^m_k E^m_k G^m_{k+Fm} G^m_k E^m_k (1.27)

dlØ indeksov k > F_{m−1} i k < F_{m−1} sootvetstvenno.

Pust~ Til (ε_m) – sobstvennoe razbienie (1.7) ili (1.11). Togda sootvetstvu¸wiæ algoritm opredelØet estestvennyæ porØdok sledovaniØ ego poluintervalov:

Til (ε_m) = · · · ⊕ G^m_k∗ ⊕ E^m_k∗ ⊕ G^m_k ⊕ E^m_k ⊕ · · · ⊕ G^m_0 ⊕ E^m_0 , (1.28)

Esli m qetnoe, to summa (1.28) soderßit F_{m+1} razliqnyh poluintervalov G^m_k s indeksami 0 6 k < F_{m+1} i F_{m+2} poluintervalov

E^m_k s indeksami 0 6 k < F_{m+2}. V sluqae neqetnogo m summa (1.28)

soderßit F_{m+2} poluintervalov G^m_k s indeksami 0 6 k < F_{m+2} i

F_{m+1} poluintervalov E^m_k s indeksami 0 6 k < F_{m+1}.

Pervonaqal~no indeksy k u poluintervalov G^m_k i E^m_k ispol~- zovalis~ kak ih global~nye koordinaty. V formulirovkah algoritmov 1, 2 indeksy k naprØmu¸ uße ne svØzany s global~nymi koordinatami, a opredelØ¸t qerez formuly (1.23) i (1.26) lokal~nyæ porØdok sledovaniØ drug za drugom poluintervalov G^m_k i E^m_k po otdel~nosti. VzaimosvØz~ meßdu fftimi dvumØ vidami po-

luintervalov opredelØetsØ podstanovkami (1.24) i (1.27). Sami podstanovki soderßat qisla Fibonaqqi F_{m−1}, F_m, F_{m+1}, opredelØemye nomerom m razbieniØ Til (ε_m). Ots¸da sleduet nevozmoßnost~ postroeniØ sobstvennyh razbieniæ Fibonaqqi Til (ε_m), ispol~zuØ tol~ko lokal~nye pravila, ne zavisØwie ot m. Po fftoæ priqine indeksy k nazyva¸tsØ kvazilokal~nymi koordinatami poluintervalov G^m_k i E^m_k v razbieniØh Til (ε_m).

Primenenie podstanovok pozvolØet perehodit~ s odnogo urovnØ razbieniæ na drugoæ. Pust~, v zavisimosti ot qetnosti urovnØ m, po algoritmam 1, 2 postroena posledovatel~nost~ poluintervalov

. . . , G^m_k , E^m_k , . . . , G^m_0 , E^m_0 (1.29)

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 99 i dlØ sledu¸wego nomera m + 1 po svoim algoritmam 1, 2 postroena drugaØ posledovatel~nost~

. . . , G^{m+1}_k , E^{m+1}_k , . . ., G^{m+1}_0 , E^{m+1}_0 . (1.30)

Togda esli m qetnoe, to posledovatel~nost~ (1.29) otobraßaetsØ v posledovatel~nost~ (1.30) s pomow~¸ podstanovok G^m_k E^m_k ↓ ↓ G^{m+1}_{k+Fm+2} G^{m+1}_k E^{m+1}_k

(1.31)

dlØ indeksov 0 6 k < F_{m+1} i 0 6 k < F_{m+2} sootvetstvenno. Esli ße m neqetnoe, to posledovatel~nost~ (1.29) otobraßaetsØ v (1.30) qerez podstanovki G^m_k E^m_k ↓ ↓ E^{m+1}_{k+Fm+1} G^{m+1}_k E^{m+1}_k

(1.32)

dlØ indeksov 0 6 k < F_{m+2} i 0 6 k < F_{m+1} sootvetstvenno.

2. Dvuhcvetnyæ sdvig i dinamiqeskie grafy 2.1. Dinamiqeskoe razbienie. Ispol~zuØ sobstvennye znaqeniØ ε_m (1.1), razob~em I na prilega¸wie drug k drugu poluintervaly uporØdeqennymi toqkami

ε_0 < ε_1 < ε_3 < ε_4 < ε_6 < ε_7 < ε_9 < ε_{10} < ε_{12} < . . . ,

gde indeksy m ≡ 0, 1, 3, 4 mod 6. Oboznaqim sootvetstvu¸wie poluintervaly qerez

V^m = [ε_{m−1}, ε_m), C^m = [ε_m, ε_{m+2}) (2.1)

dlØ m ≡ 1 mod 3, i pust~ W^m = V^m ⊕ C^m. Iz (1.2) poluqaem dlØ dlin c_m = |C_m|, v_m = |V_m| poluintervalov (2.1) ravenstva

c_m = v_m = τ^{−(m+1)}. (2.2)

Issledovanie sdviga S_ε opiraetsØ na sledu¸wee dinamiqeskoe razbienie I = W^1 ⊕ W^4 ⊕ W^7 ⊕ W^{10} ⊕ · · · (2.3)

Tip povedeniØ dvuhcvetnogo sdviga S_ε dlØ ε ∈ W^m zavisit ot prinadleßnosti ε ∈ V^m ili C^m i vida urovnØ m ≡ 1 mod 6 ili

m ≡ 4 mod 6. V dal~neæxem ukazannye qetyre sluqaØ budut raz-

delØt~sØ.

100 V. G. ȷURAVLEV

2.2. δ-razbieniØ. Rol~ sobstvennyh razbieniæ Fibonaqqi

Til (ε_m) sostoit v tom, qto s pomow~¸ Til (ε_m) i dopolnitel~nogo prostogo sdviga

I^{tδ}−→ I : x → t_δ (x) = x − δ mod 1, (2.4)

gde δ ∈ I budet zaviset~ ot parametra ε, moßno zadat~ ewe odin vid δ-razbieniæ Til (ε_m, δ), soglasovanyh s deæstviem dvuhcvetnogo sdviga S_ε. V rezul~tate voznika¸t nekotorye dinamiqeskie grafy D^v_m, D^c_m, polnost~¸ opisyva¸wie povedenie sdviga S_ε, i v qastnosti – ego attraktor Att_ε i oblast~ pritØßeniØ Spir_ε. Ukazannye δ-razbieniØ ime¸t vid

Til (ε_m, δ) = t_δ(Til (ε_m)) (2.5)

i sostoØt, soglasno p. 1.2, iz poluintervalov G^m_k (δ) = t_δ(G^m_k ),

E^m_k (δ) = t_δ(E^m_k ). Esli m ≡ 1 mod 6, to polagaem

δ = (ε_m − ε) + g_{m−1} dlØ ε ∈ C^m, (2.6)

δ = g_{m−1} dlØ ε ∈ V^m;

esli ße m ≡ 4 mod 6, to

δ = e_m dlØ vseh ε ∈ W^m = V^m ⊕ C^m. (2.7)

2.3. Dinamiqeskie grafy. Graf D vida D^m_v ili D^m_c – ffto orientirovannyæ graf, verxiny V kotorogo pronumerovany poluintervalami G^m_k (δ) i E^m_k (δ) iz δ-razbieniØ Til (ε_m, δ). Dalee, govorØ o dinamiqeskih grafah, budem sqitat~ sinonimami verxiny i poluintervaly, rebra i strelki. Esli pod deæstviem dvuhcvetnogo sdviga S_ε obraz S_ε(V_k) poluintervala V_k soderßitsØ v nekotorom poluintervale V_l iz razbieniØ Til (ε_m, δ), to iz verxiny V_k vyhodit edinstvennoe napravlennoe v verxinu V_l rebro. V protivnom sluqae imeet mesto vetvlenie sdviga S_ε, kogda iz verxiny V_k vyhodØt dva rebra. V fftom sluqae V_k moßno razbit~

V_k = V^′_k ⊕ V^{′′}_k na dva prilega¸wih drug k drugu poluintervala V^′_k , V^{′′}_k tak, qto vypolnØ¸tsØ vkl¸qeniØ S_ε(V^′_k ) ⊂ V_r , S_ε(V^{′′}_k ) ⊂ V_s

dlØ podhodØwih poluintervalov V_r, V_s iz razbieniØ Til (ε_m, δ). Iz privedennogo opisaniØ grafa D sleduet, qto l¸baØ toqka x ediniqnogo poluintervala I prinadleßit odnoæ i tol~ko odnoæ verxine-poluintervalu grafa D, skaßem V_k, a ee obraz S_ε(x) prinadleßit toæ verxine-poluintervalu V_l, v kotoru¸ vhodit

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 101 rebro iz V_k. Esli iz V_k vyhodØt dva rebra i toqka x, predpoloßim, prinadleßit levomu podintervalu V^′_k ⊂ V_k, to ee obraz

S_ε(x) soderßitsØ v toæ verxine V_r , v kotoru¸ vhodit odno iz

dvuh vyhodØwih iz V_k reber. Budem govoit~, qto oblada¸wiæ takim svoæstvom graf D predstavlØet dvuhcvetnyæ sdvig S_ε.

2.4. OboznaqeniØ i soglaxeniØ, ispol~zuemye v dinamiqeskih grafah D^m_v i D^m_c (sm. ris. 2.1–2.4).

Rebra. Sploxnymi rebrami soedineny poluintervaly iz at-

traktora Att_ε – invariantnogo otnositel~no sdviga S_ε podmnoßestva ediniqnogo poluintervala I, punktirnymi rebrami soedinØ¸tsØ poluintervaly iz dopolnitel~noæ k Att_ε oblasti pritØßeniØ ili, kak my budem v dal~neæxem nazyvat~, – mnoßestva spiraleæ Spir_ε = I\Att_ε. Krußoqkami na punktirnyh rebrah otmeqeny naqala spiraleæ. Strogie opredeleniØ mnoßestv Att_ε i Spir_ε budut privedeny v p. 3.1. Vnutrennie strelki na rebrah oboznaqa¸t cepi posledovatel~nyh poluintervalov s raznost~¸ nomerov 2. Odinarnye strelki − > − ukazyva¸t na to, qto cep~ sostoit iz poluintervalov s neqetnymi nomerami, dvoænye strelki − ≫ − oznaqa¸t, qto nomera poluintervalov qetnye. Obyqnye strelki otveqa¸t rebram grafa, pri fftom ßirnye strelki − I ukazyva¸t na vhod v attraktor Att_ε.

Raskraska poluintervalov. Verhnie indeksy +, − u poluintervalov G^m_k (δ), E^m_k (δ) oboznaqa¸t ih qasti mod1, soderßawiesØ sootvetstvenno v poluintervalah I^−_ε = [0, ε), I^+_ε = [ε, 1). Raspoloßenie indeksov, naprimer,

+G^m_k (δ)^− =^+ G^m_k (δ) ⊕ G^m_k (δ)^− (2.8)

pokazyva¸t, qto G^m_k (δ) razbit na dva poluintervala, pri fftom

+G^m_k (δ) – levyæ, a G^m_k (δ)^− – pravyæ podintervaly. Esli polu-

intervaly G^m_k (δ), E^m_k (δ) otmeqeny nißnimi indeksami G^m_k (δ)_+,

E^m_k (δ)_+, to ffto oznaqaet ih prinadleßnost~ celikom poluinter-

valu I^+_ε . Neotmeqennye nißnim indeksom + poluintervaly soderßatsØ v I^−_ε .

Vetvlenie. V dinamiqeskom grafe iz verxin vida (2.8) vyhodØt dva rebra. Budem govorit~, qto v takih verxinah imeet mesto S_ε-vetvlenie ili cvetnoe vetvlenie. V grafah prisutstvuet ewe odin tip S-vetvleniæ, svØzannyh s perekladyvaniem sdvigom S poluintervalov G^m_0 i E^m_0 .

102 V. G. ȷURAVLEV

Ris. 2.1. Dinamiqeskiæ graf D^m_c dlØ m ȷ 1 mod 6, m > 1.

Ris. 2.2. Dinamiqeskiæ graf D^m_v , m ȷ 1 mod 6, m > 1.

S-vetvleniØ v dinamiqeskom grafe D^m_c ris. 2.1 dlØ m ≡ 1 mod 6,

m > 1 (sr. s perekladyvaniem (1.21)) ime¸t vid E^m_{Fm+1−2}(δ) ⊕ G^m_{Fm+2−2}(δ)^{Sε}−→ G^m_0 (δ) ⊕ E^m_0 (δ), (2.9)

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 103 E^m_{Fm+1−1}(δ) ⊕ G^m_{Fm+2−1}(δ)^{Sε}−→ G^m_1 (δ) ⊕ E^m_1 (δ). Na podmnoßestvah sleva v (2.9) dvuhcvetnyæ sdvig S_ε sovpadaet s kompozicieæ S^2 = S · S. Strelki s hvostikom oznaqa¸t naloßenie levyh razbieniæ na pravye.

S_ε-vetvleniØ v grafe D^m_c predstavleno naloßeniØmi poluin-

tervalov +G^m_{Fm} (δ)^{Sε}−→^+ G^m_{Fm +1}(δ), G^m_{Fm} (δ)^{− Sε}−→ G^m_{Fm+2}(δ)^−, (2.10) gde G^m_k (δ) =^+G^m_k (δ) ⊕ G^m_k (δ)^− sqitaetsØ razbitym na poluintervaly v tom ße otnoxenii, qto i cvetnoæ poluinterval (sm. (2.8))

+G^m_{Fm} (δ)^− =^+G^m_{Fm} (δ) ⊕ G^m_{Fm} (δ)^−. RazbieniØ poluintervaloa G^m_k

dlØ k ≠ F_m ne svØzany s vkl¸qeniØmi v I^−_ε , I^+_ε .

DlØ dinamiqeskogo grafa D^m_v ris. 2.2 urovnØ m ≡ 1 mod 6, m > 1, S-vetvleniØ (2.9) osta¸tsØ bez izmeneniØ, a ego S_ε-vetvlenie (2.10) peremewaetsØ na poluinterval (sr. (2.8)) −G^m_0 (δ)^+ =^−G^m_0 (δ) + G^m_0 (δ)^+ i prinimaet vid

−G^m_0 (δ)^{Sε}−→^−G^m_2 (δ), G^m_0 (δ)^{+ Sε}−→ G^m_1 (δ)^+. (2.11)

Poluintervaly G^m_k (δ) =^−G^m_k (δ) + G^m_k (δ)^+ dlØ k = 1, 2 razbity tak, qto vypolneny dva usloviØ: 1)^−G^m_1 (δ), G^m_1 (δ)^+ i sledu¸- wie za nimi analogiqnye poluintervaly soderßatsØ v Spir_ε i Att_ε sootvetstvenno, qto na grafe D^v_m otmeqeno punktirnoæ i sploxnoæ strelkami; 2)^−G^m_2 (δ), G^m_2 (δ)^+ i sledu¸wie za nimi poluintervaly soderßatsØ v Att_ε i Spir_ε sootvetstvenno, na ffto ukazyva¸t sploxnaØ i punktirnaØ strelki. Dvoænye punktirnye strelki, vyhodØwie iz G^m_{Fm+2−1}(δ) v poluinterval G^m_1 (δ), ukazyva¸t v kakoæ iz ego podintervalov^−G^m_1 (δ) ili G^m_1 (δ)^+ perevodØtsØ sdvigom S_ε sootvetstvu¸wie qasti iz G^m_{Fm+2−1}(δ) posle S-vetvleniØ (2.9).

Dinamiqeskiæ graf D^m_c ris. 2.3 dlØ urovneæ m ≡ 4 mod 6 imeet S-vetvleniØ (sr. s perekladyvaniem poluintervalov (1.19))

E^m_{Fm+2−2}(δ) ⊕ G^m_{Fm+1−2}(δ)^{Sε}−→ G^m_0 (δ) ⊕ E^m_0 (δ), (2.12) E^m_{Fm+2−1}(δ) ⊕ G^m_{Fm+1−1}(δ)^{Sε}−→ G^m_1 (δ) ⊕ E^m_1 (δ), i S_ε-vetvlenie vida

−E^m_{Fm+1} (δ)^{Sε}−→^−E^m_{Fm+1+2}(δ), E^m_{Fm+1} (δ)^{+ Sε}−→ E^m_{Fm+1+1}(δ)^+. (2.13)

104 V. G. ȷURAVLEV

Ris. 2.3. Dinamiqeskiæ graf D^m_c , m ȷ 4 mod 6.

Ris. 2.4. Dinamiqeskiæ graf D^m_v , m ȷ 4 mod 6.

V dinamiqeskom grafe D^m_v ris. 2.4 dlØ m ≡ 4 mod 6 sohranØ- ¸tsØ S-vetvleniØ (2.12), a S_ε-vetvlenie peremewaetsØ na polu-

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 105 interval^−E^m_0 (δ)^+ =^−E^m_0 (δ) + E^m_0 (δ)^+ i imeet vid (sr. (2.111))

−E^m_0 (δ)^{Sε}−→^− E^m_2 (δ), E^m_0 (δ)^{+ Sε}−→ E^m_1 (δ)^+. (2.14)

RazbieniØ E^m_k (δ) =^−E^m_k (δ) + E^m_k (δ)^+ dlØ k = 1, 2 i sledu¸wih za nimi poluintervalov snabßeny sploxnymi i punktirnymi strelkami so znaqkami +, −, ukazyva¸wimi na prinadleßnost~ qasteæ fftih razbieniæ mnoßestvam Att_ε i Spir_ε. Dvoænye punktirnye strelki, vyhodØwie iz G^m_{Fm+1−1}(δ), ukazyva¸t na to, qto poluintervaly^−G^m_{Fm+1−1}(δ) i G^m_{Fm+1−1}(δ)^+ perevodØtsØ dvuhcvetnym sdvigom S_ε sootvetstvenno v mnoßestva Spir_ε i Att_ε. V [4] dokazana sledu¸waØ teorema.

Teorema 2.1. Dvuhcvetnyæ sdvig Sε (1) predstavim dinamiqeski-

mi grafami D^m_c (sm. ris. 2.1, 2.3) ili D^m_v (sm. ris. 2.2, 2.4), esli parametr ε prinadleßit poluintervalam C^m ili V^m (2.1) sootvetstvenno.

3. Attraktor dvuhcvetnogo sdviga 3.1. Attraktor. Udobno attraktor Attε predstavit~ v vide cepeæ iz posledovatel~nyh pouintervalov, soedinennyh rebrami grafov D^m_c , D^m_v .

V sluqae urovnØ m ≡ 1 mod 6 i ε ∈ C^m (2.1), soglasno dinamiqeskim grafam D^m_c (sm. ris. 2.1), dlØ attraktora Att_ε imeem razbienie Att_ε = “

G^m_0 (δ) ⊔ “

E^m_0 (δ) (3.1)

na cepi “G^m_0 (δ), “E^m_0 (δ), kotorye v oboznaqeniØh p. 2.5 moßno zapisat~ v vide

“_Gm_{0 (δ) = G}m_{0 (δ)− ≫ −G}m_{Fm+2−2(δ), (3.2)}

“_Em_{0 (δ) = E}m_{0 (δ)+ → E}m_{1 (δ)− > −E}m_{Fm+1−2(δ),}

esli m > 1, i –

“_G1_{0(δ) = G}1_{0(δ),} “_E1_{0(δ) = E}1_{0 (δ)+,}

esli m = 1.

106 V. G. ȷURAVLEV

Pust~ m ≡ 1 mod 6 i ε ∈ V^m (2.1). Soglasno dinamiqeskim grafam D^m_v ris. 2.2, v attraktore Att_ε poØvlØetsØ S_ε-vetvlenie p. 2.4, qto privodit k ego perestroæke

Att_ε = “

−G^m_0 (δ) ⊔ “

G^m_0 (δ)^+ ⊔ “E^m_0 (δ), (3.3)

sostoØweæ iz cepeæ “ −G^m_0 (δ) =^− G^m_0 (δ)− ≫ −^−G^m_{Fm+2−2}(δ), (3.4)

“_Gm_{0 (δ)}+_{= G}m_{0 (δ)}+_{→ G}m_{1 (δ)}+_{− > −G}m_{Fm (δ)}+_→

→ G^m_{Fm +1}(δ)^+− ≫ −G^m_{Fm+2−2}(δ)^+,

“_Em_{0 (δ) = E}m_{0 (δ)+ → E}m_{1 (δ)− > −E}m_{Fm+1−2(δ),}

esli m > 1, i

“−_G1_{0(δ) =}−_G1_{0(δ),} “_G1_{0(δ)}+_{= G}1_{0(δ)}+_{→ G}1_{(δ)}+_{, (3.5)} “_E1_{0 (δ) = E}1_{0(δ)+,}

esli m = 1.

V sluqae urovnØ m ≡ 4 mod 6 i ε ∈ C^m (2.1) iz dinamiqeskih grafov D^m_c ris. 2.3 sleduet

Att_ε = “

G^m_0 (δ) ⊔ “

E^m_0 (δ), (3.6) gde “_Gm_{0 (δ) = G}m_{0 (δ)− ≫ −G}m_{Fm−1 (δ)+ →} → G^m_{Fm−1+1}(δ)− > −G^m_{Fm+1−2}(δ), (3.7) “_Em_{0 (δ) = E}m_{0 (δ)− ≫ −E}m_{Fm+2−2(δ).}

Esli ße uroven~ m ≡ 4 mod 6 i ε ∈ V^m (2.1), to soglasno dinamiqeskomu grafu D^m_v ris. 2.4 S_ε-vetvlenie preobrazuet attraktor Att_ε (3.6) k sledu¸wemu vidu

Att_ε = “

G^m_0 (δ) ⊔ “

−E^m_0 (δ) ⊔ “

E^m_0 (δ)^+, (3.8)

gde cep~ “G^m_0 (δ) ostalas~ bez izmeneniæ (3.7), a “E^m_0 (δ) razdvoilas~ na cepi “ −E^m_0 (δ) =^− E^m_0 (δ)− ≫ −^−E^m_{Fm+2−2}(δ), (3.9)

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 107

“_Em_{0 (δ)}+_{= E}m_{0 (δ)}+_{→ E}m_{1 (δ)}+_{− > −E}m_{Fm+1 (δ)}+_→

→ E^m_{Fm+1+1}(δ)^+− ≫ −E^m_{Fm+2−2}(δ)^+.

3.2. Mera attraktora. Opredelim meru |Attε| attraktora Attε kak summu dlin vhodØwih v nego poluintervalov. Imeet mesto sledu¸wee utverßdenie [4].

Predloßenie 3.1. 1. Pust~ attraktor Attε opredelen raven-

stvami (3.1), (3.3), (3.6) i (3.8). Togda ego mera |Att_ε| vyqislØetsØ po formulam

|Att_ε| = 1 2 (1 + τ^{−(m+2)}) (3.10)

dlØ ε iz poluintervalov C^m = [ε_m, ε_{m+2}),

|Att_ε| = 1 2 (1 + τ^{−(m+2)}) + (ε_m − ε) (3.11)

dlØ ε iz poluintervalov V^m = [ε_{m−1}, ε_m) i l¸bogo urovnØ m ≡ 1 mod 3, m ≥ 1.

2. Mera |Att_ε| kak funkciØ ot ε ∈ I nepreryvna, ona ubyvaet na poluintervalah V^m, postoØnna na C^m i imeet predel~noe znaqe- nie lim_{ε↑1} |Att_ε| = 1 2 . 4. Integral~nye preobrazovaniØ, attraktor i ego oblast~ pritØßeniØ 4.1. Integral~nye preobrazovaniØ. DlØ m ≡ 1 mod 6 i ε ∈ C^m opredelenie integral~nogo preobrazovaniØ (sm., naprimer, [7])

T_ε = ∫ S^{±1}d_ε (4.1)

opiraetsØ na sledu¸wee razbienie ediniqnogo poluintervala I = [0, ⟨τ ⟩) ⊕ [⟨τ ⟩, 1). (4.2) Funkci¸ raspredeleniØ d_ε : I −→ N, gde N = {1, 2, 3, . . .}, zadadim usloviØmi

d_ε(x) = 1 2 F_{m+2}, esli x ∈ [0, ⟨τ ⟩), 1 2 (F_{m+1} + 1), esli x ∈ [⟨τ ⟩, 1).

(4.3)

108 V. G. ȷURAVLEV Integral~noe preobrazovanie T_ε deæstvuet na prostranstve ^I_ε = {(x, i) : x ∈ I, 0 ≤ i < d_ε(x)} (4.4) po pravilu T_ε(x, i) = { (x, i + 1), esli i + 1 < d_ε(x), (S^{−1}(x), 0), esli i + 1 = d_ε(x).

(4.5)

Pust~ μ – normirovannaØ mera Haara na tore I ≃ R/Z, invariantnaØ otnositel~no sdviga S^{−1}. Ona induciruet meru μ_ε na prostranstve ^I_ε (4.4), udovletvorØ¸wu¸ ravenstvu μ_ε((X, i)) = μ(X) / ∫ I d_ε(x)dμ (4.6)

na podmnoßestvah vida (X, i) ⊂ ^I_ε. Mera μ_ε normirovana i invariantna otnositel~no integral~nogo preobrazovaniØ T_ε (4.1).

Esli m ≡ 1 mod 6 i ε ∈ V^m, to vyberem drugoe razbienie I = [0, ε^′) ⊕ [ε^′, ⟨τ ⟩) ⊕ [⟨τ ⟩, 1), (4.7) gde ε^′ = (ε − ε_{m−1})/|I^m(δ)| = τ^m(ε − ε_{m−1}). Funkci¸ d_ε zadadim usloviØmi

d_ε(x) = 1 2 F_{m+2}, esli x ∈ [0, ε^′), 1 2 F_{m+2} + 1, esli x ∈ [ε^′, ⟨τ ⟩), 1 2 (F_{m+1} + 1), esli x ∈ [⟨τ ⟩, 1).

(4.8)

Prostranstvo predstavleniØ ^I_ε i pravilo deæstviØ na nem (4.5) integral~nogo preobrazovaniØ T_ε (4.1) opredelØ¸tsØ v sootvetstvii s raspredeleniem d_ε (4.8).

V sluqae m ≡ 4 mod 6 i ε ∈ C^m perekladyvaem poluintervaly v razbienii (4.2) I = [0, ⟨−τ ⟩) ⊕ [⟨−τ ⟩, 1) (4.9) i funkci¸ raspredeleniØ d_ε poloßim ravnoæ

d_ε(x) = 1 2 (F_{m+1} + 1), esli x ∈ [0, ⟨−τ ⟩), 1 2 F_{m+2}, esli x ∈ [⟨−τ ⟩, 1). (4.10)

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 109 Esli ße uroven~ m ≡ 4 mod 6 i ε ∈ V^m, to I razbivaem sledu- ¸wim obrazom I = [0, ⟨−τ ⟩) ⊕ [⟨−τ ⟩, ε^′) ⊕ [ε^′, 1), (4.11) gde ε^′ = ⟨−τ ⟩ + (ε − ε_{m−1})/|I^m(δ)| = ⟨−τ ⟩ + τ^m(ε − ε_{m−1}), a funkci¸ raspredeleniØ d_ε opredelØem usloviØmi

d_ε(x) = 1 2 (F_{m+1} + 1), esli x ∈ [0, ⟨−τ ⟩), 1 2 F_{m+2}, esli x ∈ [⟨−τ ⟩, ε^′), 1 2 F_{m+2} + 1, esli x ∈ [ε^′, 1).

(4.12)

V oboih sluqaØh dlØ m ≡ 4 mod 6 integral~noe preobrazovanie

T_ε imeet vid T_ε = ∫ Sd_ε. (4.13)

Prostranstvo predstavleniØ ^I_ε (4.4) soglasovano s raspredeleniØmi d_ε (4.10), (4.12), a pravilo deæstviØ na nem (4.5) estestvenno zamenØetsØ na pravilo T_ε(x, i) = { T_ε(x, i + 1), esli i + 1 < d_ε(x), (S(x), 0), esli i + 1 = d_ε(x).

Normiru¸wiæ mnoßitel~ v (4.6) tesno svØzan s meroæ attraktora Att_ε p. 3.2. RazbieniØ poluintervala I^m(δ) p. 2.2 podobny sootvetstvu¸wim razbieniØm ediniqnogo poluintervala I. Poskol~ku obwiæ kofffficient podobiØ raven |I|/|I^m(δ)| = τ^m (2.6), to normiru¸wiæ mnoßitel~ i mera attraktora svØzany sootnoxeniem ∫ I d_ε(x)dμ = τ^m · |Att_ε|, (4.14)

gde mera |Att_ε| vyqislØetsØ po formulam (3.10) i (3.11). 4.2. Izomorfizm. Soglano dinamiqeskim grafam D^m_c , D^m_v ris. 2.1–2.4 i razloßeniØm (3.1), (3.3), (3.6) i (3.8), attraktor Att_ε

110 V. G. ȷURAVLEV invarianten otnositel~no deæstviØ dvuhcvetnogo sdviga S_ε. Pofftomu formal~no imeem pravo rassmotret~ inducirovannoe otobraßenie S_ε|Att_ε i opredelit~ meru μ|Att_ε, polagaØ

μ|Att_ε(X) = μ(X)/|Att_ε|, (4.15)

gde |Att_ε| = μ(Att_ε) – otveqa¸waØ λ mera attraktora. Osnovnye svoæstva proizvodnoæ S_ε|Att_ε soderßatsØ v sledu¸wem utverßdenii [4].

Teorema 4.1. 1. Attraktor Attε ⊂ I (3.1), (3.3), (3.6), (3.8) i

opredelennaØ na nem mera μ|Att_ε (4.15) invariantny otnositel~- no deæstviØ dvuhcvetnogo sdviga S_ε (1), ØvlØ¸wegosØ avtomorfizmom attraktora Att_ε. Inducirovannoe otobraßenie S_ε|Att_ε metriqeski izomorfno

S_ε|Att_ε ≃ ∫ S^{±1}d_ε (4.16)

integral~nomu preobrazovani¸ T_ε (4.1), (4.13) prostogo sdviga S^{±1} ediniqnogo poluintervala I otnositel~no raspredeleniØ d_ε (4.3), (4.8), (4.10), (4.12). Esli ε ∈ W^m (2.1), to stepen~ v S^{±1} opredelØetsØ qetnost~¸ urovnØ m.

2. Otnositel~no invariantnoæ mery μ|Att_ε inducirovannoe otobraßenie S_ε|Att_ε ØvlØetsØ ffrgodiqeskim avtomorfizmom attraktora Att_ε.

3. DlØ l¸boæ naqal~noæ toqki x ∈ Att_ε toqki ee orbity x_k =

S^k_ε (x), gde k = 0, 1, 2, . . ., ravnomerno raspredeleny na mnoßestve Att_ε otnositel~no mery μ|Att_ε.

4. DlØ l¸bogo ε ∈ I naædetsØ minimal~noe k(ε) = 0, 1, 2, . . . takoe, qto suwestvuet strogo ubyva¸waØ posledovatel~nost~ obra- zov I ⊃ S^1_ε (I) ⊃ S^2_ε (I) ⊃ . . . ⊃ S^{k(ε)}_ε (I), (4.17)

stabiliziru¸waØsØ na poslednem mnoßestve S^k_ε (I) = S^{k(ε)}ε (I) dlØ vseh k ≥ k(ε). Attraktor Att_ε udovletvorØet ravenstvu

Att_ε = S^{k(ε)}_ε (I). (4.18)

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 111

5. Lokal~nye i global~nye spirali 5.1. Izmel~qenie razbieniæ. Kak budet pokazano dalee, povedenie dvuhcvetnogo sdviga S_ε na mnoßestve spiraleæ Spir_ε obladaet bolee tonkoæ strukturoæ po sravneni¸ s povedeniem ograniqeniØ sdviga S_ε na ego attraktor Att_ε. Qtoby opisat~ fftu strukturu, prihoditsØ izmel~qat~ δ-razbieniØ Til (ε_m, δ) (2.6). UpomØnutoe izmel~qenie podrazumevaet povyxenie urovnØ razbieniØ m → m + 2 na dva porØdka. �tomu perehodu otveqaet nekotoraØ podstanovka dlØ poluintervalov.

Pust~, v zavisimosti ot qetnosti urovnØ m, po algoritmam (1.22)–(1.24) ili (1.25)–(1.27) postroena posledovatel~- nost~ poluintervalov . . . , G^m_k , E^m_k , . . . , G^m_0 , E^m_0 i dlØ sledu¸wego nomera m + 1 po svoim algoritmam 1 ili 2 postroena drugaØ posledovatel~nost~

. . . , G^{m+1}_k , E^{m+1}_k , . . ., G^{m+1}_0 , E^{m+1}_0 .

Togda esli m qetnoe, to posledovatel~nost~ (1.29) otobraßaetsØ v posledovatel~nost~ (1.30) s pomow~¸ podstanovok G^m_k E^m_k ↓ ↓ G^{m+1}_{k+Fm+2} G^{m+1}_k E^{m+1}_k

(5.1)

dlØ indeksov 0 6 k < F_{m+1} i 0 6 k < F_{m+2} sootvetstvenno. Esli ße m neqetnoe, to posledovatel~nost~ (1.29) otobraßaetsØ v (1.30) qerez podstanovki G^m_k E^m_k ↓ ↓ E^{m+1}_{k+Fm+1} G^{m+1}_k E^{m+1}_k

(5.2)

dlØ indeksov 0 6 k < F_{m+2} i 0 6 k < F_{m+1} sootvetstvenno.

V sluqae neqetnogo m, primenØØ (5.2) i (5.1), poluqaem sledu¸wie razbieniØ G^m_{k−−−} = G^{m+2}_{k+Fm+1} ⊕ E^{m+2}_{k+Fm+1} ⊕ G^{m+2}_{k+Fm+3} , E^m_{k−−−} = G^{m+2}_k ⊕ E^{m+2}_k . (5.3)

112 V. G. ȷURAVLEV Soglasno formulam (1.4), poluintervaly G^{m+2}_k , E^{m+2}_k ime¸t dliny |G^{m+2}_k | = τ^{−(m+3)}, |E^{m+2}_k | = τ^{−(m+4)}. Esli m qetnoe, to razbieniØ prinima¸t vid G^m_{k−−−} = E^{m+2}_{k+2Fm+2} ⊕ G^{m+2}_{k+Fm+2} , E^m_{k−−−} = E^{m+2}_{k+Fm+2} ⊕ G^{m+2}_k ⊕ E^{m+2}_k . (5.4)

Izmel~qennye poluintervaly G^{m+2}_k , E^{m+2}_k teper~ v silu formul (1.4) ime¸t dliny |G^{m+2}_k | = τ^{−(m+4)}, |E^{m+2}_k | = τ^{−(m+3)}.

V levyh qastØh formul (5.3) i (5.4) ispol~zovany oboznaqeniØ, ukazyva¸wie koliqestvo poluintervalov razbieniØ, porØdok ih sledovaniØ i otnositel~nye dliny. V dal~neæxem nam pridetsØ rassmatrivat~ ne polnye poluintervaly G^m_k , E^m_k , a tol~ko nekotorye ih qasti. Qtoby ne ispol~zovat~ kaßdyæ raz sloßnye indeksy dlØ ukazaniØ fftih qasteæ, vospol~zuemsØ sledu¸wimi oboznaqeniØmi. Ob¨Øsnim ih na primere razbieniØ poluintervala G^m_k iz (5.3): G^m_{k−−} = G^{m+2}_{k+Fm+1} ⊕ E^{m+2}_{k+Fm+1} , G^m_{k− ··} = G^{m+2}_{k+Fm+1} . Zdes~ toqki ukazyva¸t, kakie iz podyntervalov v pravoæ qasti razbieniØ (5.3) propuweny.

5.2. Spirali neqetnogo urovnØ. Pust~ m ≡ 1 mod 6, m > 1, i ε prinadleßit poluintervalu C^m = [ ε_m, ε_{m+2}) (2.1). Soglasno dinamiqeskomu grafu D^m_c (ris. 2.1), mnoßestvo spiraleæ Spir_ε sostoit iz sledu¸wih lokal~nyh spiraleæ: s(G^m_{Fm+2} ·−− (δ)) =^−→ G^m_{Fm+2} ·−− (δ)− > −G^m_{Fm+2−1} ·−− (δ)− I, (5.5) s(G^m_{Fm+2} −· · (δ) =^−→ G^m_{Fm+2} −· · (δ)− > −G^m_{Fm+2−1} · · − (δ) → G^m_{1· · −} (δ)− > −G^m_{Fm· · −} (δ)^+− I, s(E^m_2 (δ)_{−−} = E^m_2 (δ)_{−−} − ≫ −E^m_{Fm+1−1} −− (δ) → G^m_{1−−} (δ)− > −G^m_{Fm−−} (δ)^+→ . RazbieniØ poluintervalov v (5.5) sovpadaet s razbieniØmi iz (5.3). Strelka − I ukazyvaet na vhod v attraktor Att_ε, a strel-

ka so znakom^+− I otnostisØ tol~ko k pereseqeni¸^+G^m_{Fm} (δ) =

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 113

G^m_{Fm} (δ) ∩ I^+_ε s poluintervalom I^+_ε = [ ε, 1). Skleæka lokal~nyh

spiraleæ (5.5) proishodit po dopolnitel~nym k^+G^m_{Fm} (δ) qastØm poluintervala G^m_{Fm} (δ)^− = G^m_{Fm} (δ) ∩ I^−_ε . Skleæka osuwestvlØetsØ s pomow~¸ dvuhcvetnogo sdviga S_ε : G^m_{Fm∗∗∗} (δ)^{− −}−→ G^m_{Fm+2} ∗∗∗ (δ)^−, (5.6)

gde zvezdoqkami otmeqeny sootvetstvu¸wie poluintervaly iz (5.5) i znak minus na strelke ukazyvaet, qto sdvig S_ε deæstvuet tol~ko na tot poluinterval iz G^m_{Fm} (δ), kotoryæ soderßitsØ v I^−_ε . Otmetim, qto znak minus u poluintervala sprava v (5.6) uße ne svØzan s ego pereseqeniem s poluintervalom I^−_ε .

Dlina spirali ravna koliqestvu vhodØwih v nee poluintervalov. Lokal~nye spirali (5.5) ime¸t sledu¸wie dliny

♯s(G^m_{Fm+2} (δ)) = f_{m+1}, ♯s(G^m_{Fm+2} (δ)) = f_{m+2},

♯s(E^m_2 (δ)) = f_{m+2}, (5.7)

gde qisla f_n = [F_n/2] oblada¸t additivnym svoæstvom

f_n = f_{n−1} + f_{n−2} + 1, esli n ≡ 0 mod 3,

f_n = f_{n−1} + f_{n−2}, esli n ≡ 1 ili 2 mod 3. (5.8)

Pri rassmotrenii deæstviØ dvuhcvetnogo sdviga S_ε na mnoßestve spiraleæ Spir_ε, vmesto razbieniØ (2.3), neobhodimo pereæti k bolee melkomu razbieni¸ I = {0} ⊕ J^1 ⊕ J^2 ⊕ . . . ⊕ J^n ⊕ . . . na poluintervaly J^n = (ε_{n−1}, ε_n] dliny |J^n| = τ^{−(n+1)}. DlØ l¸bogo ε ∈ J^n, opredelim raznost~ Δ = Δ_n = ε−ε_{n−1}. Pust~ X = [ α, β) – proizvol~nyæ poluinterval dliny |X| ≥ |J^n|. S pomow~¸ raznosti Δ opredelim dva dopolnØ¸wih drug druga operatora obrezaniØ_←

ΔX = [β − Δ, β),^←Δ^cX = [α, β − Δ), (5.9)

oblada¸wih svoæstvom^←Δ^cX ⊕^←ΔX = X. Skleæka (5.6) induciruet otobraßenie x −→ x^′ = x + e_m dlØ x iz poluintervala^←Δ(E^m_2 (δ)_{— –} ⊕ G^m_{Fm+2}(δ)_{— . .} ), gde Δ = ε − ε_m i

e_m = |E^m_2 (δ)|. �to otobraßenie opredelØetsØ kompozicieæ x −→

114 V. G. ȷURAVLEV

x_{end}^{Sε}−→ x^′, t.e. x^′ = S_ε(x_{end}), gde x_{end} – obraz toqki x v konce G^m_{Fm} (δ) lokal~noæ spirali iz (5.5), naqalu kotoroæ prinadleßit

x. Otobraßenie x → x^′ zadaet, soglasno dinamiqeskomu grafu

D^m_c ris. 2.1, skleæku lokal~nyh spiraleæ iz (5.5). Obrazovanie global~nyh spiraleæ shematiqeski pokazano na grafe skleæki G^m_c (sm. ris. 5.1).

Ris. 5.1. Graf skleæki G^m_c urovnØ m ȷ 1 mod 6, m > 1.

Pust~ ε prinadleßit poluintervalu J^{m+1} = (ε_m, ε_{m+1}] s nomerom m > 1. Ispol~zuØ otobraßenie skleæki x → x^′, iz (5.5) poluqaem sledu¸wie tri global~nye spirali ← Δ^cs(E^m_2 (δ)_{— –} ⊕G^m_{Fm+2}(δ)_{— . .} ),^←Δ^cs(G^m_{Fm +2}(δ)_{. – —} ), (5.10) ← Δs(E^m_2 (δ)_{. –} ⊕G^m_{Fm+2}(δ)_{— . .} ) −→^←Δs(G^m_{Fm +2}(δ)_{. – —} ),

tak kak ← Δ(E^m_2 (δ)_{— –} ⊕G^m_{Fm+2}(δ)_{— . .} ) =^←Δ(E^m_2 (δ)_{. –} ⊕G^m_{Fm+2}(δ)_{— . .} )

dlØ ε ∈ J^{m+1}. Spirali (5.10) v silu (5.7) ime¸t sootvetstvenno dliny f_{m+2}, f_{m+1} i f_{m+3} = f_{m+2} + f_{m+1} soglasno additivnomu svoæstvu (5.8).

Esli ε prinadleßit J^{m+2} = (ε_{m+1}, ε_{m+2}] s nomerom m > 1, to global~nye spirali (5.10) perestraiva¸tsØ sledu¸wim obra- zom ← Δ^cs(E^m_2 (δ)_{— .} ),^←Δ^cs(E^m_2 (δ)_{. –} ⊕G^m_{Fm+2}(δ)_{— . .} ) −→^←Δ^cs(G^m_{Fm +2}(δ)_{. – —} ), (5.11) ← Δs(E^m_2 (δ)_{—.} ) −→^←Δs(G^m_{Fm +2}(δ)_{— . .} ) −→^←Δs(G^m_{Fm +2}(δ)_{. . —} ).

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 115 Dliny fftih spiraleæ sootvetstvenno ravny f_{m+2}, f_{m+3} i f_{m+4}.

Rassmotrim sluqaæ m = 1 i ε prinadleßit poluintervalu

C^1 = [ε_1, ε_3). V fftom sluqae suwestvu¸t tri lokal~nye spirali

s(G^1(δ)_{. .—} ) =^−→ G^1(δ)_{. .—} − I, s(G^1(δ)_{.–.} ) = G^1(δ)_{.–.} − I, (5.12)

s(G^1(δ)_{— . .} ) = G^1(δ)_{— . .}^+− I .

Dvuhcvetnyæ S_ε sdvig proizvodit skleæku

S_ε : G^1(δ)^−

—^{. .}

−→ G^1(δ)^− . .— , gde G^1(δ)^−_{— . .} = G^1(δ)_{— . .} ∩I^−_ε , shematiqeski predstavlennu¸ na grafe skleæki G^1_c (sm. ris. 5.2).

Ris. 5.2. Graf skleæki G1_c .

Potomu global~nye spirali ime¸t vid

s(G^1(δ)

— – —

) = G^1(δ)

— – —

− I, (5.13)

esli ε prinadleßit poluintervalu J^2 = (ε_1, ε_2], i ← Δ^cs(G^1(δ)_{— . .} ), s(G^1(δ)_{.– —} ), (5.14) ← Δs(G^1(δ)_{— . .} ) →^←Δs(G^1(δ)_{. .—} ),

esli ε soderßitsØ v J^3 = (ε_2, ε_3].

Teper~ rassmotrim sluqaæ m ≡ 1 mod 6, m > 1, i ε soderßitsØ v poluintervale V^m = [ ε_{m−1}, ε_m) (2.1). Iz dinamiqeskogo

116 V. G. ȷURAVLEV grafa D^m_v ris. 2.3 sleduet, qto mnoßestvo Spir_ε v fftom sluqae sostoit iz pØti lokal~nyh spiraleæ s(G^m_{Fm +2}(δ) . – —

) = G^m_{Fm+2}(δ)

. – — − > − G^m_{Fm+2−1}(δ) . – —

− I,_{(5.15)} s(G^m_{Fm +2}(δ) —^{. .}

) = G^m_{Fm+2}(δ)

—^{. .} − > − G^m_{Fm+2−1}(δ) —^{. .} + − I, s(E^m_2 (δ)_{— –} ) = E^m_2 (δ)_{— –} − ≫ − E^m_{Fm+1−1}(δ) — – + − I, → Δs(G^m_1 (δ)

— – —

) =^−→^→Δ G^m_1 (δ)

— – — − > −^→Δ G^m_{Fm} (δ) — – — − I, → Δ^cs(G^m_2 (δ)

— – —

) =^→Δ^c G^m_2 (δ)

— – — − ≫ −^→Δ^c G^m_{Fm−1}(δ) — – — − I . DlØ poslednih dvuh spiraleæ byli ispol~zovany operatory obrezaniØ (sr. (5.9)) → ΔX = [α, α + Δ),^→Δ^cX = [α + Δ, β), (5.16)

pri fftom Δ = ε − ε_{m−1} i predpolagaetsØ, qto dlina poluintervala X = [α, β) ne men~xe |V^m|. Analogiqno operatoram^←Δ,^←Δ^c (5.9) operatory^→Δ,^→Δ^c (5.16) oblada¸t svoæstvom^←ΔX ⊕^←Δ^cX = X. V (5.15) ispol~zovany te ße oboznaqeniØ, qto i v (5.5).

Soglasno dinamiqeskomu grafu D^m_v ris. 2.3, vetvlenie dvuhcvetnogo sdviga proishodit na poluintervale G^m_0 (δ), ime¸wego raskrasku

−G^m_0 (δ) = G^m_0 (δ) ∩ I^−_ε =^→ΔG^m_0 (δ),

G^m_0 (δ)^+ = G^m_0 (δ) ∩ I^+_ε =^→Δ^cG^m_0 (δ).

Pofftomu skleka lokal~nyh spiraleæ imeet vid (sr. ris. 5.3)

S_ε : E^m_{Fm+1−1}(δ) — – ⊕ G^m_{Fm+2−1}(δ) —^{. .}

−→ G^m_1 (δ)

— – —

=^− G^m_1 (δ)⊕G^m_1 (δ)^+, (5.17)

gde^−G^m_1 (δ) =^→ΔG^m_1 (δ) prinadleßit mnoßestvu spiraleæ Spir_ε, a

G^m_1 (δ)^+ =^→Δ^cG^m_1 (δ) soderßitsØ v attraktore Att_ε.

Dliny pervyh treh lokal~nyh spiraleæ iz (5.15) ravny f_{m+1}, a qetvertoæ i pØtoæ spiraleæ sootvetstvenno ravny f_m + 1 i f_m.

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 117

Ris. 5.3. Graf skleæki G^m_v urovnØ m ȷ 1 mod 6, m > 1.

Esli ε prinadleßit J^m = (ε_{m−1}, ε_m], to, ispol~zuØ skleæku (5.17), iz (5.15) poluqim global~nye spirali s(G^m_{Fm +2}(δ) . – —

),^→Δ^cs(G^m_2 (δ)

— – —

) (5.18)

s dlinami f_{m+1}, f_m i ewe dve global~nye spirali → Δ^cs(E^m_2 (δ)_{— –} ⊕ G^m_{Fm+2}(δ)_{— . .} ), (5.19) → Δs(E^m_2 (δ)_{— –} ⊕ G^m_{Fm+2}(δ)_{— . .} ) −→^→Δs(G^m_1 (δ)_{— – —}),

pervaØ iz kotoryh imeet dlinu f_{m+1}, a vtoraØ, v silu additivnogo svoæstva, imeet dlinu f_{m+1} + (f_m + 1) = f_{m+2}.

DlØ neqetnogo urovnØ m ostalos~ rassmotret~ sluqaæ m = 1 i ε prinadleßit poluintervalu V^1 = [ ε_0, ε_1) = [ 0, ε_1). V dannom sluqae suwestvuet edinstvennaØ lokal~naØ spiral~ → Δs( G^1(δ)

— – —

) =^→Δ G^1(δ)_{— – —} − I (5.20)

ediniqnoæ dliny (sm. ris. 5.4). Pofftomu skleæka otsutstvuet i glavnaØ spiral~ sovpadaet s so spiral~¸ (5.20). 5.3. Spirali qetnogo urovnØ. Pust~ m ≡ 4 mod 6 i parametr ε prinadleßit poluintervalu C^m = [ ε_m, ε_{m+2}). Iz dinamiqeskogo

118 V. G. ȷURAVLEV

Ris. 5.4. Graf skleæki G1_v .

grafa D^m_c ris. 2.3 sleduet, qto lokal~nye spirali iz Spir_ε =

I \ Att_ε ime¸t sledu¸wiæ vid

s(E^m_{Fm+1+2}(δ)

— –^.

) =^−→ E^m_{Fm+1+2}(δ)

— –^. − > − E^m_{Fm+2−1}(δ) — –^. → → G^m_1 (δ)_{– —} − > − G^m_{F m−1−1}(δ)_{– —} − I,

s(E^m_{Fm+1+2}(δ) .. — ) =^−→ E^m_{Fm+1+2}(δ) .. — − > − E^m_{Fm+2−1}(δ) .. — → → E^m_1 (δ)_{— ..} − > − E^m_{F m+1}(δ)_{— ..}^+− I, s(G^m_{Fm−1+2}(δ) – — ) = G^m_{Fm−1+2}(δ) – — − ≫ − G^m_{Fm+1−1}(δ) – — → → E^m_1 (δ)

. – — − > − E^m_{Fm+1} (δ) . – — + − I i ih dliny sootvetstvenno ravny f_{m+1}, f_{m+2} i f_{m+2}, gde f_n = [F_n/2].

Vetvlenie sloßnogo sdviga S_ε osuwestvlØetsØ na poluintervale E^m_{Fm+1} (δ), ime¸wego raskrasku^−E^m_{Fm+1} (δ) = E^m_{Fm+1} (δ) ∩ I^−_ε = → ΔE^m_{Fm+1} (δ), gde I^−_ε = [0, ε), Δ = ε − ε_m i^→Δ – operator (5.16). Pofftomu skleæka proishodit qerez otobraßenie

S_ε :^→Δ E^m_{Fm+1} (δ)

— – —

−−→^→Δ E^m_{Fm+1+2}(δ)

— – — . Sledovatel~no, skleæka induciruet otobraßenie (sm. graf skleæki G^m_c ris. 5.5) → Δ(E^m_{Fm+1+2}(δ) .. — ⊕ G^m_{Fm−1+2}(δ) – — ) −→^→Δ E^m_{Fm+1+2}(δ)

— – —

(5.22)

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 119 x −→ x^′ = x − g_m, opredelØemoe sledu¸wim obrazom (sr. p. 6.2) x −→ x_{end}^{Sε}−→ x^′, t.e. x^′ = S_ε(x_{end}), gde x_{end} – obraz toqki x v koneqnom poluintervale E^m_{Fm+1} (δ) lokal~noæ spirali iz (5.21), naqal~nomu poluintervalu kotoroæ prinadleßit x.

Ris. 5.5. Graf skleæki G^m_c urovnØ m ȷ 4 mod 6.

Pust~ ε prinadleßit poluintervalu J^{m+1} = (ε_m, ε_{m+1}]. Ispol~zuØ otobraßenie skleæki (5.22), iz lokal~nyh spiraleæ (5.21) poluqaem tri global~nye spirali → Δ^cs(E^m_{Fm+1 +2}(δ)

— –^.

),^→Δ^cs(E^m_{Fm+1+2}(δ) .. — ⊕ G^m_{Fm−1+2}(δ) – — ), (5.23) → Δs(E^m_{Fm+1+2}(δ) .. — ⊕ G^m_{Fm−1+2}(δ) –^.

) −→^→Δs(E^m_{Fm+1+2}(δ)

— –^. ), gde Δ = ε − ε_m. Ih dliny skladyva¸tsØ iz dlin lokal~nyh spiraleæ (5.21) po pravilu (5.8) i ravny f_{m+1}, f_{m+2} i f_{m+3} sootvetstvenno.

Esli ε prinadleßit poluintervalu J^{m+2} = (ε_{m+1}, ε_{m+2}], to global~nye spirali (5.23) perestraiva¸tsØ sledu¸wim obra- zom → Δ^cs(G^m_{Fm−1+2}(δ) . — ), (5.24) → Δ^cs(E^m_{Fm+1+2}(δ) .. — ⊕ G^m_{Fm−1+2}(δ) –^.

) −→^→Δ^cs(E^m_{Fm+1 +2}(δ)

— –^. ), → Δs(G^m_{Fm−1+2}(δ) .— ) −→^→Δs(E^m_{Fm+1+2}(δ) .. — ) −→^→Δs(E^m_{Fm+1+2}(δ) —^{..} ), gde Δ = ε−ε_{m+1} . Teper~ global~nye spirali ime¸t dliny f_{m+2},

f_{m+3} i f_{m+4}.

120 V. G. ȷURAVLEV

Pri perehode k sluqa¸, kogda m ≡ 4 mod 6, i ε prinadleßit poluintervalu V^m = [ ε_{m−1}, ε_m), takße, kak i dlØ neqetnogo urovnØ m (5.15), nabl¸daetsØ Øvlenie uveliqeniØ koliqestva lokal~nyh spiraleæ (sm. dinamiqeskiæ graf D^m_v ris. 2.4)

s(E^m_{Fm+1+2}(δ)

– –^.

) = E^m_{Fm+1+2}(δ)

– –^. − > − E^m_{Fm+2−1}(δ) – –^. → → G^m_1 (δ)_{– —} − > − G^m_{Fm−1−1}(δ) – — − I, s(E^m_{Fm+1+2}(δ) . . — ) = E^m_{Fm+1+2}(δ) . . — − > − E^m_{Fm+2−1}(δ) . . — + − I, s(G^m_{Fm−1 +2}(δ) – — ) = G^m_{Fm−1+2}(δ) – — − ≫ − G^m_{Fm+1−1}(δ) – — + − I, → Δs(E^m_1 (δ)

— – —

) =^−→^→Δ E^m_1 (δ)_{— – —} − > −^→Δ E^m_{Fm+1} (δ)

— – — − I, → Δ^cs(E^m_2 (δ)

— – —

) =^→Δ^c E^m_2 (δ)

— – —

− ≫ −^→Δ^c E^m_{Fm+1−1}(δ)

— – — − I . Dlina pervoæ spirali ravna f_{m+1}, vtoroæ i tret~eæ ravna f_m, qetvertoæ – f_{m+1} + 1 i pØtoæ – f_{m+1}. V (5.25) operatory^→Δ,^→Δ^c (5.16) opredeleny dlØ Δ = ε − ε_{m−1} i vetvlenie dvuhcvetnogo sdviga S_ε proishodit na poluintervale E^m_0 (δ), ime¸wego raskrasku E^m_0 (δ)^+ = E^m_0 (δ) ∩ I^+−_ε =^→Δ^cE^m_0 (δ), gde I^+_ε = [ε, 1). Skleæka lokal~nyh spiraleæ (5.25) osuwestvlØetsØ qerez otobraßenie (sm. ris. 5.6)

S_ε :^→Δ(E^m_{Fm+2−1}(δ) ..— ⊕ G^m_{Fm−1+2}(δ) – — ) −→^→Δ E^m_1 (δ)

— – —

, (5.26)

gde^→ΔE^m_1 (δ) prinadleßit mnoßestvu spiraleæ Spir_ε. SkleivaØ lokal~nye spirali (5.25) po pravilu (5.26), poluqim sledu¸- wie global~nye spirali

s(E^m_{Fm+1 +2}(δ)

— –^.

),^→Δ^cs(E^m_2 (δ)

— – —

), (5.27) → Δ^cs(E^m_{Fm+1+2}(δ) .. — ⊕ G^m_{Fm−1+2}(δ) – — ), → Δs(E^m_{Fm+1+2}(δ) .. — ⊕ G^m_{Fm−1 +2}(δ) – – ) −→^→Δs(E^m_1 (δ)

— – — ),

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 121

Ris. 5.5. Graf skleæki G^m_v urovnØ m ȷ 4 mod 6.

dliny kotoryh sootvetstvenno ravny f_{m+1}, f_{m+1}, f_m i f_{m+2}.

6. Glubokie dyry i dinamiqeskoe rasstoØnie 6.1. Glubokie dyry. Soglasno teoreme 4.1, dlØ l¸boæ toqki x iz ediniqnogo poluintervala I = [0, 1) naædetsØ takaØ stepen~

k = 0, 1, 2, . . ., qto S^k_ε (x) ∈ Att_ε i S^{k−1}_ε (x) /∈ Att_ε, gde Att_ε – attrak-

tor, opredelØemyæ usloviem

Att_ε = S^∞_ε (I), (6.1)

pri fftom S^∞_ε (I) = ∩^∞_{k=0}S^k_ε (I). Takim obrazom, attraktor Att_ε otnositel~no otobraßeniØ S_ε ØvlØetsØ pritØgiva¸wim, invariantnym i nesßimaemym podmnoßestvom iz I. V silu ravenstva (4.18) dlØ l¸bogo ε ∈ I suwestvuet koneqnaØ stepen~ k(ε), dlØ kotoroæ spravedlivo ravenstvo Att_ε = S^{k(ε)}ε (I). Sledovatel~no, moßno opredelit~ dinamiqeskoe rasstoØnie d_ε(x) ot toqki x ∈ I do attraktora Att_ε s pomow~¸ ravenstva

d_ε(x) = min{k : S^k_ε (x) ∈ Att_ε, k = 0, 1, 2, . . .}. (6.2)

Pust~ stepen~ k(ε) s usloviem S^{k(ε)}ε (I) = Att_ε takße vybrana minimal~noæ (sm. (4.17)). Oqevidno, qto dinamiqeskoe rasstoØnie

d_ε(x) i stepen~ k(ε) udovletvorØ¸t neravenstvu

d_ε(x) ≤ k(ε). (6.3)

122 V. G. ȷURAVLEV Nazovem glubokoæ dyroæ mnoßestvo Dh(ε) vseh x ∈ Spir_ε, dlØ kotoryh nestrogoe neravenstvo (6.3) obrawaetsØ v ravenstvo

d_ε(x) = k(ε). Poskol~ku dlØ Dh(ε) spravedlivo predstavlenie

Dh(ε) = {x ∈ Spir_ε : S^{k(ε)−1}_ε (x) /∈ Att_ε}, (6.4)

to glubokaØ dyra

Dh(ε) ⊂ Spir_ε (6.5)

sostoit iz toqek x, prinadleßawih mnoßestvu spiraleæ Spir_ε =

I \ Att_ε, maksimal~no udalennyh ot attraktora Att_ε, i dinamiqeskoe rasstoØnie d_ε(Dh(ε)) ot glubokoæ dyry Dh(ε) do attraktora Att_ε ravno d_ε(Dh(ε)) = k(ε) (6.6)

– stepeni k(ε) (4.17), (4.18).

6.2. DinamiqeskaØ dlina spirali. Rassmotrim spirali urovnØ m ≡ 1 mod 6, m > 1, kogda parametr ε prinadleßit poluintervalu C^m = [ ε_m, ε_{m+2}). Esli ε soderßitsØ v poluintervale

J^{m+1} = (ε_m, ε_{m+1}], to, soglasno (5.10), mnoßestvo spiraleæ Spir_ε

sostoit iz treh global~nyh spiraleæ. Radi sokraweniØ zapisi oboznaqim ffti spirali s_1, s_2 i s_{max}. Itak, imeem

Spir_ε = s_1 ⊔ s_2 ⊔ s_{max} (6.7)

– razbienie mnoßestva Spir_ε na global~nye spirali, dliny kotoryh ravny ♯s_1 = f_{m+2}, ♯s_2 = f_{m+1}, s_{max} = f_{m+3}. Pri fftom spiral~ maksimal~noæ dliny s_{max} — nepustoe mnoßestvo, esli ε ∈ J^{m+1}. Pust~ dano s = X_1 −→ X_1 −→ · · · −→ X_2 −→ X_f – razloßenie global~noæ spirali s = s_{max} v cep~ ee posledovatel~nyh poluintervalov otnositel~no deæstviØ dvuhcvetnogo sdviga S_ε. Soglasno dinamiqeskomu grafu D^m_v ris. 2.1 i (5.6), (5.10), sdvig S_ε deæstvuet na spiral~ s sledu¸wim obrazom

S_ε(s) = X_2 −→ · · · −→ X_f mod Att_ε, · · · S^k_ε (s) = X_{k+1} −→ · · · −→ X_f mod Att_ε

(6.8)

dlØ l¸bogo k < f, tak kak S_ε(X_i) = X_{i+1} dlØ l¸bogo i < f, a obraz

S_ε(X_f ) poslednego poluintervala X_f soderßitsØ v attraktore Att_ε.

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 123 Nazovem dinamiqeskoæ dlinoæ d_ε(s) spirali s naimen~xee k = 0, 1, 2, . . . s usloviØmi

S^k_ε (s) j Att_ε, S^{k−1}_ε (s) ” Att_ε. (6.9)

Iz formuly (6.8) vyvodim ravenstvo

d_ε(s) = ♯s, (6.10)

gde ♯s = f – dlina spirali s. Dinamiqesku¸ dlinu d_ε(Spir_ε) mnoßestva spiraleæ Spir_ε opredelim kak maksimum dinamiqeskih dlin d_ε(s_i) global~nyh spiraleæ s_i, na kotorye raspadaetsØ mnoßestvo Spir_ε. Iz opredeleniæ (6.4), (6.9) i formul (6.6), (6.10) vyteka¸t sledu¸wie sootnoxeniØ meßdu dinamiqeskimi dlinami, dinamiqeskim rasstoØniem i stepennym pokazatelem

k(ε) (4.17):

d_ε(Spir_ε) = d_ε(Dh(ε)), d_ε(Spir_ε) = k(ε), (6.11)

d_ε(Spir_ε) = d_ε(s_{max}) = ♯s_{max}.

Takim obrazom, esli mnoßestvo spiraleæ Spir_ε imeet uroven~

m ≡ 1 mod 6, m > 1, i ε ∈ J^{m+1}, to iz (6.7) i (6.11) dlØ dinami-

qeskoæ dliny mnoßestva Spir_ε poluqaem formulu

d_ε(Spir_ε) = f_{m+3}. (6.12)

6.3. Sßatie ediniqnogo poluintervala i spirali. Predloßenie 6.1. 1. Naimen~xaØ stepen~ k(ε) = 0, 1, 2, . . . s uslo-

viem S^{k(ε)}ε (I) = Att_ε (4.18) ravna

k(ε) = d_ε(Spir_ε) (6.13)

– dinamiqeskoæ dline mnoßestva spiraleæ Spir_ε = I \ Att_ε.

2. Mnoßestvo spiraleæ Spir_ε ØvlØetsØ oblast~¸ pritØßeniØ attraktora Att_ε otnositel~no sloßnogo sdviga S_ε i ego dinamiqeskaØ dlina d_ε(Spir_ε) vyqislØetsØ po formule

d_ε(Spir_ε) = f_{m+2} (6.14)

dlØ vseh ε, prinadleßawih J^m iz razbieniØ ediniqnogo poluintervala I = J^0 ⊕ J^1 ⊕ . . . ⊕ J^m ⊕ . . . (6.15)

124 V. G. ȷURAVLEV na toqeqnoe mnoßestvo J^0 = {0} i poluintervaly J^m = (ε_{m−1}, ε_m] dlØ m = 1, 2, 3, . . ., gde ε_m = 1−τ^{−m} – sobstvennye znaqeniØ B-processa (1.2). V formule (6.14) pravaØ qast~ ravna f_{m+2} = [F_{m+2}/2].

Dokazatel~stvo. 1). Formula (6.13) vytekaet iz zakona deæstviØ (6.8) dvuhcvetnogo sdviga S_ε na global~nye spirali i iz opredeleniØ dinamiqeskoæ dliny d_ε(Spir_ε) mnoßestva spiraleæ Spir_ε. 2). Esli m ≡ 1 mod 6, m > 1, i ε prinadleßit poluintervalu J^{m+1}, to formula (6.14) sovpadaet s dokazannoæ formuloæ (6.12). Ostal~nye sluqai m ≠ 0 rassmatriva¸tsØ analogiqno s ispol~zovaniem Øvnogo vida global~nyh spiraleæ (5.11), (5.13), (5.14), (5.18)–(5.20), (5.23), (5.24) i (5.27). V sluqae m = 0 mnoßestvo spiraleæ Spir_ε pustoe, a znaqit, ego dinamiqeskaØ dlina ravna 0. � 6.4. GiperboliqeskaØ approksimaciØ. Rassmotrim dlØ funkcii k(ε) ee grafik Gr(k(ε)) ⊂ I × R_+, gde R_+ – mnoßestvo neotricatel~nyh qisel. Soglasno ravenstvam (6.13) i (6.14), funkciØ

k(ε) vyqislØetsØ po formule

k(ε) = f_{m+2}, (6.16)

esli ε prinadleßit poluintervalu J^m = (ε_{m−1}, ε_m]. Takim obrazom, grafik Gr(k(ε)) imeet stupenqatyæ vid i koncy stupenek ime¸t abscissy ε_m = 1 − τ^{−m}, gde m = 0, 1, 2, . . . Sledovatel~- no, grafik Gr(k(ε)) zakl¸qen meßdu dvuh giperbol i obladaet asimptotiqeskim samopodobiem otnositel~no giperboliqeskogo preobrazovaniØ (x, y) −→ (1 − τ^{−1}(1 − x), τ y). Formula (6.16) dlØ funkcii k(ε) toqnaØ. V neæ zavisimost~ k(ε) ot ε oposredstvovana ispol~zovaniem razbieniØ ediniqnogo poluintervala I (6.15). Esli iskl¸qit~ ffto promeßutoqnoe zveno i vospol~zovat~sØ Øvnoæ formuloæ dlØ qisel Fibonaqqi F_n =^{τ n −(−1)nτ −n}√_5 dlØ n = 0, 1, 2, . . ., to iz formuly (6.16) vyvodim dlØ funkcii

k(ε) sledu¸wie neravenstva

c_1 1 − ε − 2 < k(ε) < c_2 1 − ε + 1, (6.17)

spravedlivye dlØ vseh ε ∈ I, gde konstanty v (6.17) c_1 =^{τ2}_2√_5 ≈ 0.58 i c_2 = τ · c_1 ≈ 0.94 toqnye. Iz neravenstv (6.17) sleduet, qto funkciØ k_ε imeet stepennoæ rost porØdka (1 − ε)^{−1} pri ε → 1. V

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 125 silu formul (6.11) takoæ ße porØdok rosta imeet dinamiqeskaØ dlina d_ε(Spir_ε) mnoßestva spiraleæ Spir_ε i dinamiqeskoe rasstoØnie d_ε(Dh(ε)) ot glubokoæ dyry Dh(ε) (6.5) do attraktora Att_ε (6.1).

7. Mera i lokalizaciØ glubokih dyr 7.1. Mera glubokih dyr. Po opredeleni¸ (6.4) glubokaØ dyra

Dh(ε) = {x ∈ I : d_ε(x) = d_ε(Spir_ε)} (7.1)

sostoit iz toqek s dinamiqeskim rasstoØniem d_ε(x) (6.2) do attraktora Att_ε, ravnym dinamiqeskoæ dline d_ε(Spir_ε) p. 6.2 mnoßestva spiraleæ Spir_ε = I \ Att_ε. Pofftomu dlØ kaßdogo ε ∈ I glubokaØ dyra Dh(ε) sovpadaet s naqal~nym poluintervalom global~noæ spirali maksimal~noæ dliny. Ispol~zuØ opisanie global~nyh spiraleæ, privedennoe v p.p. 5.2, 5.3 moßem poluqit~ Øvnoe predstavlenie glubokih dyr Dh(ε) v terminah δ-razbieniæ Fibonaqqi Til (ε_m, δ) (2.5) i operatorov obrezaniØ^←Δ (5.9) i → Δ (5.16).

Neqetnye urovni m. Esli m ≡ 1 mod 6 i m > 1, to po formulam (5.10) gluboku¸ dyru Dh(ε) moßno zapisat~ v vide

Dh(ε) =^←Δ(E^m_2 (δ)_{. –} ⊕ G^m_{Fm+2}(δ)_{— ..} ), (7.2)

gde Δ = ε − ε_m, ε prinadleßit poluintervalu J^{m+1} = (ε_m, ε_{m+1}]; i po formulam (5.11) moßno zapisat~ v vide

Dh(ε) =^←Δ(E^m_2 (δ)_{— .} ), (7.3)

gde Δ = ε − ε_{m+1} i ε prinadleßit poluintervalu J^{m+2} = (ε_{m+1}, ε_{m+2}].

Esli ße m = 1, to, soglasno formul (5.13) i (5.14), glubokie dyry Dh(ε) ime¸t vid

Dh(ε) = G^1(δ)_{— – —}, Dh(ε) =^←Δ(G^1(δ)_{— ..} ) (7.4)

dlØ ε ∈ J^2 = (ε_1, ε_2] i ε ∈ J^3 = (ε_2, ε_3] s Δ = ε − ε_2 sootvetstvenno. V ostavxihsØ sluqaØh neqetnogo urovnØ m v silu formul (5.19)

126 V. G. ȷURAVLEV i (5.20) moßem zapisat~

Dh(ε) =^→Δ(E^m_2 (δ)_{– —} ⊕ G^m_{Fm +2}(δ)_{— ..} ) (7.5)

dlØ ε iz poluintervala J^m = (ε_{m−1}, ε_m], m > 1, Δ = ε − ε_{m−1}; i moßem zapisat~

Dh(ε) =^→Δ(G^1(δ)_{— – —}) (7.6)

dlØ ε iz poluintervala J^1 = (ε_0, ε_1] = (0, ε_1] i Δ = ε.

Qetnye urovni m. V sluqae m ≡ 4 mod 6 dlØ glubokih dyr Dh(ε) iz formul (5.23), (5.24) i (5.27) vyteka¸t sledu¸wie

predstvleniØ

Dh(ε) =^→Δ(E^m_{Fm+1+2}(δ) .. — ⊕ G^m_{Fm−1+2}(δ) –^.

), (7.7)

Dh(ε) =^→Δ(G^m_{Fm−1+2}(δ) .— ), Dh(ε) =^→Δ(E^m_{Fm+1+2}(δ) .. — ⊕ G^m_{Fm−1+2}(δ) – — ) dlØ znaqeniæ parametra ε iz poluintervalov J^{m+1}, J^{m+2} i J^m sootvetstvenno.

Iz formul (7.2)–(7.7) i opredeleniØ operatorov obrezaniØ^←Δ (6.12) i^→Δ (6.19) sleduet Predloßenie 7.1. Pust~ Δ = ε−εm−1 , esli ε soderßitsØ v J^m =

(ε_{m−1}, ε_m] dlØ m = 1, 2, 3, . . . iz razbieniØ (6.15), gde ε_m = 1 − τ^{−m} – sobstvennye znaqeniØ (1.2). Esli m = 0 i ε ∈ J^0 = {0}, to v fftom sluqae polagaem Δ = 0.

Togda mera glubokih dyr Dh(ε) (6.4), (7.1) vyqislØetsØ po formule |Dh(ε)| = Δ (7.8)

dlØ vseh m ≠ 2. Esli m = 2, to mera glubokoæ dyry |Dh(ε)| ne zavisit ot parametra ε ∈ J^2 i ravna

|Dh(ε)| = τ^{−2}. (7.9)

�

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 127

7.2. Mera i dinamiqeskoe rasstoØnie. Dokaßem, qto mera glubokoæ dyry |Dh(ε)| i ee dinamiqeskoe rasstoØnie d_ε(Dh(ε)) p. 6.1 do attraktora Att_ε udovletvorØ¸t neravenstvu |Dh(ε)| · d_ε(Dh(ε)) ≤ τ^{−2}. (7.10) Rassmotrim sledu¸wu¸ funkci¸ P (ε) = |Dh(ε)| · d_ε(Dh(ε)) parametra ε ∈ I. Soglasno formulam (6.11) i (6.16), vypolnØetsØ ravenstvo

d_ε(Dh(ε)) = f_{m+2}, (7.11)

esli ε prinadleßit poluintervalu J^m = (ε_{m−1}, ε_m] iz razbieniØ (7.15). Iz predloßeniØ 7.1 i formuly (6.14) sleduet, qto funkciØ P (ε) imeet lokal~nye maksimumy v toqkah ε = ε_m,

m = 0, 1, 2, . . .. Sledovatel~no, dlØ l¸bogo ε ∈ I vypolnØetsØ

neravenstvo P (ε) ≤ max{P (ε_m) : m = 0, 1, 2, . . .}. Vvidu ravenstv (7.8) i (7.9) v toqkah ε = ε_m mera glubokih dyr |Dh(ε)| ravna dline poluintervala |J^m| = τ^{−(m+1)} dlØ urovneæ m ≠ 0, 2, i ravna τ^{−2} ili 0 dlØ urovneæ m = 2 ili

m = 0 sootvetstvenno. Tak kak f_{m+2} = [F_{m+2}/2], to, ispol~-

zuØ Øvnu¸ formulu dlØ qisel Fibonaqqi F_{m+2} = (τ^{m+2} − (−1)^{m+2}τ^{−(m+2)})/ √ 5, dlØ znaqeniæ P (ε_m) poluqaem sledu¸- wu¸ ocenku sverhu P (ε_m) ≤ τ + τ^{−9} 2 √ 5 dlØ urovneæ m ≥ 3 i ravenstva P (ε_1) = P (ε_2) = τ^{−2}, P (ε_0) =

P (0) = 0. Nakonec, ispol~zuØ neravenstvo τ^3 + τ^{−6} < 2 √ 5, zaverxaem dokazatel~stvo neravenstva (7.10).

7.3. LokalizaciØ glubokih dyr. S pomow~¸ metriki ρ(x, y) =

||x − y|| opredelim rasstoØnie ρ(Dh(ε), α) = max_{x∈Dh(ε)} ρ(x, α) (7.12) ot glubokoæ dyry Dh(ε) (6.4) do nekotorogo qisla α iz I. Budem govorit~, qto Dh(ε) stremitsØ k α pri ε ↑ 1 i zapisyvat~

Dh(ε)^ρ−→ α pri ε ↑ 1, (7.13)

128 V. G. ȷURAVLEV gde ε, α ∈ I, esli ρ(Dh(ε), α) → 0 pri ε ↑ 1. L¸boe ε iz I prinadleßit nekotoromu poluintervalu J^m = (ε_{m−1}, ε_m] iz razbieniØ (6.15). Esli pri fftom ε ↑ 1, to sootvetstvu¸wiæ indeks

m = m(ε) → ∞ i mera |J^m| → 0, tak kak |J^m| = τ^{−(m+1)}.

Pokaßem, qto dlØ glubokoæ dyry Dh(ε) suwestvuet predel pri ε ↑ 1. Ne umen~xaØ obwnosti, moßem sqitat~ indeks m dostatoqno bol~xim. Soglasno formule (7.3), mera glubokoæ dyry |Dh(ε)| ravna Δ = ε − ε_{m−1} i, sledovatel~no, |Dh(ε)| → 0 pri ε ↑ 1. Ranee v p. 7.1 bylo poluqeno predstavlenie glubokoæ dyry Dh(ε) v terminah operatorov obrezaniØ^←Δ (5.9),^→Δ (5.16) i δ-razbieniæ Fibonaqqi Til (ε_m, δ) (2.5). Iz opredeleniØ parametra sdviga δ (2.6), (2.7) sleduet, qto δ → 0 pri ε ↑ 1. Pofftomu dlØ dokazatel~stva suwestvovaniØ predela (7.13) dostatoqno dlØ kaßdogo ε ∈ I vybrat~ udobnu¸ toqku x_ε, prinadleßawu¸ glubokoæ dyre Dh(ε), i pokazat~, qto x_ε → α pri ε ↑ 1 v metrike

ρ(x, y). Pri fftom moßem polagat~ δ = 0.

Pust~ uroven~ m ≡ 1 mod 6 i ε prinadleßit poluintervalu

J^m, J^{m+1} ili J^{m+2}. Togda vo vseh treh sluqaØh vvidu predsta-

vleniæ (7.2), (7.3) i (7.5) pereseqenie E^m_2 (δ) ∩ Dh(ε) – nepustoe mnoßestvo dlØ nekotorogo ε iz sootvetstvu¸wego poluintervala. Po formulam (1.12) poluinterval E^m_2 imeet global~nye koordinaty

E^m_2 = I[2^=, 2) = [⟨(2 − F_{m+2})τ ⟩, ⟨2τ ⟩). (7.14)

Esli uroven~ m ≡ 4 mod 6, to, primenØØ predstavlenie (7.7), ubeßdaemsØ, qto v fftom sluqae pereseqenie G^m_{Fm−1+2}(δ) ∩ Dh(ε) – nepustoe mnoßestvo dlØ nekotorogo ε iz poluintervalov J^m,

J^{m+1} ili J^{m+2}, gde v silu formul (1.8)

G^m_{Fm−1+2} = I[(F_{m−1} + 2)^+, (F_{m−1} + 2)^−).

Poskol~ku (F_{m−1} + 2)^+ = F_{m+1} + 2, (F_{m−1} + 2)^− = −F_m + 2, to posledniæ poluinterval moßem perepisat~ v vide

G^m_{Fm−1+2} = [⟨(F_{m+1} + 2)τ ⟩, ⟨(−F_m + 2)τ ⟩). (7.15)

K vyqisleni¸ koordinat poluintervala G^m_{Fm−1+2} primenim izvestnu¸ formulu ⟨F_mτ ⟩ = 1 − ||F_mτ || = 1 − τ^{−m} dlØ qetnyh m ≥ 2. Iz dannoæ formuly vytekaet ⟨−F_mτ ⟩ = ||F_mτ || = τ^{−m}. Po uslovi¸ m ØvlØetsØ dostatoqno bol~xim qetnym qislom i pofftomu

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 129 moßem zapisat~ ⟨(−F_m + 2)τ ⟩ = ⟨−F_mτ ⟩ + ⟨2τ ⟩ = τ^{−m} + ⟨2τ ⟩. (7.16) Iz ravenstv (7.14)–(7.16) sleduet, qto dlØ kaßdogo ε moßno vybrat~ nekotoru¸ toqku x_ε ∈ Dh(ε), stremØwu¸sØ k α = ⟨2τ ⟩ pri ε ↑ 1. Ots¸da poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat o lokalizacii glubokih dyr.

Predloßenie 7.2. Imeet mesto Øvlenie lokalizacii glubokih dyr Dh(ε)^ρ−→ ⟨2τ ⟩ pri ε ↑ 1. (7.17)

�

8. Skorost~ sßatiØ ediniqnogo poluintervala 8.1. Sßima¸wee otobraßenie. Soglasno teoreme 4.1, imeet mesto strogo ubyva¸waØ posledovatel~nost~

I = S^0_ε (I) ⊃ S^1_ε (I) ⊃ . . . ⊃ S^{k(ε)}_ε (I) = Att_ε, (8.1)

gde attraktor Att_ε ØvlØetsØ nesßimaemym mnoßestvom S_ε(Att_ε) = Att_ε i stepennoæ pokazatel~ k(ε) raven d_ε(Spir_ε) = f_{m+2} (6.13), (6.14) – dinamiqeskoæ dline mnoßestva spiraleæ Spir_ε = I \ Att_ε, esli parametr ε prinadleßit poluintervalu J^m = (ε_{m−1}, ε_m] (6.15). Sledovatel~no, funkciØ

mes_ε(t) = |S^{[t]}_ε (I)|,

ravnaØ mere mnoßestva S^{[t]}ε (I), ØvlØetsØ nevozrasta¸weæ, kusoqno-postoØnnoæ funkcieæ peremennoæ t iz [0, ∞). Tak kak v silu (8.1) vypolnØetsØ neravenstvo mes_ε(t) ≥ |Att_ε|, a po predloßeni¸ 3.1 mera attraktora |Att_ε| ≥ 1/2, to funkciØ mes_ε(t) udovletvorØet neravenstvam 1/2 ≤ mes_ε(t) ≤ 1 dlØ vseh ε ∈ I i t ∈ [0, ∞). Issleduem povedenie funkcii mes_ε(t) pri ε ∈ I i ε ↑ 1. 8.2. Sobstvennye global~nye spirali.. DlØ fftoæ celi nam potrebuetsØ znat~ stroenie global~nyh spiraleæ iz p.p. 5.2– 5.3. Vnaqale ograniqimsØ sobstvennymi znaqeniØmi ε = ε_m, m = 1, 2, 3, . . . i rassmotrim otveqa¸wie im sobstvennye global~nye spirali.

Sluqaæ m ≡ 1 mod 6, m > 1 i ε = εm+1 iz poluintervala J^{m+1} =

(ε_m, ε_{m+1}]. Soglasno formulam (5.10) i opredeleni¸ operatorov

130 V. G. ȷURAVLEV obrezaniØ^←Δ,^←Δ^c (5.9), suwestvu¸t dve sobstvennye global~nye spirali s_{min} = s(E^m_2 (δ)_{— .} ), (8.2)

s_{max} = s(E^m_2 (δ)_{. –} ⊕G^m_{Fm+2}(δ)_{— . .} ) −→ s(G^m_{Fm +2}(δ)_{. – —} ),

ime¸wie sootvetstvenno dliny ♯s_{min} = f_{m+2} i ♯s_{max} = f_{m+3}, gde

f_n = [F_n/2]. Iz razbieniæ (5.3) i formul (1.4) sleduet, qto mery

poluintervalov ravny

| E^m_2 (δ)_{— .} | = | E^m_{2— .} | = |G^{m+2}_k | = τ^{−(m+3)},

| E^m_2 (δ)_{. –} ⊕G^m_{Fm+2}(δ)_{— . .} | = | E^m_{2— –} | = τ^{−(m+2)}.

Esli ε = ε_{m+2} iz poluintervala J^{m+2} = (ε_{m+1}, ε_{m+2}], to v silu (5.11) suwestvu¸t spirali

s_{min} = s(E^m_2 (δ)_{. –} ) −→ s(G^m_{Fm +2}(δ)_{.– .} ), (8.3)

s_{max} = s(E^m_2 (δ)_{—.} ) −→ s(G^m_{Fm +2}(δ)_{— . .} ) −→ s(G^m_{Fm +2}(δ)_{. . —} ),

ime¸wie sootvetstvenno dliny ♯s_{min} = f_{m+3}, ♯s_{max} = f_{m+4} i mery poluintervalov

| E^m_2 (δ)_{. –} | = | E^m_{2. –} | = |E^{m+2}_k | = τ^{−(m+4)},

| E^m_2 (δ)_{— .} | = | E^m_{2— .} | = |G^{m+2}_k | = τ^{−(m+3)}.

Esli ε = ε_{m+2} iz J^m = (ε_{m−1}, ε_m], to iz formul (5.18), (5.19) i opredeleniØ operatorov obrezaniØ^→Δ,^→Δ^c (5.16) vytekaet suwestvovanie spiraleæ

s_{min} = s(G^m_{Fm +2}(δ)

. – —

), (8.4)

s_{max} = s(E^m_2 (δ)_{— –} ⊕ G^m_{Fm+2}(δ)_{—..} ) −→ s(G^m_1 (δ)_{— – –} ),

ime¸wie dliny ♯s_{min} = f_{m+1}, ♯s_{max} = f_{m+2} i mery poluinterva- lov | G^m_{Fm+2}(δ) . – — | = | G^m_{Fm+2} . – —

| = |E^{m+2}_k | + |G^{m+2}_k | = |E^{m+1}_k | = τ^{−(m+2)},

| E^m_2 (δ) — – ⊕ G^m_{Fm +2}(δ) —^{..} | = | G^m_{Fm+2} — – —

| = τ^{−(m+1)}.

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 131

Sluqaæ m ≡ 4 mod 6 i ε = εm+1 iz poluintervala J^{m+1}. Soglasno formulam (5.23), imeem sledu¸wie sobstvennye global~nye spirali

s_{min} = s(G^m_{Fm−1 +2}(δ) . — ), (8.5) s_{max} = s(E^m_{Fm+1+2}(δ) .. – ⊕ G^m_{Fm−1+2}(δ) –^. ) −→ s(E^m_{Fm+1+2}(δ) — –^. ) s dlinami ♯s_{min} = f_{m+2} i ♯s_{max} = f_{m+3} sootvetstvenno. Iz razbieniæ (5.4) i formul (1.4) sleduet, qto mery poluintervalov spiraleæ (8.5) ravny | G^m_{Fm−1+2}(δ) . — | = | G^m_{Fm−1+2} . — | = |E^{m+2}_k | = τ^{−(m+3)}, | E^m_{Fm+1+2}(δ) .. — ⊕ G^m_{Fm−1+2}(δ) –^.

| = |G^m_k | = τ^{−(m+2)}.

Esli ε = ε_{m+2} iz J^{m+2}, to po formulam (5.24) suwestvu¸t spirali

s_{min} = s(G^m_{Fm−1+2}(δ)

–^. ) −→ s(E^m_{Fm+1+2}(δ) .–^. ), (8.6) s_{max} = s(G^m_{Fm−1+2}(δ) . — ) −→ s(E^m_{Fm+1+2}(δ) . . — ) −→ s(E^m_{Fm+1+2}(δ) —^{. .} ), s dlinami ♯s_{min} = f_{m+3} i ♯s_{max} = f_{m+4} i merami poluintervalov | G^m_{Fm−1+2}(δ) –^. | = | G^m_{Fm−1+2} –^.

| = |G^{m+2}_k | = τ^{−(m+4)}, | G^m_{Fm−1+2}(δ) . — | = | G^m_{Fm−1+2} . — | = |E^{m+2}_k | = τ^{−(m+3)}.

Esli ße ε = ε_m iz J^m, to po formulam (5.27) poluqaem spirali

s_{min} = s(E^m_{Fm+1+2}(δ)

— –^.

), (8.7) s_{max} = s(E^m_{Fm+1+2}(δ) .. — ⊕ G^m_{Fm−1+2}(δ) – — ) −→ s(E^m_1 (δ)_{— – —}), ime¸wie dliny ♯s_{min} = f_{m+1}, ♯s_{max} = f_{m+2} i mery poluinterva- lov | E^m_{Fm+1+2}(δ)

— –^. | = | E^m_{Fm+1+2} — –^.

| = |E^{m+2}_k | + |G^{m+2}_k | = |G^{m+1}_k | = τ^{−(m+2)}, | E^m_{Fm+1+2}(δ) ..— ⊕ G^m_{Fm−1+2}(δ) – — | = | E^m_{Fm+1+2} — – —

| = τ^{−(m+1)}.

132 V. G. ȷURAVLEV

Iz (8.2)–(8.7) vytekaet sledu¸wee utverßdenie Lemma 8.1. Pust~ ε prinadleßit spektru E = {εm}^∞_{m=1}. Togda

Spir_ε sostoit iz dvuh sobstvennyh global~nyh spiraleæ s_{min} i s_{max} sootvetstvenno s dinami ♯s_{min} = f_{m+1} i ♯s_{max} = f_{m+2}, gde f_m = [F_m/2]. Pri fftom spiral~ s_{min} sostoit iz poluintervalov mery τ^{−(m+2)}, a s_{max} — mery τ^{−(m+1)}.

8.3. Skorost~ sßatiØ: vyroßdennyæ sluqaæ. Soglasno lemme 8.1, mnoßestvo Spir_ε sostoit iz dvuh global~nyh spiraleæ vida

s_{min} = X_1 → X_2 → · · · → X_{fm+1} , s_{max} = Y_1 → Y_2 → · · · → Y_{fm+2} .

Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ

s_{min}(X_k) = X_k → · · · → X_{fm+1} dlØ 1 ≤ k ≤ f_{m+1}, s_{max}(Y_k) = Y_k → · · · → Y_{fm+2} dlØ 1 ≤ k ≤ f_{m+2}.

Polagaem s_{min}(X_k) = ∅, esli k > f_{m+1}, i s_{max}(Y_k) = ∅, esli

k > f_{m+2}. Iz dinamiqeskih grafov D^m_c , D^m_v ris. 2.1–2.4 sledu-

et, qto dvuhcvetnyæ sdvig S_ε deæstvuet na spirali s_{min}, s_{max} po sledu¸wim pravilam

S^k_ε (s_{min} ) = S^k_ε (s_{min} (X_1)) = s_{min}(X_{k+1}) mod Att_ε,

S^k_ε (s_{max}) = S^k_ε (s_{min}(Y_1)) = s_{min}(Y_{k+1}) mod Att_ε.

Krome togo, ime¸t mesto razbieniØ

I = Spir_ε ⊔ Att_ε = s_{min} ⊔ s_{max} ⊔ Att_ε.

Pri fftom poluintervaly iz spiraleæ s_{min} , s_{max} ne pereseka- ¸tsØ meßdu sobo¸ i po teoreme 4.1.1 vypolnØetsØ ravenstvo

S^k_ε (Att_ε) = Att_ε dlØ l¸bogo k = 0, 1, 2, . . . Ispol~zuØ razbienie

poluintervala I i ukazannye pravila, zapisyvaem

S^k_ε (I) = s_{min} (X_{k+1}) ⊔ s_{max}(Y_{k+1}) ⊔ Att_ε = (8.8) = I \ ({X_1 → · · · → X_k} ⊔ {Y_1 → · · · → Y_k}). Teper~ vyqislim meru mes_ε(tf_{m+2}) p. 8.1 obraza ediniqnogo poluintervala S^k_ε (I) dlØ k = [tf_{m+2}]. PrimenØØ poslednee razbienie dlØ S^k_ε (I) iz (8.8) i lemmu 8.1, nahodim:

mes_ε(tf_{m+2}) = 1 − (|X_1| + |Y_1|)[tf_{m+2}], (8.9)

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 133 esli [tf_{m+2}] ≤ f_{m+1};

mes_ε(tf_{m+2}) = 1 − |X_1|f_{m+1} − |Y_1|[tf_{m+2}], (8.10) esli f_{m+1} < [tf_{m+2}] ≤ f_{m+2}; i mes_ε(tf_{m+2}) = |Att_ε|, (8.11) esli [tf_{m+2}] > f_{m+2}. V fftih ravenstvah |X_1| = τ^{−(m+2)}, |Y_1| =

τ^{−(m+1)}, |X_1| + |Y_1| = τ^{−(m)}. Po uslovi¸ sqitaem parametr ε rav-

nym sobstvennym znaqeniØm ε_m = 1−τ^{−m}, ε ↑ 1 i, znaqit, m → ∞. Tak kak τ^{−m} = 1 − ε, to spravedlivy sledu¸wie ocenki

τ^{−m} = O(1 − ε), |X_1| + |Y_1| = O(1 − ε). (8.12)

Po opredeleni¸ imeem f_{m+2} = [F_{m+2}/2]. PredstavlØØ qislo Fibonaqqi F_{m+2} v vide

F_{m+2} = τ^{m+2} − (−τ^{−1})^{m+2} √ 5 = τ^{m+2} √ 5 + O(1 − ε), (8.13)

vyvodim asimptotiqeskoe ravenstvo

τ^{−m}f_m = 1 2 √ 5 + O(1 − ε). (8.14)

Esli ego podstavit~ v ravenstva (8.9)–(8.11) i ispol~zovat~ ocenki (8.12), to preobrazuem mery (9.9)–(8.11) k sledu¸wemu vidu:

mes_ε(tf_{m+2}) = 1 − τ^2 2 √ 5 t + O(1 − ε), (8.15)

esli [tf_{m+2}] ≤ f_{m+1};

mes_ε(tf_{m+2}) = 1 − τ^{−1} 2 √ 5 − τ 2 √ 5 t + O(1 − ε), (8.16)

esli f_{m+1} < [tf_{m+2}] ≤ f_{m+2}; i

mes_ε(tf_{m+2}) = |Att_ε| = 1 2 + O(1 − ε), (8.17)

esli [tf_{m+2}] > f_{m+2}. Poslednee ravenstvo dlØ mery attraktora

|Att_ε| vytekaet iz predloßeniØ 3.1.

134 V. G. ȷURAVLEV

Iz neravenstva [tf_{m+2}] ≤ f_{m+1} v silu (8.12) i (8.13) dlØ t sleduet neravenstvo

t ≤ τ^{−1} + O ( 1 f_{m+2} ) = τ^{−1} + O(1 − ε).

Pofftomu, esli ograniqenie v (8.15) zamenit~ neravenstvom t ≤

τ^{−1}, to argument tf_{m+2} izmenitsØ na O(1) i formula (8.15) sohra-

nitsØ vvidu (8.8) i (8.12). Snova ispol~zuØ (8.13), zapisyvaem

tf_{m+2} = τ^{m+2} 2 √ 5 t + O(1 − ε) = τ^2 2 √ 5(1 − ε) t + O(1 − ε). Sledovatel~no, esli argument tf_{m+2} zamenit~ na^{τ2}_2√_{5(1−ε)} t v (8.15), to formula (8.15) takße sohranitsØ. PrimenØØ analogiqnye rassußdeniØ k formulam (8.16) i (8.17), poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Predloßenie 8.1. Pust~ parametr ε prinadleßit spektru E =

{ε_m}^∞_{m=1} (1.1), i pust~

mes_ε ( τ^2t 2 √ 5(1 − ε) ) = | |S^{[τ2 t/(2} √ 5(1−ε))] ε (I) | | (8.18)

– mera obraza ediniqnogo poluintervala I pri otobraßenii dvuhcvetnym sdvigom S_ε. Togda dlØ mery (8.18) imeet mesto predel~- noe raspredelenie

mes_ε ( τ^2t 2 √ 5(1 − ε) ) = L(t) + O(1 − ε) (8.19)

pri ε ↑ 1, gde L(t) – nepreryvnaØ, vognutaØ, kusoqno-lineænaØ funkciØ, ravnaØ

L_1(t) = 1 − τ^2 2 √ 5 t dlØ 0 ≤ t ≤ τ^{−1},

L_2(t) = 1 2 − τ 2 √ 5 (1 − t) dlØ τ^{−1} ≤ t ≤ 1,

L_3(t) = 1 2 dlØ 1 ≤ t < ∞.

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 135

8.4. Skorost~ sßatiØ: obwiæ sluqaæ. Pust~ m ≡ 1 mod 6,

m > 1 i parametr ε prinadleßit poluintervalu J^m = (ε_{m−1}, ε_m].

V fftom sluqae, soglasno (5.18) i (5.19), suwestvu¸t tri global~nye spirali → Δ^cs(G^m_2 (δ)

— – —

), (8.20) → Δ^cs(E^m_2 (δ)_{— –} ⊕ G^m_{Fm+2}(δ)_{— . .} ) ⊕ s(G^m_{Fm +2}(δ)_{. – —} ), → Δs(E^m_2 (δ)_{— –} ⊕ G^m_{Fm+2}(δ)_{— . .} ) −→^→Δs(G^m_1 (δ)_{— – —}),

dliny kotoryh sootvetstvenno ravny f_m, f_{m+1}, f_{m+2}. Pri fftom Δ = ε − ε_{m−1}, Δ^c = ε_m − ε i operatory obrezaniØ^→Δ,^→Δ^c opredeleniy v (5.16). Tak kak Δ > 0, to tret~Ø maksimal~naØ spiral~ v (8.20) nepustaØ. Naqal~nye poluintervaly spiraleæ (8.20) ime- ¸t mery Δ^c, | G^m_{Fm+2}(δ)_{. – —} | + Δ^c, Δ. Poskol~ku v silu (5.3) i (1.4) | G^m_{Fm+2}(δ) . – —

| = |E^{m+2}_k | + |G^{m+2}_k | = |E^{m+1}_k | = τ^{−(m+2)},

Δ + Δ^c = |J^m| = τ^{−(m+1)},

to mery naqal~nyh poluintervalov moßem perepisat~ v vide

τ^{−(m+1)} − Δ, τ^{−m} − Δ, Δ. (8.21)

Vyqislim skorost~ ubyvaniØ mery mes_ε(tf_{m+2}) = | S^{[tfm+2 ]} ε (I) | , kogda celaØ qast~ argumenta [tf_{m+2}] prinadleßit odnomu iz treh promeßutkov

[0, f_m], (f_m, f_{m+1}], (f_{m+1}, f_{m+2}]. (8.22)

Pervomu promeßutku v (8.22) otveqaet summarnaØ mera poluintervalov iz spiraleæ (8.20), ravnaØ summe vseh mer (8.21). Vtoromu promeßutku v (8.22) sootvetstvuet summarnaØ mera, ravnaØ summe vtoroæ i tret~eæ mery iz (8.21), a tret~emu – sootvetstvuet poslednØØ mera iz (8.21). Predstavim summarnye mery v vektornoæ forme

M = (τ^{−(m−1)} − Δ, τ^{−m}, Δ) = τ^{−(m+2)}(τ^3 − τ Δ_1, τ^2, τ Δ_1),

136 V. G. ȷURAVLEV gde priraweniØ Δ i Δ_1 svØzany sootnoxeniem Δ = τ^{−(m+1)}Δ_1, 0 < Δ_1 ≤ 1. Qtoby, analogiqno (8.19), vyqislit~ kofffficienty v mes_ε(tf_{m+2}) pri t, naædem asimptotiqeskoe razloßenie dlØ proizvedeniØ f_{m+2}M pri ε ↑ 1. Ispol~zuØ formuly (8.14), poluqaem

f_{m+2}M = K + O(1 − ε), (8.23)

pri fftom K = ( τ^3 2 √ 5 − τ 2 √ 5 Δ_1, τ^2 2 √ 5 , τ 2 √ 5 Δ_1 ) = Δ_1K_1 + (1 − Δ_1)K_2, gde K_1 = ( τ^2 2 √ 5 , τ^2 2 √ 5 , τ 2 √ 5 ) , K_2 = ( τ^3 2 √ 5 , τ^2 2 √ 5 , 0 ) . Teorema 8.1. Pust~ ediniqnyæ poluinterval I = [0, 1) razbit

(6.15) na poluintervaly J^m = (ε_{m−1}, ε_m] urovneæ m = 0, 1, 2, . . ., gde ε_m = 1 − τ^{−m} – sobstvennye znaqeniØ B-processa, i dlØ ε ∈ J^m oboznaqim

mes_ε ( τ^{m+2}t 2 √ 5 ) = | |S^{[τ m+2 t/(2} √ 5)] ε (I) | | (8.24)

meru obraza I pri otobraßenii dvuhcvetnym sdvigom S_ε (1). Togda dlØ nee imeet mesto predel~noe rasprelenie

mes_ε ( τ^{m+2}t 2 √ 5 ) = λ_m(ε)L(t) + (1 − λ_m(ε))L(τ t) + O(1 − ε) (8.25)

pri ε ↑ 1, gde L(t) – kusoqno-lineænaØ funkciØ iz predloßeniØ 8.1 i ves λ_m(ε) v razloßenii (8.25) raven

λ_m(ε) = ε − ε_{m−1} |J^m| = τ^{m+1}(ε − ε_{m−1}).

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto m ≡ 1 mod 6 i ε ∈ J^m. Togda formula (8.26) poluqaetsØ po sheme dokazatel~stva predloßeniØ 8.1, esli vospol~zovat~sØ razloßeniem K = Δ_1K_1 + (1 − Δ_1)K_2 (8.23), gde Δ_1 = (ε − ε_{m−1})/|J^m|. Dokazatel~stva v ostal~- nyh sluqaØh takße osnovany na razloßeniØh vektornoæ mery K iz (8.23), esli vospol~zovat~sØ strukturoæ global~nyh spiraleæ iz mnoßestva Spir_ε (sm. p.p. 5.2–5.3). �

OBLAST^ PRIT˚ȷENI˚ DL˚ ATTRAKTORA 137 Iz predel~noæ formuly (8.25) sleduet, qto s toqnost~¸ do slagaemogo O(1 − ε) sßatie ediniqnogo poluintervala I pri mnogokratnom deæstvii na nego dvuhcvetnogo sdviga S_ε osuwestvlØetsØ v qetyreh lineænyh reßimah. Soglasno (8.23) i (8.25), kofffficienty sßatiØ pri t v normirovke τ^{m+2}t/(2 √ 5) sootvetstvenno ravny

k_1 = τ^3 2 √ 5 − τ 2 √ 5 Δ_1 dlØ 0 ≤ t ≤ τ^{−2},

k_2 = τ^2 2 √ 5 dlØ τ^{−2} ≤ t ≤ τ^{−1},

k_3 = τ 2 √ 5 Δ_1 dlØ τ^{−1} ≤ t ≤ 1,

k_4 = 0 dlØ 1 ≤ t < ∞.

Nulevoæ kofffficient k_4 = 0 dlØ t ≥ 1 oznaqaet nesßimaemost~ attraktora S_ε(Att_ε) = Att_ε. V qastnom sluqae, kogda parametr ε prinadledit spektru E = {ε_m}^∞_{m=1}, process sßatiØ vyroßdaetsØ i stanovitsØ trehreßimnym (8.19). Zametim, qto tri qisla

k_1 + k_3 = τ^3 2 √ 5 , k_2 = τ^2 2 √ 5 , k_4 = 0

ne zavisØt ot parametra ε ∈ I i pofftomu ØvlØ¸tsØ asimptotiqeskimi invariantami processa sßatiØ ediniqnogo poluintervala I dvuhcvetnym sdvigom S_ε pri ε ↑ 1.

Literatura

1. M. Boshernitzan, I. Kornfeld, Interval translation mappings, Ergod. Th. & Dynam.

Sys. 15 (1995), 821–831.

2. H. Bruin, S. Troubetzkoy, The Gauss map on a class of interval translation map-

pings, Israel J. Math. 137 (2003), 125–148.

3. H. Suzuki, S. Ito, K. Aihara, Double rotations, Univ. Tokio, Bunkyo-Ku 113-8656

(2003), 1–23.

4. V. G. ȷuravlev, Odnomernye razbieniØ Fibonaqqi, Izv. RAN. Ser. mat.

71, No. 2 (2007), 287–321.

5. V. G. Zhuravlev, One-dimensional Fibonacci tilings and derivatives of two-colour

rotations of a circle, preprint Max-Planck-Institut für Mathematik 59 (2004), 1–43.

6. V. G. ȷuravlev, Dvuhcvetnye povoroty ediniqnoæ okrußnosti, Izv.

RAN. Ser. mat. (2007), v peqati.

138 V. G. ȷURAVLEV

7. I. P. Kornfel~d, ˚. G. Sinaæ, S. V. Fomin, �rgodiqeskaØ teoriØ. M., 1980.

Postupilo 14 sentØbrØ 2007 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet