Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 350, 2007 g.

V. V. ȷuk

PRIBLIȷENIE PERIODIQESKIH FUNKCI` V METRIKAH TIPA G´L^DERA SUMMAMI FUR^E I SREDNIMI RISSA

Pust~ M – fiksirovannoe prostranstvo 2π-periodiqeskih funkciæ L_p ili C, ω_r(f, h) – modul~ nepreryvnosti porØdka r funkcii f v prostranstve M , funkciØ φ(t) > 0 pri t > 0; S_n(f) – summy Fur~e, R_{n,r}(f) – summy Rissa (pri r = 1 summy Feæera) funkcii f. Poloßim K_m(f) = K_{m,φ}(f) = sup_{0<v<∞} ω_m(f, v) φ(v) . V rabote issleduetsØ vopros kak svØzano povedenie veliqin K_m(f − S_n(f)), K_m(f − R_{n,r}(f)) pri n → ∞ so strukturnymi svoæstvami funkcii f, opredelØemymi posredstvom moduleæ nepreryvnosti. Pri fftom ustanavliva¸tsØ rezul~taty obwego haraktera, primenimye i k drugim metodam priblißeniØ.

§1. OboznaqeniØ. Vspomogatel~nye predloßeniØ

1. V dal~neæxem C , R, Z_+, N sut~ sootvetstvenno mnoßestva kompleksnyh, vewestvennyh, neotricatel~nyh celyh, natural~- nyh qisel. Pri 1 6 p < ∞ qerez L_p oboznaqaem prostranstvo vewestvennyh, izmerimyh, 2π-periodiqeskih funkciæ f, u koto- ryh ‖f‖_p = (^π∫ −π |f|^p )_{1/p} < ∞;

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI, grant No. 05-01- 00742. 70

PRIBLIȷENIE PERIODIQESKIH FUNKCI` 71 L_∞ = C – prostranstvo vewestvennyh, nepreryvnyh, 2π-pe-riodiqeskih funkciæ f s normoæ ‖f‖_∞ = max_{x∈}R|f(x)|. M – fiksirovannoe prostranstvo L_p, gde 1 6 p 6 ∞. Normu funkcii f ∈ M v prostranstve M oboznaqaem prosto ‖f‖.

Pust~ r ∈ N. Togda δ^r_t (f) – central~naØ raznost~ r-go porØdka funkcii f s xagom t: δ^r_t (f, x) = r∑ k=0 (−1)^kC^k_r f(x + ( r 2 − k)t); esli f ∈ M , to ω_r(f, h) = sup_0 6t6h^{‖δ} r t (f)‖ – ee modul~ nepreryvnosti porØdka r v prostranstve M .

Funkcii, ime¸wie v nekotoroæ toqke ustranimyæ razryv, doopredelØ¸tsØ v fftoæ toqke po nepreryvnosti; v drugih sluqaØh simvol^0 ponimaetsØ kak 0. Sqitaem +∞ · 0 = 0 · (+∞) = +∞.

Qerez H_n pri n ∈ Z_+ oboznaqaem mnoßestvo trigonometriqeskih polinomov (v dal~neæxem nazyvaemyh prosto polinomami) porØdka ne vyxe n:

H_n = { n∑ k=−n c_ke^{ikx}}, gde c_k ∈ C , c_{−k} = c_k (k = 0, n).

Esli f ∈ M , to E_n(f) = inf_{T ∈Hn} ‖f − T ‖ – nailuqxee priblißenie porØdka n funkcii f v prostranstve M . Polinom T_n(f) ∈ H_n opredelØetsØ sootnoxeniem ‖f − T_n(f)‖ = E_n(f). On nazyvaetsØ trigonometriqeskim polinomom nailuqxego priblißeniØ porØdka n funkcii f v prostranstve M . Esli polinom T ∈ H_n opredelØetsØ ravenstvom ‖f − T ‖ = E_n(f) neodnoznaqno,

72 V. V. ȷUK to qerez T_n(f) oboznaqaem l¸boæ iz nih. Poslednee soglaxenie ne privedet k nedorazumeniØm. Esli f ∈ L_1, to^~f – funkciØ, trigonometriqeski soprØßennaØ s f. Pust~ r ∈ N. Togda C^{(r)} = {f ∈ C : ∃f^{(r)} ∈ C}. V dal~neæxem B_k(·) – poloßitel~nye koneqnye postoØnnye, zavisØwie tol~ko ot vypisannyh argumentov. DlØ U : M → M polagaem ‖U ‖ = sup_{f∈M} {‖U (f)‖ / ‖f‖}. Qerez A oboznaqaem mnoßestvo lineænyh operatorov U : M → M takih, qto U (f(· + t), x) = U (f, x + t) dlØ vseh f ∈ M , x, t ∈ R.

Dalee S_n(f), σ_n(f), τ_n(f), R_{n,r}(f) sut~ sootvetstvenno summy Fur~e, Feæera, Valle Pussena, Rissa funkcii f: S_n(f, x) = n∑ h=−n c_k(f)e^{ikx},

σ_n(f, x) = n∑ h=−n ( 1 − |k| n + 1 ) c_k(f)e^{ikx}, τ_n(f, x) = 2σ_{2n+1}(f, x) − σ_n(f, x), R_{n,r}(f, x) = n∑ h=−n ( 1 − |k|^r (n + 1)^r ) c_k(f)e^{ikx}, gde c_k(f) = 1 2π π∫ −π f(t)e^{−ikt}dt – kofffficienty Fur~e funkcii f.

Pust~ m ∈ N, funkciØ φ(t) > 0 pri t ∈ (0, ∞), f ∈ M . Po opredeleni¸ polagaem: K_m(f) = K_{m,φ}(f) = sup_{0<v<∞} ω_m(f, v) φ(v) ,

J_m(f) = J_{m,φ}(f) = sup_{0<v<∞} ‖δ^m_v (f)‖ φ(v) . Oqevidno, qto J_m(f) 6 K_m(f).

PRIBLIȷENIE PERIODIQESKIH FUNKCI` 73 UslovimsØ, qto kogda nado budet podqerknut~ konkretnost~ rassmatrivaemogo prostranstva L_p, v oboznaqeniØ dobavlØt~ parametr p. Tak, naprimer, ω_r(f, h)_p oboznaqaet modul~ nepreryvnosti porØdka r funkcii f v prostranstve L_p, E_n(f)_p =

inf_{T ∈Hn} ‖f − T ‖_p – nailuqxee priblißenie v L_p,

K_m(f)_p = sup_{0<v<∞} ω_m(f, v)_p φ(v) i t.d.

2. Nam ponadobØtsØ sledu¸wie izvestnye fakty.

Teorema A (obobwennaØ teorema Dßeksona, sm., naprimer, [1,

s. 274, 338]). Pust~ n ∈ Z_+, r ∈ N, f ∈ M . Togda E_n(f) 6 B(r)ω_r ( f, π n + 1 ) . Teorema B (sm. [2, s. 159, 151]). Pust~ n ∈ Z+, r ∈ N, f ∈ M .

Togda E_n(f) 6 B_1(r) sup 06t6π/(n+1)^{En(δ} r t (f)). Teorema C (sm., naprimer, [1, s. 228, 230]). Pust~ n ∈ Z+, r ∈ N.

Togda dlØ l¸bogo polinoma T ∈ H_n spravedlivo neravenstvo

‖T^{(r)}‖ 6 ( n + 1 2 )_r ‖δ^r π_{n+1} (T )‖. Teorema D (sm., naprimer, [3, s. 190]). Pust~ n ∈ Z+, T ∈ Hn.

Togda ‖T̃^′‖ 6 n‖T ‖.

Teorema E (sm., naprimer, [2, s. 65]). Pust~ n ∈ Z+. Togda ‖S_n‖ 6 4 π^2 ln(n + 1) + 1, 4.

Teorema F([4, s. 56]). Pust~ n ∈ Z+, r ∈ N, f ∈ M . Togda ‖f − S_n(f)‖ 6 1 2^r { 4 π^2 ln(n + 1) + B2(r) } ω_r ( f, π n + 1 ) .

74 V. V. ȷUK

Teorema G(sm., naprimer, [5, s. 593]). Pust~ n ∈ Z+, 1 < p < ∞.

Togda ‖S_n‖_p = sup_{f∈Lp} {‖S_n(f)‖_p/‖f‖_p} 6 B_3(p). Sledstvie A. Pust~ n ∈ Z+, 1 < p < ∞, f ∈ Lp. Togda

‖f − S_n(f)‖_p 6 (B_3(p) + 1) E_n(f)_p, ‖f − S_n(f)‖_p 6 B(r, p)ω_r ( f, π n + 1 ) p, gde B(r, p) 6 (B_3(p) + 1)B(r).

Teorema H (sm. [2, s. 234]). Pust~ n ∈ Z+, r ∈ N, 1 < p < ∞,

f ∈ C. Togda ‖S^{(r)}_n (f)‖_∞ 6^{(n + 1)r}_{2r} {^4_{π2} ln(1 + n^{( 2rEn(f)p} ω_r(f, π/(n + 1))_∞ )_p) + B4(p)}ω_r ( f, π n + 1 ) ∞. Teorema I (sm. [2, s.237]). Pust~ n ∈ Z+, r ∈ N, 1 < p < ∞, f ∈ C.

Togda ‖f − S_n(f)‖_∞ 6 1 2^r { 4 π^2 ln ( 1 + n ( 2^rE_n(f)_p ω_r(f, π/(n + 1))_∞ )_p )

+B1(r, p)}ω_r ( f, π n + 1 ) ∞. Teorema J (sm., naprimer, [2, s. 117, 118]). Pust~ n ∈ Z+, r ∈ N,

f ∈ M . Togda ‖f − τ_n(f)‖ 6 3E_{n+1}(f) 6 3B(r)ω_r ( f, π n + 1 ) . Teorema K (sm. [6, s. 227]). Pust~ n ∈ Z+, r ∈ N, f ∈ M . Togda ‖R_{n,r}‖ 6 B_5(r), ω_{2r} ( f, π n + 1 ) 6 B6(r)‖f − Rn,2r(f)‖, ‖f − R_{n,2r}(f)‖ 6 B_7(r)ω_{2r} ( f, π n + 1 ) .

PRIBLIȷENIE PERIODIQESKIH FUNKCI` 75

Teorema L (sm. [2, s. 298, 299]). Pust~ n ∈ Z+, r ∈ N, 1 < p < ∞,

f ∈ L_p. Togda ‖f − R_{n,r}(f)‖_p 6 B_2(r, p)ω_r ( f, π n + 1 ) p, ω_r ( f, π n + 1 ) p 6 B3(r, p)‖f − Rn,r(f)‖p. Teorema M (sm. [6, s. 233]). Pust~ n ∈ Z+, l ∈ N, r ∈ N, r < 2l,

Q(r, l) = (−1)^{l+1}2^{r−2l} (^∞∫ 0 t^{−r−1} sin^{2l} tdt )_{−1} . Togda dlØ l¸boæ f ∈ M

‖f − R_{n,r}(f) + Q(r, l) (n + 1)^r ∞∫ π/(n+1) δ^{2l}_t (f, ·) t^{r+1} dt‖ 6 B4(l, r)ω2l^(f,^π_{n + 1}^). Teorema N ([7]). Pust~ n ∈ Z+, r ∈ N, 1 6 p 6 ∞; β = p, esli 1 6 p 6 2, β = 2, esli 2 < p < ∞, β = 1, esli p = ∞, f ∈ Lp. Togda ω_r ( f, 1 n + 1 ) p 6 B5(r, p)^{{ ∞∑}_{k=n+1}(k + 1)^{−rβ−1}‖σ^{(r)}_k (f)‖^β_p^{}1/β}. Lemma A. Pust~ r ∈ N, h ¿ 0. Togda ω_r(f + g, h) 6 ω_r(f, h) + ω_r(g, h) dlØ l¸byh f, g ∈ M . Esli f ∈ C^{(r)}, to ω_r(f, h) 6 ‖f^{(r)}‖h^r. DlØ l¸boæ f ∈ M spravedlivo neravenstvo ω_r(f, h) 6 2^r ‖f‖.

76 V. V. ȷUK

Lemma 1. Pust~ n ∈ Z+, k ∈ N, lineænyæ operator U : M →

M udovletvorØet usloviØm: a) E_n(g) 6 B‖g − U (g)‖ dlØ l¸boæ funkcii g ∈ M ; b) dlØ l¸bogo polinoma T ∈ H_n ‖T^{(k)}‖ 6 B_8(n)‖T − U (T )‖. Togda dlØ l¸boæ funkcii f ∈ M spravedlivo neravenstvo ω_k ( f, π 2n + 2 ) 6 {2^kB +^{( π}_{2n + 2}^{)k}B8(n)(B(1 + ‖U ‖) + 1)}‖f − U (f)‖.

Dokazatel~stvo. Poloßim h = π/(2n + 2). OpiraØs~ na lemmu

A, imeem ω_k(f, h) 6 ω_k(f − T_n(f), h) + ω_k(T_n(f), h) 6 2^k‖f − Tn(f)‖ + h^k‖T^{(k)}(f)‖ = 2^kE_n(f) + h^k‖T (^k)(f)‖ 6 2^kE_n(f) +h^kB8(n)‖T_n(f) − U (T_n(f))‖. Dalee, ‖T_n(f) − U (T_n(f))‖ = ‖T_n(f) − f + f − U (f) + U (f) −U (T_n(f))‖ 6 (1 + ‖U ‖)‖f − T_n(f)‖ + ‖f − U (f)‖ 6 {(1 + ‖U ‖)B + 1}‖f − U (f)‖. SopostavlØØ poluqennye sootnoxeniØ, nahodim ω_k(f, h) 6 {2^kB + h^kB_8(n)((1 + ‖U ‖)B + 1)}‖f − U (f)‖. Sledstvie 1. V usloviØh lemmy 1 dlØ l¸bogo polinoma T ∈ H2n+1

spravedlivo neravenstvo

‖T^{(k)}‖ 6 {2^kB(n + 1)^k + ( π 2 )_k B_8(n)(B(1 + ‖U ‖) + 1)} ×‖T − U (T )‖. Dokazatel~stvo. Na osnovanii teoremy C imeem

‖T^{(k)}‖ 6 (n + 1)^k‖δ^k π_{2n+2} (T )‖.

Ostalos~ vospol~zovat~sØ lemmoæ 1.

PRIBLIȷENIE PERIODIQESKIH FUNKCI` 77

Lemma 2. Pust~ n ∈ Z+, m, k ∈ N, funkciØ φ(t) > 0 pri t >

0, operator U : M → M udovletvorØet usloviØm: a) U ∈ A, b) U^′(f) = U (f^′) dlØ l¸boæ funkcii f ∈ C^{(1)}, v) σ_n(U (f)) = U (σ_n(f)) dlØ l¸boæ funkcii f ∈ M , g) dlØ l¸bogo polinoma T ∈ H_n imeet mesto neravenstvo ‖T^{(k)}‖ 6 B_9(n)‖T − U (T )‖. Togda dlØ l¸boæ funkcii f ∈ M spravedlivo sootnoxenie

J_m(f − U (f)) ¿

2^m‖σ(^m+^k) n (f)‖ B_9(n)(n + 1)^mφ (_π n+1 ) . Dokazatel~stvo. Poloßim h = π/(n + 1). Tak kak ‖σn‖ = 1, to

pri l¸bom t ∈ R ‖δ^m_t (f − U (f))‖ ¿ ‖σ_n(δ^m_t (f − U (f)))‖ = ‖δ^m_t (σ_n(f − U (f))‖. Teper~, primenØØ teoremu C, imeem

J_m(f − U (f)) ¿ ‖δ^m_h (f − U (f))‖ φ(h) ¿ ‖δ^m_h (σ_n(f − U (f)))‖ φ(h) ¿^{2m‖σ(m)n (f − U (f))‖} (n + 1)^mφ(h) = 2^m‖σ(^m)n (f) − U (σ(^m)n (f))‖ (n + 1)^mφ(h) ¿^{2m‖σ(m+k)n (f)‖} B_9(n)(n + 1)^mφ(h) . Sledstvie 2. Pust~ n ∈ Z+, m, r ∈ N, funkciØ φ(t) > 0 pri t > 0,

f ∈ M . Togda J_m(f − R_{n,2r}(f)) ¿ 2^m‖σ(^m+2^r) n (f)‖ (n + 1)^m+2^r φ(π/(n + 1)) . DlØ dokazatel~stva sledstviØ 2 dostatoqno prinØt~ vo vnimanie, qto dlØ l¸bogo polinoma T ∈ H_n

(n + 1)2^r‖T − R_{n,}2_r(T )‖ = ‖T (2^r)‖, (1)

i primenit~ lemmu 2 k operatoru U (f) = R_{n,2r}(f).

78 V. V. ȷUK

Sledstvie 3. Pust~ n ∈ Z+, m, r ∈ N, funkciØ φ(t) > 0 pri t > 0,

φ vozrastaet na (0, ∞), f ∈ M . Togda J_m(f − R_{n,2r}(f)) ¿ B_6(r, m)‖σ^{(m+2r)} 2n+1 (f)‖ (n + 1)^m+2^r φ(π/(n + 1)) . Dokazatel~stvo. OpiraØs~ na sledstvie 1, ravenstvo (1) i ne-

ravenstvo ‖R_{n,r}‖ 6 B_5(r), dlØ l¸bogo T ∈ H_{2n+1} imeem ‖T^{(2r)}‖ 6 {2^{2r}(n + 1)^{2r} + ( π 2 )_{2r} (n + 1)2^r(2 + ‖R_{n,}2_r‖)} ×‖T − R_{n,2r}(T )‖ 6 (n + 1)^{2r}B_{10}(r)‖T − R_{n,2r}(T )‖. Sledovatel~no, na osnovanii lemmy 2 J_m(f − R_{n,2r}(f)) ¿ 2^m‖σ(^m+2^r) 2n+1 (f)‖ B_{10}(r)(n + 1)^{m+2r} φ(π/(2n + 2)) ¿^{B6(r, m)‖σ(m+2r)2n+1 (f)‖} (n + 1)^m+2^r φ(π/(n + 1)) . Sledstvie 4. Pust~ n ∈ Z+, m, r ∈ N, funkciØ φ(t) > 0 pri t > 0,

f ∈ M . Togda J_m(f − R_{n,2r−1}(f)) ¿ 2^m‖σ(^m+2^r) n (f)‖ (n + 1)^m+2^r φ(π/(n + 1)) . Dokazatel~stvo. PrinimaØ vo vnimanie teoremu D, dlØ l¸bogo

polinoma T ∈ H_n imeem

‖T − R_{n,2r−1}(T )‖ = (n + 1)^{−2r+1}‖T̃^{(2r−1)}‖ ¿ (n + 1)^{−2r}‖T^{(2r)}‖. (2) UqityvaØ ffto neravenstvo i primenØØ lemmu 2 k operatoru U (f) = R_{n,2r−1}(f), poluqaem trebuemoe.

Sledstvie 5. Pust~ n ∈ Z+, m, r ∈ N, funkciØ φ(t) > 0 pri t > 0,

φ vozrastaet na (0, ∞), f ∈ M . Togda J_m(f − R_{n,2r−1}(f)) ¿ B_7(r, m)‖σ^{(m+2r)} 2n+1 (f)‖ (n + 1)^m+2^r φ(π/(n + 1)) .

PRIBLIȷENIE PERIODIQESKIH FUNKCI` 79

Dokazatel~stvo. OpiraØs~ na sledstvie 1, neravenstvo (2) i

sootnoxenie ‖R_{n,r}‖ 6 B_5(r), dlØ l¸bogo T ∈ H_{2n+1} imeem

‖T^{(2r)}‖ 6 {2^{2r}(n + 1)^{2r} + ( π 2 )2^r(n + 1)2^r(2 + ‖R_{n,}2_{r−}1‖)} ×‖T − R_{n,2r−1}(T )‖ 6 (n + 1)^{2r}B_{11}(r)‖T − R_{n,2r−1}(T )‖. Sledovatel~no, na osnovanii lemmy 2 J_m(f − R_{n,2r−1}(f)) ¿ 2^m‖σ(^m+2^r) 2n+1 (f)‖ B_{11}(r)(n + 1)^{m+2r} φ(π/(2n + 2)) ¿^{B7(r, m)‖σ(m+2r)2n+1 (f)‖} (n + 1)^m+2^r φ(π/(n + 1)) . Lemma 3. Pust~ m ∈ N, n ∈ Z+, funkciØ φ(t) > 0 pri t > 0, φ

vozrastaet na (0, ∞), operator U : M → H_n prinadleßit mnoßestvu A. Togda dlØ l¸boæ funkcii f ∈ M

E_n(f) 6 φ ( π n + 1 ) B_1(m)J_m(f − U (f)). Dokazatel~stvo. Poloßim h = π/(n + 1). Imeem J_m(f − U (f)) = sup_{0<t<∞} ‖δ^m_t (f − U (f))‖ φ(t) ¿ sup_{0<t6h}^{‖δmt (f − U (f))‖} φ(t) ¿ 1 φ(h) sup 0<t6h^{‖δmt (f − U (f))‖} ¿^1_{φ(h)} sup_{0<t6h} En(δ^m_t (f)).

Ostalos~ vospol~zovat~sØ teoremoæ V. §2. Osnovnye rezul~taty

1. Teorema 1. Pust~ m ∈ N, funkciØ φ(t) > 0 pri t > 0, φ vozra-

staet na (0, ∞), operator U ∈ A, f ∈ M . Togda

K_m(f − U (f)) 6 inf_{δ>0} max { (1 + ‖U ‖) sup 0<t6δ ω_m(f, t) φ(t) , 2^m‖f − U (f)‖ φ(δ) } . (3)

80 V. V. ȷUK

Dokazatel~stvo. PrinimaØ vo vnimanie, qto ω_m(φ + ψ, t) 6 ω_m(φ, t) + ω_m(ψ, t) dlØ l¸byh φ, ψ ∈ M , imeem

α = sup_{0<t} 6δ ω_m(f − U (f), t) φ(t) 6 sup 0<t6δ ω_m(f, t) φ(t) + sup 0<t6δ ω_m(U (f), t) φ(t) . Tak kak U ∈ A, to

ω_m(U (f), t) = sup_0 6h6t^{‖δ} r h(U (f))‖ = sup 06h6t^{‖U (δ} r h(f))‖ 6 ‖U ‖ sup_{06h6t} ‖δ^r_h(f)‖ = ‖U ‖ωr(f, t). Znaqit, α 6 sup_{0<t6δ}^{ωm(f, t)}_{φ(t)} + sup_{0<t6δ}^{‖U ‖ωm(f, t)}_{φ(t)} = (1 + ‖U ‖) sup 0<t6δ ω_m(f, t) φ(t) . Dalee, primenØØ neravenstvo ω_m(φ, t) 6 2^m‖φ‖, esli φ ∈ M , imeem sup δ6t<∞ ω_m(f − U (f), t) φ(t) 6 sup δ6t<∞ 2^m‖f − U (f)‖ φ(t) = 2^m‖f − U (f)‖ φ(δ) . Na osnovanii skazannogo moßno napisat~ K_m(f − U (f)) 6 max { (1 + ‖U ‖) sup 0<t6δ ω_m(f, t) φ(t) , 2^m‖f − U (f)‖ φ(δ) }

pri l¸bom δ > 0. Ots¸da srazu sleduet neravenstvo (3).

PRIBLIȷENIE PERIODIQESKIH FUNKCI` 81

Sledstvie 6. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 1 i, krome to-

go, pri nekotorom γ > 0 dlØ l¸boæ funkcii g ∈ M imeet mesto neravenstvo ‖g − U (g)‖ 6 B_{11}(m)ω_m(g, γ). Togda

K_m(f − U (f)) 6 max{(1 + ‖U ‖), 2^mB_{11}(m)} sup_{0<t} 6γ ω_m(f, t) φ(t) . Ukaßem nekotorye priloßeniØ teoremy 1 k voprosu priblißeniØ funkciæ summami Fur~e i Rissa.

Sledstvie 7. Pust~ n ∈ Z+, m ∈ N, 1 < p < ∞, funkciØ φ(t) > 0

pri t > 0, φ vozrastaet na (0, ∞), f ∈ L_p. Togda

K_m(f − S_n(f))_p 6 B_8(m, p) sup_{0<t} 6π/(n+1) ω_m(f, t)_p φ(t) . Dokazatel~stvo. Poloßim h = π/(n + 1). V silu teoremy 1

K_m(f − S_n(f))_p 6 max { (1 + ‖S_n‖_p) sup 0<t6h ω_m(f, t)_p φ(t) , 2^m‖f − S_n(f)‖_p φ(h) } . Ots¸da, prinimaØ vo vnimanie teoremu G i sledstvie A, nahodim, qto

K_m(f − S_n(f))_p 6 max { (1 + B3(p)) sup 0<t6h ω_m(f, t)_p φ(t) , 2^mB(m, p)ω_m(f, h)_p φ(h) } 6 B8(m, p) sup_{0<t6h}^{ωm(f, t)p}_{φ(t)} . Sledstvie 8. Pust~ n ∈ Z+. m ∈ N, funkciØ φ(t) > 0 pri t > 0, φ

vozrastaet na (0, ∞), f ∈ M . Togda

K_m(f − S_n(f)) 6 { 4 π^2 ln(n + 1) + B12(m) } sup 0<t6π/(n+1) ω_m(f, t) φ(t) .

82 V. V. ȷUK

Dokazatel~stvo. Poloßim h = π/(n + 1). V silu teoremy 1

K_m(f − S_n(f)) 6 max { (1 + ‖S_n‖) sup 0<t6h ω_m(f, t) φ(t) , 2^m‖f − S_n(f)‖ φ(h) } . Ots¸da, prinimaØ vo vnimanie teoremy E i F , nahodim, qto

K_m(f − S_n(f)) 6 max { ( 4 π^2 ln(n + 1) + 2, 4 ) sup 0<t6h ω_m(f, t) φ(t) , ( 4 π^2 ln(n + 1) + B2(m) ) ω_m(f, h) φ(h) } 6^{( 4}_{π2} ln(n + 1) + B12(m)^) sup_{0<t6h}^{ωm(f, t)}_{φ(t)} .

Sledstvie 9. Pust~ n ∈ Z+, r, m ∈ N, γ = min{m, 2r}, funkciØ

φ(t) > 0, φ vozrastaet na (0, ∞), f ∈ M . Togda

K_m(f − R_{n,2r}(f)) 6 B_9(m, r) sup_{0<t} 6π/(n+1) ω_γ (f, t) φ(t) . Dokazatel~stvo. Poloßim h = π/(n + 1). V silu teoremy 1

K_m(f − R_{n,2r}(f)) 6 max { (1 + ‖R_{n,}2_r‖) sup 0<t6h ω_m(f, t) φ(t) , 2^m‖f − R_{n,}2_r(f)‖ φ(h) } . Ots¸da, prinimaØ vo vnimanie teoremu K, nahodim, qto

K_m(f − R_{n,2r}(f)) 6 max { (1 + B5(2r)) sup 0<t6h ω_m(f, t) φ(t) , 2^mB7(r)ω2_r(f, h) φ(h) } 6 max^{(1 + B5(2r))2^{m−γ} sup_{0<t6h}^{ωγ (f, t)}_{φ(t)} ,

2^mB7(r)22^{r−γ} ω_γ (f, h) φ(h) } 6 B9(m, r) sup_{0<t6h}^{ωγ (f, t)}_{φ(t)} .

PRIBLIȷENIE PERIODIQESKIH FUNKCI` 83

Sledstvie 10. Pust~ n ∈ Z+, m, r ∈ N, 1 < p < ∞, γ = min{m, r},

funkciØ φ(t) > 0 pri t > 0, φ vozrastaet na (0, ∞), f ∈ L_p. Togda K_m(f − R_{n,r}(f))_p 6 B(m, r, p) sup_{0<t} 6π/(n+1) ω_γ (f, t)_p φ(t) . Dokazatel~stvo. Poloßim h = π/(n + 1). V silu teoremy 1 K_m(f − R_{n,r}(f))_p 6 max^{(1 + ‖Rn,r‖) sup_{0<t6h}^{ωm(f, t)p}_{φ(t)} ,^{2m‖f − Rn,r(f)‖p}_{φ(h)}^}. Ots¸da, prinimaØ vo vnimanie teoremy K i L, nahodim, qto

K_m(f − R_{n,r}(f))_p 6 max { (1 + B5(r)) sup 0<t6h ω_m(f, t)_p φ(t) , 2^mB2(r, p)ω_r(f, h)_p φ(h) } 6 max^{(1 + B5(r))2^{m−γ} sup_{0<t6h}^{ωγ (f, t)p}_{φ(t)} , 2^mB2(r, p)2^{r−γ}ω_γ (f, h)_p φ(h) } 6 B(m, r, p) sup_{0<t6h}^{ωγ (f, t)p}_{φ(t)} . Teorema 2. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 1 i, krome togo,

n ∈ Z+, U : M → Hn, funkciØ q(t) =^{tm}_{φ(t)} vozrastaet na (0, ∞).

Togda

K_m(f − U (f)) 6 max { sup 0<t6π/(n+1) ω_r(f, t) φ(t) + ( π 2 )_m ‖U ‖ ‖δ^m_{π/(n+1)}(f)‖ φ(π/(n + 1)) , 2^m‖f − U (f)‖ φ(π/(n + 1)) } . Dokazatel~stvo. Poloßim h = π/(n + 1). PrinimaØ vo vnimanie

neravenstvo ω_m(g, t) 6 t^m‖g^{(m)}‖,

84 V. V. ȷUK esli g ∈ C^{(m)}, imeem

α = sup_{0<t} 6h ω_m(f − U (f), t) φ(t) 6 sup 0<t6h ω_m(f, t) φ(t) + sup 0<t6h ω_m(U (f), t) φ(t) 6 sup 0<t6h ω_m(f, t) φ(t) + ( sup 0<t6h t^m φ(t) ) ‖U^{(m)}(f)‖. V silu teoremy C

‖U^{(m)}(f)‖ 6

(n + 1)^m 2^m ‖δ^m_h (U (f))‖ = (n + 1)^m

2^m ‖U (δ^m_h (f))‖ 6 ‖U ‖^{(n + 1)m}_{2m} ‖δ^m_h (f)‖.

SopostavlØØ poluqennye neravenstva, nahodim

α 6 sup_{0<t6h}^{ωm(f, t)}_{φ(t)} +^( sup_{0<t6h}^{tm}_{φ(t)}^)‖U ‖^{(n + 1)m}_{2m} ‖δ^m_h (f)‖

= sup 0<t6h ω_m(f, t) φ(t) + ( π 2 )_m ‖U ‖ ‖δ^m_h (f)‖ φ(h) . Ostalos~ prinØt~ vo vnimanie, qto sup h6t<∞ ω_m(f − U (f), t) φ(t) 6 2^m‖f − U (f)‖ φ(h) . 2. Teorema 3. Pust~ n ∈ Z+, m, k ∈ N, 1 6 p 6 ∞, funkciØ φ(t) > 0

pri t > 0, operatory U_l : M → M , gde l ∈ N, udovletvorØ¸t usloviØm: a) U_l ∈ A_p, b) U^′_l (f) = U (f^′) dlØ l¸boæ funkcii f ∈ C^{(1)}, v) σ_l(U_l(f)) = U_l(σ_l(f)) dlØ l¸boæ funkcii f ∈ L_p, g) dlØ l¸bogo polinoma T ∈ H_l imeet mesto neravenstvo ‖T^{(k)}‖_p 6 B_{10}(l, p)‖T − U_l(T )‖_p. Pust~, dalee, β = p pri 1 6 p 6 2, β = 2 pri 2 < p < ∞, β = 1 pri p = ∞. Togda dlØ l¸boæ f ∈ L_p spravedlivo sootnoxenie ω_{m+k} ( f, 1 n + 1 ) p 6^{B5(m + k, p)}_{2m}^{{ ∞∑}_{l=n+1}^{φβ(π/(l + 1))Bβ10(l, p)J βm(f − Ul(f))p} (l + 1)^{kβ−}1 }_{1/β} .

PRIBLIȷENIE PERIODIQESKIH FUNKCI` 85

Dokazatel~stvo. V silu lemmy 2 v usloviØh teoremy 3 imeem

J_m(f − U_l(f))_p B_{10}(l, p)(l + 1)^mφ(π/(l + 1))2^{−m} ¿ ‖σ^{(m+k)}_n (f)‖_p. SopostavlØØ poslednee neravenstvo s teoremoæ N, poluqaem trebuemoe.

3. Dopolnim ustanovlennye vyxe rezul~taty, otnosØwiesØ k priblißeni¸ funkciæ summami Fur~e.

Teorema 4. Pust~ n ∈ Z+, m ∈ N, 1 < p < ∞, f ∈ C, funkciØ

φ : (0, ∞) → R udovletvorØet usloviØm: φ(t) > 0, funkcii φ i q(t) =^{tm}_{φ(t)} vozrasta¸t. Togda

K_m(f − S_n(f))_∞ 6 ( π 2 )_m { 4 π^2 ln ( 1

+n ( 2^mE_n(f)_p ω_m(f, π/(n + 1))_∞ )_p) + B11(m, p) } ω_m(f, π/(n + 1))_∞ φ(π/(n + 1)) + sup 0<t6π/(n+1) ω_m(f, t)_∞ φ(t) . Dokazatel~stvo. Poloßim h = π/(n + 1), γ = n ( 2^mE_n(f)_p ω_m(f, h)_∞ )_p . PrimenØØ lemmu A, nahodim, qto sup 0<t6h ω_m(f − S_n(f), t)_∞ φ(t) 6 sup 0<t6h ω_m(f, t)_∞ φ(t) + sup 0<t6h ω_m(S_n(f), t)_∞ φ(t) 6 sup 0<t6h ω_m(f, t)_∞ φ(t) + ( sup 0<t6h t^m φ(t) ) ‖S^{(m)}_n (f)‖_∞. Ots¸da na osnovanii teoremy H imeem sup 0<t6h ω_m(f − S_n(f), t)_∞ φ(t) 6 sup 0<t6h ω_m(f, t)_∞ φ(t) + ( π 2 )_m { 4 π^2 ln(1 + γ) + B4(p)} ω_m(f, h)_∞ φ(h) .

86 V. V. ȷUK Dalee, primenØØ teoremu 1, poluqaem, qto sup h6t<∞ ω_m(f − S_n(f), t)_∞ φ(t) 6 sup h6t<∞ 2^m‖f − S_n(f)‖_∞ φ(t) = 2^m‖f − S_n(f)‖_∞ φ(h) 6 { 4 π^2 ln(1 + γ) + B1(m, p)} ω_m(f, h)_∞ φ(h) . Iz privedennyh sootnoxeniæ sleduet, qto

K_m(f − S_n(f))_∞ 6 sup_{0<t} 6h ω_m(f, t) φ(t) + ( π 2 )_m{ 4 π^2 ln(1 + γ)

+B11(m, p) } ω_m(f, h)_∞ φ(h) . 4. OstanovimsØ na voprose priblißeniØ funkciæ srednimi Rissa.

Teorema 5. Pust~ n ∈ Z+, l, r, m ∈ N, r < 2l, 0 6 α 6 1, funkciØ

φ(t) > 0 pri t > 0. Togda dlØ l¸boæ funkcii f ∈ M K_m(f − R_{n,r}(f)) 6 B_1(m, r, l) ( sup 0<t<∞ ω^{1−α}_m (f, t) φ(t) )

× { 1 (n + 1)^r ∞∫ π/(n+1) ‖δ^{2l}_v (f)‖^α v^{r+1} dv + ω^α_{2l} ( f, π n + 1 ) } . Dokazatel~stvo. Poloßim h = π/(n + 1),

K = sup_0 6u6t^{‖δmu (δ2lv (f))‖, L = sup}06u6t^{ω2l(δmu (f), h).} PrinimaØ vo vnimanie neravenstvo ω_p(g, t) 6 2^p‖g‖, spravedlivoe dlØ l¸boæ funkcii g ∈ M , netrudno ponØt~, qto K 6 2^m‖δ^{2l}_v (f)‖, K 6 2^{2l}ωm(f, t), L 6 2^mω2l(f, h), L 6 2^{2l}ωm(f, t). Iz skazannogo sleduet, qto

K 6 (2^{2l}ωm(f, t))^{1−α}(2^m‖δ^{2l}_v (f)‖)^α, L 6 (2^{2l}ωm(f, t))^{1−α}(2^mω2l(f, h))^α.

PRIBLIȷENIE PERIODIQESKIH FUNKCI` 87 V silu teoremy M

ω_m(f − R_{n,r}(f), t) 6 sup_0 6u6t |Q(r, l)| (n + 1)^r ‖ ∞∫ h δ^m_u (δ^{2l}_v (f), ·) v^{r+1} dv‖ + sup 06u6t^{ω2l(δ} m u (f), h). SopostavlØØ privedennye neravenstva, nahodim, qto ω_m(f − R_{n,r}(f), t) 6 B1(m, r, l)ω^{1−α}_m (f, t)^{{ 1}_{(n + 1)r} ∞∫ h ‖δ^{2l}_v (f)‖^α v^{r+1} dv + ω^α_{2l}(f, h) } . Ostal~naØ qast~ dokazatel~stva oqevidna.

Teorema 6. Pust~ n ∈ Z+, m, r ∈ N, f ∈ M , funkciØ φ(t) > 0 pri

t > 0, φ vozrastaet na (0, ∞). Togda ω_{m+2r} ( f, π n + 1 ) 6 B12(m, r)φ^{( π}_{n + 1}^)Jm(f − Rn,2r(f)), (4) ω_{m+2r} ( f, π n + 1 ) 6 B13(m, r)φ^{( π}_{n + 1}^)Jm(f − Rn,2r−1(f)). (5) Dokazatel~stvo. Poloßm h = π/(n + 1). Na osnovanii lemmy 3

E_n(f) 6 B_1(m) φ ( π n + 1 ) J_m(f − R_{n,r}(f)) pri l¸bom r ∈ N. Dokaßem (4). PrinimaØ vo vnimanie lemmu A, teoremu J, sledstviØ 2 i 3, imeem

ω_{m+2r} (f, h) 6 ω_{m+2r} (f − τ_n(f), h) + ω_{m+2r}(τ_n(f), h)

6 2^{m+2r}‖f − τn(f)‖ + h^{m+2r} ‖τ^{(m+2r)}_n (f)‖ 6 2^{m+2r+2}En(f)

+h^m+2^r {‖σ(^m+2^r) n (f)‖ + 2‖σ(^m+2^r)2_n+1 (f)‖} 6 B12(m, r)φ(h)‖f − Rn,2r(f)‖. Neravenstvo (5) dokazyvaetsØ analogiqno, no zdes~ vmesto sledstviæ 2 i 3 primenØ¸tsØ sledstviØ 4 i 5.

V zakl¸qenie raboty otmetim, qto voprosy svØzannye s priblißeniem funkciæ v metrikah tipa Gel~dera ranee rassmatrivalis~ rØdom avtorov (sm., naprimer, [8–10] i ukazannu¸ tam literaturu).

88 V. V. ȷUK Literatura

1. A. F. Timan, TeoriØ priblißeniØ funkciæ deæstvitel~nogo peremennogo.

M., 1960.

2. V. V. ȷuk, ApproksimaciØ periodiqeskih funkciæ. L., 1982. 3. N. I. Ahiezer, Lekcii po teorii approksimacii. M., 1965. 4. V. V. ȷuk, O toqnosti predstavleniØ nepreryvnoæ 2ß-periodiqeskoæ

funkcii pri pomowi lineænyh metodov approksimacii, Izv. vuzov. Ma-

tematika 8 (123) (1972), 46–59.

5. N. K. Bari, Trigonometriqeskie rØdy. M., 1961.

6. V. V. ȷuk, V. F. Kuz¸tin, ApproksimaciØ funkciæ i qislennoe integri-

rovanie. S.-P., 1995.

7. V. V. ȷuk, G. I. Natanson, Svoæstva funkciæ i rost proizvodnyh pri-

blißa¸wih polinomov, Dokl. AN SSSR 212, No. 1 (1973), 19–22.

8. S. Prössdorf, Zur Konvergenz der Fourierreihen Hölderstetiger Funktionen, Math.

Nachr. 69 (1975), 7–14.

9. R. N. Mohapatra, P. Chandra, Degree of approximation of functions in the Hölder

metric, Acta Math. Hungar. 41, No. 1–2 (1983), 67–76.

10. R. A. LasuriØ, O priblißenii funkciæ, zadannyh na vseæ osi, operato-

rami tipa Feæera v obobwennoæ gœl~derovoæ metrike, Mat. zametki 81,

No. 4 (2007), 547–552.

Postupilo 14 sentØbrØ 2007 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: zhuk@math.spbu.ru