Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 350, 2007 g.

A. S. ȷuk

PRIBLIȷENIE PERIODIQESKIH FUNKCI` V METRIKAH TIPA G´L^DERA SINGUL˚RNYMI INTEGRALAMI S POLOȷITEL^NYMI ˚DRAMI

§1. Postanovka zadaqi. OboznaqeniØ.

Vspomogatel~nye predloßeniØ

1. V dal~neæxem C , R, R+, Z+, N sut~ sootvetstvenno mnoße-

stvo kompleksnyh, vewestvennyh, neotricatel~nyh vewestvennyh, neotricatel~nyh celyh, natural~nyh qisel. Pri 1 6 p < ∞ qerez L_p oboznaqaem mnoßestvo izmerimyh 2π-periodiqeskih funkciæ f : R → C , u kotoryh ‖f‖_p = (^π∫ −π |f|^p )_{1/β} < ∞;

C – prostranstvo nepreryvnyh 2π-periodiqeskih funkciæ f :

R → C s normoæ_{‖f‖∞ = max} x∈R^{|f(x)|;} M – fiksirovannoe prostranstvo L_p, gde 1 6 p < ∞, ili C. Normu funkcii f ∈ M v prostranstve M oboznaqaem prosto ‖f‖.

Pust~ r ∈ N. Togda δ^r (f) – central~naØ raznost~ r-go porØdka funkcii f v xagom t: δ^r_t (f, x) = r∑ k=0 (−1)^kC^k_r f ( x + ( r 2 − k ) t ) ; esli f ∈ M , to ω_r(f, h) = sup_0 6t6h^{‖δ} r t (f)‖ Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI, grant No. 05-01-

00742. 52

PRIBLIȷENIE PERIODIQESKIH FUNKCI` 53 – ee modul~ nepreryvnosti porØdka r v prostranstve M .

V dal~neæxem A – mnoßestvo izmerimyh funkciæ Φ : R→ R_+, udovletvorØ¸wih usloviØm: a)

∫R^{Φ = 1, b) Φ(−t) = Φ(t) pri t ∈ R.}

Pust~^r_2 ∈ N, Φ ∈ A, f ∈ L_1. Togda polagaem U (f, x) = (−1)^{r2} +12 C^{r/2}_r ∫ R^{{ r/2∑}k=1^{(−1)k+r/2Ck+r/2r f(x + kt)}Φ(t)dt. (1)} Funkcii, ime¸wie v nekotoroæ toqke ustranimyæ razryv, doopredelØ¸tsØ v fftoæ toqke po nepreryvnosti; v drugih sluqaØh simvol^0 ponimaetsØ kak 0. Sqitaem +∞ · 0 = 0 · (+∞) = +∞.

Pust~ m ∈ N, funkciØ φ(t) > 0 pri t ∈ (0, ∞), f ∈ M . Po opredeleni¸ polagaem K_m(f) = K_{m,φ}(f) = sup_{0<v<∞} ω_m(f, v) φ(v) ,

J_m(f) = J_{m,φ}(f) = sup_{0<v<∞} ‖δ^m_v (f)‖ φ(v) . Oqevidno, qto J_m(f) 6 K_m(f) dlØ l¸boæ f ∈ M . Osnovnoæ cel~¸ raboty ØvlØetsØ ustanovlenie ocenok sverhu dlØ veliqiny K_m(f − U (f)) posredstvom moduleæ nepreryvnosti funkcii f. Poluqennye obwie rezul~taty primenØ¸tsØ k operatoru U (f), v kotorom v kaqestve Ødra Φ beretsØ obobwennoe Ødro Dßeksona–Valle Pussena (v qastnosti Ødra Feæera–Valle Pussena i Dßeksona–Valle Pussena): V_{n,2l}(t) = (2l − 1)!22^{l−}1 λ_{2l}π(n + 1)^{2l−1} ( sin (^n+1)^t2 t )_{2l} , (2)

gde l ∈ N, n ∈ Z_+,

λ_{2l} = l−1∑ k=0 (−1)^kC^k2_l(l − k)2^{l−}1.

Otmetim, qto ∫R^{Vn,2l = 1,}_{Vn,2(t) = 2} π(n + 1) ( sin (^n+1)^t2 t )_2

54 A. S. ȷUK – Ødro Feæera–Valle Pussena,

V_{n,4}(t) = 12 π(n + 1)^3 ( sin (^n+1)^t2 t )_4

– Ødro Dßeksona–Valle Pussena, pri 0 6 α < 2l − 1 ∫ R+^{tαVn,2l(t)dt = (2l − 1)!2αλ2lπ(n + 1)α ∫}R+^{tα( sin tt )2ldt. (3)} 2. Qerez Hn pri n ∈ Z+ oboznaqaem mnoßestvo trigonometriqe-

skih polinomov (v dal~neæxem nazyvaemyh prosto polinomami) porØdka ne vyxe n s kompleksnymi kofffficientami:

H_n = {_n∑ k=−n c_ke^{ikt} } , gde c_k ∈ C . Esli f ∈ M , n ∈ Z_+, to E_n(f) = inf_{T ∈Hn} ‖f − T ‖ — nailuqxee priblißenie porØdka n funkcii f v prostranstve M . Polinom T_n(f) ∈ H_n opredelØetsØ sootnoxeniem: ‖f − T_n(f)‖ = E_n(f). On nazyvaetsØ trigonometriqeskim polinomom nailuqxego priblißeniØ porØdka n funkcii f v prostranstve M . Esli polinom T ∈ H_n opredelØetsØ ravenstvom ‖f − T ‖ = E_n(f) neodnoznaqno, to qerez T_n(f) oboznaqaem l¸boæ iz nih. Poslednee soglaxenie ne privedet k nedorazumeniØm.

V dal~neæxem B_k(·) – neotricatel~nye koneqnye postoØnnye, zavisØwie tol~ko ot vypisannyh argumentov. Polagaem

D(r) = sup_{n∈}Z_+ sup_{f∈M} E_n(f) ω_r (f,^π_{n+1} ) . Pust~ f ∈ L_1, l ∈ N,^r_2 ∈ N, n ∈ Z_+. Togda qerez D_{n,r,l}(f) oboznaqaem obobwennyæ singulØrnyæ integral Dßeksona–Valle Pussena: D_{n,r,l}(f, x) = = (−1)^{r2} +12 C^{r/2}_r ∫ R^{{ r/2∑}k=1^{(−1)k+r/2Ck+r/2r f(x + kt)}Vn,2l(t) dt. (4)}

PRIBLIȷENIE PERIODIQESKIH FUNKCI` 55 PrinimaØ vo vnimanie (2), imeem D_{n,r,l}(f, x) = (−1)^{r2} +1(2l − 1)! 22^l C^{r/2}_r λ_{2l}π(n + 1)^{2l−1} ∫ R^{{ r/2∑}k=1^{(−1)k+r/2Ck+r/2r ×} × f(x + kt) }( sin (^n+1)^t2 t )_{2l} dt. Qerez σ_n(f), U_n(f), Φ_n, V_n oboznaqaem sootvetstvenno summy Feæera funkcii f, summy Dßeksona–Valle Pussena funkcii f, Ødra Feæera i Dßeksona–Valle Pussena: σ_n(f, x) = n∑ k=−n ( 1 − |k| n + 1 ) c_k(f)e^{ikx},

U_n(f, x) = 2n∑ k=−2n g ( k n + 1 ) c_k(f)e^{ikx}, gde c_k(f) = 1 2π π∫ −π f(t)e^{−ikt} dt – kofffficienty Fur~e funkcii f, g(t) = 1 − 3 2 t^2 + 3 4 |t|^3, esli |t| 6 1, 2 − 3|t| + 32 t2 − 14 |t|3, esli 1 6 |t| 6 2;

Φ_n(t) = 1 2π(n + 1) ( sin (^n+1)^t2

sin^t2

)_2 ,

V_n(t) = 1 2π(n + 1)3 ( sin (^n+1)^t2

sin^t2

)_4( 1 + 1 2 cos t ) . Izvestno (sm., naprimer, [1, s. 142–144, 150; 2, s. 129–132; 3, s. 146, 147]), qto dlØ l¸byh f ∈ L_1, n ∈ Z_+ σ_n(f, x) = π∫ −π f(x + t)Φ_n(t)dt = D_{n,2,1}(f, x), (5)

56 A. S. ȷUK U_n(f, x) = π∫ −π f(x + t)V_n(t)dt = D_{n,2,2}(f, x). (6) Pust~ r ∈ N. Qerez M^{(r)} oboznaqaem mnoßestvo funkciæ f ∈ M , ime¸wih na kaßdom otrezke absol¸tno nepreryvnu¸ proizvodnu¸ porØdka r − 1 i takih, qto f^{(r)} ∈ M . DlØ f ∈ L_1 pri h > 0 polagaem

S_{h,1}(f, x) = 1 h h/2∫ −h/2 f(x + t)dt, S_{h,2}(f) = S_{h,1}(S_{h,1}(f)). Funkcii S_{h,1}(f) i S_{h,2}(f) nazyva¸tsØ funkciØmi Steklova dlØ funkcii f sootvetstvenno pervogo i vtorogo porØdka.

Horoxo izvestno (sm. [1, s. 224–226]), qto dlØ f ∈ M ime¸t mesto sootnoxeniØ: S_{h,2}(f) ∈ M^{(2)}, ‖f − S_{h,2}(f)‖ 6 1 2 ω_2(f, h), ‖S^{′′}_{h,2}(f)‖ 6 h^{−2}ω_2(f, h). (7) 3. Nam ponadobØtsØ sledu¸wie izvestnye fakty. Teorema A (obobwennaØ teorema Dßeksona; sm., naprimer [4,

s. 274, 338]). Pust~ r ∈ N. Togda D(r) < ∞.

Teorema V (sm., naprimer, [4, s. 228, 230]). Pust~ r ∈ N, n ∈ Z+.

Togda dlØ l¸bogo polinoma T ∈ H_n spravedlivo neravenstvo

‖T^{(r)}‖ 6

( n + 1 2 )_r ‖ ‖δ^r π_{n+1} (T ) ‖ ‖ ‖ . Lemma A. Pust~ r ∈ N, h > 0. Togda ω_r(f + g, h) 6 ω_r(f, h) + ω_r(g, h) dlØ l¸byh f, g ∈ M . Esli f ∈ M^{(r)}, to ω_r(f, h) 6 ‖f^{(r)}‖h^r. DlØ l¸boæ f ∈ M spravedlivo neravenstvo ω_r(f, h) 6 2^r ‖f‖.

PRIBLIȷENIE PERIODIQESKIH FUNKCI` 57

Lemma V (sm. [5, s. 30–32; 3, s. 225, 226]). Pust~ α ∈ (0, 1),

n ∈ Z+. Togda π∫ 0 t^αΦ_n(t)dt 6 ∫ R+^{tαVn,2(t)dt = ( Γ(α)π(1 − α) sin απ2 ) 1(n + 1)α , (8)} π∫ 0 tΦ_n(t)dt 6 ln(n + 1) π(n + 1) + 31 9π(n + 1)

. (9)

Dokazatel~stvo. Neravenstvo (9) privedeno v [3, s. 225, 226].

PrinimaØ vo vnimanie (sm. [5, s. 32]), qto ∫ R+^{sin2 tt2−α dt = Γ(α)2α(1 − α) sin απ2 , (10)}

v silu (5), pri α ∈ (0, 1) imeem π∫ −π |t|^αΦ_n(t)dt 6 ∫ R^{|t|αVn,2(t)dt = 2π(n + 1) ∫}R^{|t|α(sin (n+1)t2t )2dt =} = 2^α+1 π(n + 1)^α ∫ R+^{sin2 tt2−α dt = ( 2Γ(α)π(1 − α) sin απ2 ) 1(n + 1)α .}

Lemma S. Pust~ α ∈ (0, 3), n ∈ Z+. Togda π∫ 0 t^αV_n(t)dt 6 ∫ R+^{tαVn,4(t)dt 6 2α−13π(n + 1)α ∫}R+^{sin4 tt4−α dt.} Dokazatel~stvo. V silu (6), π∫ −π |t|^αV_n(t)dt 6 12 π(n + 1)^3 ∫ R^{|t|α( sin (n+1)t2t )4 dt =} = 2^α3 2π(n + 1)^α ∫ R^{|t|α( sin tt )4dt.}

58 A. S. ȷUK

3. Lemma 1. Pust~ α ¿ 0, r, l ∈ N, n ∈ Z+, f ∈ M . Togda ∫ R+^{ωαr (f, t)Vn,2l(t)dt 6 B1(l)(n + 1)2l−1 n∑}k=0^{(k + 2)2l−2ωαr (f, πk + 1 ).} Dokazatel~stvo. Poloßim γk = π/(k + 1), B(l) = (2l − 1)! 22^{l−}1 λ_{2l}π . Imeem ∫ R+^{ωαr (f, t)Vn,2l(t)dt = { γn∫}0^{+ π∫}γn^{+ ∞∫}π^{}ωαr (f, t)Vn,2l(t)dt.} Tak kak | | | sin

(n + 1)t 2 | | 6^{(n + 1)|t|}_2 , to γ_n∫

0 ω^α_r (f, t)V_{n,2l}(t)dt 6 B(l)(n + 1)^{2l}ω^α_r (f, γ_n) 22^l(n + 1)2^{l−}1 γ_n∫

0 dt = B(l)π 22^l ω^α_r (f, γ_n). Dalee, π∫ γ_n ω^α_r (f, t)V_{n,2l}(t)dt = n−1∑ k=0 γ_k∫

γ_{k+1} ω^α_r (f, t)V_{n,2l}(t)dt 6 6^{n−1∑}_{k=0} ω^α_r (f, γk) γ_k∫

γ_{k+1} V_{n,2l}(t)dt 6 B(l) (n + 1)2^{l−}1 n−1∑ k=0 ω^α_r (f, γ_k) γ_k∫

γ_{k+1} dt t^{2l} =

= B(l) π^{2l−1}(2l − 1)(n + 1)^{2l−1} n−1∑ k=0 ω^α_r (f, γ_k) { (k + 2)2^{l−}1 − (k + 1)2^{l−}1 } 6 6^{B(l)}

π^{2l−1}(n + 1)^{2l−1} n−1∑ k=0 ω^α_r (f, γ_k)(k + 2)^{2l−2}.

PRIBLIȷENIE PERIODIQESKIH FUNKCI` 59 Tak kak pri t ¿ π spravedlivo ravenstvo ω_r(f, t) = ω_r(f, π), to ∞∫ π ω^α_r (f, t)V_{n,2l}(t)dt = ω^α_r (f, π) ∞∫ π V_{n,2l}(t)dt 6 6^{ωαr (f, π)B(l)} (n + 1)2^{l−}1 ∞∫ π dt t^{2l} = ω^α_r (f, π)B(l) π^{2l−1}(2l − 1)(n + 1)^{2l−1} . Takim obrazom, ∫ R+^{ωαr (f, t)Vn,2l(t)dt 6 B(l){ π22l ωαr (f, γn)+} ω^α_r (f, γ_0) π^{2l−1}(2l − 1)(n + 1)^{2l−1} + 1 π^{2l−1}(n + 1)^{2l−1} n−1∑ k=0 ω^α_r (f, γ_k)(k + 2)^{2l−2} } 6 6^{B1(l)}

(n + 1)2^{l−}1 n∑ k=0 (k + 2)2^{l−}2ω^α_r ( f, π k + 1 ) . Lemma 2. Pust~ α ¿ 0, r ∈ N, n ∈ Z+, f ∈ M . Togda π∫ 0 ω^α_r (f, t)Φ_n(t)dt 6 ∫ R+^{ωαr (f, t)Vn,2(t)dt 6 1n + 1 n∑}k=0^{ωαr (f, γk).} Dokazatel~stvo. RassußdaØ kak pri dokazatel~stve lemmy 1,

imeem ∫ R+^{ωαr (f, t)Vn,2(t)dt = 2π(n + 1) ∫}R+^{ωαr (f, t)( sin (n+1)t2t )2dt 6} 6^1_2ω^α_r (f, γn) +^2_{π2(n + 1)}^{n−1∑}_{k=0} ω^α_r (f, γk) +^2_{π2(n + 1)} ω^α_r (f, π) 6

6^{( 1}_2 −^2_{π2}^)ω^α_r (f, γn) +^4_{π2(n + 1)}^{n∑}_{k=0} ω^α_r (f, γk) 6

6^{( 1}_2 +^2_{π2}^{) 1}_{n + 1}^{n∑}_{k=0} ω^α_r (f, γk) 6^1_{n + 1}^{n∑}_{k=0} ω^α_r (f, γk).

60 A. S. ȷUK

Lemma 3. Pust~ r ∈ N, 0 < α 6 1, funkcional Ψ : M → R+

udovletvorØet uslovi¸: suwestvuet postoØnnaØ K ∈ R_+ takaØ, qto dlØ l¸byh f, g ∈ M spravedlivo neravenstvo

Ψ(f + g) 6 K(Ψ(f) + Ψ(g)).

Poloßim A_α = sup_{f∈M}

Ψ(f) ‖f‖^α , N^{(r)}_{n,α} = sup_{f∈Hn} Ψ(f) ‖f^{(r)}‖^α . Togda dlØ l¸byh f ∈ M i n ∈ Z_+ spravedlivo neravenstvo

Ψ(f) 6 K(D(r) + 2) { A_α + N^{(r)}_{n,α}(n + 1)^{rα} } ω^α_r ( f, π n + 1 ) . Dokazatel~stvo. Poloßim h = π/(n + 1). Imeem

Ψ(f) 6 K{Ψ(f − T_n(f)) + Ψ(T_n(f))} 6 6 K{Aα‖f − Tn(f)‖^α + N^{(r)}_{n,α}‖T^{(r)}_n (f)‖^α}. Ots¸da, primenØØ teoremu V, nahodim, qto

Ψ(f) 6 K{A_αE^α_n (f) + N (^r)_{n,α}(2^{−r}(n + 1)^r‖δ^r_h(T_n(f))‖)^α}.

Dalee, ‖δ^r_h(T_n(f))‖ = ‖δ^r_h(T_n(f) − f + f)‖ 6 ‖δ^r_h(T_n(f) − f)‖ + ‖δ^r_h(f)‖ 6 6 2^r‖Tn(f) − f‖ + ‖δ^r_h(f)‖ = 2^rEn(f) + ‖δ^r_h(f)‖. SopostavlØØ privedennye neravenstva, poluqaem, qto

Ψ(f) 6 K{A_αE^α_n (f)+N (^r)_{n,α}((n+1)^r E_n(f))^α+N (^r)_{n,α}(2^{−r}(n+1)^r ‖δ^r_h(f)‖)^α}.

Ots¸da, primenØØ teoremu A, imeem

Ψ(f) 6 K{A_αD^α(r)+N (^r)_{n,α}(n+1)^{rα}D^α(r)+2^{−rα}(n+1)^{rα}N (^r)_{n,α}}ω^α_r (f, h) =

= K{A_αD^α(r) + N (^r)_{n,α}(n + 1)^{rα}(D^α(r) + 2^{−rα})}ω^α_r (f, h) 6 6 K(D(r) + 2){Aα + N^{(r)}_{n,α}(n + 1)^{rα}}ω^α_r (f, h). Zameqanie 1. Pri K = 1, α = 1 lemma 3 imeetsØ v knige [3,

s. 201 (sm. takße s. 151–153, 156)]; sm. takße [6 ili 7, s. 90].

PRIBLIȷENIE PERIODIQESKIH FUNKCI` 61

Sledstvie 1. Pust~ n ∈ Z+, r ∈ N, α ∈ (0, 1], Φ ∈ A, f ∈ M . Togda ∫ R+^{ωαr (f, t)Φ(t)dt 6 B2(r)(1 + (n + 1)rα ∫}R+^{trαΦ(t)dt)ωαr (f, πn + 1 ).} Dokazatel~stvo. Poloßim

Ψ(f) = ∫ R+^{ωαr (f, t)Φ(t)dt.} UqityvaØ neravenstvo ω_r (f + g, t) 6 ω_r(f, t) + ω_r(g, t), legko ponØt~, qto

Ψ(f + g) 6 Ψ(f) + Ψ(g)

dlØ l¸byh f, g ∈ M . Dalee, prinimaØ vo vnimanie lemmu A, imeem Ψ(f) 6 ‖f‖^{rα}2^{rα} ∫ R+^{Φ(t)dt 6 2r−1‖f‖rα,} esli f ∈ M , i

Ψ(T ) 6 ‖T (^r)‖^α ∫ R+^{trαΦ(t)dt} dlØ l¸bogo trigonometriqeskogo polinoma T . Takim obrazom, sup f∈M Ψ(f) ‖f‖^α 6 2^{r−}1, sup_{T ∈H} n Ψ(T ) ‖T^{(r)}‖^α 6 ∫ R+^{trαΦ(t)dt.} Ostalos~ primenit~ k rassmatrivaemomu funkcionalu lemmu 3.

Lemma 4. Pust~ 0 < α 6 1, funkcional Ψ : M → R+ udovletvo-

rØet uslovi¸: suwestvuet postoØnnaØ K ∈ R_+ takaØ, qto dlØ l¸byh f, g ∈ M spravedlivo neravenstvo

Ψ(f + g) 6 K(Ψ(f) + Ψ(g)).

Poloßim A_α = sup_{f∈M}

Ψ(f) ‖f‖^α , N_α = sup_{f∈M (2)}

Ψ(f) ‖f^{′′}‖^α .

62 A. S. ȷUK Togda dlØ l¸byh f ∈ M i h > 0 spravedlivo neravenstvo

Ψ(f) 6 K ( A_α2^{−α} + N_αh^{−2α} ) ω^α_2 (f, h). Dokazatel~stvo. UqityvaØ neravenstva (7), imeem

Ψ(f) 6 K (Ψ(f − S_{h,}2(f)) + Ψ(S_{h,}2(f))) 6 6 K^{Aα^‖f − Sh,2(f)^{‖α} + Nα^‖S^{′′}_{h,2}(f)^{‖α}} 6 6 K^(Aα2^{−α} + Nαh^{−2α)} ω^α_2 (f, h). Zameqanie 2. Pri K = 1, α = 1 lemma 4 imeetsØ v knige [3,

s. 203].

Sledstvie 2. Pust~ 0 < α 6 1, γ > 0, n ∈ Z+, Φ ∈ A, f ∈ M . Togda

Ψ(f) = ∫ R+^{ωα2 (f, t)Φ(t)dt 6} 6 2^{α−1(}1 +^{( (n + 1)2}_{π2γ2}^∫R + t^2Φ(t)dt )_α) 6 ω^α_2^(f,^{γπ}_{n + 1}^).

Dokazatel~stvo. PrinimaØ vo vnimanie lemmu A, legko ponØt~, qto A_α = sup_{f∈M}

Ψ(f) ‖f‖^α 6 22^α ∫ R+^{Φ = 22α−1,}

N_α = sup_{f∈M (2)}

Ψ(f) ‖f^{′′}‖^α 6 ∫ R+^{t2αΦ(t)dt.} PrimenØØ izvestnoe neravenstvo Gœl~dera, imeem ∫ R+^{t2αΦ(t)dt = ∫}R+^{t2αΦα(t)Φ1−α(t)dt 6} 6^{( ∫}R + t^2Φ(t)dt )_α( ∫ R+^{Φ)1−α = ( 12 )1−α( ∫}R+^{t2Φ(t)dt)α.} Sledovatel~no, N_α 6 1 2 ( 2 ∫ R+^{t2Φ(t)dt)α.}

PRIBLIȷENIE PERIODIQESKIH FUNKCI` 63 Teper~, opiraØs~ na lemmu 4 (h =^{γπ}_{n+1} ), nahodim

Ψ(f) 6 ( 2^{α−}1 + 1 2 ( (n + 1)2 γ^2π^2 2 ∫ R+^{t2Φ(t)dt)α)ωα2 (f, γπn + 1 ) =} = 2^{α−}1 ( 1 + ( (n + 1)2 γ^2π^2 ∫ R+^{t2Φ(t)dt)α)ωα2 (f, γπn + 1).} Sledstvie 3. Pust~ 0 < α 6 1, γ > 0, l − 1 ∈ N, n ∈ Z+, f ∈ M .

Togda ∫ R+^{ωα2 (f, t)Vn,2l(t)dt 6}_{6 2α−1(1 + ( (2l − 1)!4λ2lπ3γ2 ∫} R+^{sin2l tt2l−2 dt)α)ωα2 (f, γπn + 1).} Dokazatel~stvo. Imeem ∫ R+^{t2Vn,2l(t)dt = (2l − 1)!4λ2lπ(n + 1)2 ∫}R+^{sin2l tt2l−2 dt.} Ostalos~ vospol~zovat~sØ sledstviem 2.

Sledstvie 4. Pust~ 0 < α 6 1, γ > 0, n ∈ Z+, f ∈ M . Togda ∫ R+^{ωα2 (f, t)Vn,4(t)dt 6 2α−1(1 + ( 32π2γ2 )α)ωα2 (f, γπn + 1 ).} DlØ dokazatel~stva sledstviØ 4 dostatoqno poloßit~ v sledstvii 3 l = 2 i prinØt~ vo vnimanie, qto ∫ R+^{sin4 tt2 dt = π4 (11)}

(sm. [8, s. 463]).

64 A. S. ȷUK

§2. Osnovnye rezul~taty

1. Teorema 1. Pust~ m ∈ N,^r_2 ∈ N, α ∈ (0, 1], Φ ∈ A, f ∈ M ,

funkciØ U (f) opredelena formuloæ (1), funkciØ φ(t) > 0 pri t ∈

(0, ∞). Togda

K_m(f − U (f)) 6 6^2_{Cr/2r}^( sup_{0<v<∞}^{(2r ωm(f, v))1−α}_{φ(v)}^{) ∫}R + (2^m‖δ^r_t (f)‖)^αΦ(t)dt. Dokazatel~stvo. Pust~ h > 0. Togda ‖δ^m_h (f − U (f))‖ = 2 C^{r/2}_r ‖ ‖ ‖ ‖δ^{mh} ( ∫ R+^{δrt (f, ·)Φ(t)dt)‖ =} = 2 C^{r/2}_r ‖ ‖ ‖ ‖ ∫ R+^{δmh (δrt (f, ·))Φ(t)dt‖ 6 2Cr/2r ∫}R+^{‖δmh (δrh(f))‖Φ(t)dt.} ˚sno, qto

‖δ^m_h (δ^r_t (f))‖ 6 2^m‖δ^r_t (f)‖, ‖δ^m_h (δ^r_t (f))‖ 6 2^r‖δ^m_h (f)‖.

Pofftomu pri l¸bom α ∈ [0, 1]

‖δ^m_h (δ^r_t (f))‖ 6 ( 2^m‖δ^r_t (f)‖ )_α( 2^r‖δ^m_h (f)‖ )_{1−α} . Iz skazannogo sleduet, qto ‖δ^m_h (f − U (f))‖ 6 2 C^{r/2}_r ( 2^r‖δ^m_h (f)‖ )_{1−α} ∫ R+^{(2m‖δrt (f)‖)αΦ(t)dt.} UqityvaØ opredelenie K_m(f) i primenØØ poslednee neravenstvo, nahodim, qto K_m(f − U (f)) = sup_{o<v<∞} ω_m(f − U (f), v) φ(v) =

= sup 0<v<∞ sup 0<h<v ‖δ^m_h (f − U (f))‖ φ(v) 6 6^2_{Cr/2r}^( sup_{0<v<∞}^{(2rωm(f, v))1−α}_{φ(v)}^{) ∫}R + ( 2^m‖δ^r_t (f)‖ )_α Φ(t)dt.

PRIBLIȷENIE PERIODIQESKIH FUNKCI` 65

Sledstvie 5. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 1 i, krome togo,

φ(t) = t^δ, gde δ ¿ 0; ε > δ, Q = sup_{0<v<∞} ω_m(f, v) v^ε < ∞. Togda

K_m(f − U (f)) 6 2(2^r)^{δ/ε}(2^m)1^{−δ/ε}Q^{δ/ε} C^{r/2}_r ∫ R+^{‖δrt (f)‖1−δ/εΦ(t)dt.} Dokazatel~stvo. V sluqae δ = 0 dostatoqno poloßit~ α = 1 v

teoreme 1. Pust~ δ > 0. Poloßim γ =^δ_ε , α = 1 − γ. OpiraØs~ na teoremu 1, imeem

K_m(f − U (f)) 6 2 C^{r/2}_r (2^r)^γ Q^γ ∫ R+^{(2m‖δrt (f)‖)αΦ(t)dt =} = 2(2^r)^γ 2^{mα}Q^γ C^{r/2}r ∫ R+^{‖δrt (f)‖1−γ Φ(t)dt.} Sledstvie 6. Pust~ vypolneny usloviØ sledstviØ 5 i, krome to-

go, m 6 r. Togda

K_m(f − U (f)) 6

2^r+1Q C^{r/2}_r ∫ R+^{tε−δΦ(t)dt.} DlØ dokazatel~stva sledstviØ 6 dostatoqno prinØt~ vo vnimanie, qto v ego usloviØh ‖δ^r_t (f)‖ 6 2^{r−m}Qt^ε i vospol~zovat~sØ sledstviem 5.

Sledstvie 7. Pust~ m ∈ N,^r_2 ∈ N, l ∈ N, n ∈ Z+, α ∈ (0, 1],

funkciØ φ(t) > 0 pri t ∈ (0, ∞), f ∈ M . Togda K_m(f − D_{n,r,l}(f)) 6 2^{mα}+1B1(l) C^{r/2}_r (n+1)^{2l−1} ( sup 0<v<∞ (2^rω_m(f, v))1^{−α} φ(v) )_n∑ k=0 (k+2)2^{l−}2ω^α_r ( f, π k + 1 ) .

66 A. S. ȷUK

Dokazatel~stvo. PrimenØØ teoremu 1 k integralu Dn,r,l(f),

imeem K_m(f − D_{n,r,l}(f)) 6 2 C^{r/2}_r ( sup 0<v<∞ (2^r ω_m(f, v))1^{−α} φ(v) ) ∫ R+^{(2m‖δrt (f)‖)αVn,2l(t)dt.} SopostavlØØ poslednee neravenstvo s lemmoæ 1, poluqaem trebuemoe.

Sledstvie 8. Pust~ m ∈ N,^r_2 ∈ N, n ∈ Z+, α ∈ (0, 1], funkciØ

φ(t) > 0 pri t ∈ (0, ∞), f ∈ M . Togda K_m(f − D_{n,r,1}(f)) 6 6^{2mα+1}

C^{r/2}_r (n + 1) ( sup 0<v<∞ (2^rω_m(f, v))1^{−α} φ(v) )_n∑ k=0 ω^α_r ( f, π k + 1 ) . Dokazatel~stvo sledstviØ 8 analogiqno dokazatel~stvu sledstviØ 7, no zdes~ vmesto lemmy 1 nado vospol~zovat~sØ lemmoæ 2.

Zameqanie 3. V svØzi so sledstviem 8 (pri r = 2) ukaßem na

raboty [9–11].

Sledstvie 9. Pust~ vypolneny usloviØ sledstviØ 5, n ∈ Z+,

Φ(t) = V_{n,}2_l(t). Togda K_m(f − D_{n,r,l}(f)) 6 2(2^r)^{δ/ε}(2^m)1^{−δ/ε}Q^{δ/ε} C^{r/2}_r ∫ R+^{‖δrt (f)‖1−δ/εVn,2l(t)dt.} Sledstvie 10. Pust~ vypolneny usloviØ sledstviØ 6, n ∈ Z+,

Φ(t) = V_{n,}2_l(t). Togda K_m(f − D_{n,r,l}(f)) 6 (2l − 1)!2^r+12^{ε−δ}Q C^{r/2}_r πλ_{2l}(n + 1)^{ε−δ} ∫ R+^{tε−δ(sin tt )2ldt.} DlØ dokazatel~stva sledstviæ 9 i 10 dostatoqno primenit~ sledstviØ 5 i 6 k operatoru U (f) = D_{n,r,l}(f) i prinØt~ vo vnimanie ravenstvo (3).

PRIBLIȷENIE PERIODIQESKIH FUNKCI` 67

Sledstvie 11. Pust~ m ∈ N,^r_2 ∈ N, m 6 r, n ∈ Z+, δ ¿ 0, ε > δ,

φ(t) = t^δ, funkciØ f ∈ M takova, qto Q = sup_{0<v<∞} ω_m(f, v) v^ε < ∞. Togda esli ε − δ < 1, to K_m(f − D_{n,r,1}(f)) 6 2^r+1Γ(ε − δ)(sin (^{ε−δ})^π2 )Q C^{r/2}_r π(1 + δ − ε)(n + 1)^{ε−δ} . DlØ dokazatel~stva sledstviØ 11 dostatoqno poloßit~ l = 1 v sledstvii 10 i prinØt~ vo vnimanie ravenstvo (10).

Sledstvie 12. Pust~ m ∈ {1, 2}, n ∈ Z+, δ ¿ 0, ε > δ, φ(t) = t^δ,

funkciØ f ∈ M takova, qto Q = sup_{0<v<∞} ω_m(f, v) v^ε < ∞. Togda: 1) esli ε − δ < 1, to

K_m(f − σ_n(f)) 6 ( 4Γ(ε − δ) π(1 + δ − ε) sin (ε − δ)π 2 ) Q (n + 1)^{ε−δ} ; 2) esli ε − δ = 1, to

K_m(f − σ_n(f)) 6 4Q (n + 1) ( ln(n + 1) π + 31 9π ) . DlØ dokazatel~stva sledstviØ 12 nado primenit~ sledstvie 6 k summam Feæera σ_n(f) (vzØv Φ(t) = Φ_n(t) pri |t| 6 π, Φ(t) = 0 pri |t| > π i vospol~zovat~sØ lemmoæ V.

2. Teorema 2. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 1. Togda pri

l¸bom n ∈ Z_+ K_m(f − U (f)) 6 B(r, m) ( sup 0<v<∞ ω^{1−α}_m (f, v) φ(v) ) × × ( 1 + (n + 1)^{rα} ∫ R+^{trαΦ(t)dt)ωαr (f, πn + 1 ),}

68 A. S. ȷUK

K_m(f − U (f)) 6 B_1(r, m) ( sup 0<v<∞ ω^{1−α}_m (f, v) φ(v) ) × × ( 1 + (n + 1)(^{r−}1)^α ∫ R+^{t(r−1)αΦ(t)dt)ωαr−1(f, πn + 1 ).} Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto ∫ R+^{‖δrt (f)‖αΦ(t)dt 6 ∫}R+^{ωαr (f, t)Φ(t)dt 6 2α ∫}R+^{ωαr−1(f, t)Φ(t)dt.} UqityvaØ ffti sootnoxeniØ i sopostavlØØ teoremu 1 i sledstvie 1, poluqaem trebuemoe.

Sledstvie 13. V usloviØh sledstviØ 7 K_m(f − D_{n,r,l}(f)) 6 B(r, m, l) ( sup 0<v<∞ ω^{1−α}_m (f, v) φ(v) ) × × ( 1 + ∫ R+^{trα( sin tt )2ldt)ωαr (f, πn + 1 ),} K_m(f − D_{n,r,l}(f)) 6 B_1(r, m, l) ( sup 0<v<∞ ω^{1−α}_m (f, v) φ(v) ) × × ( 1 + ∫ R+^{t(r−1)α(sin tt )2ldt)ωαr−1(f, πn + 1 ).} DlØ dokazatel~stva sledstviØ 13 dostatoqno primenit~ teoremu 2 k operatoru U (f) = D_{n,r,l}(f).

Teorema 3. Pust~ m ∈ N, α ∈ (0, 1], γ > 0, l −1 ∈ N, n ∈ Z+, f ∈ M .

Togda K_m(f − D_{n,2,l}(f)) 6 2^{(m−1)α+1} ( 1 + ( (2l − 1)!4 λ_{2l}π^3γ^2 ∫ R+^{sin2l tt2l−2 dt)α)×} × ( sup 0<v<∞ ω^{1−α}_m (f, v) φ(v) ) ω^α_2 ( f, γπ n + 1 ) . DlØ dokazatel~stva teoremy 3 dostatoqno primenit~ teoremu 1 k integralu D_{n,2,l}(f) i vospol~zovt~sØ slestviem 3.

PRIBLIȷENIE PERIODIQESKIH FUNKCI` 69

Sledstvie 14. Pust~ m ∈ N, α ∈ (0, 1], γ > 0, n ∈ Z+, f ∈ M .

Togda

K_m(f − D_{n,2,2}(f)) 6 2^{(m−1)α+1} ( 1 + ( 3 2π2γ2 )_α) × × ( sup 0<v<∞ ω^{1−α}_m (f, v) φ(v) ) ω^α_2 ( f, γπ n + 1 ) . DlØ dokazatel~stva sledstviØ 14 dostatoqno poloßit~ l = 2 v teoreme 3 i vospol~zovat~sØ ravenstvom (11).

Literatura

1. N. I. Ahiezer, Lekcii po teorii approksimacii. M., 1965. 2. N. I. Ahiezer, Lekcii po teorii approksimacii. Har~kov, 1940. 3. V. V. ȷuk, ApproksimaciØ periodiqeskih funkciæ. L., 1982. 4. A. F. Timan, TeoriØ priblißeniØ funkciæ deæstvitel~nogo peremennogo. M., 1960.

5. S. M. Nikol~skiæ, Izbrannye trudy. T. 1: TeoriØ priblißeniæ. M., 2006.

6. S. B. Steqkin, O priblißenii periodiqeskih funkciæ summami Feæera, Tr. Mat. in-ta AN SSSR 62 (1961), 48–60.

7. S. B. Steqkin, Izbrannye trudy: Matematika. M., 1998. 8. I. S. Gradxteæn, I. M. Ryßik, Tablicy integralov, summ, rØdov i proizvedeniæ. M., 1971.

9. S. Prössdorf, Zur Konvergenz der Fourierreichen Hölderstetiger Funktionen, Math. Nachrichten 69 (1975), 7–14.

10. P. N. Mohapatra, P. Chandra, Degree of approximation of functions in the Hölder metric, Acta Math. Hungar. 41, No. 1–2 (1983), 67–76.

11. R. A. LasuriØ, O priblißenii funkciæ, zadannyh na vseæ osi, operatorami tipa Feæera v obobwennoæ gœl~derovskoæ metrike, Mat. zametki 81,

No. 4 (2007), 547–552.

Postupilo 14 sentØbrØ 2007 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: zhuk@math.spbu.ru