Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 350, 2007 g.

E. G. Emel~Ønov

O KVADRATIQNYH DIFFERENCIALAH V MNOGOSV˚ZNYH OBLAST˚H, ˚VL˚ıWIHS˚ POLNYMI KVADRATAMI. II

DannaØ rabota prodolßaet issledovaniØ v [1]. Kvadratiqnye differencialy, ukazannye v zaglavii, rassmatriva¸tsØ v svØzi s dvumØ zadaqami ob ffkstremal~nom razbienii oblasti G: o razbienii na krugovye i kol~cevye oblasti i o razbienii na dvuugol~niki s zadannymi verxinami i uglami v nih. Pokazano, qto znaqenie funkcionala dlØ razbieniØ, poroßdennogo takim kvadratiqnym differencialom, ØvlØetsØ naibol~xim v nekotorom klasse podobnyh zadaq. �ti rezul~taty proØsnØ¸t svØz~ meßdu podhodami k poluqeni¸ neravenstv v teorii funkciæ, osnovannymi na metode ffkstremal~noæ metriki i na teorii ploskih kondensatorov i ih obobweniæ.

§1. RazbieniØ na krugovye i kol~cevye oblasti

1.1. Vs¸du v dal~neæxem G ⊂ C – (m + 1)-svØznaØ oblast~, ∂G = ⋃ k≤m γ_k, gde γ_k – analitiqeskaØ ßordanova krivaØ, γ_0 – vnexnØØ komponenta granicy. DlØ ε > 0 oboznaqim Δ_ε(a) = (z : |z − a| < ε), Δ – ediniqnyæ krug, L_ϵ =^1_{2π} log^1_ε . DlØ vewestvennyh vektorov X = (x_1, . . ., x_n), Y = (y_1, . . . , y_n) oboznaqim ⟨X, Y ⟩ = x_1y_1 + · · · + x_ny_n, ‖X‖^2 = x^2_1 + · · · + x^2_n.

1.2. Privedem osnovnye fakty o razbieniØh oblasti G na kru-

govye i kol~cevye oblasti, kotorye ponadobØtsØ v dal~neæxem (sm. takße [1, teoremy A i B].)

Pust~ Z = (z_j )^n_{j=1}, – fiksirovannoe mnoßestvo toqek oblasti G i pust~ G^′ = G \ Z, G_ε = G \ ⋃ j Δ_ε(z_j ).

Pust~ Qdz^2 – poloßitel~nyæ kvadratiqnyæ differencial na G 40

O KVADRATIQNYH DIFFERENCIALAH : : : . II 41 s pol¸sami vtorogo porØdka v toqkah z_j, Q(z) = − α^2_j 4π^2 1 (z − z_j )^2 + . . . v okrestnosti toqki z_j, α_j ∈ R. Pust~ mnoßestvo kritiqeskih traektoriæ Qdz^2 razbivaet G na sistemu D = {D_j}^n_{j=1} nenalega¸- wih oblasteæ na G, gde D_j – krugovaØ oblast~ pri j ≤ n, z_j ∈ D_j , D_{n+k}, k ≤ s – kol~cevaØ oblast~. Togda:

1. Imeet mesto ravenstvo

M = lim_{ϵ→0} { ∫ G_ϵ |Q|dσ − ‖α‖^2L_ϵ } =

= ∑ j=1 n α_j^2M (D_j , z_j) + ∑ k≤s l_k^2M (D_{n+k}), (1)

gde M (D, z) – privedennyæ modul~ oblasti D otnositel~no toqki z ∈ D, M (D) – modul~ semeæstva krivyh v dvusvØznoæ oblasti D, razdelØ¸wih ee graniqnye komponenty.

2. Esli ρ(z)|dz| – metrika na G^′ takaØ, qto ρ – dlina zamknutoæ krivoæ, gomotopnoæ na G^′ zamknutoæ traektorii v D_j, j ≤ n, ne men~xe |α|, ρ – dlina zamknutoæ krivoæ, gomotopnoæ na G^′ zamknutoæ traektorii v D_{n+k}, k ≤ s, ne men~xe l_k, to M ≤ lim_{ϵ→0} { ∫ G_ϵ ρ^2dσ − ‖α‖^2L_ϵ } (2) 1.3. My budem rassmatrivat~ sluqaæ, kogda Qdz^2 = −(qdz)^2, gde

funkciØ q(z) − n∑ j=1 α_j 2π 1 z − z_j regulØrna v G, α_j ∈ R dlØ 1 ≤ j ≤ n.

Pust~ F – analitiqeskaØ v G funkciØ, F^′ = q, h = Re F . Togda q = 2h^′_z. Iz usloviØ poloßitel~nosti k.d. Qdz^2 na G sleduet (sm. [1]), qto h postoØnna na γ_k, 0 ≤ k ≤ m. Moßem sqitat~, qto h|_γ0 = 0. Ots¸da vidno, qto h – garmoniqeskaØ v G_ϵ funkciØ, h(z) = ∑ j≤n α_jg(z, z_j ) + m∑ k=1 x_kH_k, (3)

42 E. G. EMEL^˚NOV gde g(z, ζ) = 1 2π log 1 |z − ζ| + ω(z, ζ) – funkciØ Grina oblasti G s pol¸som v toqke ζ, H_k – garmoniqeskaØ mera komponenty γ_k otnositel~no oblasti G, x_k = h | |_{γk} . Pust~ D = (D)^{m+r}_{j=1} – sistema oblasteæ razbieniØ, poroßdennogo k.d. −(qdz)^2. Togda verno ravenstvo (1). Krome togo, kak pokazano v [1], my imeem M = ⟨Ωα, α⟩ + ⟨AX, X⟩, (4) gde Ω − (n n n)-simmetriqnaØ matrica Ω_{i,j}, Ω_{j,j} = ω(z_j , z_j), Ω_{i,j} = g(z_i, z_j), A – (n × n)-simmetriqnaØ matrica emkostnyh kofffficientov oblasti G.

1.4. Svoæstva metriki |q||dz| pozvolØ¸t ocenit~ snizu dlinu

l¸boæ zamknutoæ ßordanovoæ krivoæ (prostoæ petli) σ na G^′. Imenno, spravedliva

Lemma 1. Pust~ σ – prostaØ petlØ na G^′. Togda ∫ σ |q||dz| ≥ L_{X,α}(σ),

gde L_{X,α}(σ) = = | | ∑ j:z_j ≺σ α_j H_{ext}(z_j ) − ∑ j:z_j ≺σ α_j H_{int}(z_j ) + ∑ k:γ_k ≺σ A_kX | |, (5)

gde z_j ≺ σ, γ_k ≺ σ oznaqaet, qto toqka z_j (sootvetstvenno, komponenta γ_k) leßit vnutri σ,

H_{ext}(z) = ∑ k:γ_k≺σ H_k(z), H_{int}(z) = ∑ k:γ_k≺σ H_k(z),

A_k – k-Ø stroka matricy emkostnyh kofffficientov A, X – stolbec (x_1, . . ., x_m).

O KVADRATIQNYH DIFFERENCIALAH : : : . II 43 Dokazatel~stvo sleduet iz cepoqki sootnoxeniæ ∫ σ |q||dz| ≥ | | Re ∫ σ qdz | | = | | ∫ σ ∂ ∂n h | | =

= | | − ∑ k:γ_k≺σ ∫ γ_k ∂ ∂n h − ∑ j:z_j ≺σ ∫ |z−z_j |=ϵ ∂ ∂n h | |,

gde n – vnutrennØØ normal~, i iz (3). Ravenstvo v (5) dostigaetsØ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda σ – zamknutaØ traektoriØ k.d.

1.5. Iz lemmy 1 nemedlenno sleduet Teorema 1. Pust~^^Qdz^2 – poloßitel~nyæ na G kvadratiqnyæ

differencial s pol¸sami vtorogo porØdka v toqkah z_j , j ≤ n, ^Q(z) = − α^{j2} 4π^2 1 (z − z_j)^2 + · · · , mnoßestvo kritiqeskih traektoriæ kotorogo razbivaet G na sistemu ^D = (^D_j)^{n+t}_{j=1} krugovyh i kol~cevyh oblasteæ, ^M = n∑ j=1 α^2_j M ( ^D_j , z_j) + t∑ k=1 ^l^2_kM ( ^D_{n+k})

gde ^l_k – ^Q-dlina zamknutoæ traektorii σ_k ⊂ ^D_k. Togda, esli ^l_k ≤ L_{X,α}(σ_k), to ^M ≤ ⟨Ωα, α⟩ + ⟨AX, X⟩. Dokazatel~stvo sleduet iz neravenstva (2) pri ρ = |q|.

1.6. V prosteæxem sluqae G = Δ poluqaem Sledstvie. Pust~ funkciØ f regulØrna i odnolistna v Δ, |f(z)| <

1. Togda dlØ l¸byh vewestvennyh qisel α_1, . . . , α_n imeem: ∑ i,j≤n α_i α_j log | | f(z^i) − f(z^j ) 1 − f(z_i)f(z_j ) | | ≤ ∑ i,j≤n α_i α_j log | | z^i − z^j 1 − z_iz_j | |. (6)

44 E. G. EMEL^˚NOV

Neravenstvo (6) poluqeno v [2], kak sledstvie neravenstva dlØ emkosteæ obobwennyh kondensatorov. Poloßim h(z) = n∑ j=1 α_j log | |1 − zz^j z − z_j | |, q = 2h_z^′,

M^z = n∑ j=1 α^2_j M (D_j , z_j) + ∑ k≤s l^2_kM (D_k),

gde D = (D_j)^{n+s}_{j=1} – sistema oblasteæ razbieniØ, poroßdennogo k.d. −(qdz)^2. Imeem v silu (5):

l_k = L_α(σ_k) = | | ∑ j:z_j ≺σ α_j | |. Rassmotrim zadaqu ffkstremal~nogo razbieniØ kruga Δ dlØ mnoßestva toqek w_j = f(z_j ), prostyh petel~ f(σ_1), . . . , f(σ_s) i vesovyh mnoßiteleæ |α_1|, . . ., |α_n|, l_1, . . . , l_s. Pust~ ^M^w – ffkstremal~noe znaqenie funkcionala razbieniØ dlØ fftoæ zadaqi. Togda, oqevidno,

M^z + n∑ j=1 α_j^2 2π log |f^′(z_j )| ≤ ^M^w. (7)

Kvadratiqnyæ differencial, associirovannyæ s fftoæ zadaqeæ, ne obØzan byt~ polnym kvadratom. Poloßim ^h(w) =^n ∑ j=1 α_j 2π log | |1 − ww^j w − w_j | |, ^q = 2^h^′_w. Dlina petli f(σ_k ) v metrike |^q||dz| po lemme 1 ne men~xe, qem L_α(f(σ_k)). Oqevidno, qto L_α(f(σ_k)) = L_α(σ_k), otkuda po teoreme 1 sleduet ^M^w ≤ M^w, qto vmeste s (7) daet (6).

§2. RazbieniØ na dvuugol~niki

2.1. Privedem nußnye nam fakty o zadaqah ob ffkstremal~nom

razbienii oblasti G na dvuugol~niki. Pust~ Z = (z_j )^{n+r}_{j=1} , z_j ∈ G pri j ≤ n, z_j ∈ ∂G pri n < j ≤ n + r, – zadannye mnoßestva toqek, Γ = (Γ_λ)_{λ∈Λ} – nabor ßordanovyh krivyh v G s koncami v toqkah z_i, z_j, i = i(λ), j = j(λ), udovletvorØ¸wiæ usloviØm:

O KVADRATIQNYH DIFFERENCIALAH : : : . II 45 1. Krivye Γ_λ i Γ_λ0 pri λ ≠ λ^′ ne ime¸t obwih toqek krome, vozmoßno, koncevyh.

2. Esli i(λ) = i(λ^′), j(λ) = j(λ^′), λ ≠ λ^′, to Γ_λ i Γ_λ0 ne gomotopny na G^′.

Dvuugol~nik ^D ⊂ G^′ s verxinami v toqkah z_{i(λ)}, z_{j(λ)} nazyvaetsØ associirovannym s krivoæ Γ_λ, esli naædetsØ ßordanova krivaØ v ^D s koncami v z_{i(λ)}, z_{j(λ)}, gomotopnaØ na G^′ krivoæ Γ_λ. My budem sqitat~ granicu oblasti ^D v okrestnosti verxin z_i, z_j nastol~ko horoxeæ, qtoby suwestvoval privedennyæ modul~

M ( ^D, z_i, z_j ) = lim_{ϵ→0} { M ( ^ D(ϵ) ) − ( 1 ϕ_i + 1 ϕ_j ) log 1 ϵ } , gde ^D(ϵ) = ^D \ (Δ_ϵ(z_i) ⋃ Δ_ϵ(z_j )), ϕ_i, ϕ_j – vnutrennie ugly oblasti ^D v verxinah z_i, z_j sootvetstvenno.

Pust~ takße zadan nabor poloßitel~nyh qisel h = (h_λ)_{λ∈Λ}. Sistema dvuugol~nikov ^D = ( ^D_λ) nazyvaetsØ dopustimoæ (otnositel~no Γ, h), esli dvuugol~nik ^D_λ associirovan s Γ_λ i vypolneno uslovie soglasovaniØ uglov: esli z_i – verxina ^D_λ, to ϕ_i(λ) = 2πh_λ/ ∑ λ0_{∼i} h_λ0, i ≤ n, ϕ_i(λ) = πh_λ/ ∑ λ0_{∼i} , n < i ≤ n + r, gde λ^′ ∼ i oznaqaet, qto toqka z_i ØvlØetsØ odnim iz koncov krivoæ Γ_λ0. Pri fftih usloviØh spravedliva

Teorema D. DlØ zadannogo mnoßestva toqek Z, sistemy ßorda-

novyh krivyh Γ i nabora vesov h suwestvuet edinstvennyæ poloßitel~nyæ na G kvadratiqnyæ differencial Qdz^2, mnoßestvo kritiqeskih traektoriæ kotorogo razbivaet oblast~ G na sistemu polosoobraznyh oblasteæ (dvuugol~nikov) D = (D_λ)_{λ∈Λ}, dostavlØ¸wu¸ maksimum M = M(h, Γ, Z) funkcionala ∑ h,Γ,Z ( ^D) = − ∑ λ∈Λ h^2_λM ( ^D_λ, z_i, z_j)

po mnoßestvu vseh dopustimyh sistem oblasteæ. Pri fftom

−M = lim_{ϵ→0} { ∫ G_ϵ |Q|dσ − ( ∑ j≤n α^2_j + 2 ∑ k≤r α^2_{n+k} ) L_ϵ } . (8)

46 E. G. EMEL^˚NOV V toqkah z_j ∈ Z Q(z) imeet mesto razloßenie Q(z) = α_j^2 4π^2 1 (z − z_j )^2 + · · · , j ≤ n, Q(z) = α_j^2 π^2 1 (z − z_j )^2 + · · · , n < j ≤ n + r, gde |α_j| = ∑ λ∼i h_λ. (9)

2.2. My rassmotrim sluqaæ, kogda differencial iz teoremy

D ØvlØetsØ polnym kvadratom. Qtoby dokazat~ suwestvovanie nußnyh nam differencialov ponadobØtsØ dve lemmy.

Lemma 2. 1) Pust~ a, b ∈ G. Suwestvuet funkciØ N_{a,b}(z) = 1 2π log 1 |z − a| − 1 2π log 1 |z − b| + ω_{a,b}(z), (10)

gde ω_{a,b}(z) – garmoniqeskaØ v G i nepreryvna na G funkciØ takaØ, qto ∂ ∂n N_{a,b} | |_{γk} = 0, 0 ≤ k ≤ m. (11)

2) Pust~ a ∈ G, b ∈ ∂G. Suwestvuet funkciØ N_{a,b}(z) = 1 2π log 1 |z − a| − 1 π log 1 |z − b| + ω_{a,b}(z), (12)

gde ω_{a,b}(z) – garmoniqeskaØ v G funkciØ, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ (11) dlØ z ≠ b.

Dokazatel~stvo. 1) Suwestvuet konformnoe odnolistnoe oto-

braßenie f_{a,b}(z) oblasti G na sferu C s radial~nymi razrezami, f_{a,b}(a) = 0, f_{a,b}(b) = ∞, f^′_{a,b}(a) = 1. Poloßim N_{a,b}(z) = − 1 2π log |f_{a,b}(z)|. (13) 2) Pust~ b^′ ∈ G, b^′ → b. Togda, kak legko videt~, f_{a,b}0(z) → f_{a,b}(z). Esli b ∈ γ_k, to f_{a,b} otobraßaet γ_k na radial~nyæ otrezok s odnim koncom v ∞. Opredelim snova N_{a,b}(z) posredstvom ravenstva (13). Poskol~ku 1 f_{a,b}(z) = const(z − b)^2

O KVADRATIQNYH DIFFERENCIALAH : : : . II 47 v okrestnosti toqki b, to poluqaem (12).

Lemma 3. DlØ zadannogo mnoßestva toqek Z i nabora vewe-

stvennyh qisel α = α_1, . . . , α_{n+r}, udovletvorØ¸wih uslovi¸

α_1 + α_2 + · · · + α_{n+r} = 0, (14)

suwestvuet edinstvennaØ s toqnost~¸ do additivnoæ konstanty funkciØ l(z) = 1 2π ∑ j≤n α_j log 1 |z − z_j| + 1 π ∑ k≤r α_{n+k} log 1 |z − z_{n+k}| + ω(z) (15)

takaØ, qto ω(z) – garmoniqeskaØ v G i nepreryvnaØ v G,^∂_{∂n} l|_{∂G} = 0 pri 0 ≤ k ≤ m, z ≠ z_{n+1}, . . . , z_{n+r}. Dokazatel~stvo. Poloßim J^+ = {j : j ≤ n + r, αj > 0}, J^− = {j :

j ≤ n+r, α_j < 0} i pust~ J^+ soderßit p indeksov, a J^− q-indeksov, p + q = n + r. Sistema uravneniæ ∑ j∈J� x_{i,j} = α_i, i ∈ J^+, ∑ i∈J+ x_{i,j} = − α_j, j ∈ J^−, (16) s dopolnitel~nym usloviem x_{i,j} ≥ 0 imeet blagodarØ uslovi¸ (14) beskoneqno mnogo rexeniæ. Pust~ {x_{i,j}} – kakoe-nibud~ rexenie sistemy (16). Poloßim l(z) = ∑ i∈J+_{,j∈J}� x_{i,j}N_{zi,zj} (z) (17) Legko videt~, qto vse usloviØ na funkci¸ l vypolneny blagodarØ usloviØm (11), (12) i (16). Esli l_1 – drugaØ funkciØ, udovletvorØ¸waØ tem ße usloviØm, to l − l_1 – garmoniqeskaØ v G i ∂ ∂n (l − l_1)|_{∂G} = 0, otkuda sleduet, qto l_1 = l + const. DlØ |z − z_j| = ϵ imeem:

l(z) = α_jL_ϵ + c_j + O(ϵ) pri j ≤ n, l(z) = 2α_jL_ϵ + c_j + O(ϵ) pri n < j ≤ n + r,

(18)

2.3. Kvadratiqnyæ differencial Qdz^2 = (2l^′_z dz)^2 – poloßitel~-

nyæ na G. On ne imeet zamknutyh traektoriæ, tak kak vdol~ l¸boæ traektorii funkciØ l monotonna. Sledovatel~no, mnoßestvo ego kritiqeskih traektoriæ razbivaet G na sistemu polosoobraznyh oblasteæ (dvuugol~nikov) D = {D_λ}, λ ∈ Λ, kotoraØ

48 E. G. EMEL^˚NOV po teoreme D ØvlØetsØ ffkstremal~noæ dlØ sootvetstvu¸weæ zadaqi o razbienii. Pri fftom v naxem sluqae ∫ G_ϵ |Q|dσ = ∫ G_ϵ |∇l|^2dσ =

= − ∑ j≤n ∫ |z−z_j |=ϵ l · ∂ ∂n l − ∑ k≤r ∫ (|z−z_n+_k|=ϵ) T G l · ∂ ∂n l. (19)

Iz (19) pri pomowi (18) poluqaem ∫ g_ϵ |Q|dσ = { ∑ j≤n α_j^2 + 2 ∑ k≤r α^2_{n+k} } L_ϵ + n+k∑ j=1 c_jα_j + O(ϵ), (20)

otkuda po teoreme D sleduet M = − n+k∑ j=1 α_jc_j. (21)

2.4. Metrika |q||dz| imeet oqevidnoe svoæstvo: dlina vsØkoæ kri-

voæ v G_ϵ, soedinØ¸weæ toqku u na okrußnosti |z − z_i| = ϵ, i ∈ J^+, s toqkoæ v na okrußnosti |z − z_j | = ϵ, j ∈ J^−, ne men~xe qem

L_{i,j}(ϵ) = l(u) − l(v) = (α_i − α_j)L_ϵ + c_i − c_j + O(ϵ). (22)

�to svoæstvo slußit osnovaniem dlØ sledu¸weæ teoremy.

Teorema 2. Pust~ D^′ = {D^′_λ} – ffkstremal~naØ sistema dvuugol~-

nikov v zadaqe razbieniØ oblasti G dlØ mnoßestva toqek Z, nabora vesov h^′ = {h^′_λ} i sistemy krivyh Γ^′ = {γ^′_λ}, λ ∈ Λ^′. Dvuugol~- nik D^′_λ imeet verxiny v toqkah z_i, z_j ∈ Z : i = i^′(λ), j = j^′(λ). Pust~ ^M = ∑ h0_{,Γ}0_{,Z}

(D^′)

– znaqenie funkcionala rabieniØ dlØ fftoæ sistemy oblasteæ. Pust~ funkciØ l opredelena ravenstvom (15), gde znaqeniØ |α_j|, 1 ≤ j ≤ n + r, udovletvorØ¸t uslovi¸ (9), J^+ = {j : α_j > 0}, J^− = {j : α_j < 0}. Pust~ q = 2l^′_z, Qdz^2 = (qdz)^2, D = {D_λ}, λ ∈ Λ – sistema oblasteæ razbieniØ, poroßdennogo kvadratiqnym differencialom Qdz^2, veliqina M opredelena posredstvom ravenstva

O KVADRATIQNYH DIFFERENCIALAH : : : . II 49 (8). Togda, esli dlØ vseh λ ∈ Λ^′ vypolnØetsØ uslovie: i^′(λ) ∈ J^+, j^′(λ) ∈ J^−, to ^M ≤ M.

Dokazatel~stvo. Pust~ Dλ(ϵ) = Dλ \ (Δϵ(zi)^⋃ Δϵ(zj )), M (D^′_λ(ϵ)) = l^′_λ(ϵ)/h^′_λ. Togda, kak sleduet iz teoremy D, − ^M = lim_{ϵ→0} ( ∑ λ∈Λ0 h^′_λl^′_λ(ϵ) − ( ∑ j≤n α^2_j + 2 ∑ k≤r α^2_{n+k} ) L_ϵ ) . (23)

Imeem : ∑ λ∈Λ0 h^′_λl^′_λ(ϵ) ≥ 2 ∑ λ∈Λ0 h^′_λl_λ(ϵ) − ∑ λ∈Λ0 l_λ^2(ϵ) h^′_λ l^′_λ(ϵ) . (24)

DlØ pervoæ summy v (24) imeem v silu (18) ∑ λ∈Λ0 h^′_λl_λ(ϵ) = { ∑ j≤n α_j^2 + 2 ∑ k≤r α_{n+k}^2 } L_ϵ − M + O(ϵ). (25)

Vo vtoroæ summe otnoxenie h^′_λ/l^′_λ(ϵ) est~ modul~ semeæstva krivyh v D^′_λ, soedinØ¸wih dugi okrußnosteæ |z − z_i| = ϵ, |z − z_j | = ϵ. BlagodarØ svoæstvu metriki |q||dz| imeem: ∑ λ∈Λ0 l_λ^2 h^′_λ l^′_λ(ϵ) ≤ ∫ G_ϵ |q|^2dσ =

= { ∑ j≤n α_j^2 + 2 ∑ k≤r α_{n+k}^2 } L_ϵ − M + O(ϵ). (26)

UsloviØ (23)–(25) da¸t utverßdenie teoremy.

V sluqae G = Δ v kaqestve sledstviØ poluqaem teoremu iz [2]:

Sledstvie. Pust~ funkciØ f regulØrna i odnolistna v Δ, |f(z)| <

1. Pust~ f i f^′ opredeleny takße v toqkah z_{n+k}, |z_{n+k}| = 1, k ≤ r. Togda dlØ l¸byh vewestvennyh qisel α_j, 1 ≤ j ≤ n + r, udovletvorØ¸wih uslovi¸ α_1 + α_2 + · · · + α_{n+r} = 0, i l¸byh toqek z_j , |z_j | < 1, j ≤ n, spravedlivo neravenstvo: ∑ i,j≤n+r α_iα_j log | | f(z^i) − f(z^j ) z_i − z_j | | + ∑ k≤r α_{n+k}^2 log |f^′(z_k)| ≥

≥ ∑ j≤n α_j^2 log 1 − |z_j|^2 1 − |f(z_j )|^2

. (27)

50 E. G. EMEL^˚NOV

Dokazatel~stvo. Poloßim l(z) = − 1 2π ∑ j≤n+r α_j log |(z − z_j )(1 − zz_j )|, ^l(w) = − 1 2π ∑ j≤n+r α_j log |(w − w_j )(1 − w^w_j)|, gde w_j = f(z_j ), j ≤ n + r. Togda po (21) imeem

M^z = 1 2π { ∑ j≤n α_j^2 log(1 − |z_j|^2)+ ∑ i,j≤n+r α_iα_j log |(1 − z_iz_j )(z_i − z_j )| } ,

M^w = 1 2π { ∑ j≤n α_j^2 log(1−|w_j |^2)+ ∑ i,j≤n+r α_iα_j log |(1 − w_iw_j)(w_i − w_j )| } . Pri fftom M^z = − ∑ λ∈Λ h_λ^2M (D_λ, z_i, z_j),

M^z − 1 2π {( ∑ j≤n α_j^2 log |f^′(z_j )| + +2 ∑ k≤r α_{n+k}^2 log |f^′(z_{n+k})| )} =

= − ∑ λ∈Λ h_λ^2M (f(D_λ), w_i, w_j). (28)

PoslednØØ summa v (28) ne prevoshodit maksimuma ^M^w po vsem dopustimym sistemam dvuugol~nikov ^D_λ v Δ s verxinami v toqkah w_i, w_j , i = i(λ), j = j(λ). UsloviØ teoremy 2 vypolneny, i my imeem neravenstvo ^M^w ≤ M^w, qto i dokazyvaet sledstvie.

Zameqanie. Teoremy 1 i 2 pokazyva¸t, qto neravenstva, po-

luqennye v [2] pri pomowi tehniki obobwennyh kondensatorov, ØvlØ¸tsØ estestvennymi sledstviØmi rezul~tatov, poluqaemyh pri pomowi metoda ffkstremal~noæ metriki.

Literatura 1. E. G. Emel~Ønov, O kvadratiqnyh differencialah v mnogosvØznyh obla-

stØh, ØvlØ¸wihsØ polnymi kvadratami, Zap. nauqn. semin. POMI 337

(2006), 113–132.

O KVADRATIQNYH DIFFERENCIALAH : : : . II 51

2. V. N. Dubinin, N. V. �ærih, Nekotorye primeneniØ obobwennyh kon-

densatorov v teorii analitiqeskih funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 314 (2004), 52–75.

Postupilo 16 oktØbrØ 2007 g. S.-Peterburgskiæ universitet ffkonomiki i finansov