Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 350, 2007 g.

V. N. Dubinin, V. ı. Kim

TEOREMY ISKAȷENI˚ DL˚ REGUL˚RNYH I OGRANIQENNYH V KRUGE FUNKCI`

Vvedenie i vspomogatel~nye utverßdeniØ

V dannoæ zametke rassmatriva¸tsØ kak vnutrennie, tak i graniqnye teoremy iskaßeniØ dlØ funkciæ sledu¸wih klassov: B – klass funkciæ f, regulØrnyh v kruge U = {z : |z| < 1} i udovletvorØ¸wih uslovi¸ |f(z)| < 1 pri z ∈ U ; B_0 – podklass funkciæ f iz B, dlØ kotoryh f(0) = 0; SB, SB_0 – podklassy odnolistnyh funkciæ sootvetstvenno iz klassov B i B_0.

�kstremal~noæ funkcieæ v rØde teorem ØvlØetsØ funkciØ Pi- ka p(z; λ) = −k^{−1}(λk(−z)), 0 < λ ≤ 1, gde k(z) = z(1 + z)^{−2} – funkciØ Kebe. V naqale pervogo paragrafa privoditsØ dovol~no obwaØ teorema iskaßeniØ v klasse SB, dopolnØ¸waØ nekotorye klassiqeskie [1, 2, 3] i sovremennye rezul~taty takogo roda [4, 5]. IdeØ ee dokazatel~stva voshodit k davnim rabotam Grœtxa i Teæhm¸llera. Odnako do sih por v literature vstreqa¸tsØ qastnye sluqai fftoæ teoremy. Dalee my dokazyvaem graniqnye teoremy iskaßeniØ dlØ odnolistnyh funkciæ, primyka¸wie k rezul~tatam Pommerenke [6] i Solynina [7]. V zakl¸qenie §1 privoditsØ al~ternativnoe dokazatel~stvo odnoæ teoremy Andersona i Vasil~eva [5], voshodØwee k Nehari [1]. Vo vtorom paragrafe privodØtsØ novye dvutoqeqnye teoremy iskaßeniØ dlØ funkciæ klassa B, udovletvorØ¸wih uslovi¸ f^′(0) ≠ 0. V nastoØwee vremØ izvestno nemalo sootvetstvu¸wih teorem dlØ odnolistnyh funkciæ (sm., naprimer, [8– 11]), v to vremØ kak mnogolistnye funkcii malo izuqeny. �to ob¨ØsnØetsØ, v qastnosti, tem, qto nekotorye dvutoqeqnye teoremy iskaßeniØ moßno rassmatrivat~ kak usloviØ odnolistnosti. Privedennye rezul~taty predstavlØ¸t, na nax vzglØd,

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 05-01-00099) i DVO RAN (grant 06-III-A-01-013). 26

TEOREMY ISKAȷENI˚ 27 nekotoryæ interes, hotØ i nosØt uslovnyæ harakter. V §3 da¸tsØ novye graniqnye teoremy iskaßeniØ dlØ funkciæ klassa B. V qastnosti, ustanavlivaetsØ neravenstvo dlØ “proizvodnyh”

Df(z) := lim_{r→1} 1 − |f(rz)| 1 − r , f ∈ B, |z| = 1. Otmetim, qto po lemme ȷ¸lia–Vol~fa suwestvovanie uglovogo predela f(z_0) dlØ funkcii f ∈ B v toqke z_0, |z_0| = |f(z_0)| = 1, vleqet suwestvovanie uglovoæ proizvodnoæ f^′(z_0). V sluqae, esli poslednØØ koneqna, suwestvuet uglovoæ predel analitiqeskoæ funkcii f^′(z), ravnyæ f^′(z_0), pri z → z_0 [6, s. 79–83]. Soglasno opredeleni¸, |f^′(z_0)| ≥ Df(z_0 ). S drugoæ storony, po lemme Xvarca–Pika |f^′(rz_0)| ≤ 1 − |f(rz_0)|^2 1 − r^2 . Takim obrazom, v dannyh usloviØh

|f^′(z_0)| = lim_{r→1} |f^′(rz_0)| ≤ Df(z_0)

i, sledovatel~no, Df(z_0) = |f^′(z_0)|. V sluqae 0 < |f^′(z_0)| < ∞ govorØt, qto otobraßenie f konformno v toqke z_0.

DlØ izuqeniØ mnogolistnyh funkciæ nam ponadobØtsØ sledu- ¸wie dva utverßdeniØ.

Lemma 1. Esli funkciØ f klassa B0 udovletvorØet uslovi¸

f^′(0) ≠ 0, to funkciØ w = g(z) = z^2/f(z) konformno i odnolistno otobraßaet oblast~ G_0(f) := {z ∈ U : |z^2/f(z)| < 1} na krug |w| < 1. Dokazatel~stvo lemmy 1 vytekaet iz dostatoqnogo usloviØ odnolistnosti [12, s. 55, 63].

Lemma 2. Pust~ γ – kompakt v kruge U , i pust~ f ∈ B. Togda dlØ

giperboliqeskih emkosteæ spravedlivo neravenstvo

cap_hγ ≥ cap_hf(γ).

Dokazatel~stvo. Rassmotrim kondensatory C1 = (γ, {z : |z| ≥

1}) i C_2 = (f(γ), {w : |w| ≥ 1}) [13]. Iz rezul~tatov Cudzi [14] vyteka¸t ravenstva

(cap C_1)^{−1} = − 1 2π log cap_hγ, (cap C_2)^{−1} = − 1 2π log cap_hf(γ).

28 V. N. DUBININ, V. ı. KIM Oboznaqim qerez u potencial~nu¸ funkci¸ kondensatora C_1. Vspomogatel~naØ funkciØ v(w) = min{u(z) : f(z) = w} dopustima dlØ kondensatora C_2. Sledovatel~no,

cap C_1 = ∫ Uz |∇u|^2 dσ_z ≥ ∫ Uw |∇v|^2 dσ_w ≥ cap C_2.

Ots¸da poluqaem trebuemoe neravenstvo.

Lemma 2 v qastnom sluqae voshodit k rabote Kubo [15].

§1. Neravenstva dlØ odnolistnyh funkciæ V dannom paragrafe utoqnØ¸tsØ i dopolnØ¸tsØ nekotorye klassiqeskie i sovremennye rezul~taty dlØ funkciæ klassa SB. Naqnem so sledu¸wego prostogo zameqaniØ. Pust~ funkciØ

f ∈ SB, φ – drobno-lineænoe otobraßenie kruga U na sebØ i h –

meromorfnaØ i odnolistnaØ v kruge U funkciØ. Togda superpoziciØ h ∘ f ∘ φ takße meromorfna i odnolistna v U i, sledovatel~no, k neæ primenima teorema iskaßeniØ angarmoniqeskogo otnoxeniØ qetyreh toqek [16]. V qastnosti, polagaØ φ(z) ≡ z i

h(w) = w(1 + w)^{−2}, prihodim k sledu¸wemu utverßdeni¸.

Teorema 1. Pust~ funkciØ f ∈ SB, i pust~ −1 ≤ r1 < r2 < r3 <

r_4 ≤ 1. Oboznaqim qerez w_2, w_3 proizvol~nye razliqnye toqki na krivoæ f([r_2, r_3]), a qerez w_1 i w_4 – razliqnye toqki kruga |w| < 1, leßawie na drugoæ komponente dopolneniØ obraza kol~cevoæ oblasti U \ {[−1, r_1] ∪ [r_2, r_3] ∪ [r_4, 1]} pri otobraßenii f (esli takie toqki suwestvu¸t). Togda spravedlivo neravenstvo | |(w^3 − w^2)(1 − w^3w^2)(w^4 − w^1)(1 − w^4w^1) (w_2 − w_1)(1 − w_2w_1)(w_4 − w_3)(1 − w_4w_3) | | ≤ | |(r^3 − r^2)(1 − r^3r^2)(r^4 − r^1)(1 − r^4r^1) (r_2 − r_1)(1 − r_2r_1)(r_4 − r_3)(1 − r_4r_3) | | . (1) Ravenstvo v (1) dostigaetsØ dlØ funkciæ Pika p(z; λ), 0 < λ ≤ 1, i toqek w_k = p(r_k; λ), k = 1, 2, 3, 4.

Dokazatel~stvo. Soglasno neravenstvu (1) raboty [16] vypolnØetsØ

|(h(w_3), h(w_1), h(w_2), h(w_4))| ≤ −(k(r_3), k(r_1), k(r_2), k(r_4)),

TEOREMY ISKAȷENI˚ 29 gde (a, b, c, d) oznaqaet angarmoniqeskoe otnoxenie qetyreh toqek

a, b, c i d na kompleksnoæ sfere [17]. Ots¸da vypolnØetsØ (1).

Sluqaæ ravenstva proverØetsØ neposredstvenno.

Otmetim nekotorye sledstviØ neravenstva (1). Predel~nym perehodom pri r_3 → r_2 iz neravenstva (1) poluqim

|f^0(r2)| ≤_fi fi fi fi (w2 − w1)(1 − w2w1)(w4 − w2)(1 − w4w2)(1 − r2)(r4 − r1)(1 − r4r1)

(1 − w2 )(w4 − w1)(1 − w4w1)(r2 − r1)(1 − r2r1)(r4 − r2)(1 − r4r2) fi fi fi fi , gde w_2 = f(r_2), −1 ≤ r_1 < r_2 < r_4 ≤ 1. Analogiqno pri r_1 → r_2

|f^0(r2)| ≥_fi fi fi fi (w3 − w2)(1 − w3w2)(w4 − w2)(1 − w4w2)(1 − r2)(r4 − r3)(1 − r4r3)

(1 − w2 )(w4 − w3)(1 − w4w3)(r3 − r2)(1 − r3r2)(r4 − r2)(1 − r4r2) fi fi fi fi , gde w_2 = f(r_2), −1 ≤ r_2 < r_3 < r_4 ≤ 1. Nakonec, predel~nyæ perehod r_1 → r_2, r_4 → r_3 daet

|f^′(r_2)f^′(r_3)| ≥ | |(f(r^2) − f(r^3))^2(1 − f(r^2)f(r^3))^2(1 − r^2)(1 − r^{23}) (1 − f^2(r_2))(1 − f^2(r_3))(r_2 − r_3)^2(1 − r_2r_3)^2 | | , −1 < r_2 < r_3 < 1. S toqnost~¸ do drobno-lineænogo otobraßeniØ

kruga U na sebØ ffto neravenstvo ffkvivalentno ocenke Nehari [1, s. 259]. V qastnosti, esli r_2 = 0, f(0) = 0 i r_3 = r, to |f^′(0)f^′(r)| ≥ | | f^2(r)(1 − r^2) (1 − f^2(r))r^2 | | . Predpoloßim, dopolnitel~no, qto suwestvuet uglovoæ predel

f(1) = 1 i f^′(1) = β. Togda iz predyduwego pri r → 1 imeem

neravenstvo |f^′(0)| ≥ 1 β^2

, (2)

kotoroe poslednee vremØ qasto vstreqaetsØ v literature (sm., naprimer, [4]). Poloßim

B_z(ζ) = 1 − z 1 − z · ζ − z 1 − ζz . PrimenØØ neravenstvo (2) k funkcii f = B_w ∘ ψ ∘ B^{−1}_z , prihodim k ocenke |ψ^′(z)| ≥ 1 β^2 · (1 − |z|^2)|1 − ψ(z)|^4 |1 − z|^4(1 − |ψ(z)|^2) , z ∈ U,

30 V. N. DUBININ, V. ı. KIM spravedlivoæ dlØ l¸bogo konformnogo otobraßeniØ ψ kruga U v sebØ, normirovannogo usloviØmi ψ(1) = 1, ψ^′(1) = β (sr. [5, teorema 4.1]). Drugie mnogoqislennye qastnye sluqai neravenstva (1) poluqa¸tsØ analogiqno tomu, kak ffto delalos~ v zametke [16]. Teorema 2. Pust~ funkciØ f klassa SB0 otobraßaet dugu γ = {z :

|z| = 1, | arg z| < α}, 0 < α < π, v smysle graniqnogo sootvetstviØ na nekotoru¸ dugu f(γ) dliny 2β, leßawu¸ na okrußnosti |w| = 1. Togda dlØ l¸byh r_1 i r_2, −1 ≤ r_1 < 0 < r_2 ≤ 1, spravedlivo neravenstvo

(|f(r_2)| + |f(r_1)|)(1 + |f(r_2)f(r_1)|) |f(r_2)|(|f(r_1)|^2 + 2|f(r_1)| cos β + 1) ≥ (r_2 − r_1)(1 − r_2r_1) r_2(r^2_1 − 2r_1 cos α + 1) . Ravenstvo dostigaetsØ dlØ funkciæ Pika p(z; λ), 0 < λ ≤ 1, pri l¸byh r_1, r_2, α, −1 ≤ r_1 < 0 < r_2 ≤ 1, 0 < α < π.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim sledu¸wie kondensatory [18]:

C_1 = (C_ζ , {{ζ : Im ζ = 0, Re ζ ≤ k(r_1)

libo Re ζ ≥ k(e^{iα})}, [0, k(r_2)] } , {0, 1}), C_2 = (U_z, {[−1, r_1] ∪ [(∂U_z) \ γ], [0, r_2]}, {0, 1}), C_3 = (f(U_z ), {f([−1, r_1]) ∪ [(∂f(U_z )) \ f(γ)], f([0, r_2])}, {0, 1}), C_4 = (U_w, {[−1, −|f(r_1)|] ∪ [(∂U_w) \ {w : |w| = 1, | arg w| < β}], [0, |f(r_2)|]}, {0, 1}), C_5 = (C_ω, {{ω : Im ω = 0, Re ω ≤ k(−|f(r_1)|)

libo Re ω ≥ k(e^{iβ})}, [0, k(|f(r_2)|)] } , {0, 1}). V silu konformnoæ invariantnosti emkosti i simmetrii kondensatorov C_1 i C_5 otnositel~no vewestvennoæ osi vypolnØetsØ cap C_1 = cap C_2 = cap C_3 i cap C_4 = cap C_5.

Pust~ C^∗_3 – rezul~tat krugovoæ simmetrizacii kondensatora C_3 otnositel~no vewestvennoæ poloßitel~noæ poluosi. Iz teoremy Polia–Sege i monotonnosti emkosti imeem cap C_3 ≥ cap C^∗_3 ≥ cap C_4.

Takim obrazom, cap C_1 ≥ cap C_5.

TEOREMY ISKAȷENI˚ 31 S drugoæ storony, emkosti fftih kondensatorov moßno sravnit~, privlekaØ drobno-lineænye otobraßeniØ sootvetstvenno ξ = ζ ζ − k(r_1) · k(r_2) − k(r_1)

k(r_2) , η = ω ω − k(−|f(r_1)|) · k(|f(r_2)|) − k(−|f(r_1)|) k(|f(r_2)|) . Sledovatel~no,

k(e^{iα}) (k(r_2) − k(r_1)) (k(e^{iα}) − k(r_1)) k(r_2) ≤ k(e^{iβ}) (k(|f(r_2)|) − k(−|f(r_1)|)) (k(e^{iβ}) − k(−|f(r_1)|)) k(|f(r_2)|) . PrØmye vyqisleniØ da¸t ots¸da neravenstvo teoremy 2. Sluqaæ ravenstva proverØetsØ neposredstvenno.

Sledstvie 1. Esli funkciØ f(z) = c1z + c2z^2 + . . . udovletvorØet

usloviØm teoremy 2, to Re c_2 c_1

≤ 2(cos α − |c_1| cos β)

s ravenstvom dlØ funkciæ Pika.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno primenit~ teoremu 2 v sluqae

−r_1 = r_2 = r i pereæti k predelu pri r → 0.

Otmetim, qto klassiqeskoe neravenstvo Pika [19] v terminah funkciæ klassa SB_0 imeet vid |c_2| ≤ 2(1 − |c_1|)|c_1|. Teorema 3. Pust~ funkciØ f klassa SB otobraßaet nekotoru¸

zamknutu¸ dugu γ dliny 2α na okrußnosti |z| = 1 v smysle graniqnogo sootvetstviØ na dugu f(γ) = {w : |w| = 1, | arg w| ≤ β}, 0 < β < π, i pust~ obrazy f(z_k ) nekotoryh toqek z_k ∈ U, k = 1, 2, leßat na vewestvennoæ osi. Togda

(f^2(z_2) − 2f(z_2) cos β + 1)(1 − f(z_1))^2 (f^2(z_1) − 2f(z_1) cos β + 1)(1 − f(z_2))^2 ≥ (t^2 + 2t_2 cos α + 1)(1 + t_1)^2 (t^2_1 + 2t_1 cos α + 1)(1 + t_2)^2

, (3)

32 V. N. DUBININ, V. ı. KIM gde t_1 = max(|z_1|, |z_2|) i t_2 = min(|z_1|, |z_2|). Ravenstvo dostigaetsØ v sluqae funkciæ Pika p(z; λ), 0 < λ ≤ 1, i −1 < z_1 < z_2 ≤ 0.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim sledu¸wie kondensatory:

C_1 = (C_ζ , {[k(f(z_1)), k(f(z_2))], [1/4, k(e^{iβ})]}, {0, 1}), C_2 = (U_w, {[f(z_1), f(z_2)], f(γ)}, {0, 1}), C_3 = (f(U_z ), {f(U_z ) ∩ [f(z_1), f(z_2)], f(γ)}, {0, 1}), C_4 = (U_z, {f^{−1}([f(z_1), f(z_2)]), γ}, {0, 1}), C_5 = (U_z, {[−t_1, −t_2], {z : |z| = 1, | arg z| ≤ α}}, {0, 1}), C_6 = (C_ω, {[k(−t_1), k(−t_2)], [1/4, k(e^{iα})]}, {0, 1}).

V silu konformnoæ invariantnosti i monotonnosti emkosti vypolnØetsØ

cap C_1 = cap C_2 ≥ cap C_3 = cap C_4 i cap C_5 = cap C_6. Pust~ C^∗_4 – rezul~tat krugovoæ simmetrizacii C_4 otnositel~no vewestvennoæ poloßitel~noæ poluosi. Vnov~ po teoreme Polia– Sege i iz monotonnosti emkosti imeem cap C_4 ≥ cap C^∗_4 ≥ cap C_5.

Ots¸da cap C_1 ≥ cap C_6 .

Analogiqno dokazatel~stvu teoremy 2 dlØ sravneniØ emkosteæ poslednih kondensatorov privlekaem drobno-lineænye otobraßeniØ ξ = ζ − k(f(z_2)) ζ − k(f(z_1)) · 1/4 − k(f(z_1)) 1/4 − k(f(z_2)) , η = ω − k(−t_2) ω − k(−t_1) · 1/4 − k(−t_1) 1/4 − k(−t_2) . V rezul~tate poluqaem neravenstvo (3). Sluqaæ ravenstva proverØetsØ neposredstvenno.

PrimenØØ teoremu 3 k funkcii f klassa SB_0, z_2 = 0, f(z_2) = 0, i ustremlØØ z_1 → 0, posle nesloßnyh vyqisleniæ poluqaem iz (3) neravenstvo Pommerenke √ |f^′(0)| cap f(γ) ≥ cap γ,

TEOREMY ISKAȷENI˚ 33 spravedlivoe na samom dele dlØ logarifmiqeskoæ emkosti l¸- bogo kompaktnogo podmnoßestva γ okrußnosti |z| = 1 (sm. [6, s. 217]).

Teorema 4 [5, teorema 5.1]. Esli otobraßenie f klassa SB0 kon-

formno v graniqnyh toqkah z_1, . . . , z_n i f(z_k ) = z_k, k = 1, . . . , n, to dlØ l¸byh vewestvennyh qisel α_k, k = 1, . . . , n, takih, qto n∑ k=1 α_k = 1, imeet mesto neravenstvo

|f^′(0)| ≥ n∏ k=1 |f^′(z_k)|^{−2α2k}. (4)

Dokazatel~stvo. V otliqie ot dokazatel~stva v [5], my vospol~zuemsØ neravenstvom Nehari [1, s. 258]: | | | n∑ k, l=1 α_kα_l log f(ζ_k) − f(ζ_l ) ζ_k − ζ_l | | | ≤ n∑ k, l=1 α_kα_l log

1 − f(ζ_k )f(ζ_l ) 1 − ζ_kζ_l , (5)

spravedlivym dlØ funkcii f ∈ SB i l¸byh toqek ζ_k ∈ U , k = 1, . . . , n, i qisel α_k ∈ C_z ,^n ∑ k=1 α_k = 0. Zapixem ffto neravenstvo

dlØ (n + 1)-oæ toqki ζ_0 = 0, ζ_k, |ζ_k| < 1, k = 1, . . . , n, α_0 = −1, n∑ k=1 α_k = 1. V rezul~tate poluqim | | | log f^′(0) + n∑ k=1 α^2_k log f^′(ζ_k) − n∑ k=1 α_k log f(ζ_k) ζ_k

+ n∑ k, l=1 k≠l α_kα_l log f(ζ_k) − f(ζ_l ) ζ_k − ζ_l

| | | | ≤ n∑ k=1 α^2_k log 1 − |f(ζ_k)|^2 1 − |ζ_k|^2

+ n∑ k, l=1 k≠l α_kα_l log

1 − f(ζ_k )f(ζ_l ) 1 − ζ_kζ_l .

ZamenØØ modul~ sleva na vewestvennu¸ qast~ so znakom minus i ustremlØØ toqki ζ_k vdol~ radiusov sootvetstvenno k toqkam z_k,

k = 1, . . . , n, prihodim v itoge k neravenstvu (4).

34 V. N. DUBININ, V. ı. KIM

Anderson i Vasil~ev dokazali neravenstvo (4) dlØ neotricatel~nyh α_k s pomow~¸ tehniki privedennyh moduleæ dvuugol~- nikov i ustanovili vse sluqai ravenstva v fftom neravenstve [5].

§2. Dvutoqeqnye teoremy iskaßeniØ dlØ regulØrnyh funkciæ

Horoxo izvestnaØ lemma Xvarca–Pika daet verhn¸¸ ocenku dlØ modulØ proizvodnoæ v klasse B: |f^′(z)| ≤ 1 − |f(z)|^2 1 − |z|^2 , z ∈ U. PeremnoßaØ dva takih neravenstva v toqkah z_1, z_2 ∈ U , imeem “dvutoqeqnu¸ teoremu iskaßeniØ” s ravenstvom dlØ konformnyh avtomorfizmov kruga U na sebØ. NißnØØ ocenka modulØ proizvodnoæ trivial~na iz-za naliqiØ toqek vetvleniØ. Netrivial~nye nißnie ocenki moßno poluqit~, v qastnosti, iz sootvetstvu¸wih ocenok dlØ odnolistnyh funkciæ s primeneniem lemmy 1. RazumeetsØ v fftom sluqae poØvitsØ dopolnitel~noe ograniqenie na funkci¸ f. Pokaßem ffto na primere neravenstv Nehari i Robinsona, vzØv v kaqestve odnoæ iz toqek naqalo koordinat (bez ograniqeniØ obwnosti).

Teorema 5. Esli funkciØ f ∈ B0 i f^′(0) ≠ 0, to dlØ l¸boæ toqki

z ∈ U , udovletvorØ¸weæ uslovi¸ |f(z)| > |z|^2, spravedlivo neravenstvo |2f(z) − zf^′(z)| 1 − |z|^2 ≤ |zf^2(z)f^′(0)| |f(z)|^2 − |z|^4 . Ravenstvo dostigaetsØ dlØ funkcii f(z) ≡ z.

Dokazatel~stvo. FunkciØ z = h(w), obratnaØ funkcii w = g(z) iz lemmy 1 prinadleßit klassu SB_0. PrimenØØ k neæ neravenstvo (5) s α_1 = 1, α_2 = −1, n = 2, poluqaem 1 − |w|^2 1 − |h(w)|^2 ≤ | | w^2h^′(w)h^′(0) h^2(w) | | , qto ravnosil~no neravenstvu teoremy. Sluqaæ ravenstva oqeviden.

Otmetim, qto poslednee neravenstvo bylo poluqeno ranee Robinsonom (sm. [3, s. 55]). V kaqestve sledstviØ teoremy 5 imeem

TEOREMY ISKAȷENI˚ 35 netrivial~nu¸ nißn¸¸ ocenku |zf^′(z)| ≥ |f(z)| [ 2 − (1 − |z|^2)|zf(z)f^′(0)| |f(z)|^2 − |z|^4 ] , kotoraØ soderßatel~na po kraæneæ mere dlØ toqek z, blizkih k naqalu koordinat. Ocenka dostigaetsØ pri f(z) ≡ z. Analogiqno dokazyvaetsØ Teorema 6. Esli funkciØ f ∈ B0 i f^′(0) ≠ 0, to dlØ l¸boæ toqki

z ∈ U , udovletvorØ¸weæ uslovi¸ |f(z)| > |z|^2, spravedlivo neravenstvo |2f(z) − zf^′(z)| |f(z)|^2 − |z|^4 ≥ |zf^{−2}(z)f^′(0)| 1 − |z|^2 s ravenstvom v sluqae f(z) ≡ z.

My ne vypisyvaem obwu¸ dvutoqeqnu¸ teoremu, vyteka¸- wu¸ takim obrazom iz (5), vvidu ee gromozdkosti. Otmetim, qto dal~neæxie obobweniØ moßno poluqit~ metodom [11]. V zakl¸qenie rassmotrim svoeobraznyæ analog teoremy “iskaßeniØ hord” pri regulØrnom otobraßenii.

Teorema 7. Pust~ funkciØ f ∈ B0 i f^′(0) ≠ 0. Togda dlØ l¸byh

toqek z_1, z_2 ∈ U , udovletvorØ¸wih uslovi¸ |f(z_k)| > |z_k|^2, k = 1, 2, vypolnØetsØ neravenstvo | | z^1 − z^2 z^2_1 f(z_2) − z^2f(z_1) | |^2 ≤ | | f(z^1)f(z^2)

z_1z_2f^′(0) | |^2 (1 − |z^1|^2)(1 − |z^2|^2) (|f(z_1)|^2 − |z_1|^4)(|f(z_2)|^2 − |z_2|^4) . Ravenstvo dostigaetsØ dlØ toßdestvennogo otobraßeniØ f(z) ≡ z. Dannoe utverßdenie vytekaet iz neravenstva Bazileviqa [3, s. 54], primenennogo k funkcii h, obratnoæ funkcii g iz lemmy 1.

§3. Graniqnoe iskaßenie pri regulØrnom otobraßenii V rabote [20] po suwestvu bylo pokazano, qto esli f ∈ B i v toqkah z_k, k = 1, . . . , n, n ≥ 2, okrußnosti |z| = 1 suwestvu¸t

36 V. N. DUBININ, V. ı. KIM uglovye predely f(z_k), k = 1, . . . , n, raspoloßennye na okrußnosti |w| = 1 simmetriqnym obrazom, to | | | n∏ k=1 f^′(z_k) | | | ≥ 1. (6)

PrivlekaØ dopolnitel~no drobno-lineænoe otobraßenie, poluqaem iz (6) sledu¸wee neravenstvo

|f^′(z_1)f^′(z_2)| ≥

|f(z_1) − f(z_2)|^2 |z_1 − z_2|^2 , spravedlivoe dlØ l¸byh razliqnyh toqek z_1, z_2 na okrußnosti

|z| = 1, gde suwestvu¸t uglovye predely f(z_1) i f(z_2) takie,

qto |f(z_1)| = |f(z_2)| = 1. �to ße neravenstvo vytekaet iz principa giperboliqeskoæ metriki. Metodom [20] moßno pokazat~, qto vypisannoe neravenstvo ostaetsØ vernym, esli v nem moduli proizvodnyh |f^′(z_k)| zamenit~ na Df(z_k ), pri fftom dostatoqno suwestvovanie lix~ radial~nyh predelov f(z_k), k = 1, 2. Rassmotrim analogiqnyæ rezul~tat v sluqae treh toqek na okrußnosti |z| = 1.

Teorema 8. Esli funkciØ f ∈ B i dlØ treh razliqnyh toqek zk

okrußnosti |z| = 1 suwestvu¸t radial~nye predely lim_{r→1} f(rz_k) := f(z_k ), |f(z_k )| = 1, k = 1, 2, 3, to 3∏ k=1 Df(z_k ) ≥ 1 3 √ 3 |(f(z_1) − f(z_2))(f(z_2 ) − f(z_3))(f(z_3 ) − f(z_1))|.

Ravenstvo dostigaetsØ dlØ l¸bogo konformnogo avtomorfizma kruga U na sebØ.

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~ f(zk ), k = 1, 2, 3, razliqnymi toqkami. Vvedem oboznaqeniØ w_k(r) = f(rz_k)/|f(rz_k)| → f(z_k ) :=

w_k(1), r → 1, k = 1, 2, 3, i pust~ Φ_r (w) – drobno-lineænoe otobra-

ßenie kruga U_w na sebØ, perevodØwee toqki w_k(r) sootvetstvenno v toqki exp(2πik/3), k = 1, 2, 3, 0 < r ≤ 1. Rassmotrim kontinu-

umy γ =^3 ⋃ k=1 [0, rz_k] i γ^∗ =^3 ⋃ k=1 [0, r exp(2πik/3)], 0 < r < 1. PrimenØØ

TEOREMY ISKAȷENI˚ 37 lemmu 2 dannoæ stat~i i teoremu 4 raboty [21], imeem posledovatel~no

cap_hγ ≥ cap_hf(γ) = cap_hΦ_r (f(γ)) ≥ exp − π 6 · K^{(√}1 − τ^2_1^)

K(τ1) , gde K(·) – polnyæ fflliptiqeskiæ integral pervogo roda i τ^{−1/2} 1 − τ^{1/2}_1 =

{^3∏ k=1 [L^{−1}_k (r) − L_k(r)] }_{1/3} , L_k(r) = Re Φ^{3/2}_r (f(rz_k )),

k = 1, 2, 3, 0 ≤ τ_1 < 1.

S drugoæ storony, teorema o dissimmetrizacii [13] i vnov~ teorema 4 [21] da¸t

cap_hγ ≤ cap_hγ^∗ = exp − π 6 · K^{(√}1 − τ^2_2^) K(τ2) , gde τ^{−1/2}_2 − τ^{1/2}_2 = r^{−3/2} − r^{3/2}. Sledovatel~no,

{^3∏ k=1 ( L^{−1}_k (r) − L_k(r) ) }1/3 ≥ r^{−3/2} − r^{3/2}. Ots¸da

{^3∏ k=1 (1 − L_k(r)) }_{1/3} ≥ 3 2 (1 − r) + o((1 − r)), r → 1.

PrinimaØ vo vnimanie

1 − L_k(r) = 3 2 (1 − |f(rz_k)|)|Φ^′_1(w_k(r))| + o((1 − r)), r → 1,

imeem_3 ∏ k=1 Df(z_k ) ≥ 3∏ k=1 |Φ^′_1(w_k)|^{−1},

qto ravnosil~no neravenstvu teoremy 8. V poslednem prowe vsego ubedit~sØ, esli ispol~zovat~ izvestnyæ drobno-lineænyæ invariant [22, s. 87]. �tim ße priemom proverØetsØ sluqaæ ravenstva. Teorema dokazana.

Otmetim, qto v sluqae proizvol~nogo n ≥ 2 dannyæ podhod privodit k sledu¸wemu rezul~tatu.

38 V. N. DUBININ, V. ı. KIM

Teorema 9. Esli f ∈ B i zk, k = 1, . . . , n, – toqki kruga U , udo-

vletvorØ¸wie usloviØm: |z_k| = r, 0 < r < 1, | arg f(z_k ) − 2πk/n| < π/n, k = 1, . . . , n, to {^n∏ k=1 |Re f^{n2} (z_k)| }_{1/n} ≤ r^{n2} . Ravenstvo dostigaetsØ dlØ funkcii f(z) ≡ z i toqek z_k = r exp(2πik/n), k = 1, . . . , n. Dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu teoremy 8 s toæ lix~ razniceæ, qto vmesto teoremy 4 raboty [21] neobhodimo primenit~ sledstvie 1 iz toæ ße raboty.

V zakl¸qenie privedem analog teoremy Andersona i Vasil~eva [5, teorema 5.1] dlØ regulØrnyh i ograniqennyh v kruge funkciæ (ne obØzatel~no odnolistnyh).

Teorema 10. Esli otobraßenie f klassa B0 konformno v graniq-

nyh toqkah z_1, . . . , z_n i f(z_k ) = z_k, k = 1, . . . , n, f^′(0) ≠ 0, to libo v nekotoroæ toqke z_k vypolnØetsØ |f^′(z_k)| ≥ 2, 1 ≤ k ≤ n, libo spravedlivo neravenstvo |f^′(0)| ≥ n∏ k=1 |2 − f^′(z_k)|^{2α2k} dlØ l¸byh vewestvennyh qisel α_k, k = 1, . . . , n, takih, qto n∑ k=1 α_k = 1.

Dokazatel~stvo. Pust~ h(w) – funkciØ, obratnaØ funkcii g(z)

= z^2/f(z) iz lemmy 1. Togda h(z_k) = z_k, k = 1, . . . , n, i |h^′(0)| = |f^′(0)|. PrinimaØ vo vnimanie neravenstvo (28) stat~i [12] i is-

pol~zuØ teoremu 4 dannoæ raboty, imeem |h^′(0)| ≥ n∏ k=1 |h^′(z_k)|^{−2α2k} = n∏ k=1 |2 − f^′(z_k)|^{2α2k}. Qto i trebovalos~ dokazat~.

Literatura

1. Z. Nehari, Some inegualities in the theory of functions, Trans. Amer. Math. Soc.

75, No. 2 (1953), 256–286.

TEOREMY ISKAȷENI˚ 39

2. N. A. Lebedev, Nekotorye ocenki dlØ funkciæ, regulØrnyh i odnolistnyh v kruge, Vestn. Leningr. un-ta, No. 11, ser. mat., fiz., him., vyp. 4 (1955), 3–21.

3. A. W. Goodman, Univalent functions. I. II, Mariner Publ. Comp. Tampa, 1983. 4. Ch. Pommerenke, A. Vasil’ev, Angular derivatives of bounded univalent functions

and extremal partitions of the unit disk, Pacific J. Math. 206, No. 2 (2002), 425– 450.

5. J. M. Anderson, A. Vasil’ev, Lower Schwarz–Pick estimates and angular deriva-

tives, Ann. Acad. Sci. Fenn. (to appear). arxiv: CV/0608531 2 (2006), 11 pp.

6. Ch. Pommerenke, Boundary behaviour of conformal maps, Springer, Berlin, 1992. 7. A. ı. Solynin, Graniqnoe iskaßenie i ffkstremal~nye zadaqi v nekotoryh klassah odnolistnyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 204 (1993), 115–142.

8. W. Ma, D. Minda, Two-point distortion theorems for bounded univalent func-

tions, Ann. Acad. Sci. Fenn. Math. 22 (1997), 425–444.

9. J. A. Jenkins, On two point distortion theorems for bounded univalent regular

functions, Kodai Math. J. 24 (2001), 329–338.

10. O. Roth, A distortion theorem for bounded univalent functions, Ann. Acad. Sci.

Fenn. Math. 27 (2002), 257–272.

11. D. Kraus, O. Roth, Weighted distortion in conformal mapping in euclidean, hy-

perbolic and elliptic geometry, Ann. Acad. Sci. Fenn. Math. 31 (2006), 111–130.

12. V. N. Dubinin, Lemma Xvarca i ocenki kofffficientov dlØ regulØrnyh funkciæ so svobodnoæ oblast~¸ opredeleniØ, Mat. sb. 196, No. 11 (2005), 53–74.

13. V. N. Dubinin, SimmetrizaciØ v geometriqeskoæ teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo, Uspehi matem. nauk 49, vyp. 1 (1994), 3–76.

14. M. Tsuji, Potential theory in modern function theory, Tokyo, 1959. 15. T. Kubo, Hyperbolic transfinite diameter and some theorems on analytic func-

tions in an annulus, J. Math. Soc. Japan 10 (1958), 348–364.

16. V. N. Dubinin, E. V. Kost¸qenko, �kstremal~naØ zadaqa Teæhm¸llera i teoremy iskaßeniØ v teorii odolistnyh funkciæ, Sib. mat. ßurn. 40, No. 2 (1999), 302–306.

17. A. I. Markuxeviq, TeoriØ analitiqeskih funkciæ, T. 1, M., 1967. 18. V. N. Dubinin, Obobwennye kondensatory i asimptotika ih emkosteæ pri vyroßdenii nekotoryh plastin, Zap. nauqn. semin. POMI 302 (2003), 38–51.

19. G. Pick, Über die Konforme Abbildung eines Kreises auf ein schlichtes und zu-

gleich beschränktes Gebiet, Sitzungsber Akad. Wiss., Wien (1917), 247–263.

20. V. N. Dubinin, K neravenstvu Xvarca na granice dlØ regulØrnyh v kruge funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 286 (2002), 74–84.

21. V. N. Dubinin, Emkosti kondensatorov, obobweniØ lemm Grœtxa i simmetrizaciØ, Zap. nauqn. semin. POMI 337 (2006), 73–100.

22. G. V. Kuz~mina, Metody geometriqeskoæ teorii funkciæ, Algebra i analiz 9, vyp. 3 (1997), 41–103.

Postupilo 16 oktØbrØ 2007 g.

Institut prikladnoæ matematiki DVO RAN, Vladivostok