Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 350, 2007 g.

I. N. Demxin, V. A. Xlyk

METRIQESKIE HARAKTERISTIKI PROSTRANSTVENNYH KOL^CEVYH OBLASTE` S RADIAL^NYMI RAZREZAMI, NORMAL^NYH V SMYSLE GR´TXA

V dannoæ zametke prodolßaetsØ issledovanie p-normal~nyh kol~cevyh oblasteæ v prostranstvennom sluqae, 1 < p < +∞. Kak i v ploskom sluqae dlØ p = 2 (sm. [1]), dokazatel~stvo suwestvennoæ qasti rezul~tatov baziruetsØ na ravenstve p-modulØ i p-emkosti kondensatora (sm. [2]), na metode ffkstremal~nyh metrik po F¸glede (sm. [3]). Otmetim, qto Grœtx (sm. [4]) byl pervym, kto sistematiqeski ispol~zoval metod ffkstremal~nyh metrik v forme svoego metoda polos dlØ izuqeniØ ffkstremal~nyh svoæstv takogo roda oblasteæ, odno iz kotoryh leglo v osnovu opredeleniØ izuqaemyh niße oblasteæ.

§1. Osnovnye opredeleniØ i oboznaqeniØ

DlØ mnoßestva F iz n-mernogo evklidova prostranstva R^n,

n ¿ 2, oboznaqim qerez^¯F ego zamykanie v^¯R^n = R^n ∪ {∞}. Pod

krivoæ budem ponimat~ obraz nevyroßdennogo qislovogo intervala pri nepreryvnom otobraßenii v R^n. Esli Γ – semeæstvo lokal~no sprØmlØemyh krivyh γ, gde γ soderßitsØ v oblasti

D ⊂ R^n, to qerez adm Γ oboznaqim semeæstvo vseh borelevskih

funkciæ ρ : D → [0, +∞], dlØ kotoryh ∫ γ ρds ¿ 1 dlØ vseh γ ∈ Γ.

Veliqinu

m_p(Γ) = inf_{ρ∈adm Γ} ∫ D ρ^pdx dlØ p ∈ (1, +∞) nazovem p-modulem semeæstva Γ. Borelevsku¸

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke veduwih nauqnyh xkol RF (grant NX–9004.2006.1) i RFFI (grant NC 05-01-000 99) i DVO RAN (grant 06-III -A-01-013). 17

18 I. N. DEMXIN, V. A. XLYK funkci¸ ρ_0 = ρ(x, Γ) : D → [0, +∞] nazovem obobwennoæ ffkstremal~noæ metrikoæ dlØ Γ, esli ∫ D ρ^p_0 dx = m_p(Γ) i suwestvuet

semeæstvo Γ_0 ⊂ Γ takoe, qto m_p(Γ_0) = 0 i ∫ γ ρ_0ds ¿ 1 dlØ vseh

γ ∈ Γ\Γ_0. Mnoßestvo e ⊂ D̄ nazovem p-iskl¸qitel~nym otnosi-

tel~no D, esli p-modul~ semeæstva Γ(e, D) vseh lokal~no spremlØemyh krivyh γ, γ ⊂ D, soedinØ¸wih e s toqkami D, raven 0. Budem govorit~, qto nekotoroe svoæstvo vypolnØetsØ dlØ ppoqti vseh krivyh γ iz semeæstva Γ, esli ono spravedlivo dlØ vseh γ ∈ Γ \ Γ_0, gde m_p(Γ_0) = 0. Otmetim, qto m_n(Γ^∞) = 0 dlØ semeæstva Γ^∞ vseh nesprØmlØemyh krivyh v R^n (sm. [5]). Kak obyqno, L_n(·) – n-mernaØ mera Lebega, C^∞(D) – klass beskoneqno differenciruemyh funkciæ v D (C^∞_0 (D) – podklass funkciæ iz C^∞(D) s kompaktnym nasitelem v D); L^1_p(D) – prostranstvo funkciæ u : D → (−∞, +∞), lokal~no integriruemyh v D so

stepen~¸ p i polunormoæ ‖u‖ = ( ∫ D |∇u|^pdx ) 1_p < +∞. Pod konden-

satorom budem ponimat~ troæku (F_0, F_1, D), gde F_0, F_1 ⊂^¯D – nepustye nepereseka¸wiesØ kompakty. Opredelim p-emkost~ kondensatora (F_0, F_1, D) kak veliqinu

C_p(F_0, F_1, D) = inf ∫ D |∇u|^pdx,

gde inf beretsØ po vsem vewestvennoznaqnym funkciØm u takim, qto u |_D∈ C^∞(D) ∩ L^1_p(D), u = j v nekotoroæ okrestnosti kompakta F_j dlØ j = 1, 2. Klass takih funkciæ oboznaqim qerez

Adm(F_0, F_1, D). Esli u_0 = u(x, F_0, F_1, D) = lim_k →∞ u_k(x) v L^1_p(D), gde

u_k ∈ Adm(F_0, F_1, D), 0 6 u_k 6 1 v D, ∫ D |∇u_0|^pdx = C_p(F_0, F_1, D),

to u_0 nazovem ffkstremal~noæ funkcieæ dlØ C_p(F_0, F_1, D). Esli

v = lim_{k→∞} u_k v L^1_p(D), u_k ∈ C^∞ ∩ L^1_p(D) i u_k = 0 v nekotroæ okrest-

nosti kompakta F_0 ∪ F_1, to v nazovem probnoæ funkcieæ (dlØ

C_p(F_0, F_1, D)).

Nam ponadobitsØ sledu¸wiæ kriteriæ ffkstremal~nosti funkcii u dlØ C_p(F_0, F_1, D) (sm., naprimer, [6]). FunkciØ u = lim_{k→∞} u_k v

L^1_p(D), u_k ∈ Adm(F_0, F_1, D), ffkstremal~na dlØ C_p(F_0, F_1, D) togda

METRIQESKIE HARAKTERISTIKI 19 i tol~ko togda, kogda dlØ l¸boæ probnoæ funkcii v ∫ D |∇u|^{p−2}(∇u, ∇v)dx = 0, (1) gde (·, ·) – skalØrnoe proizvedenie.

Semeæstvo vseh sprØmlØemyh krivyh γ, γ ⊂ D, soedinØ¸- wih F_0 i F_1, oboznaqim qerez Γ(F_0, F_1, D), ego p-modul~ qerez

m_p(F_0, F_1, D). Poloßim

ρ(x, Γ(F_0, F_1, D)) = ρ(x, F_0, F_1, D).

Izvestno (sm. [2]), qto

C_p(F_0, F_1, D) = m_p(F_0, F_1, D) (2) i ρ(x, F_0, F_1, D) = ∇u(x, F_0, F_1, D). (3) Poloßim C(t) = {x ∈ R^n : |x| = t} dlØ t > 0, K(R) = {x : |x| < R}, K(r, R) = {x : r < |x| < R}. Pust~ E – kompakt v R^n takoæ, qto dlØ mnoßestva E(r, R) = E ∩ K(r, R) kaßdaØ ego komponenta svØznosti ne soedinØet C(r) i C(R), G(r, R) = K(r, R)\E(r, R) – oblast~ v R^n. Qerez –_1 oboznaqim vnexn¸¸ graniqnu¸ komponentu oblasti G(r, R), qerez –_0 – graniqnu¸ komponentu fftoæ oblasti, kotoraØ otdelØet x = (0, . . ., 0) ot –_1.

Opredelenie. Oblast~ G(r, R) nazovem normal~noæ kol~cevoæ

oblast~¸ s radial~nymi razrezami ili prosto normal~noæ kol~- cevoæ oblast~¸, esli

1) ρ_0(x) = ρ(x, C(r), C(R), K(r, R)) – obobwennaØ ffkstremal~naØ metrika dlØ Γ(–_0, –_1, G(r, R));

2) m_p(C(r), C(R), K(r, R)) = m_p(–_0, –_1, G(r, R)).

Otmetim, qto

u_0 = u(x, C(r), C(R), K(r, R)) = |x|^{1− n} �1_p�_1 − r^{1− n} �1_p�_1 R^{1− n} �1_p�_1 − r^{1− n} �1_p�_1 , p ≠ n, ln |x| − ln r ln R − ln r , p = n (4)

i ρ_0(x, C(r), C(R), K(r, R)) = |∇u_0| > 0 v K(r, R).

20 I. N. DEMXIN, V. A. XLYK

§2. Svoæstva prostranstvennyh normal~nyh oblasteæ

Sledu¸waØ teorema harakterizuet metriqeskie svoæstva mnoßestv, poroßda¸wih opredelenye vyxe normal~nye oblasti.

Teorema 1. Esli G(r, R) – normal~naØ kol~cevaØ oblast~, to

1) L_n(E(r, R)) = 0 i ni odna komponenta svØznosti mnoßestva

E(r, R) ne razbivaet kol~co K(r, R);

2) (–_0 \ C(r)) ∪ (–_1 \ C(R)) – p-iskl¸qitel~noe mnoßestvo otnositel~no G(r, R).

Dokazatel~stvo. Poskol~ku v silu (4)

m_p(–_0, –_1, G(r, R)) = ∫ G(r,R) |∇u_0|^pdx

= ∫ K(r,R) |∇u_0|^pdx = m_p(C(r), C(R), K(r, R)), to L_n(G(r, R)) = L_n(K(r, R)). Znaqit, L_n(E(r, R)) = 0 i ni odna iz komponent svØznosti E(r, R) ne razbivaet K(r, R). V protivnom sluqae ni odna iz krivyh γ ∈ Γ(–_0, –_1, G(r, R)) ne prohodila by qerez vnutrennie toqki odnoæ iz oblasteæ razbieniØ.

Ustanovim svoæstvo 2). V silu (1), (2) i opredeleniØ ffkstremal~noæ funkcii (sm. [7]) dlØ C_p(–_0, –_1, G(r, R)) naædutsØ funkcii u_k ∈ Adm ( –0, –1, G(r, R)^), 0 6 uk 6 1 v G(r, R), i postoØnnye

c_k takie, qto (sm. [3]) pri k → ∞ ∫ G(r,R) |∇u_k − ∇u_0|^pdx → 0, (5)

u_k + c_k → u_0 v G(r, R) \ e_0, gde e_0 – p-iskl¸qitel~noe mnoßestvo v G(r, R), ∫ γ |∇u_k − ∇u_0|ds → 0 (6) dlØ p-poqti vseh sprØmlØemyh krivyh γ ⊂ G(r, R). Pust~ dlØ takoæ krivoæ γ toqka a – eœ naqalo, b – eœ konec. Iz (6) srazu sleduet, qto

u_k(b) − u_k(a) = ∫ γ ∂u_k ∂x_1 dx_1 + · · · + ∂u_k ∂x_n dx_n −→_{k→∞}

METRIQESKIE HARAKTERISTIKI 21

−→_{k→∞} u_0(b) − u_0(a) = ∫ γ ∂u_0 ∂x_1 dx_1 + · · · + ∂u_0 ∂x_n dx_n. (7) Esli teper~ dlØ sprØmlØemoæ krivoæ γ ∈ Γ(–_0, –_1, G(r, R)) odin iz eœ koncov a, b prinadleßit (–_0 \ C(r)) ∪ (–_1 \ C(R)), to

u_k(b) − u_k(a) = 1, u_0(b) − u_0(a) < 1 i, sledovatel~no, uslovie (7)

i, znaqit, (6) dlØ fftoæ krivoæ γ ne vypolnØetsØ. Drugimi slovami, p-poqti vse krivye γ ∈ Γ(–_0, –_1, G(r, R)) soedinØ¸t C(r) i

C(R) v G(r, R). �to vleqet suwestvovanie sprØmlØemoæ krivoæ γ ⊂ G(r, R), soedinØ¸weæ toqku b ∈ G(r, R) \ e_0 s toqkoæ a ∈ C(r)

i udovletvorØ¸weæ uslovi¸ (7). Togda pri k → ∞ imeem

u_k(b) − u_k(a) → u_0(b) − u_0(a) = u_0(b).

�to pozvolØet sqitat~ vse c_k v (5) ravnymi 0.

Pust~ teper~ sprØmlØemaØ krivaØ γ ⊂ G(r, R) soedinØet toqku a ∈ G(r, R) \ e_0 s toqkoæ b ∈ (–_0 \ C(r)) ∪ (–_1 \ C(R)). ˚sno, qto u_k → u_0, lim_{k→∞} u_k(b) raven 0 ili 1, 0 < u_0 < 1 na γ. Pofftomu lim_{k→∞}(u_k(b) − u_k(a)) ≠ u_0(b) − u_0(a), sledovatel~no, usloviØ (6), (7) ne vypolnØ¸tsØ. Togda semeæstvo vseh takih sprØmlØemyh krivyh ØvlØetsØ p-iskl¸qitel~nym otnositel~no G(r, R). Teorema dokazana.

Privedem teper~ funkcional~nu¸ harakteristiku normal~- noæ kol~cevoæ oblasti.

Pust~ λ – luq, ishodØwiæ iz toqki x = (0, 0, . . ., 0) i pereseka¸wiæ sferu C(1) v toqke t. �tot luq oboznaqim qerez λ_t. Plowad~ mnoßestva T ⊂ C(1) oboznaqim qerez ω_n(T ).

Teorema 2. Pust~ dlØ oblasti G(r, R) mnoßestvo E(r, R) ne raz-

bivaet kol~co K(r, R), L_n(E(r, R)) = 0, (–_0 \ C(r)) ∪ (–_1 \ C(R)) – p-iskl¸qitel~noe mnoßestvo otnositel~no G(r, R). Oblast~ G(r, R) – normal~naØ kol~cevaØ oblast~ togda i tol~ko togda, kogda l¸bu¸ funkci¸ f ∈ L^1_n(G(r, R)) moßno prodolßit~ do absol¸tno nepreryvnoæ funkcii na λ_t ∩ K(r, R) dlØ vseh t ∈ C(1) \ C_1, gde ω_n(C_1) = 0.

Dokazatel~stvo. Neobhodimost~. Pust~ G(r, R) – normal~naØ

kol~cevaØ oblast~. Togda dlØ dostatoqno bol~xih j ∈ N G_j(r, R) = G(r, R) ∪ { x : r < |x| < r +^1_j } ∪ { x : R −^1_j < |x| < R } budet normal~noæ kol~cevoæ oblast~¸. Zdes~ uqityvaetsØ, qto

22 I. N. DEMXIN, V. A. XLYK

semeæstvo krivyh, soedinØ¸wih C(r) i C(R) v G_j(r, R), soderßit semeæstvo krivyh, soedinØ¸wih C(r) i C(R) v G(r, R). Ostal~- nye krivye, soedinØ¸wie v G(r, R) mnoßestva –_0 i –_1, obrazu- ¸t p-iskl¸qitel~noe semeæstvo krivyh v G(r, R). Togda funkciØ

u_0, opredelennaØ v (4), ØvlØetsØ ffkstremal~noæ funkcieæ dlØ C_p ( C(r), C(R), G_j(r, R) ) , L_n ( E(r, R) ) = 0. DlØ toqki x ∈ G(r, R) vvedem sferiqeskie koordinaty

x_1 = t^{n−1} ∏ k=1 sin θ_k,

x_m = t cos θ_{m−1}^{n−1} ∏ k=m sin θ_k, m = 2, 3, . . ., n − 1, x_n = t cos θ_{n−1},

gde t = |x|, θ_1 ∈ [0; 2π), θ_m ∈ [0; π], m = 2, 3, . . ., n − 1. Po- loßim T_m = {x ∈ K(r, R) : θ_m = 0, π}, m = 1, 2, . . ., n − 1; K̃(r, R) = K(r, R) \^n −1⋃ m=1 T_m; K̃_j (r, R) = G_j(r, R) \^{n−1} ⋃ m=1 T_m. Pust~ w_j –

funkciØ iz C^∞_0 ( K(r, R) ) , ravnaØ 1 na^~K ( r +^1_{j−2} , R −^1_{j−2} ) i 0 na K(r, R) \ K ( r +^1_{j−1} , R −^1_{j−1} ) pri dostatoqno bol~xih j.

Esli teper~ v ∈ C^∞_0 (^~K(r, R)), to w = v (_{n−1}∏ k=1 sin^k−^1 θ_k )_{−1} ∈ C^∞_0 (~ K(r, R) ) . Togda dlØ f ∈ L^1_p(G(r, R)) funkciØ f · w_j · w budet probnoæ dlØ C_p ( C(r), C(R), G_j(r, R) ) . PrimenØØ variacionnoe uslovie (1) i zapis~ gradienta funkcii v sferiqeskih koordinatah, poluqim ∫ K_j (r,R) |∇u_0|^{p−2} ( ∇u_0, ∇(fw_jw) ) dx =

= ∫ K̃_j (r,R) |∇u_0|^{p−2} ( ∇u_0, ∇(fw_jw) ) dx =

= ∫ K̃_j (r,R) | | | | ∂u_0 ∂t | | | | p−2 ∂u_0 ∂t ∂(fw_j w) ∂t dx = 0.

METRIQESKIE HARAKTERISTIKI 23 PerehodØ k sferiqeskim koordinatam i uqityvaØ vybor w, zakl¸qaem, qto ∫ S(K̃_j (r,R)) ∂(fw_j w) ∂t dtdθ_1 · · · dθ_{n−1} = 0. (8) Zdes~ S(·) – obraz (·) pri perehode k sferiqeskim koordinatam. V qastnosti, S(^~K(r, R)) predstavlØet soboæ n-mernyæ koordinatnyæ prØmougol~nik s razrezami, leßawimi na giperploskostØh θ_m = 0, π; m = 1, 2, . . ., n − 1. Poloßim f_1 = fw_j na G_j(r, R) i 0 na K(r, R)\G_j(r, R); g =^{∂f1}_{∂t} na

G_j(r, R) i 0 na K(r, R) \ G_j(r, R). Iz (8) i usloviØ L_n(E(r, R)) = 0

srazu sleduet ∫ S(K̃_j (r,R)) w ∂f_1 ∂t dtdθ_1 · · · dθ_{n−1} = ∫ S(K̃ (r,R)) wgdtdθ_1 · · · dθ_{n−1} =

− ∫ S(K̃_j (r,R)) f_1 ∂w ∂t dtdθ_1 · · · dθ_{n−1} = − ∫ S(K̃(r,R)) f_1 ∂w ∂t dtdθ_1 · · · dθ_{n−1}. V silu proizvola v vybore w funkciØ g – obobwennaØ proizvodnaØ po t funkcii f_1 v^~K(r, R), summiruemaØ v fftoæ oblasti so stepen~¸ p. Togda (sm. [7]) f_1 i, sledovatel~no, funkciØ f pri j → ∞ prodolßaetsØ do absol¸tno nepreryvnoæ funkcii na

λ_t ∩ K(r, R) dlØ vseh t ∈ C(1) \ C_1, gde ω_n(C_1) = 0.

Dostatoqnost~. Poskol~ku L_n(E(r, R)) = 0 i E(r, R) ne razbivaet kol~co K(r, R), (–_0 \ C(r)) ∪ (–_1 \ C(R)) — p- iskl¸qitel~noe mnoßestvo, to C(r) ⊂ –_0, C(R) ⊂ –_1 i m_p ( –0, –1, G(r, R)^)=mp^(C(r), C(R), G(r, R)^) 6mp^(C(r), C(R), K(r, R)^). Dokaßem teper~ protivopoloßnoe neravenstvo. Poloßim Γ_1(r, R) = {λ_t ∩ K(r, R) : t ∈ C(1)}. Izvestno (sm. [5]), qto m_p(Γ_1(r, R)) = m_p(C(r), C(R), K(r, R)). S drugoæ storony, pust~ dlØ u_0 = u(x, –_0, –_1, G(r, R)) {u_k} – posledovatel~nost~ funkciæ u_k ∈ Adm ( –0, –1, G(r, R)^), lim_{k→∞} uk = u0

24 I. N. DEMXIN, V. A. XLYK v L^1_p(G(r, R)). Rassußdenie iz dokazatel~stva teoremy 1 i ukazannaØ absol¸tnaØ nepreryvnost~ funkciæ u_k, u_0 privodØt k ocenke

1 6^∫ λ_t∩K(r,R) ∂u_k ∂t dt = ∫ λ_t∩K(r,R) ∂u_0 ∂t dt 6^∫ λ_t∩K(r,R) |∇u_0|dt dlØ poqti vseh t ∈ C(1) po mere ω_n.

Sledovatel~no, |∇u_0| ∈ adm(Γ_1(r, R) \^~Γ_1), gde m_p(^~Γ_1) = 0. Ots¸da

m_p(Γ_1(r, R)) 6 ∫ G(r,R) |∇u_0|^pdx = m_p(–_0, –_1, G(r, R)).

�to zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 2.

Primer. Poloßim n = 3. Pust~ Konα – poverhnost~ konusa s

verxinoæ v toqke O(0, 0, 0) i uglom α pri verxine, Kon_α(r, R) – poverhnost~ konusa s verxinoæ v toqke O, raspoloßennaØ meßdu C(r) i C(R), E(1, 3) = Kon^π_2 (2, 3) ∪ (_∞⋃ k=10

Kon^π_{2 +}^π_k ( 2, 3 −^1_k ))

∪ (_∞⋃ k=10

Kon^π_2 −^π_k ( 2, 3 −^1_k ) ) . V naxem sluqae

–1 = C(3) ∪ Kon π_2 (2, 3), –0 = C(1), G(1, 3) = K(1, 3) \ E(1, 3).

UqityvaØ, qto toqki iz Kon π_2 (2, 3) nedostißimy iz G(1, 3) i

ω_n(T ) = ω_n ( C(1) ) = 4π, gde T = {t ∈ C(1) : λ_t ∩K(1, 3) = λ_t ∩G(1, 3)}

poluqaem, v silu teoremy 2, qto G(1, 3) – p-normal~naØ oblast~ v R^3 dlØ vseh p ∈ (1, ∞).

Literatura

1. A. S. GulØev, V.A. Xlyk, O kanoniqeskih otobraßeniØh na krugovye oblasti s radial~nymi razrezami, Zap. nauqn. semin. POMI 337 (2006), 35–50.

2. I. N. Demxin, ı. V. Dymqenko, V. A. Xlyk, Kriterii nul~-mnoßestv dlØ vesovyh sobolevskih prostranstv, Zap. nauq. semin. POMI 276 (2001), 52–82.

METRIQESKIE HARAKTERISTIKI 25

3. V. Fuglede, Extremal length and functional completion, Acta Math. 126, No. 3

(1957), 171–219.

4. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo, 2-e izd. M., 1966.

5. A. V. Syqev, Moduli i prostranstvennye kvazikonformnye otobraßeniØ, Novosibirsk, 1983.

6. V. A. Xlyk, Emkost~ kondensatora i modul~ semeæstva razdelØ¸wih poverhnosteæ, Zap. nauqn. semin. LOMI 185 (1990), 168–182.

7. V. M. Gol~dxteæn, ı. G. RexetnØk, Vvedenie v teori¸ funkciæ s obobwennymi proizvodnymi i kvazikonformnye otobraßeniØ, M., 1983.

Postupilo 19 noØbrØ 2007 g. Dal~nevostoqnyæ gosudarstvennyæ universitet, Vladivostok

E-mail: yurakl@imcs.dvgu.ru