Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 350, 2007 g.

E. G. Goluzina

OB ODNOM MNOȷESTVE ZNAQENI` V KLASSE TIPIQNO VEWESTVENNYH FUNKCI`

Vvedenie Pust~ T – klass funkciæ f(z), f(0) = 0, f0(0) = 1, regulØrnyh i tipiqno vewestvennyh v kruge U = {z : |z| < 1}.

Pust~ {z_j}^m_{j=1} i {r_j}^n_{j=1} – zadannye razliqnye toqki kruga U , Im z_j ≠ 0, j = 1, 2, . . . , m, 0 < r_j < 1, j = 1, 2, . . . , n.

Oboznaqim qerez D_{m,n}(T ) mnoßestvo znaqeniæ sistemy I(f) = {f(z_1), f(z_2), . . . , f(z_m), f(r_1), f(r_2), . . . , f(r_n)} na klasse T .

V [1] naædeny neobhodimye i dostatoqnye usloviØ, pri vypolnenii kotoryh toqka X ∈ R^{2m+n} prinadleßit mnoßestvu D_{m,n}(T ) v sluqae m ¿ 1, n > 1. V nastoØweæ rabote podrobno rassmotren sluqaæ m = 1, n ¿ 2. Naædeny takße mnoßestva znaqeniæ sistemy {f(r_1), f(r_2), . . . , f(r_n)} (n ¿ 2) i veliqiny f(z_1) pri fiksirovannyh znaqeniØh f(r_1), f(r_2), . . . , f(r_n) na klasse T .

DlØ algebraiqeskoæ harakteristiki mnoßestv znaqeniæ sistem, rassmotrennyh v fftoæ rabote, ispol~zovano integral~noe predstavlenie klassa T , kotoroe pozvolilo svesti zadaqu k obobwennoæ probleme momentov i ispol~zovat~ izvestnye kriterii razreximosti problemy momentov.

§1. OboznaqeniØ i formulirovka rezul~tatov Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ

ζ_1 = z_1 + 1 z_1

, w_1 = f(z_1) = x_1 + iy_1,

ρ_j = r_j + 1 r_j , x0_{j = xj+1 = f(rj ), j = 1, 2, . . . , n;} 5

6 E. G. GOLUZINA

g^{(1)}_j = n∏ j0_{=1} j06=j (ρ_j0 − ρ_j )�^1, c^{(1)}_1 = n∏ j0_{=1}

(ρ_j0 − ζ_1)�^1,

g^{(2)}_j = g^{(1)}_j (4 − ρ^2_j ), c^{(2)}_1 = c^{(1)}_1 (4 − ζ^2_1 ), g^{(s} 0_) j = [2 + (−1)^s 0 ρ_j ]g^{(1)}_j , c^{(s}

0_) 1 = [2 + (−1)^s 0 ζ_1]c^{(1)}_1 , s0 = 3, 4;

g^{(s)}_{kl} = { (−1)^{s+1} pri k + l = 2N_s 0 pri k + l < 2N_s s = 1, 2, 3, 4;

N_1 = N, N_2 = N − 1, N_3 = N_4 = N.

Poluqennyæ v [1] rezul~tat sformuliruem v sluqae m = 1 v vide sledu¸weæ teoremy.

Teorema 1. 1. Mnoßestvo znaqeniæ D1,n(T ) (n ¿ 2) sistemy

{f(z_1), f(r_1), f(r_2), . . . , f(r_n)} (1)

na klasse T est~ mnoßestvo vseh toqek

X = X(x_1, y_1, x_2, x_3 . . . , x_{n+1}) ∈ R^{n+2}, (2)

v kotoryh neotricatel~ny ffrmitovy formy H_1 i H_2, esli n = 2N , ffrmitovy formy H_3 i H_4, esli n = 2N + 1, gde

H_s = N_s∑

k,l=0 (_n∑ j=1 g^{(s)}_j ρ^{k+l}_j x_{j+1} + g^{(s)}_{kl} ) ξ_kξ_l+

+2 Re [_{Ns}∑ k=0 (_n∑ j=1 g^{(s)}_j ρ^k_j x_{j+1} ζ_1 − ρ_j

+ c^{(s)}_1 ζ^k_1 w_1 ) ξ_kξ_{Ns+1} ] +

+ [_n∑ j=1 g^{(s)}_j x_{j+1} |ζ_1 − ρ_j |^2 − Im(c^{(s)}_1 w_1) Im ζ_1 ] |ξ_{Ns+1}|^2, s = 1, 2, 3, 4. (3)

2. DlØ togo qtoby nekotoraØ toqka (2) byla vnutrenneæ toqkoæ mnoßestva D_{1,n}(T ), neobhodimo i dostatoqno, qtoby byli poloßitel~no opredelennymi ffrmitovy formy H_1 i H_2, esli n = 2N , H_3 i H_4, esli n = 2N + 1.

OB ODNOM MNOȷESTVE ZNAQENI` 7

3. Kaßdoæ toqke X ∈ ∂D_{1,n}(T ) sootvetstvuet tol~ko odna funkciØ klassa T i ona imeet vid

f_X (z) = N+2∑ k=1 λ_kz 1 − 2t_kz + z^2

, (4)

gde λ_k ¿ 0,^{N+2} ∑ k=1 λ_k = 1, t_j ≠ t_k pri j ≠ k, i esli n = 2N , to ili −1 < t_k < 1, k = 1, 2, . . . , N + 1, λ_{N+2} = 0, ili t_1 = 1, t_2 = −1, −1 < t_k < 1, k = 3, 4, . . . , N + 2, a esli n = 2N + 1, to t_1 = ±1, −1 < t_k < 1, k = 2, 3, . . . , N + 2.

V sluqae m = 0 imeet mesto sledu¸waØ

Teorema 2. 1. Mnoßestvo znaqeniæ D0,n(T ) (n ¿ 2) sistemy {f(r_1), f(r_2), . . . , f(r_n)} (5) na klasse T est~ mnoßestvo vseh toqek

X = X(x0_1, , x0_2, . . . , x0_n) ∈ R^n, (6)

v kotoryh neotricatel~ny vewestvennye kvadratiqnye formy

H0_{1 i H}0_{2, esli n = 2N , H}0_{3 i H}0_{4, esli n = 2N + 1, gde} H0_{s =}^{Ns∑} k,l=0 (_n∑ j=1 g^{(s)}_j ρ^{k+l}_j x0_j + g^{(s)}_{kl} ) ξ_k ξ_l, s = 1, 2, 3, 4. (7)

2. Int D_{0,n}(T ) est~ mnoßestvo vseh toqek (6), v kotoryh poloßitel~no opredeleny vewestvennye kvadratiqnye formy H0_1 i

H0_{2, esli n = 2N , i H}0_{3 i H}0_{4, esli n = 2N + 1}

Iz utverßdeniØ 2 teoremy 2 sleduet (sm. [2, s. 300]), qto Int D_{0,n}(T ) est~ mnoßestvo vseh toqek (6), udovletvorØ¸wih sisteme neravenstv

det A^{(s)}_N0 > 0, N 0 = 0, 1, . . . , N_s, (8)

8 E. G. GOLUZINA

pri s = 1, 2, esli n = 2N , i pri s = 3, 4, esli n = 2N + 1, gde

A^{(s)}_N0 = (a^{(s)}_{kl} )^N 0_{k,l=0} = n∑ j=1 g^{(s)}_j x0_j^n ∑ j=1 g^{(s)}_j x0_jρ_j · · ·^n ∑ j=1 g^{(s)}_j x0_j ρ^N

0_j n∑ j=1 g^{(s)}_j x0_jρ_j^n ∑ j=1 g^{(s)}_j x0_jρ^2_j · · ·^n ∑ j=1 g^{(s)}_j x0_jρ^N

0_{+1} j . . . . . . . . n∑ j=1 g^{(s)}_j x0_j ρ^N

0_j^n∑ j=1 g^{(s)}_j x0_jρ^N

0_{+1} j · · ·^n ∑ j=1 g^{(s)}_j x0_jρ^{2N}

0_j + g^{(s)}_N0_N0

.

Pust~ A^{(s)} = (a^{(s)}_{kl} ) (k, l = 0, 1, . . . , N_s + 1) – matrica ffrmitovoæ formy H_s (s = 1, 2, 3, 4). Fiksiruem x_2, x_3, . . . , x_{n+1} takim obrazom, qtoby vypolnØlis~ neravenstva (8), i pust~ D_n(f) (n ¿ 2) – mnoßestvo znaqeniæ f(z_1) na podklasse vseh funkciæ iz klassa T , udovletvorØ¸wih uslovi¸

f(r_j ) = x_{j+1} ≡ x0_j (j = 1, 2, . . . , n).

Oboznaqim a_{A(s)1 = (}a_{(s)kl ) (k, l = 1, 2, . . . , Ns),} gde a(s)_{kl =}^{n∑} j=1 x_{j+1} g^{(s)}_j |ρ_j − ζ_1|^2ρ^{k+l}�^2_j + g^{(s)}_{kl} ; a_{A(s)2 = (}a_{(s)kl ) (k, l = 0, 1, . . . , Ns),} gde a(s)_{kl =}^{n∑} j=1 x_{j+1} g^{(s)}_j ρ^{k+l}_j + g^{(s)}_{kl} ;

a_{A(s)0 = (}a_{(s)}

kl ) (k = 0, 1, . . . , N_s; l = 1, 2, . . . , N_s + 1), gde

a(s)_{0 Ns+1 = 0,} a(s)_{kl =}^{n∑} j=1 x_{j+1} g^{(s)}_j (ρ_j − ζ_1)ρ^{k+l}�^1_j + g^{(s)}_{kl} , a_{(s)lk =} a_{(s)kl (k = 0, 1, . . . , Ns; l = 1, 2, . . . , Ns),} a(s)_{k(Ns+1) =}^{n∑} j=1 x_{j+1} g^{(s)}_j (ρ^k_j − ζ^k_1 ) ρ_j − ζ_1 ρ_j − ζ_1 , (k = 1, 2, . . . , N_s). Pri vvedennyh vyxe oboznaqeniØh imeem

OB ODNOM MNOȷESTVE ZNAQENI` 9

Sledstvie 1.

D_n(f) = { w : |w − O^{(n)}_s | 6 R^{(n)}_s , s = 1, 2 } , esli n = 2N, i D_n(f) = { w : |w − O^{(n)}_s | 6 R^{(n)}_s , s = 3, 4 } , esli n = 2N + 1, gde O^{(n)}_s = i 2c^{(s)}_1 Im ζ_1 [_n∑ j=1 x_{j+1} g^{(s)}_j ρ_j − ζ_1 ζ_1 − ρ_j

+ (−1)^{Ns +1} det a_{A(s)0} det a_{A(s)1} ] ,

R^{(n)}_s = det a_{A(s)2}

2|c^{(s)}_1 Im ζ_1| det

a_{A(s)1}^.

V sluqae n = 2 (N = 1) teorema 1 i sledstvie 1 privodØt k sledu¸wim rezul~tatam.

Teorema 3 [3]. 1. Mnoßestvo znaqeniæ D1,2(T ) sistemy {f(z1),

f(r_1), f(r_2)} na klasse T est~ mnoßestvo vseh toqek X = X(x_1, y_1, x_2, x_3) ∈ R^4, v kotoryh neotricatel~ny ffrmitovy formy H_1 i H_2:

H_1 = [ 1 ρ_2 − ρ_1

(x_2(4 − ρ^2_1) − x_3(4 − ρ^2)) − 1 ] |ξ_0|^2+

2 Re {[ 1 ρ_2 − ρ_1 ( x_2(4 − ρ^2_1)

ζ_1 − ρ_1 − x_3(4 − ρ^2)

ζ_1 − ρ_2 ) + w_1(4 − ζ^2_1 ) (ρ_1 − ζ_1)(ρ_2 − ζ_1) ] ξ_0 ξ_1 } + [ 1 ρ_2 −ρ_1 ( x_2(4−ρ^2_1) |ζ_1−ρ_1|^2 − x_3(4−ρ^2) |ζ_1−ρ_2|^2 ) + 2 Re w_1(4−ζ^2_1 ) (ρ_1 −ζ_1)(ρ_2 −ζ_1)(ζ_1 −ζ_1) ] |ξ_1|^2,

H_2 = x_2 − x_3 ρ_2 − ρ_1

|η_0|^2 + 2 Re ( ρ_1x_2 − ρ_2x_3 ρ_2 − ρ_1 η_0η_1 ) + +2 Re {[ 1 ρ_2 − ρ_1 ( x_2 ζ_1 − ρ_1 − x_3 ζ_1 − ρ_2 ) + w_1 (ρ_1 − ζ_1)(ρ_2 − ζ_1) ] η_0 η_2 } + + ( 1 + ρ^2_1x_2 − ρ^2x_3

ρ_2 − ρ_1 ) |η_1|^2+

+2 Re {[ 1 ρ_2 − ρ_1 ( ρ_1x_2 ζ_1 − ρ_1 − ρ_2x_3 ζ_1 − ρ_2 ) + w_1ζ_1 (ρ_1 − ζ_1)(ρ_2 − ζ_1) ] η_1η_2 } +

10 E. G. GOLUZINA + [ 1 ρ_2 − ρ_1 ( x_2 |ζ_1−ρ_1|^2 − x_3 |ζ_1 −ρ_2|^2 ) + 2 Re w_1 (ρ_1 −ζ_1)(ρ_2 −ζ_1)(ζ_1 −ζ_1) ] |η_2|^2.

2. DlØ togo, qtoby nekotoraØ toqka X = X(x_1, y_1, x_2, x_3) ∈ R^4 byla vnutrenneæ toqkoæ mnoßestva znaqeniæ D_{1,2}(T ), neobhodimo i dostatoqno, qtoby ffrmitovy formy H_1 i H_2 byli poloßitel~no opredelennymi.

Sledstvie 2 [3]. D2(f) = {w : |w − O^{(2)}s | 6 R^{(2)}s , s = 1, 2}, gde

O^{(2)}_1 = i(ρ_1 − ζ_1)(ρ_2 − ζ_1) (ρ_2 − ρ_1)2 Im ζ_1 [ x_3 ρ_2 − ζ_1 ρ_2 − ζ_1 − x_2 ρ_1 − ζ_1 ρ_1 − ζ_1 + + (x_2(ρ_1 − ζ_1) − x_3(ρ_2 − ζ_1))^2 ρ_2 − ρ_1 + x_2|ρ_1 − ζ_1|^2 − x_3|ρ_2 − ζ_1|^2 ] ,

R^{(2)}_1 =

(x_2 − x_3 − x_2x_3(ρ_2 − ρ_1)) ρ_2 − ρ_1 + x_2|ρ_1 − ζ_1|^2 − x_3|ρ_2 − ζ_1|^2 · |ρ_1 − ζ_1| |ρ_2 − ζ_1| 2| Im ζ_1| ,

O^{(2)}_1 = i(ρ_1 − ζ_1)(ρ_2 − ζ_1)

(ζ^2_1 − 4)2 Im ζ_1 × × [ − 1 + 1 ρ_2 − ρ_1 ( x_2(4 − ρ^2_1) ρ_1 − ζ_1 ρ_1 − ζ_1

+ x_3(ρ^2 − 4) ρ_2 − ζ_1 ρ_2 − ζ_1 )] ,

R^{(2)}_2 =

|ρ_1 − ζ_1| |ρ_2 − ζ_1| 2| Im ζ_1| |ζ^2_1 − 4| [ 1 ρ_2 − ρ_1

(x_2(4 − ρ^2_1) − x_3(4 − ρ^2)) − 1 ] . Zameqanie 1. Pri formulirovke teoremy 3 v [3] poterØno odno

oboznaqenie: vyraßenie dlØ α_{12}. Zdes~ emu sootvetstvuet kofffficient pri ξ_0ξ_1.

Zameqanie 2. V sluqae n = 3 mnoßestvo znaqeniæ Dn(f) naædeno

v [1].

§2. Dokazatel~stva

1. Dokazatel~stvo teoremy 2. DlØ klassa T imeet mesto sle-

du¸wee integral~noe predstavlenie [4, 5]: f(z) ∈ T ⇔ f(z) = 1∫ �1 z(1 − 2tz + z^2)�^1dα(t), α(t) ∈ M_1, (9)

OB ODNOM MNOȷESTVE ZNAQENI` 11

gde M_1 – klass funkciæ α(t), neubyva¸wih na otrezke [−1, 1] i takih, qto^1 ∫ �1^{dα(t) = 1} . Ispol~zuØ predstavlenie (9), poluqaem dlØ sistemy (5) integral~noe predstavlenie

f(r_j ) = 1∫ �1 dα(t) ρ_j − 2t , j = 1, 2, . . . , n, α(t) ∈ M_1. (10) Obrazuem funkci¸

φ(t) ≡ δ_0 + n∑ j=1 δ_j ρ_j − 2t ¿

0, −1 6 t 6 1, δ_0 ≠ 0, δ_j ∈ R,

i zapixem φ(t) v vide

φ(t) = A_n(t) /^n∏ j=1 (ρ_j − 2t), gde A_n(t) – neotricatel~nyæ na otrezke [−1, 1] algebraiqeskiæ mnogoqlen ot t stepeni n.

Ispol~zuØ predstavlenie Markova–Lukaqa dlØ polinomov, neotricatel~nyh na otrezke [−1, 1] (sm. [6, s. 89]), imeem φ(t) = N∑ k,l=0 (_n∑ j=1 g^{(1)}_j ρ^{k+l}_j ρ_j − 2t + g^{(1)}_{kl} ) ξ_kξ_l+

+ N�1_∑ k,l=0 (_n∑ j=1 g^{(2)}_j ρ^{k+l}_j ρ_j − 2t + g^{(2)}_{kl} ) η_kη_l ¿ 0,

esli n = 2N , i φ(t) = N∑ k,l=0 (_n∑ j=1 g^{(3)}_j ρ^{k+l}_j ρ_j − 2t + g^{(3)}_{kl} ) ξ_kξ_l+

+ N∑ k,l=0 (_n∑ j=1 g^{(4)}_j ρ^{k+l}_j ρ_j − 2t + g^{(4)}_{kl} ) η_kη_l ¿ 0,

esli n = 2N + 1,

12 E. G. GOLUZINA

gde {ξ_k} i {η_k} – nekotorye vewestvennye qislv.

Po teoreme 1.1 v [6, s. 84–85], dlØ togo qtoby imelo mesto predstavlenie (10), neobhodimo i dostatoqno, qtoby iz spravedlivosti neravenstva φ(t) ¿ 0 dlØ vseh t ∈ [−1, 1] vytekali neravenstva H0_s ¿ 0 pri s = 1, 2, esli n = 2N , i pri s = 3, 4, esli n = 2N + 1.

Utverßdenie 1 teoremy 2 dokazano. Utverßdenie 2 dokazyvaetsØ analogiqno utverßdeni¸ 2 teoremy 1 v [7].

2. Dokazatel~stvo sledstviØ 1. V silu utverßdeniØ 2 teoremy

1 imeem

D_n(f) = {w : det A^{(s)} > 0, s = 1, 2}, esli n = 2N i D_n(f) = {w : det A^{(s)} > 0, s = 3, 4}, esli n = 2N + 1.

Vse fflementy poslednego stolbca i posledneæ stroki opredelitelØ det A^{(s)} zavisØt ot w_1.

Pereædem ot matricy A^{(s)} = (a^{(s)}_{kl} )^{Ns +1}_0 k matrice ~A^{(s)} = (~a^{(s)}_{kl} )^{Ns+1}_0 , ispol~zuØ sledu¸wie formuly:

1) a^{(s)}_{kl} + a^{(s)}_{0l} (−ζ^k_1 ) = α^{(s)}_{kl} (k = 1, 2, . . . , N_s; l = 0, 1, . . . , N_s + 1),

2) α^{(s)}_{kl} + α^{(s)}_{k0} (−ζ^l_1) = ~a^{(s)}_{kl} (k = 0, 1, . . . , N_s + 1; l = 1, 2, . . . , N_s), gde α^{(s)}_{kl} = a^{(s)}_{kl} pri k = 0, N_s + 1 i l = 0, 1, . . . , N_s + 1.

3) a^{(s)}_{(Ns+1)(Ns +1)} + a^{(s)}_{0(Ns+1)} 1 ζ_1 − ζ_1

= α^{(s)}_{(Ns+1)(Ns+1)},

α^{(s)}_{(Ns+1)l} + α^{(s)}_{0l} 1 ζ_1 − ζ_1

= ~a^{(s)}_{(Ns +1)l} (l = 1, 2, . . . , N_s),

a^{(s)}_{(Ns+1)0} + a^{(s)}_{00} 1 ζ_1 − ζ_1

= ~a^{(s)}_{(Ns+1)0}

4) α^{(s)}_{(Ns+1)(Ns+1)} + ~a^{(s)}_{(Ns+1)0} 1 ζ_1 − ζ_1

= ~a^{(s)}_{(Ns+1)(Ns +1)},

α^{(s)}_{k(Ns+1)} + α^{(s)}_{k0} 1 ζ_1 − ζ_1 = ~a^{(s)}_{k(Ns+1)} (k = 1, 2, . . . , N_s), a^{(s)}_{0(Ns+1)} + a^{(s)}_{00} 1 ζ_1 − ζ_1

= ~a^{(s)}_{0(Ns+1)}, ~a^{(s)}_{00} = a^{(s)}_{00} .

OB ODNOM MNOȷESTVE ZNAQENI` 13

V rezul~tate imeem

det A^{(s)} ≡ det [( a^{(s)}_{kl} )_{Ns+1} k,l=0 ] = det [( α^{(s)}_{kl} )_{Ns +1} k,l=0 ] = = det [( ~a^{(s)}_{kl} )_{Ns+1} k,l=0 ] ≡ det ~A^{(s)}, gde ~a^{(s)}_{0(Ns+1)} = c^{(s)}_1 w_1 + 1 ζ_1 − ζ_1 n∑ j=1 g^{(s)}_j x_{j+1} ζ_1 − ρ_j ζ_1 − ρ_j

, (11)

~a^{(s)}_{00} = n∑ j=1 g^{(s)}_j x_{j+1},

~a^{(s)}_{0l} = n∑ j=1 g^{(s)}_j x_{j+1}(ρ^l_j − ζ^l_1), l = 1, 2, . . . , N_s;

~a^{(s)}_{kl} = n∑ j=1 g^{(s)}_j x_{j+1}(ρ^l_j − ζ^l_1)(ρ^k_j − ζ^k_1 ), k, l = 1, 2, . . . , N_s,

pri k + l ≠ 2N_s; ~a^{(s)}_{NsNs} = n∑ j=1 g^{(s)}_j x_{j+1}|ρ^{Ns}_j − ζ^{Ns}_1 |^2 + (−1)^{s+1},

~a^{(s)}_{k(Ns+1)} = n∑ j=1 g^{(s)}_j x_{j+1}(ρ^k_j − ζ^k_1 ) ζ_1 − ρ_j ζ_1 − ρ_j , k = 1, 2, . . . , N_s; ~a^{(s)}_{kl} = ~a^{(s)}_{lk} , l, k = 0, 1, . . . , N_s + 1; ~a^{(s)}_{(Ns+1)(Ns+1)} = ~a^{(s)}_{00} .

Zametim, qto tol~ko dva fflementa opredelitelØ det ~A^{(s)} zavisØt ot w_1. �to fflementy ~a^{(s)}_{0(Ns+1)} i ~a^{(s)}_{(Ns +1)0} = ~a^{(s)}_{0(Ns+1)}. Zapixem neravenstvo det ~A^{(s)} > 0 v vide − | |~a^{(s)}_{0(Ns+1)} | |^2 det ~A^{(s)}_1 +(−1)^Ns^{+1}2 Re (~a(s)_0 det ~A^{(s)}_0 )+det ~A^{(s)}_{00} > 0, (12) gde ~A^{(s)}_1 = (~a^{(s)}_{kl} ) (k, l = 1, 2, . . . , N_s),

14 E. G. GOLUZINA

~A^{(s)}_0 =

0 ( ~a^{(s)}_{kl} )_{k=0,1,... ,N} s�1 l=1,2,... ,N_s ~a^{(s)}_{1(Ns+1)} . . ~a^{(s)}_{(Ns}�_{1)(Ns+1)} ~a^{(s)}_{Ns 1} · · · ~a^{(s)}_{Ns Ns} ~a^{(s)}_{Ns(Ns+1)}

,

~A^{(s)}_{00} =

0 ( ~a^{(s)}_{kl} )_{Ns} 0 ~a^{(s)}_{1(Ns+1)} . . ~a^{(s)}_{Ns(Ns+1)} 0 ~a^{(s)}_{(Ns+1)1} · · ·~a^{(s)}_{(Ns+1)Ns} ~a^{(s)}_{(Ns+1)(Ns+1)}

,

V silu utverßdeniæ 2 teoremy 2 i [2, s. 277–278],

det ~A^{(s)}_1 = det [( ~a^{(s)}_{kl} )_{Ns} k,l=1 ] > 0. Ispol~zuØ determinantnoe toßdestvo Sil~vestra (sm. [2, s. 48]), poluqim, qto sootnoxenie (12) ravnosil~no neravenstvu | | | |~a^{(s)}0(Ns+1) − (−1)^{Ns +1} det ~A^{(s)}_0

det ~A^{(s)}_1 | | | | 2 < det ~A^{(s)}_3 det ~A^{(s)}_4

(det ~A^{(s)}_1 )^2

, (13) gde ~A^{(s)}_3 = (~a^{(s)}_{kl} )^Ns_0 , ~A^{(s)}_4 = (~a^{(s)}_{kl} )^Ns^{+1}_1 .

Netrudno videt~, qto

det ~A^{(s)}_3 = det [( a^{(s)}_{kl} )_{Ns} 0 ] = det

a_{A(s)2 .}

Dokaßem teper~, qto det ~A^{(s)}_4 = det a_{A(s)2} . Imeem

det ~A^{(s)}_4 = det [( b^{(s)}_{kl} )_{Ns+1} 1 ] = det [( ^a^{(s)}_{kl} )_{Ns +1} 1 ] ,

OB ODNOM MNOȷESTVE ZNAQENI` 15 gde b^{(s)}_{kl} = ~a^{(s)}_{kl} − ζ_1~a^{(s)}_{(k}�_{1)l} pri k = N_s, N_s − 1, . . . , 2,

b^{(s)}_{1l} = ~a^{(s)}_{1l} , b^{(s)}_{(Ns+1)l} = ~a^{(s)}_{(Ns+1)l}, l = 1, 2, . . . , N_s + 1;

^a^{(s)}_{kl} = b^{(s)}_{kl} − ζ_1b^{(s)}_{k(l}�_{1)} pri l = N_s, N_s − 1, . . . , 2,

^a^{(s)}_{k1} = b^{(s)}_{k1} , ^a^{(s)}_{k(Ns+1)} = b^{(s)}_{k(Ns+1)}, k = 1, 2, . . . , N_s + 1. Pereædem ot matricy ( ^a^{(s)}_{kl} )_{Ns+1} k,l=1 = nP_{j=1g}(s)_{j x0j |ρj −ζ1|2 ···} nP_{j=1g}(s)_{j x0j |ρj −ζ1 |2ρl�1j ···} nP_{j=1g}(s)_{j x0j (ρj −ζ1)} nP_{j=1g}(s)_{j x0j |ρj −ζ1|2 ρj ···} nP_{j=1g}(s)_{j x0j |ρj −ζ1|2 ρlj ···} nP_{j=1g}(s)_{j x0j (ρj −ζ1)ρj} . . . . . . nP_{j=1g}(s)_{j x0j |ρj −ζ1|2 ρ}N_s�1_{j ···} nP_{j=1g}(s)_{j x0j |ρj −ζ1 |2ρ}N_s +l�2_{j +gNsl ···} nP_{j=1g}(s)_{j x0j (ρj −ζ1)ρ}N_s �1_j nP_{j=1g}(s)_{j x0j (ρj −ζ1) ···} nP_{j=1g}(s)_{j x0j (ρj�ζ1 )ρl�1j} l=2,3,...,Ns ··· P_g(s)_{j x0j} k matrice ( ~α^{(s)}_{kl} )_{Ns +1} k,l=1 po formulam

~α^{(s)}_{1l} = ^a^{(s)}_{1l} + ^a^{(s)}_{(Ns +1)l}ζ_1,

~α^{(s)}_{2l} = ^a^{(s)}_{2l} + ^α^{(s)}_{1l} ζ_1, . . ~α^{(s)}_{Nsl} = ^a^{(s)}_{Nsl} + ~α^{(s)}_{(Ns}�_{1)l}ζ_1, l = 1, 2, . . . , N_s + 1.

Zatem pereædem ot matricy ( ~α^{(s)}_{kl} )_{Ns +1} k,l=1 k matrice ( ~ β^{(s)}_{kl} )_{Ns+1} k,l=1 po formulam

~β^{(s)}_{k1} = ~α^{(s)}_{k1} + ^a^{(s)}_{k(Ns+1)}ζ_1,

~β^{(s)}_{k2} = ~α^{(s)}_{k2} + ~β^{(s)}_{k1} ζ_1, . . ~β^{(s)}_{kNs} = ~α^{(s)}_{kNs} + ~β^{(s)}_{k(Ns}�_{1)}ζ_1, k = 1, 2, . . . , N_s + 1.

V rezul~tate poluqaem

det ~A^{(s)}_4 = det [( ~ β^{(s)}_{kl} )_{Ns+1} k,l=1 ] = det

a_{A(s)2 .}

16 E. G. GOLUZINA

Analogiqnym obrazom dokaßem, qto

det ~A^{(s)}_1 = det

a_{A(s)1 , det ~A(s)0 = det} a_{A(s)0 .}

Ispol~zuØ vyraßenie (11) dlØ ~a^{(s)}_{0(Ns+1)}, iz neravenstva (13) poluqaem sledstvie 1.

Literatura

1. E. G. Goluzina, O mnoßestve znaqeniæ sistemy ff (z_1); : : : ; f (zn)g v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ. III, Zap. nauqn. semin. POMI 337 (2006), 23–34.

2. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric, 3-e izd., M., 1967.

3. E. G. Goluzina, O mnoßestve znaqeniæ sistemy ff (z_1); f (z_2); f (z_3)g v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 302 (2003), 5–17.

4. M. S. Robertson, On the coefficients of typically-real functions, Bull. Amer. Math.

Soc. 41, No. 8 (1935), 565–572.

5. G. M. Goluzin, O tipiqno vewestvennyh funkciØh, Mat. sb. 27(69), No. 2 (1950), 201–218.

6. M. G. Kreæn, A. A. Nudel~man, Problema momentov Markova i ffkstremal~nye zadaqi, M., 1973.

7. E. G. Goluzina, O mnoßestve znaqeniæ sistemy ff (z_1); : : : ; f (zn)g v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 314 (2004), 41–51.

Postupilo 12 noØbrØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: goluzina@pdmi.ras.ru