Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 349, 2007 g.

A. L. Smirnov

OBOBWENNYE PODKOL^CA ARIFMETIQESKIH KOLEC

Vvedenie

V rabote N. Durova [1] postroena teoriØ obobwennyh kolec i moduleæ nad nimi. HotØ vo mnogih otnoxeniØh ffta teoriØ napominaet teori¸ klassiqeskih kolec i moduleæ, imeetsØ, odnako, mnogo ffffektov, neoßidannyh s klassiqeskoæ toqki zreniØ. Naprimer, tenzornoe proizvedenie koneqnyh obobwennyh kolec moßet byt~ beskoneqnym, a koneqnoe kol~co moßet soderßat~ beskoneqno mnogo podkolec. DlØ osoznaniØ podobnyh ffffektov i vyrabotki intuicii ßelatel~no rasxirit~ nabor konkretnyh primerov. V fftom i sostoit osnovnaØ cel~ dannoæ zametki.

Esli govorit~ bolee konkretno, to v rabote poluqena klassifikaciØ obobwennyh podkolec F_q , izuqeny obobwennye podkol~ca Z/p^2, priqem pri p = 2 poluqena polnaØ klassifikaciØ. Krome togo, privedeny primery obobwennyh poleæ tipa F_∞ i vyqisleniØ kolec F^{⊗n}_∞ . Pomimo fftogo, opisany kokoneqnye obobwennye podkol~ca Z_p i nekotorye primery podkolec Z_∞. Sredi proqego, otmetim, qto v 4.3.2 vydvinuto l¸bopytnoe predpoloßenie (kongruffnc-gipoteza) o kokoneqnyh podkol~cah Zi privedeny svidetel~stva v ego pol~zu.

Avtor blagodarit N. Durova za vozmoßnost~ oznakomit~sØ s rabotoæ [1] do ee publikacii, a takße za mnogoqislennye neformal~nye raz¨ØsneniØ, kommentarii i obsußdeniØ.

1. SoglaxeniØ i oboznaqeniØ

V rabote, po umolqani¸, ispol~zu¸tsØ sledu¸wie soglaxeniØ i oboznaqeniØ.

1. Obobwennye kol~ca [1, 5.1.6] nazyva¸tsØ prosto kol~cami, a obyqnye kol~ca nazyva¸tsØ klassiqeskimi. DlØ kol~ca

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (grant 06-01-00471) i IN- TAS (grant 05-1000008-8118). 211

212 A. L. SMIRNOV

R fflementy mnoßestva R(n) nazyva¸tsØ n-arnymi operaci- Ømi ili n-operaciØmi.

2. Esli R – podkol~co klassiqeskogo kol~ca i (0, . . . , 0) ∈ R(n) dlØ nekotorogo n, to 0 ∈ R(1). Kaßdoe kol~co s 1-nulem (dalee prosto kol~co s nulem) imeet dve versii, otliqa¸- wiesØ tol~ko v R(0) – v odnoæ iz nih (osnovnoæ) R(0) = {0}, a v drugoæ R(0) = ∅. V klassifikacii dlØ kolec s nulem ukazana tol~ko osnovnaØ versiØ.

3. Esli R – podkol~co klassiqeskogo kol~ca A, to operaciØ (a_1, . . . , a_n) ∈ R(n) ⊂ A^n otoßdestvlØetsØ s vyraßeniem

a_1x_1 + · · · + a_nx_n, gde x_i – svobodnye peremennye.

4. DlØ mul~tiplikativnogo podmonoida S ⊂ (A, ×) pust~ S_A – obobwennoe podkol~co A, poroßdennoe S ⊂ A(1) i dopolnitel~no 0 ∈ A(0) pri 0 ∈ S. V qastnosti, {1}_A ≃ F_∅ , a

{0, 1}_A ≃ F_1 .

5. DlØ kol~ca R operaciØ iz f ∈ R(n) nevyroßdena, esli ona ne moßet byt~ inducirovana iz R(m) dlØ m < n s pomow~¸ kakogo-libo otobraßeniØ m → n (zdes~ i niße n = {1, . . . , n}). Inymi slovami, f nevyroßdena, esli istinnaØ arnost~ tr. ar f [2, 3.1] ravna n. Esli R – podkol~co klassiqeskogo kol~ca A, to operaciØ (a_1, . . . , a_n) ∈ R(n) ⊂ A^n nevyroßdena togda i tol~ko togda, kogda a_i ≠ 0 dlØ kaßdogo i.

2. Podkol~ca koneqnyh klassiqeskih kolec

V fftom razdele obsußda¸tsØ ponØtie koneqnosti, a takße klassifikaciØ podkolec F_q i Z/p^2.

2.1. Koneqnye rasxireniØ

Pust~ B – nekotoraØ A-algebra, to est~ zadan gomomorfizm obobwennyh kolec ρ : A → B. PonØtie koneqnosti B nad A opredelØetsØ tak, qtoby v klassiqeskom sluqae poluqilos~ klassiqeskoe ponØtie.

2.1.1. Opredelenie. A-algebra B nazyvaetsØ koneqnoæ, esli funk-

tor ograniqeniØ skalØrov ρ_∗ : B -Mod → A -Mod perevodit koneqnoporoßdennye moduli v koneqnoporoßdennye.

V obobwennom sluqae funktor ograniqeniØ skalØrov ρ_∗, voobwe govorØ, ne toqen sprava [1, 0.4.27]. Tem ne menee, ρ_∗ perevodit

OBOBWENNYE PODKOL^CA ARIFMETIQESKIH KOLEC 213 s¸r¨ekcii (strogie ffpimorfizmy) v s¸r¨ekcii, i, takim obrazom, koneqnost~ B nad A ravnosil~na tomu, qto A-modul~ B(n) koneqnoporoßden dlØ vsØkogo n ≥ 0.

Naprimer, esli kol~co R takovo, qto mnoßestvo R(n) koneqno dlØ kaßdogo n, to R – koneqno nad F_∅ i F_1 . V kaqestve ewe odnogo primera dlØ N ∈ N_{>0} rassmotrim podkol~co R_N ⊂ Z, gde

R_N (n) = {(a_1, . . ., a_n) ∈ Z^n|∃i a_i = 0, 1 mod N,

a_j = 0 mod N dlØ j ≠ i}.

Togda Zkoneqno nad R_N . �to vytekaet iz sledu¸wego utverßdeniØ.

2.1.2. Predloßenie. Pust~ A – klassiqeskoe kol~co, I – glav-

nyæ ideal v A, a R – obobwennoe podkol~co A, opredelennoe kak proobraz F_1 pri proekcii A → A/I. Togda koneqnost~ A nad R ravnosil~na koneqnosti mnoßestva A/I.

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, sistema obrazu¸wih A(1) = A

nad R induciruet pri proekcii sistemu obrazu¸wih A/I nad F_1 , to est~ koneqnost~ A nad R vleqet koneqnost~ mnoßestva A/I. Naoborot, pust~ A/I – koneqnoe mnoßestvo. Togda moßno naæti nabor fflementov x_1, . . . , x_m iz A^n, takoæ, qto

1. x_i poroßda¸t A^n kak A-modul~; 2. x_i mod I poroßda¸t (A/I)^n nad F_1 .

DlØ postroeniØ dostatoqno vybrat~ mnoßestvo Y , sostoØwee iz

y_i ∈ A, takih, qto y_i mod I poroßda¸t A/I nad F_1 . Togda nabor Y^n

udovletvorØet vtoromu iz vyxeukazannyh svoæstv. Qtoby udovletvorit~ i pervomu, dostatoqno dobavit~ k Y^n sistemu obrazu¸wih A^n kak A-modulØ.

Pokaßem, qto vsØkiæ takoæ nabor poroßdaet A^n nad R. Deæstvitel~no, pust~ a ∈ A^n. Tak kak x_i poroßda¸t (A/I)^n nad

F1 , to a = f(x1 , . . . , xm) mod I, gde f ∈ R(m). Takim obrazom,

a = f(x_1, . . . , x_m) + b, gde b ∈ I^n, a tak kak I – glavnyæ ideal,

to a = f(x_1, . . . , x_m) + πc, gde π ∈ I, a c ∈ A^n. Tak kak x_j poroßda- ¸t A^n kak A-modul~, to c = ∑ w_ix_i i a = f(x_1, . . . , x_m) + π ∑ w_ix_i.

OperaciØ v pravoæ qasti oqevidno leßit v R(m). �

2.1.3. Koneqnost~ i zamena bazy. V klassiqeskom sluqae svoæ-

stvo koneqnosti invariantno otnositel~no zameny bazy: esli B

214 A. L. SMIRNOV – koneqnaØ A-algebra, a C – proizvol~naØ A-algebra, to C ⊗_A B – koneqnaØ C-algebra.

OkazyvaetsØ, qto v obobwennom sluqae ffto ne tak. V kaqestve primera rassmotrim kol~co B ⊂ Z/4, poroßdennoe nad F_1 operacieæ 2x + 2y ∈ Z/4(2). Pri fftom B(n) sostoit iz takih naborov

b = (b_1, . . . , b_n) ∈ Z/4(n), qto libo b = 0, libo odin iz b_i leßit v

mnoßestve {1 mod 4, 2 mod4}, a vse ostal~nye ravny nul¸, libo dva iz b_i ravny 2 mod 4, a ostal~nye ravny nul¸.

ImeetsØ sledu¸wee predstavlenie B v vide obrazu¸wih i sootnoxeniæ: B = F1 [∗, ar ∗ = 2|x ∗ x = 0, x ∗ y = y ∗ x, x ∗ (y ∗ z) = x ∗ 0]. (1) Otmetim, qto iz ukazannyh sootnoxeniæ vytekaet avtokommutativnost~ ∗, tak kak (x ∗ y) ∗ (z ∗ t) = (x ∗ y) ∗ 0 = 0 ∗ 0 = 0.

Qtoby proverit~ (1), vremenno oboznaqim R pravu¸ qast~ fftoæ formuly i rassmotrim gomomorfizm ρ : R → Z/4, ∗ →

2x + 2y. Legko uvidet~, qto operaciØ 2x + 2y udovletvorØet vsem

sootnoxeniØm (1) i ρ opredelen korrektno. Nesloßno proverit~, qto ρ – strogiæ ffpimorfizm na B. DlØ proverki in¨ektivnosti ρ dostatoqno proverit~ neravenstvo card R(n) ≤ card B(n) =

1 + n + n + (_n 2 ) . V svobodnom R-module M , poroßdennom x_1, . . . , x_n, rassmotrim podmnoßestvo N = {0} ∪ {x_1, . . . , x_n} ∪ {0 ∗ x_1, . . . , 0 ∗ x_n} ∪ {x_i ∗ x_j}_{i<j}. Legko uvidet~, qto N ØvlØetsØ R-podmodulem M , proveriv zamknutost~ N otnositel~no ∗. Takim obrazom, N = M v silu togo, qto M poroßden {x_i}. Sledovatel~no, card M = card N ≤

1 + 2n + (_n 2 ) , qto zaverxaet proverku obratimosti ρ na B.

Pust~ C = B ⊗F_1 B. Rassmotrim v C(1) fflementy x, x ∨ 0,

(x ∨ 0) ∧ 0, ((x ∨ 0) ∧ 0) ∨ 0, . . ., gde ∨ = ∗ ⊗ 1, ∧ = 1 ⊗ ∗, a x = 1 ⊗ 1

– svobodnaØ obrazu¸waØ C(1).

S. Pimenov proveril, qto vse ffti fflementy razliqny i, takim obrazom, C(1) beskoneqno. V qastnosti, ffto oznaqaet, qto C ne ØvlØetsØ koneqnoæ B-algebroæ otnositel~no gomomorfizma

B ⊗F1 [F1 → B] : B → C, to est~ otnositel~no zameny bazy gomo-

morfizma F_1 → B. �tot gomomorfizm koneqen, tak kak B ⊂ Z/4.

Neinvariantnost~ koneqnosti otnositel~no zameny bazy navodit na mysl~ rassmotret~ svoæstvo universal~noæ koneqnosti. Po opredeleni¸, A-algebra B universal~no koneqna nad A, esli ~A ⊗_A B koneqna nad ~A dlØ vsØkoæ A-algebry ~A.

OBOBWENNYE PODKOL^CA ARIFMETIQESKIH KOLEC 215 Kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer S. Pimenova, ffto ponØtie takße obladaet neoßidannymi svoæstvami: F_2 ne ØvlØetsØ universal~no koneqnym nad F_1 . Qtoby uvidet~ ffto, dostatoqno vzØt~ ~A = F_1 [t], gde t – svobodnaØ unarnaØ peremennaØ. Togda

~A ⊗F_1 F_2 = F_2 [t] ne koneqno nad ~A = F_1 [t].

Otmetim dva qastnyh sluqaØ, kogda koneqnost~ vse ße sohranØetsØ pri zamene bazy.

2.1.4. Teorema. Pust~ ime¸tsØ gomomorfizmy obobwennyh kolec

ρ : A → B i ι : A → ~A, priqem ρ koneqen. Togda gomomorfizm ~ρ : ~A → ~B = ~A ⊗_A B koneqen, esli libo ~A – ploskaØ A-algebra, libo B unarno nad A.

Dokazatel~stvo. Poloßim ~ι = B ⊗A ι i rassmotrim kommutativ-

nu¸ diagrammu ~B e^ι←−−−− B eρ ρ ~A^ι←−−−− A Togda ~ρ_∗ ~B(n) ≃ ~ρ_∗~ι^∗B(n) ≃ ι^∗ρ_∗B(n), gde pervoe otoßdestvlenie – sledstvie togo, qto funktor rasxireniØ skalØrov ~ι^∗, buduqi toqnym sprava, perevodit prØmye summy v prØmye summy i, takim obrazom, B(n) v ~B(n). Vtoroe otoßdestvlenie – sledstvie teoremy o zamene bazy [1, teorema 5.4.2]. Iz fftih otoßdestvleniæ vytekaet koneqnoporoßdennost~ ~ρ_∗ ~B(n), poskol~ku ρ_∗B(n) koneqnoporoßden po uslovi¸, a ι^∗, buduqi toqnym sprava, sohranØet koneqnoporoßdennost~. �

2.2. ProizvodØwie funkcii

Pust~ obobwennoe kol~co R koneqno nad F_∅ . NevyroßdennaØ operaciØ α ∈ R(d) induciruet s pomow~¸ in¨ekciæ n(n −

1) . . . (n − d + 1) vyroßdennyh operaciæ v R(n) pri n ≥ d. Este-

stvenno ne razliqat~ meßdu soboæ ffti operacii pri podsqetah. Pofftomu poloßim

P^∗_R(t) = |R^∗(0)| + |R^∗(1)| t 1! + |R^∗(2)| t^2 2! + . . . , gde R^∗(d) – mnoßestvo nevyroßdennyh operaciæ v R(d).

216 A. L. SMIRNOV

NesmotrØ na estestvennost~ takogo opredeleniØ, okazyvaetsØ, qto bolee neposredstvennoe opredelenie P (R, t) = P_R(t) = |R(0)| + |R(1)| t 1! + |R(2)| t^2 2! + . . . privodit praktiqeski k “tomu ße samomu” rezul~tatu.

2.2.1. Teorema. PR(t) = P^∗_R(t) · e^t.

Dokazatel~stvo. Kofffficient pri t^n v pravoæ qasti imeet vid |R^∗(0)| 0!n! + |R^∗(1)| 1!(n − 1)! + · · · + |R^∗(n)| n!0! = 1 n! ∑ (n d ) |R(d)^∗|. Summa sprava ravna |R(n)|, poskol~ku R(n) raspadaetsØ na klassy operaciæ s nositelØmi S ⊂ {1, . . . , n} (nositeli opredeleny v [2, 3.1]), a operacii s nositelem S otoßdestvlØ¸tsØ s R^∗(|S|). � Naprimer, P (R, t) = e^{|R|t} dlØ klassiqeskogo R, P (F_∅, t) = te^t,

P (F1 , t) = (1 + t)e^t, P (F1n , t) = (1 + nt)e^t, P (F∞, t) = e^{3t}.

2.3. Podkol~ca Fq

Pust~ R – podkol~co klassiqeskogo kol~ca A.

2.3.1. Opredelenie. DlØ operacii (a1, . . . , an) ∈ A(n) pust~

α(a_1, . . . , a_n) – qislo takih i, qto a_i ∈ A^∗.

2.3.2. Lemma. Esli A koneqno i imeetsØ operaciØ (a1, . . . , an) ∈

R(n) s α ≥ 2, to v R(3) imeetsØ operaciØ vida x + y + cz, gde c ∈ A.

Dokazatel~stvo. Vo-pervyh, v R ime¸tsØ operacii so skol~

ugodno bol~xim α. Deæstvitel~no, invariant α operacii

a_1(a_1x_1 +· · ·+a_nx_n)+a_2(a_1y_1 +· · ·+a_ny_n)+· · ·+a_n(a_1w_1 +· · ·+a_nw_n)

raven kvadratu α operacii (a_1, . . . , a_n). Vo-vtoryh,

ax + ay + bz ∈ R(3), dlØ nekotoryh a ∈ A^∗, b ∈ A. (2)

Vvidu vyxeskazannogo, v R imeetsØ operaciØ s α ≥ card A^∗. NaædetsØ ee obratimaØ komponenta, povtorØ¸waØsØ dvaßdy, i moßno sqitat~, qto operaciØ imeet vid (a, a, b_1, . . ., b_m), gde a ∈ A^∗. OperaciØ ax + ay + b_1z + · · · + b_mz imeet iskomyæ vid.

OBOBWENNYE PODKOL^CA ARIFMETIQESKIH KOLEC 217 Pokaßem teper~, qto dlØ vsØkogo n ≥ 1 v R(3) naædetsØ operaciØ vida

a^nx + a^ny + cz ∈ R(3), dlØ nekotoryh a ∈ A^∗, c ∈ A. (3)

Voz~mem a, b iz (2). Esli a^nx + a^ny + cz ∈ R(3) dlØ nekotorogo

n ≥ 1, to i

a(a^nx + a^ny + cz) + az + bz = a^{n+1}x + a^{n+1}y + (ac + a + b)z ∈ R(3).

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva lemmy dostatoqno v (3) vzØt~

n = card A^∗. �

2.3.3. Lemma. Pust~ A – koneqno, a R – takoe obobwennoe pod-

kol~co Aff_A, qto x + y − z ∈ R(3). Togda E = {a ∈ A|(a, 1 − a) ∈ R(2)} – podkol~co A, a R = Aff_E .

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto 0, 1 ∈ E. Pust~ a, b ∈ E. Ispol~zuØ

operaci¸ x + y − z, vidim, qto

(ax + (1 − a)y) + (bx + (1 − b)y) − y = (a + b)x + (1 − a − b)y ∈ R(2) i a(bx + (1 − b)y) + (1 − a)y = abx + (1 − ab)y ∈ R(2). Sledovatel~no, a + b ∈ E, ab ∈ E, E – podpolukol~co i, sledovatel~no, podkol~co A.

Proverim, qto R(n) ⊂ Aff_E (n). Pust~ (a_1, . . . , a_n) ∈ R(n). Togda

(a_1, a_2 + · · · + a_n) ∈ R(2) i, po opredeleni¸, a_1 ∈ E. Analogiqno, a_i ∈ E. Proverim, qto R ⊃ Aff_E . Pust~

(a_1, . . . , a_n, a_{n+1}) ∈ E(n + 1), a_1 + · · · + a_{n+1} = 1.

Po indukcionnomu predpoloßeni¸, (a_1, . . ., a_{n−1}, a_n + a_{n+1}) ∈

R(n). Ispol~zuØ operaci¸ iz x + y − z, vidim, qto

(a_1x_1+· · ·+a_{n−1}x_{n−1}+(a_n +a_{n+1})x_{n+1})+(a_nx_n+(1−a_n)x_{n+1})−x_{n+1} =

= a_1x_1 + · · · + a_{n+1}x_{n+1} ∈ R(n + 1). �

218 A. L. SMIRNOV

2.3.4. Teorema. VsØkoe obobwennoe podkol~co R klassiqeskogo ko-

neqnogo polØ F imeet vid: (1) obyqnoe podpole; (2) S_F , gde S – podmonoid (F, ×); (3) Aff_E , gde E – obyqnoe podpole.

Dokazatel~stvo. Esli vsØkaØ n-operaciØ pri n ≥ 2 vyroßdena,

to R = S_F , gde S = R(1). Dalee sqitaem, qto imeetsØ nevyroßdennaØ operaciØ arnosti ≥ 2. V fftom sluqae po lemme 2.3.2 dlØ nekotorogo c ∈ F

x + y + cz ∈ R(3), (4)

i, bolee togo, dlØ vsØkogo n ≥ 1 v R(2n + 1) naædetsØ operaciØ vida

x_0 + x_1 + · · · + x_n + cy_1 + · · · + cy_n, (5)

stroØwaØsØ iz (4) induktivno, a imenno ffto: (x_0 + x_1 + · · · + x_n +

cy_1 + · · · + cy_n) + x_{n+1} + cy_{n+1}.

Pokaßem teper~, qto

libo R ⊂ Aff_F , libo R – kol~co s nulem. (6)

Uslovie R ⊂ Aff_F ravnosil~no tomu, qto R(1) = {1}. Deæstvitel~no, esli R(1) = {1}, to dlØ (a_1, . . . , a_n) ∈ R(n) operaciØ

(a_1 +· · ·+a_n) ∈ R(1) sovpadaet s edinstvennym fflementom 1 ∈ R(1)

i, sledovatel~no, R ⊂ Aff_F . Obratnoe utverßdenie oqevidno.

Itak, predpoloßim, qto R(1) ≠ {1}, i proverim v neskol~ko xagov, qto 0 ∈ R(1). Vo-pervyh, dlØ nekotorogo n ≥ 1, vzaimno prostogo s char(F ),

x_0 + x_1 + · · · + x_n ∈ R(n + 1). (7)

Pust~ u ∈ R(1), u ≠ 1, p = char(F ). Rassmotrim f ∈ F_p [t], dlØ kotorogo f(u) = 0, a f(1) ≠ 0. Zapixem f v vide f = t^{d1} +· · ·+t^{dn} . Qislo slagaemyh v takom predstavlenii, to est~ n, udovletvorØet (7). Deæstvitel~no, n = f(1) (mod p) vzaimno prosto s p. Krome togo, po (5) naædem operaci¸ x_0 +x_1 +· · ·+x_n +cy_1 +· · ·+cy_n ∈ R(2n+1) i poluqim iz nee operaci¸ x_0 + x_1 + · · · + x_n + cu^{d1} y + · · · + cu^{dn} y =

x_0 + x_1 + · · · + x_n.

Vo-vtoryh, v sluqae R(1) ≠ {1} dlØ nekotorogo n ≥ 1, vzaimno prostogo s p, v R(2) imeetsØ operaciØ x + ny. Deæstvitel~no, ispol~zuØ operaci¸ x_0 + x_1 + · · · + x_n poluqim operaci¸ x + y +

· · · + y = x + ny ∈ R(2). Bolee togo, v fftom sluqae dlØ vsØkogo

natural~nogo m v R(2) imeetsØ operaciØ x + mny (indukciØ: (x +

OBOBWENNYE PODKOL^CA ARIFMETIQESKIH KOLEC 219

mny) + ny = x + (m + 1)ny). Vyberem natural~noe m tak, qto mn = −1 mod p. Togda operaciØ x + mny = x − y i 0 = x − x ∈ R(1).

Takim obrazom, utverßenie (6) dokazano.

Esli R – kol~co s nulem, to v R imeetsØ operaciØ x + y, tak kak po (4) v R(3) moßno naæti operaci¸ x + y + cz i vzØt~ z = 0. Ots¸da vytekaet, qto E = R(1) – obyqnoe podpole F , i R sovpadaet s obobwennym podkol~com, poroßdennym E.

Esli ße R ⊂ Aff_F , to x + y − z ∈ R(3), tak kak po (4) v R(3) imeetsØ operaciØ x + y + cz, neizbeßno c = −1, i dokazatel~stvo zaverxaetsØ ssylkoæ na 2.3.3. �

2.4. Podkol~ca Z/p^2

Pust~ A = Z/p^2, gde p – prostoe, I = pA, F = A/I, dlØ a ∈ A pust~ a ∈ F – obraz a pri proekcii A → F , dlØ X ⊂ F pust~ ~X – proobraz X pri proekcii A → F . Krome togo, rassmotrim podkol~co E ⊂ Z/p^2, dlØ kotorogo

E(n) = {(a_1, . . ., a_n) ∈ A^n| libo vse a_i ∈ I,

libo ∃i : a_j = 0 pri j ≠ i}. (8)

2.4.1. Teorema. VsØkoe obobwennoe podkol~co R ⊂ A imeet vid:

(1) proobraz podkol~ca v pole F ; (2) pereseqenie Aff_A s proobrazom podkol~ca v pole F ; (3) podkol~co v E.

Dokazatel~stvo. Po teoreme 2.3.4 ime¸tsØ sledu¸wie vozmoß-

nosti:

(1) R = F ; (2) R = Aff_F ; (3) R = S_F , gde S – podmonoid (F, ×). (9) Proverim, qto esli R = F , to R = A. Deæstvitel~no, naædetsØ

a ∈ R(1) s a = 0. Pofftomu 0 = a^2 ∈ R(1). Krome togo, v R naædetsØ

operaciØ s α ≥ 2 i, sledovatel~no (sm. 2.3.2), naædetsØ operaciØ

x + y + cz. Pofftomu x + y + c · 0 = x + y ∈ R(2) i R = A.

Proverim, qto

esli R = Aff_F , to R = Aff_A ili R = ~Aff_F . (10)

Vo-pervyh, ubedimsØ, qto R zakl¸qeno v ramki

~Aff_F ⊃ R ⊃ Aff_A . (11)

Pervoe vkl¸qenie vytekaet iz togo, qto R = Aff_F . DlØ proverki vtorogo vkl¸qeniØ otmetim, qto v R naædetsØ operaciØ s α ≥ 2 i,

220 A. L. SMIRNOV sledovatel~no (sm. 2.3.2), naædetsØ operaciØ x+y+cz. Poskol~ku

R = Aff_F , to c = −1 mod p. Pri fftom (2 + c)x = x + x + cx ∈ R(1) i x+y −z = x+y +c(2+c)z ∈ R(3). OperaciØ x+y −z poroßdaet AffZ

i Aff_A dlØ vsØkogo faktora Z. Takim obrazom, (11) dokazano.

Pokaßem, qto

strogo vnutri granic (11) nikakih R net. (12)

Pust~ v R imeetsØ operaciØ (a_1, . . . , a_n), leßawaØ v ~Aff_F , no ne v Aff_A. Togda operaciØ a = a_1 + · · · + a_n ∈ R(1) takße leßit v

~Aff_F , no ne v Aff_A. No gruppa ~Aff_F (1) ≃ Z/p poroßdena l¸bym

netrivial~nym fflementom i, sledovatel~no, ~Aff_F (1) = R(1).

Pust~ (a_1, . . . , a_n) ∈ ~Aff_F (n). S pomow~¸ perestanovki moßno sqitat~, qto a_1 ≠ 0. Rassmotrim operaci¸ (a^′_1, a_2, . . . , a_n) ∈

Aff_A(n), gde a^′_1 = 1 − (a_2 + · · · + a_n). Pri fftom a_1 = a^′_1 mod p

i, sledovatel~no, a_1 = εa^′_1, gde ε ∈ ~Aff_F (1) = R(1). Pofftomu

(a_1, . . . , a_n) = (εa^′_1, a_2, . . . , a_n) ∈ R(n), i ~Aff_F (n) = R(n), qto do-

kazyvaet (12) i (10).

Razberem teper~ posledniæ sluqaæ iz (9), to est~ sqitaem, qto R = S_F , gde S – podmonoid (F, ×). Togda libo R ⊂ E (i togda teorema dokazana), libo v R imeetsØ operaciØ f = ax + v_1y_1 +

· · · + v_ny, gde a ∈ A^∗, v_i ∈ I, v_i ≠ 0, n ≥ 1. V fftom sluqae

R ⊃ ~S_F ∩ Aff_A, (13)

vvidu oqevidnogo ravenstva ~S_F ∩ Aff_A = ~F_1 ∩ Aff_A i lemmy 2.4.2.

Ostalos~ pokazat~, qto R = ~S_F v predpoloßenii, qto R bol~- xe ~S_F ∩ Aff_A. �to predpoloßenie ravnosil~no tomu, qto v R(2) imeetsØ operaciØ vida bx + wy, gde b ∈ A^∗, w ∈ I, b + w ≠ 1. (14) V samom dele, tak kak R bol~xe ~S_F ∩ Aff_A, to v R imeetsØ operaciØ vida cx + w_1y_1 + · · · + w_ny_n, gde c ∈ A^∗, n ≥ 1, w_i ∈ I i c + w_1 + · · · + w_n ≠ 1. Tem samym, v R imeetsØ operaciØ

cx + w_1y + w_2x · · · + w_nx, ime¸waØ trebuemyæ vid.

Bolee togo, predpoloßenie o tom, qto R bol~xe ~S_F ∩ Aff_A, ravnosil~no tomu, qto v R(1) imeetsØ operaciØ

ux, gde u = 1, no u ≠ 1. (15)

OBOBWENNYE PODKOL^CA ARIFMETIQESKIH KOLEC 221 Deæstvitel~no, operaciØ iz (14) induciruet operaci¸ bx+wx ∈

R(1), ime¸wu¸ trebuemyæ vid pri b = 1. Inaqe po s¸r¨ektiv-

nosti R(1) → S_F (1) naædem c ∈ R(1), tak qto c = b ≠ 1. Togda

(1 + p)x − cpy ∈ R(2), tak kak (1 + p)x − py ∈ R(2) po (13), sledova-

tel~no, (1 + p)x − pcy ∈ R(2) i (1 + p)x − pcx ∈ R(1). �ta operaciØ imeet trebuemyæ vid.

Ravenstvo R(0) = ~S_F (0) oqevidno, poskol~ku R(0) → S_F (0) – ffpimorfizm. Proverim, qto R(1 + n) = ~S_F (1 + n) pri n ≥ 1. Proizvol~naØ (1 + n)-operaciØ v ~S_F posle podhodØweæ perestanovki imeet vid ax + w_1y_1 + · · · + w_ny_n, gde a ∈ S, a w_i ∈ I.

Snaqala rassmotrim sluqaæ, kogda a = 0. V fftom sluqae 0 ∈ R, tak kak 0 ∈ S_F (0) (po soglaxeni¸ v §1) i 0 ∈ R(0) (sluqaæ n = 0 razobran vyxe). Krome togo, ax + w_1y_1 + · · · + w_ny_n + (1 − b)z ∈

R(2 + n), gde b = a + w_1 + · · · + w_n, tak kak R ⊃ ~S_F ∩ Aff_A (sm. (13)).

PodstavlØØ z = 0, poluqaem ishodnu¸ operaci¸.

Esli a ≠ 0, to operaciØ b^{−1}[ax + w_1y_1 + · · · + w_ny_n] leßit v

Aff_A ∩ ~S_F i znaqit v R vvidu (13). Ostalos~ ubedit~sØ, qto b ∈ R(1). Po s¸r¨ektivnosti R(1) → S_F (1) naædetsØ c ∈ R(1), tak

qto c = a = b. Togda b = bc^{−1}c i dostatoqno proverit~, qto bc^{−1} ∈

R(1). DlØ fftogo v svo¸ oqered~ dostatoqno proverit~, qto vse

operacii vida (1 − w)x leßat v R(1) pri w ∈ I. �to vytekaet iz naliqiØ v R(1) operacii (15). �

2.4.2. Lemma. Esli obobwennoe podkol~co R ⊂ A soderßit ope-

raci¸ f = ax + v_1y_1 + · · · + v_ny, gde a ∈ A^∗, v_i ∈ I, v_i ≠ 0, n ≥ 1, to R soderßit ~F_1 ∩ Aff_A.

Dokazatel~stvo. Snaqala proverØetsØ, qto

(1 − w)x + wy ∈ R(2) dlØ vsØkogo w ∈ I. (16)

Deæstvitel~no, v R imeetsØ operaciØ vida bx+vy, gde b ∈ A^∗, v ∈ I, v ≠ 0, naprimer, operaciØ f(x, y_1, x, . . ., x) takova. Bolee togo, v R imeetsØ operaciØ (1 − t)x + ty, gde t ∈ I, t ≠ 0. Deæstvitel~no, moßno vzØt~ operaci¸ bx + vy i umnoßit~ ee na λ^{(p−1)p}, gde λ =

b + v ∈ R(1). IteriruØ (1 − t)x + ty, poluqim vse operacii vida (1 − it)x + ity: (1 − t)((1 − it)x + ity) + ty = (1 − (i + 1)t)x + (i + 1)ty.

Odnako operacii (16) poroßda¸t ~F_1 ∩ Aff_A. Deæstvitel~no,

(n+1)-operaciØ fftogo kol~ca s pomow~¸ perestanovki privodit-

sØ k vidu (1 − w_1 − · · · − w_n − w_{n+1})x + w_1y_1 + · · · + w_ny_n + w_{n+1}y_{n+1},

222 A. L. SMIRNOV gde w_i ∈ I. TakaØ operaciØ poluqaetsØ iteraciØmi (16): (1−w_1 −

· · · − w_n)((1 − w_{n+1})x + w_{n+1}y_{n+1}) + w_1y_1 + · · · + w_ny_n. �

2.4.3. Podkol~ca E. Polnoe opisanie podkolec E (sm. (8)) vy-

glØdit l¸bopytnoæ i, vozmoßno, trudnoæ zadaqeæ. Niße ukazan nabor podkolec E, polnost~¸ rexa¸wiæ zadaqu klassifikacii pri p = 2. DlØ p ≥ 3 privedeny i drugie primery.

Rassmotrim v E podkol~co B, gde

B(n) = {a ∈ A(n)| libo a ∈ F_∅, libo a = 0 mod p}.

Naprimer, x+py /∈ B(2), a px+py ∈ B(2). Takim obrazom, |B(n)| =

n + p^n, a proizvodØwaØ funkciØ P_B(t) = te^t + e^{pt} predstavlØet

soboæ smes~ dvuh ffksponent.

DlØ d ≥ 1 rassmotrim v B podkol~co B_d, poroßdennoe vsemi operaciØmi vida p(b_1x_1 +b_2x_2 +· · ·+b_nx_n) s n ≤ d. Inymi slovami,

B_d(n) = {a ∈ A(n)| libo a ∈ F_∅ , libo a = 0 mod p i tr. ar a ≤ d}.

Udobno takße sqitat~, qto B_{−1} = F_∅ , a B_0 = F_1 . Kol~ca B_d razliqny dlØ razliqnyh d, a P (B_d, t) = te^t+(1+φ(p)t+φ(p^2 )t)^2/2!+

· · · + φ(p^d))t^d/d!)e^t, gde φ – funkciØ �ælera. Takim obrazom, v B

i v Z/p^2 imeetsØ beskoneqno mnogo podkolec.

Niße (sm. 2.4.5) budet pokazano, qto kol~ca B_d sostavlØ¸t dovol~no plotnu¸ set~ sredi podkolec B. A imenno, kaßdoe sobstvennoe podkol~co R ⊂ B moßet byt~ zakl¸qeno v ramki

B_d ⊂ R ⊂ B_e dlØ nekotoryh d i e. Qtoby ukazat~ ffffektivnu¸

granicu dlØ d nam potrebuetsØ sledu¸wee hotØ i fflementarnoe, no ne vpolne trivial~noe utverßdenie.

2.4.4. Predloßenie. Pust~ b1, . . . , bp−1 ∈ F^∗_p . Togda dlØ vsØkogo

c ∈ Fp suwestvuet podmnoßestvo U ⊂ {1, . . ., p − 1}, takoe, qto c = ∑ b_i, gde i probegaet U , a pustaØ summa sqitaetsØ ravnoæ nul¸.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie ravnosil~no razreximosti urav-

neniØ

c − b_1x^{p−1}_1 − · · · − b_{p−1}x^{p−1}_{p−1} = 0. (17)

Proverim suwestvovanie rexeniØ, ispol~zuØ izvestnyæ metod Xevalle [3, I,2.2]. A imenno, rassmotrim polinom g = 1 − f^{p−1} , gde f – levaØ qast~ (17). Togda n = ∑ g(x), gde x probegaet F^{p−1}_p ,

OBOBWENNYE PODKOL^CA ARIFMETIQESKIH KOLEC 223 a n – qislo rexeniæ (17), rassmotrennoe po modul¸ p. RaskladyvaØ g po monomam i summiruØ kaßdyæ monom po otdel~nosti, poluqaem n = −(p − 1)!b_1 · · · b_{p−1} = b_1 · · · b_{p−1}. �

2.4.5. Teorema. Pust~ R – podkol~co B. Esli v R∩pA imeetsØ ne-

vyroßdennaØ operaciØ arnosti n ≥ (p − 1)d, gde d ≥ 1, to R ⊃ B_d. V qastnosti, esli v R ime¸tsØ nevyroßdennye operacii skol~ ugodno bol~xoæ arnosti, to R = B.

Dokazatel~stvo. Vo-pervyh, 0 ∈ R(0). Po uslovi¸, v R naædetsØ

nevyroßdennaØ operaciØ vida p(b_1x_1 +· · ·+b_nx_n), gde n ≥ 1. Togda v R(1) imeetsØ operaciØ p(b_1x+· · ·+b_nx), a ee kvadrat raven nul¸.

Pokaßem, qto B_d ⊂ R. Po uslovi¸, naædetsØ nevyroßdennaØ operaciØ p(b_1x_1 + · · · + b_mx_m), gde m = (p − 1)d. Dostatoqno pokazat~, qto vse fflementy vida p(c_1z_1 + · · · + c_dz_d) leßat v

R(d). PrimenØØ predloßenie 2.4.4 k naboram (b_1, . . ., b_{p−1}), . . . , (b_{m−p+1} , . . ., b_m), naædem podmnoßestva U_1 ⊂ {1, . . . , p − 1}, . . . , U_d ⊂ {m − p + 1, . . ., m}, takie, qto c_i = ∑ b_j, j ∈ U_i. Togda p(c_1z_1 + . . . c_dz_d) poluqaetsØ iz operacii p(b_1x_1 + · · · + b_mx_m) pod-

stanovkoæ x_j = z_i dlØ j ∈ U_i i x_j = 0 dlØ j, ne leßawih ni v odnom iz U_i. � Iz teoremy 2.4.5 vytekaet, v qastnosti, qto v B imeetsØ tol~- ko sqetnoe qislo podkolec.

2.4.6. Sledstvie. DlØ p = 2 kol~ca F_∅ , F1 i Bd isqerpyva¸t

spisok sobstvennyh podkolec B, a vsØkoe obobwennoe podkol~co

R ⊂ Z/4 imeet vid: (1) proobraz podkol~ca F2 ; (2) pereseqenie Aff A

s proobrazom podkol~ca F_2 ; (3) B ili B_d.

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, pri p = 2 kol~ca E i B sovpa-

da¸t. V qastnosti, esli v R ime¸tsØ nevyroßdennye operacii skol~ ugodno bol~xoæ arnosti, to R = B po 2.4.5. Esli e – maksimal~noe qislo, takoe, qto v R imeetsØ nevyroßdennaØ operaciØ arnosti e, to R ⊂ B_e po opredeleni¸ B_e i R ⊃ B_e po 2.4.5. Takim obrazom, v fftom sluqae R = B_e. � V zakl¸qenie pri p > 2 privedem primer podkol~ca B, otliqnogo ot B_d. Rassmotrim v Z/p^2 podkol~co R, poroßdennoe F_1 i operacieæ p(x_1 + · · · + x_a). Togda R(n) = F_∅(n) ∪ {(pb_1, . . . , pb_n)|b_1 + · · · + b_n ≤ a}, gde b_i – neotricatel~nye celye qisla, a pb_i = pb mod p^2. DlØ p ≠ 2 i a > 1 kol~co R ne sovpadaet ni s odnim iz B_d.

224 A. L. SMIRNOV 3. Kol~ca, svØzannye s F_∞

V fftom razdele privedeny primery obobwennyh poleæ tipa

F∞ , a takße nekotorye vyqisleniØ dlØ kol~ca F^{⊗d}_∞ .

3.1. Kol~co F1 [∨]

Pri opisanii kolec, svØzannyh s polØmi vyqetov v arhimedovyh toqkah, prihoditsØ imet~ delo s binarnoæ operacieæ ∨, udovletvorØ¸weæ sootnoxeniØm x ∨ x = x, x ∨ y = y ∨ x, (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z). (18) Krome togo, interesu¸wie nas kol~ca soderßat konstantu, oboznaqaemu¸, kak obyqno, 0. Takim obrazom, osnovoæ rassmotreniØ dolßno byt~ kol~co F_1 [∨], poluqennoe dobavleniem k F_1 ukazannoæ vyxe operacii ∨.

DlØ ffffektivnoæ raboty s F_1 [∨] pomimo formal~nogo opredeleniØ ßelatel~no imet~ Øvnu¸ model~ fftogo kol~ca. BlißaæxaØ cel~ – poluqit~ taku¸ model~.

3.1.1. Kol~co B. Poskol~ku svoæstva (18) operacii ∨ podobny

svoæstvam operacii ob¨edineniØ mnoßestv, to estestvenno iskat~ podhodØwu¸ model~ v sootvetstvu¸wih terminah. Naqnem s kol~ca B, gde B(X) – mnoßestvo vseh koneqnyh podmnoßestv X, a B(f) perevodit podmnoßestvo v ego obraz pri f. Struktura monady na B zadana sledu¸wim obrazom e : Id(X) → B(X), x → {x}, i m : B(B(X)) → B(X), U → ⋃ U∈U U . Operaci¸, sootvetstvu¸wu¸

podmnoßestvu {x, . . . , z} ⊂ X, oboznaqaem x ∨ · · · ∨ z.

Takim obrazom, B – kommutativnoe kol~co s nulem, odnako nol~ kol~ca B obladaet sledu¸wim svoæstvom: x ∨ 0 = x. DlØ opisaniØ kolec, svØzannyh s polØmi vyqetov v arhimedovyh toqkah, takoæ nol~ ne podhodit. Inymi slovami, 0 ∈ B – ne tot nol~, kotoryæ nam nußen. IzbavimsØ ot nego s pomow~¸ kol~ca B^0.

3.1.2. Kol~co B^0 i moduli nad nim. Pust~ B^0(X) – mnoße-

stvo vseh nepustyh koneqnyh podmnoßestv X. Oqevidno, qto B^0 – podkol~co (bez nulØ) kol~ca B i

B^0 = F_∅[∨], (19)

gde ∨ – binarnaØ operaciØ, udovletvorØ¸waØ sootnoxeni- Øm (18).

OBOBWENNYE PODKOL^CA ARIFMETIQESKIH KOLEC 225 Mnoßestva s idempotentnoæ, kommutativnoæ i associativnoæ operacieæ nazyva¸tsØ polurexetkami [4, I.5]. Struktura polurexetki opredelØet [4, II.2, Lemma] na X qastiqnyæ porØdok:

x ≥ y, esli x ∨ y = x. Pri fftom x ∨ y sootvetstvuet operacii sup.

Takim obrazom, kategoriØ B^0 -moduleæ ffkvivalentna kategorii qastiqno uporØdoqennyh mnoßestv s toqnoæ verhneæ graniceæ kaßdyh dvuh fflementov, gde morfizmy – otobraßeniØ, kommutiru¸wie s sup (a ne prosto monotonnye otobraßeniØ).

3.1.3. Opisanie F1 [∨]. Interesu¸wee nas kol~co F1 [∨] moßet

byt~ predstavleno v vide F_1 ⊗F_∅ [∨], a s uqetom (19) i v vide F_1 ⊗

B^0.

Legko uvidet~, qto R⊗F_1 = R[t] dlØ obobwennogo kol~ca R, gde t – peremennaØ arnosti 0. Strelka sprava nalevo voznikaet po universal~nosti iz gomomorfizma R → R ⊗ F_1 (strukturnyæ gomomorfizm iz opredeleniØ ⊗) i fflementa [R⊗F_1](0), poluqennogo iz 0 ∈ F_1 (0) s pomow~¸ strukturnogo gomomorfizma F_1 → R ⊗ F_1 . ObratnaØ strelka voznikaet po universal~nosti iz gomomorfizma R → R[t] (strukturnyæ gomomorfizm iz opredeleniØ polinomov) i edinstvennogo gomomorfizma F_1 → R[t] (iz F_1 suwestvuet edinstvennyæ gomomorfizm vo vsØkoe kol~co s nulem). Proverka vzaimoobratnosti fftih strelok opuwena.

Boleee togo, dlØ kol~ca s nulem R ⊗ F_1 = R. Deæstvitel~no, v fftom sluqae R → R ⊗ F_1 – ffpimorfizm, tak kak pravaØ qast~ poroßdena novym nulem, sovpada¸wim so starym po kommutativnosti.

Odnako dlØ kol~ca bez nulØ ne vidno prostogo opisaniØ funktora R[t] v obwem sluqae. DlØ R = B^0 ffta zadaqa rexaetsØ neposredstvenno, blagodarØ prostoæ strukture B^0. DlØ fftogo vvedem kol~co A, a potom proverim, qto B^0 ⊗ F_1 ≃ A, to est~ F1 [∨] ≃ A, qto i dast iskomoe opisanie F_1 [∨].

Pust~ A(X) = B^0(X ∪ {0}), to est~ A(X) – mnoßestvo vseh koneqnyh nepustyh podmnoßestv X ∪ {0_X }, gde fflement 0 ∈ X ∪ {0} oboznaqen 0_X vo izbeßanie putanicy. Privedem opisanie struktury algebry na A. Edinica e_A(X) : X → A(X) perevodit x v {x}. DlØ opisaniØ umnoßeniØ m_A(X) : A(A(X)) → A(X) zametim, qto kaßdyæ fflement A(A(X)) predstavlen naborom odnogo

226 A. L. SMIRNOV iz dvuh vidov {U_i} ili {V_j, {0_{A(X)}}}, gde U_i, V_j ⊂ X ∪ {0_X }. Umnoßenie m_A(X) perevodit takie nabory v ⋃ U_i ili {0_X } ∪ ⋃ V_j ,

sootvetstvenno.

Oqevidno, A – kommutativnoe kol~co s nulem. Pokaßem, qto gomomorfizm F_1 ⊗ B^0 → A, opredelennyæ “vkl¸qeniem” F_1 →

A, 0 → 0 i vloßeniem B^0 ⊂ A, ØvlØetsØ izomorfizmom. DlØ

proverki rassmotrim proizvol~noe kommutativnoe kol~co R s nulem i operacieæ ∨_R ∈ R(2), udovletvorØ¸weæ sootnoxeni- Øm (18), i pokaßem, qto imeetsØ edinstvennyæ gomomorfizm F_1 - algebr g : A → R, takoæ qto g({1, 2}) = ∨_R. Edinstvennost~ – sledstvie togo, qto A poroßdeno nad F_1 operacieæ ob¨edineniØ, a dlØ postroeniØ poloßim g(U ) = f(x) ∨_R · · · ∨_R f(z), gde

U = {x, . . ., z} ⊂ X ∪ {0_X }, f : F_1 → R strukturnyæ gomomorfizm.

Proverka togo, qto f – gomomorfizm, opuwena. Takim obrazom, A universal~no i F_1 ⊗ B^0 ≃ A.

KategoriØ A-moduleæ ffkvivalentna kategorii punktirovannyh polurexetok, priqem vydelennyæ fflement ne obØzatel~no maksimalen.

3.2. Pole FP

V [1, 4.8.13] opisano obobwennoe kol~co F_∞ , predstavlØ¸- wee soboæ pole vyqetov v arhimedovoæ toqke Q. Izuqim obobwennoe kol~co FP, ØvlØ¸weesØ polem vyqetov v arhimedovoæ toqke Q_{≥0}. Rassmotrim v R obobwennoe podkol~co P, gde

P(n) = {(λ1, . . ., λn)|λi ≥ 0} i obobwennoe kol~co OP⊂ P, gde OP(n) =^{(λ1, . . . , λn)|λi ≥ 0,^∑ λi ≤ 1^}. 3.2.1. FP kak pole vyqetov. Rassmotrim v OP(1) = [0, 1] otno-

xenie ffkvivalentnosti R, otoßdestvlØ¸wee toqki [0, 1). Proverim, qto R sovmestimo s OP-deæstviem na OP(1), to est~ qto

ϕ(x_1, . . . , x_n) = ϕ(y_1, . . . , y_n) mod R dlØ vsØkogo ϕ ∈ OP(n) pri uslo-

vii x_i = y_i mod R [1, 4.6.11]. �to dostatoqno proverit~ dlØ obrazu¸wih kol~ca OPnad F_∅ . UtverßdaetsØ, qto OPporoßdeno 0- arnym nulem i vsemi binarnymi operaciØmi. Pofftomu dostatoqno proverit~, qto λx + μy = λx^′ + μy^′ mod R dlØ x = x^′ mod R,

y = y^′ mod R, gde λ + μ ≤ 1, λ, μ ≥ 0, x, y, x^′, y^′ ∈ OP(1). �to verno.

Opredelim OP-modul~ Q = OP(1)/R ≃ {0, 1}. HoqetsØ, odnako, opredelit~ Q kak FP(1) dlØ obobwennogo kol~ca FP. Kak i vyxe, deæstvuem, sleduØ [1, 4.8.13]. Struktura OP-modulØ na Q opredelØet gomomorfizm obobwennyh kolec [1, 4.3.8] ρ : OP→ END(Q).

OBOBWENNYE PODKOL^CA ARIFMETIQESKIH KOLEC 227 Poloßim

FP = obraz ρ.

3.2.2. Konstruktivnoe opisanie FP. Privedem fflementarnoe

opisanie FP. DlØ fftogo vspomnim [1, 4.7.3], qto END(Q)(n) =

Hom_A(Q^n, Q), gde A – kategoriØ ffndofunktorov kategorii mno-

ßestv, a Q rassmatrivaetsØ kak postoØnnyæ ffndofunktor, prinima¸wiæ na l¸bom mnoßestve znaqenie Q. Otmetim, qto morfizmy postoØnnyh ffndofunktorov – to ße samoe, qto i morfizmy opredelØ¸wih ob¨ektov. Takim obrazom, END(Q)(n) =

Map(Q^n, Q) i nußno vyqislit~ obraz OP(n) v fftom mnoßestve.

Naprimer, FP(0) = {0} ⊂ Q, FP(1) ⊂ Map(Q, Q) i sostoit iz postoØnnyh otobraßeniæ v 0 i 1, a FP(2) = {0, x, y, x ∨ y} ⊂ Map(Q^2, Q). Pri fftom edinstvennaØ netrivial~naØ 2-operaciØ x∨y perevodit v nol~ vse toqki Q^2, za iskl¸qeniem toqki 1 × 1, a otobraßenie

ρ : OP(2) → FP(2) ustroeno tak:

(λ_1, λ_2) →

0, esli λ_1 + λ_2 < 1; x, esli λ_1 = 1, λ_2 = 0; y, esli λ_1 = 0, λ_2 = 1;

∨, esli λ_1 + λ_2 = 1, λ_1 ≠ 1, λ_2 ≠ 1.

Poskol~ku OPporoßdeno 2-arnymi operaciØmi, to ße verno i

dlØ FP.

3.2.3. Zadanie FP obrazu¸wimi i sootnoxeniØmi. FP poro-

ßdeno nad F_1 odnoæ 2-operacieæ ∨ (sledstvie predstavleniØ FP kak faktora i opisaniØ obrazu¸wih OP). Na ∨ dostatoqno naloßit~ sootnoxeniØ (18) i dobavoqnoe sootnoxenie

0 ∨ x = 0. (20)

3.2.4. ˚vnaØ model~ FP. Tak kak FP poluqaetsØ iz F1 [∨] doba-

vleniem sootnoxeniØ 0 ∨ x = 0, to Øvnoe opisanie F_1 [∨] iz 3.1.3 daet Øvnoe opisanie FP v vide faktora A. A imenno, FP poluqaetsØ iz A faktorizacieæ po sledu¸wemu otnoxeni¸ ffkvivalentnosti: U ∼ V , gde U, V ⊂ X ∪ {0}, togda i tol~ko togda, kogda libo U = V , libo kak U , tak i V soderßat 0. Inymi slovami,

FP(X) sostoit iz vseh koneqnyh nepustyh podmnoßestv v X ∪{0},

228 A. L. SMIRNOV priqem vse podmnoßestva, soderßawie 0, otoßdestvlØ¸tsØ. Pri fftom ∨ sovpadaet s operacieæ ob¨edineniØ.

Pri ukazannom otoßdestvlenii podmnoßestvu {x, . . ., z} ⊂ X sootvetstvuet operaciØ x ∨ · · · ∨ z, a l¸bomu mnoßestvu, soderßawemu 0, sootvetstvuet operaciØ 0.

Otmetim, qto FP(X) – otliqaetsØ ot mnoßestva vseh koneqnyh podmnoßestv X s operacieæ ob¨edineniØ, hotØ imeet takoæ ße razmer i znaqitel~nu¸ obwu¸ qast~.

3.2.5. FP – pole. Opredelenie obobowennogo polØ dano v [1,

5.7.5]. ȷelanie sqitat~ F_∞ polem iskl¸qaet opredelenie svoæstvom svobodnosti moduleæ. Trivial~noe kol~co 1 v [1, 4.3.13] opredeleno formuloæ 1(X) = 0 dlØ l¸bogo X (final~noe kol~- co). Kol~co 1 soderßit edinstvennoe podkol~co 1^+. Podkol~co 1^+ otliqaetsØ ot 1 tol~ko tem, qto 1^+ (∅) = ∅. ImeetsØ kriteriæ: R subtrivial~no, esli binarnye operacii f(x, y) = x i

g(x, y) = y sovpada¸t [1, 4.3.13].

DlØ proverki togo, qto FP – pole, nado ubedit~sØ, qto FP ne subtrivial~no (oqevidno), no l¸boæ ego strogiæ faktor subtrivialen (krome samogo FP). DlØ proverki vtorogo rassmotrim strogiæ ffpimorfizm ρ : FP → F v nekotoroe kol~co. Predpoloßim, qto ρ skleil razliqnye n-arnye operacii f(x_1, . . . , x_n) =

x_{i1} ∨ · · · ∨ x_{ia} i g(x_1, . . . , x_n) = x_{j1} ∨ · · · ∨ x_{jb} . Tak kak f ≠ g, to

naædetsØ indeks m, dlØ kotorogo x_m vhodit tol~ko v odnu iz operaciæ f i g. Sqitaem, qto v f. PriravnivaØ x_m = x, a vse ostal~nye argumenty k y, poluqim sootnoxenie x ∨ y = y. MenØØ ih mestami, poluqim y ∨ x = x. Takim obrazom, x = y i F subtrivial~no.

3.2.6. Moduli nad FP. KategoriØ FP-moduleæ ffkvivalentna ka-

tegorii qastiqno uporØdoqennyh mnoßestv s toqnoæ verhneæ graniceæ kaßdyh dvuh fflementov i s naibol~xim fflementom, gde morfizmy FP-Mod – otobraßeniØ, perevodØwie 0 v 0 i kommutiru¸wie s sup.

Otmetim, qto oboznaqenie konstanty nulem sootvetstvuet duhu teorii obobwennyh kolec, no protivoreqit oboznaqeniØm teorii rexetok, gde maksimal~nyæ fflement po otnoxeni¸ k operacii ∨ sleduet oboznaqit~ 1.

OBOBWENNYE PODKOL^CA ARIFMETIQESKIH KOLEC 229 Naprimer, rassmotrim sledu¸wie ierarhii

Modul~ M – svobodnyæ s obrazu¸wimi x i y, modul~ N – svobodnyæ s obrazu¸weæ z, modul~ P ne svoboden. Bolee togo, u svobodnogo modulØ byva¸t nesvobodnye podmoduli, naprimer, P – podmodul~ M . Krome togo, byva¸t proektivnye, no ne svobodnye moduli. Naprimer, P – proektiven, poskol~ku ØvlØetsØ retraktom M .

3.3. PolØ FPG

Dalee interesuemsØ kol~cami, analogiqnymi rassmotrennym v 3.1 i 3.2, no rasxirennymi s pomow~¸ monoida ili gruppy. Kommutativnyæ monoid M rassmatrivaetsØ kak obobwennoe kol~co s M (X) = M × X, gde operaciØ σ × x oboznaqaetsØ σ · x ili x^σ.

3.3.1. ˚vnaØ model~ R ⊗ M . DlØ kommutativnogo monoida M

potrebuetsØ Øvnoe opisanie kol~ca R ⊗ M , gde R – proizvol~noe obobwennoe kol~co. DlØ fftogo rassmotrim izomorfizm funkto- rov R ∘ M → R ⊗ M, (21) ustroennyæ sledu¸wim obrazom. Strelka sleva napravo stroitsØ dlØ ffndofunktorov, svØzannyh s prizvol~nymi obobwennymi kol~cami R, S: R ∘ S → (R ⊗ S) ∘ (R ⊗ S) → R ⊗ S, gde R → R ⊗ S i S → R ⊗ S – strukturnye gomomorfizmy iz opredeleniØ tenzor-

nogo proizvedeniØ.

DlØ postroeniØ strelki sprava nalevo dostatoqno ukazat~ gomomorfizmy kolec R → R ∘ M i M → R ∘ M . Pervyæ iz nih poluqaetsØ primeneniem R k edinice Id → M , a vtoroæ vyqisleniem edinicy Id → R na M .

230 A. L. SMIRNOV

UtverßdaetsØ, qto strelka (21) – izomorfizm kolec, gde struktura algebry na R ∘ M opisana sledu¸wim obrazom. Edinica R ∘ M poluqaetsØ kompozicieæ M -edinicy i R-edinicy

e : Id(X) → M (X) → R(M (X)), a umnoßenie – kompozicieæ R ∘ M ∘ R ∘ M^{1∘ϕ∘1}−→ M ∘ R ∘ M ∘ R^{mR ∘mM}−→ R ∘ M, gde ϕ : M ∘ R → R ∘ M perevodit operaci¸ [f(x_1, . . . , x_n)]^σ v operaci¸ f(x^σ_1 , . . ., x^σ_n).

3.3.2. Kol~ca RM i RM [∨]. DlØ kommutativnogo monoida M

imeetsØ obobwennoe kol~co R_M = M ⊗ F_1 , priqem R_M (X) =

M (X) ∪ {0} (sm. 3.3.1). Oqevidno, tenzornoe proizvedenie kolec M ⊗ N sovpadaet s kol~com monoida M × N i

R_M ⊗F_1 R_N = R_{M×N} . (22)

DlØ kommutativnogo monoida M pust~ R_M [∨] = F_1 [∨] ⊗ M . S uqetom 3.3.1 i Øvnogo opisaniØ F_1 [∨] (sm. 3.1.3) poluqaem sledu- ¸wee Øvnoe opisanie:

R_M [∨](X) = mnoßestvo koneqnyh nepustyh

podmnoßestv M × X ∪ {0},

priqem operaciØ ∨ sootvetstvuet ob¨edineni¸ podmnoßestv.

3.3.3. Kol~co RPM . DlØ kommutativnogo monoida M poloßim

RP_M = FP ⊗F_1 R_M . (23)

Poskol~ku FP – faktor F_1 [∨] (sm. 3.2.4), to RP_M – faktor R_M [∨] otnositel~no sledu¸wego otnoxeniØ ffkvivalentnosti: U ∼ V , gde U, V ⊂ M × X ∪ {0}, togda i tol~ko togda, kogda libo U = V , libo kak U , tak i V soderßat 0. Inymi slovami, RP_M (X) sostoit iz vseh koneqnyh nepustyh podmnoßestv v M × X ∪ {0}, priqem vse podmnoßestva, soderßawie 0, otoßdestvlØ¸tsØ. Pri fftom ∨ sovpadaet s operacieæ ob¨edineniØ, podmnoßestvu {g × x, . . . , h × z} ⊂ M × X sootvetstvuet operaciØ

x^g ∨ · · · ∨ z^h, a l¸bomu mnoßestvu, soderßawemu 0, sootvetstvuet

operaciØ 0.

Privedennoe opisanie pozvolØet legko kontrolirovat~ faktory RP_M .

OBOBWENNYE PODKOL^CA ARIFMETIQESKIH KOLEC 231

3.3.4. RP±1 i F∞. Kol~co F∞ opredeleno v [1, 4.8.13] i predsta-

vleno [1, 4.8.13] sledu¸wim obrazom F_∞ = F_{±1} [∗], gde 2-operaciØ ∗ udovletvorØet sootnoxeniØm (20), a takße dopolnitel~nomu sootnoxeni¸

x ∗ (−x) = 0. (24)

Takim obrazom, F_∞ – faktor RP_{±1} po sootnoxeni¸ (24), a Øvnoe opisanie RP_{±1} (sm. 3.3.3) daet Øvnoe opisanie F_∞ . Takoe opisanie privedeno niße v bolee obwem kontekste – s zamenoæ

{±1} na kommutativnu¸ gruppu G. Pri fftom budet polezno sle-

du¸wee opredelenie.

3.3.5. Opredelenie. Podmnoßestvo U ⊂ X nazovem qastiqnym

seqeniem otobraßeniØ p : X → Y , esli sußenie p|_U : U → Y – in¨ekciØ.

3.3.6. Kol~co FPG. DlØ abelevoæ gruppy G pust~ FPG =

RP_G/(x ∨ gx = 0 pri g ≠ 1). V qastnosti, F_∞ = FP_{±1}.

S uqetom 3.3.3 i togo, qto FP_G – faktor RP_G, poluqaem sledu- ¸wee Øvnoe opisanie FP_G. V mnoßestve vseh nepustyh koneqnyh podmnoßestv G×X ∪{0} rassmotrim otnoxenie ffkvivalentnosti, faktor po kotoromu daet FP_G(X): U ∼ V , gde U, V ⊂ G × X ∪ {0}, togda i tol~ko togda, kogda libo U = V , libo ni U , ni V ne ØvlØ- ¸tsØ qastiqnymi seqeniØmi proekcii G × X → X. Inymi slovami, FP_G(X) sostoit iz vseh koneqnyh nepustyh podmnoßestv v

G×X∪{0}, priqem vse podmnoßestva, ne ØvlØ¸wiesØ qastiqnymi

seqeniØmi, otoßdestvlØ¸tsØ. Pri fftom ∨ sovpadaet s operacieæ ob¨edineniØ, podmnoßestvu {g×x, . . ., h×z} ⊂ G×X sootvetstvuet operaciØ x^g ∨ · · · ∨ z^h, a l¸bomu mnoßestvu, ne ØvlØ¸wemusØ qastiqnym seqeniem, sootvetstvuet operaciØ 0.

Iz privedennogo opisaniØ vytekaet, qto

card FP_G(n) = 1 + n∑ d=1 ( n d ) |G|^d = (1 + |G|)^n, (25)

priqem qislo operaciæ v FP_G(n) istinnoæ arnosti n (sm. §1) ravno 1.

3.3.7. Teorema. FPG – pole.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie dokazyvaetsØ analogiqno 3.2.5.

DlØ proverki togo, qto FP_G – pole, nado ubedit~sØ, qto FP_G

232 A. L. SMIRNOV ne trivial~no (vytekaet iz (25)), no l¸boæ ego strogiæ faktor (krome FP_G) trivialen. Pust~ ρ : FP → F – ffffektivnyæ ffpimorfizm. Predpoloßim, qto ρ(f) = ρ(g), gde f, g – razliqnye operacii. Moßno sqitat~, qto f = x^{σ1}_1 ∨ · · · ∨ x^{σa}_a ≠ 0. PodstavlØØ vmesto x_i argument y^σ

�1_i i (pol~zuemsØ tem, qto G – gruppa, a ne prosto monoid), moßno sqitat~, qto f = y_1 ∨ · · · ∨ y_m. Esli v analogiqnoe vyraßenie dlØ g vhodit argument, otliqnyæ ot y_1, . . ., y_m, to, priravnivaØ ego k nul¸, a y_i k y, poluqim v F sootnoxenie y = 0, qto vleqet trivial~nost~ F . Esli g ≠ 0 i v vyraßenie dlØ g ne vhodit hotØ by odin iz y_i, to primenØem predyduwee rassußdenie, menØØ mestami f i g. Takim obrazom, ostalos~ rassmotret~ sluqaæ, kogda v g vhodØt vse y_i, priqem hotØ by odin iz nih v vide y^σ_i pri σ ≠ 1 (tak kak f ≠ g). PodstavlØØ vmesto vseh y_i argument y, poluqim v F sootnoxenie y = 0, to est~ trivial~nost~ F . �

3.4. Kol~co F^{⊗n}_∞

Naqnem s izuqeniØ bolee prostogo kol~ca FP ⊗F_1 FP. �to kol~- co poroßdeno nad F_1 dvumØ kommutiru¸wimi 2-operaciØmi ∨ i ∗, dlØ kaßdoæ iz kotoryh vypolneny sootnoxeniØ (18) i (20). Kommutirovanie ∗ i ∨ oznaqaet, qto (x ∨ y) ∗ (z ∨ w) = (x ∗ z) ∨ (y ∗ w). (26) Iz (26) vyteka¸t sootnoxeniØ vzaimnoæ distributivnosti operaciæ ∗ i ∨ x ∨ (y ∗ z) = (x ∨ y) ∗ (x ∨ z), x ∗ (y ∨ z) = (x ∗ y) ∨ (x ∗ z). (27) �to provereno v [1, 5.7.2] – nado v (26) vzØt~ w = y i w = z, sootvetstvenno.

3.4.1. Teorema. Estestvennyæ gomomorfizm FP ⊗F_1 FP → FP –

izomorfizm.

Dokazatel~stvo. Pokaßem, qto u ∗ v = u ∨ v. Deæstvitel~no, u ∨

v = (u ∨ v) ∗ (u ∨ v) = (u ∨ v) ∗ (v ∨ u). PrimenØØ (26) dlØ x = u, y = v, z = v, w = u, poluqim u ∨ v = (u ∗ v) ∨ (v ∗ u) = (u ∗ v) ∨ (u ∗ v) = u ∗ v. �

OBOBWENNYE PODKOL^CA ARIFMETIQESKIH KOLEC 233 V dokazatel~stve ne ispol~zovalsØ 0. Pofftomu i F_∅ [∨]⊗F_∅[∨] =

F∅[∨]. Krome togo, F∞ ⊗F_{12} F∞ = F∞ i

RP_M ⊗F_1 RP_N = RP_{M×N} (28)

dlØ kommutativnyh monoidov M i N . �to sledstvie (22), (23) i 3.4.1.

Zafiksiruem n ≥ 1 i vyqislim F^{⊗n}_∞ = F_∞ ⊗F_1 · · · ⊗F_1 F_∞ . Pust~ G = Z/2 × · · · × Z/2 (n raz), σ_i = (0, . . . , 0, 1, 0, . . ., 0) ∈ G. ProekciØ ϕ : RP_{±1} → F_∞ (sm. 3.3.4)

induciruet proekci¸ ϕ^{⊗n} : RP_{±1} ⊗ · · · ⊗ RP_{±1} → F^{⊗n}_∞ , a s uqetom (28) – ffffektivnyæ ffpimorfizm RP_G → F^{⊗n}_∞ . Ego kompoziciØ s proekcieæ R_G[∨] → RP_G (sm. 3.3.3) pozvolØet rassmotret~ F^{⊗n}_∞ kak rezul~tat faktorizacii R_G[∨] → F^{⊗n}_∞ . �ta faktorizaciØ po sootnoxeniØm x ∨ x^{σi} = 0 induciruet v

R_G[∨](X), to est~ v mnoßestve nepustyh koneqnyh podmnoßestv G × X ∪ {0}, sledu¸wee otnoxenie ffkvivalentnosti: U ∼ V , esli

libo U = V , libo ni U , ni V ne ØvlØ¸tsØ qastiqnymi seqeniØmi hotØ by dlØ odnoæ iz proekciæ p_i : X × G → X × G/σ_i. Pri fftom 0 ne sqitaetsØ qastiqnym seqeniem.

3.4.2. F^{⊗n}_∞ i kody. Pust~ A(n) – mnoßestvo dvoiqnyh kodov dli-

ny n, realizovannyh kak podmnoßestva G. DlØ koda U ⊂ G opredeleno kodovoe rasstoØnie d(U ) = min{d(x, y)|x, y ∈ U, x ≠ y}, (d − rasstoØnie Hffmminga). DlØ sravneniØ s F^{⊗n}_∞ udobno slegka modificirovat~ mnoßestvo A(n). A imenno, na mnoßestve G ∪ {0} vvedem vyroßdennoe rasstoØnie, sovpada¸wee s rasstoØniem Hffmminga na G i takoe, qto d(0, x) = 0. Pust~ ~A(n) – mnoßestvo podmnoßestv G ∪ {0}. Budem sqitat~, qto d({0}) = 0, a d(∅) = ∞. ImeetsØ fil~traciØ ~A(n)_0 ⊂ ~A(n)_1 ⊂ · · · ⊂ ~A(n)_∞ = ~A(n), gde ~A(n)_d – mnoßestvo teh “kodov” U , dlØ kotoryh d(U ) ≤ d.

Privedennoe vyxe opisanie pokazyvaet, qto F^{⊗n}_∞ (1) moßno otoßdestvit~ s mnoßestvom ~A(n)_{<∞}/ ~A(n)_1.

234 A. L. SMIRNOV

3.4.3. Nekotorye vyqisleniØ. VyqisleniØ pokazyva¸t, qto

card F^{⊗2}_∞ (1) = 7, a spisok netrivial~nyh fflementov F^{⊗2}_∞ (1) takov: {(0, 0)}, {(1, 0)}, {(0, 1)}, {(1, 1)}, {(1, 0), (0, 1)}, {(0, 0), (1, 1)}.

VyqisleniØ pokazyva¸t, qto card F^{⊗3}_∞ (1) = 35, a spisok netrivial~nyh fflementov F^{⊗3}_∞ (1) takov: proizvol~noe nepustoe podmnoßestvo U_0 ili U_1, gde U_0 (sootvetstvenno, U_1) – proobraz 0 (sootvetstvenno, 1) pri gomomorfizme summy koordinat G →

Z/2, a takße {(0, 0, 0), (1, 1, 1)}, {(1, 0, 0), (0, 1, 1)}, {(0, 1, 0), (1, 0, 1)},

{(0, 0, 1), (1, 1, 0)}.

Krome togo, card F^{⊗n}_∞ (1) ≥ 2 · 2^u − 1, gde u = 2^{n−1}. Deæstvitel~- no, pomimo nulØ k spisku fflementov F^{⊗n}_∞ (1) prinadleßit proizvol~noe nepustoe podmnoßestvo U_i, gde U_i – proobraz i pri gomomorfizme summy koordinat G → Z/2.

Krome togo, card F^{⊗n}_∞ (m) = q^m, gde q = card F^{⊗n}_∞ (1). Deæstvitel~no, pust~ U ⊂ X × G – nepusto. Togda U predstavlØet netrivial~nyæ fflement F^{⊗n}_∞ (X) togda i tol~ko togda, kogda U_x =

x × G ∩ U libo pusty, libo predstavlØ¸t soboæ netrivial~nyæ

fflement F^{⊗n}_∞ ({x}). Takim obrazom, qislo netrivial~nyh fflementov ravno ∑ U⊂X,U≠∅ (q − 1)^{card U} = m∑ d=1 ( m d ) (q − 1)^d = q^m − 1, X = {1, . . . , m}. 4. Podkol~ca beskoneqnyh klassiqeskih kolec

V fftom razdele rassmatriva¸tsØ podkol~ca Z_p, Z_∞ i Z. Privedena l¸bopytnaØ gipoteza o kongruffnc-proishoßdenii podko-

lec Z, soderßawih operaci¸ (a1, . . ., an), gde ai vzaimno prosty

v sovokupnosti.

4.1. Podkol~ca Zp

Niße R – obobwennoe podkol~co Z_p, soderßawee 0. Estestvenno rassmatrivat~ sluqaæ, kogda R(n) zamknuto v estestvennoæ topologii Z_p(n) dlØ kaßdogo n. Budem ffto predpolagat~.

VyØsnenie struktury podkolec Z_p naqnem so sledu¸wego prostogo utverßdeniØ.

4.1.1. Predloßenie. Sledu¸wie usloviØ ravnosil~ny:

1. Zp = R;

2. R(2) soderßit hotØ by odnu operaci¸ vida ax + by, gde a i b obratimy v Z_p.

OBOBWENNYE PODKOL^CA ARIFMETIQESKIH KOLEC 235

Dokazatel~stvo. Dostatoqno vyvesti pervyæ punkt iz vtorogo.

Otmetim, qto

esli a ∈ R(1) i a obratimo v Z_p, to a^{−1} ∈ R(1). (29)

Deæstvitel~no, a^{−1} = lim a^{(p−1)pn−1}, a R(1) zamknuto v Z_p. Pust~

ax+by ∈ R(2) – operaciØ iz usloviØ. Tak kak 0 ∈ R, to a, b ∈ R(1).

Tak kak a i b obratimy, to a(a^{−1}x) + b(b^{−1}y) = x + y ∈ R(2). Sledovatel~no, N ⊂ R i R = Z_p, poskol~ku N plotno v Z_p. �

Sledu¸waØ cel~ – opisat~ takie R, qto Z_p koneqno nad R. DlØ fftogo rassmotrim v Z_p podkol~co Z^s_p, dlØ kotorogo

Z^s_p(n) = {(a1, . . . , an) ∈ Z^n_p| libo vse ai ∈ I,_{libo ∃i a} j = 0 pri xj ≠ i}, gde I = pZ_p. Otmetim, qto imeetsØ gomomorfizm

Z^s_p → F1 , (30)

pri kotorom (a_1, . . ., a_m) → (c_1, . . . , c_n), gde c_i = 1 dlØ obratimogo

a_i, i c_i = 0 v inom sluqae.

4.1.2. Teorema. Sledu¸wie usloviØ ravnosil~ny:

1. Zp koneqno nad R;

2. R ⊃ R_d dlØ nekotorogo d, gde R_d – proobraz F_1 pri proekcii Zp → Zp/p^d; 3. R(2) soderßit hotØ by odnu operaci¸ vida ax + by, gde a ≠ 0,

b ≠ 0, a ideal (a, b) sovpadaet s Z_p;

4. R ne soderßitsØ v Z^s_p.

Dokazatel~stvo. Pervyæ punkt vytekaet iz vtorogo po 2.1.2.

Vyvedem vtoroæ punkt iz tret~ego. Pust~ ax + by ∈ R(2) – operaciØ iz tret~ego punkta. Esli i a i b obratimy, to utverßdenie vytekaet iz 4.1.1. Ostalos~ razobrat~ sluqaæ, kogda a – obratimo, a b – net. V fftom sluqae posledovatel~no proverim rØd utverßdeniæ.

x_0 + bx_1 + · · · + bx_n ∈ R(n + 1) dlØ vsØkogo n ≥ 1. (31)

Deæstvitel~no, operaciØ x + by = a(a^{−1}x) + by leßit v R(2), poskol~ku a obratimo i v R(1) (sm. (29)). Po indukcii, (x_0 + bx_1 +

· · · + bx_{n−1}) + bx_n ∈ R(n + 1).

x_0 + bm_1x_1 + · · · + bm_nx_n ∈ R(n + 1) dlØ vseh n ≥ 1, m_i ∈ N. (32)

236 A. L. SMIRNOV Deæstvitel~no, takaØ operaciØ poluqaetsØ iz operacii vida (31) podhodØweæ arnosti podstanovkoæ, zamenØ¸weæ podhodØwie gruppy peremennyh odnoæ peremennoæ.

x_0 + λ_1x_1 + · · · + λ_nx_n ∈ R(n + 1) dlØ vseh n ≥ 1, λ_i ∈ bZ_p. (33)

Deæstvitel~no, operacii vida (32) plotny sredi operaciæ vida (33).

λ_1x_1 + · · · + λ_nx_n ∈ R(n) dlØ vseh n ≥ 1, λ_i ∈ bZ_p. (34)

Deæstvitel~no, dostatoqno v operacii vida (33) poloßit~ x_0=0.

R(1) soderßit podguppu U_t = {u ∈ Z_p|u = 1 mod p^t}

dlØ nekotorogo t. (35)

Deæstvitel~no, x + b^iy = x + b(b^{i−1}y) ∈ R(2), 1 + b^i ∈ R(1), i sredi fflementov 1 + b^i tol~ko koneqnoe qislo fflementov kruqeniØ.

Pokaßem teper~, qto R_d ⊂ R, gde d = max(t, ord b). Vo-pervyh,

R_d(0) = {0} ⊂ R(0). Esli vse komponenty operacii iz R_d(n + 1)

neobratimy, to utverßdenie vytekaet iz (34). Inaqe, operaciØ s toqnost~¸ do perestanovki imeet vid (1+b_0)x_0 +b_1x_1 +· · ·+b_nx_n, gde ord b_i ≥ d. �ta operaciØ leßit v R_d(n + 1) vvidu (33) i (35).

Proverim teper~, qto tretiæ punkt teoremy vytekaet iz qetvertogo. Esli R ne soderßitsØ v Z^s_p, to v R imeetsØ operaciØ vida a_1x_1 + · · · + a_nx_n, gde po men~xeæ mere dva iz a_i otliqny ot nulØ i ideal, poroßdennyæ vsemi a_i, sovpadaet s Z_p. S pomow~¸ perestanovki moßno sqitat~, qto a_1 obratim v Z_p, a a_2 ≠ 0. PolagaØ x_3 = · · · = x_n = 0, nahodim v R operaci¸ iz tret~ego punkta.

Ostalos~ vyvesti qetvertyæ punkt teoremy iz pervogo, to est~ proverit~, qto Z_p ne koneqno nad Z^s_p. Rassmotrim otobraßenie f : Z_p(n + 1) → P^n_• (Z_p) = P^n(Z_p) ∪ {0}, pri kotorom

(x_0, . . . , x_n) → (x_0 : · · · : x_n), esli x_0, . . ., x_n vzaimno prosty, i (x_0, . . . , x_n) → 0, inaqe. Legko videt~, qto otnoxenie ffkvivalent-

nosti na Z_p(n + 1), otoßdestvlØ¸wee meßdu soboæ fflementy kaßdogo sloØ f, vyderßivaet deæstvie Z^s_p. Bolee togo, deæstvie Z^s_p na faktore, to est~ na P^n_• (Z_p), propuskaetsØ qerez deæstvie F_1 s pomow~¸ gomomorfizma (30). Pofftomu dostatoqno proverit~, qto P^n_• (Z_p) – ne koneqnoporoßdeno nad F_1 , to est~ ne koneqno. �to tak pri n ≥ 2. �

OBOBWENNYE PODKOL^CA ARIFMETIQESKIH KOLEC 237

4.2. Podkol~ca Z∞

OgraniqimsØ v fftom sluqae neskol~kimi primerami. DlØ psevdonormy na A = R, to est~ funkcii A → R_{≥0}, x → ‖x‖, takoæ qto ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖, ‖xy‖ ≤ ‖x‖ · ‖y‖, ‖1‖ ≤ 1, poloßim R(n) = {(x_1, . . . , x_n) ∈ R(n)| ‖x_1‖ + · · · + ‖x_n‖ ≤ 1}. Oqevidno, qto R – podkol~co R i R = Z_∞ dlØ ‖x‖ = |x|.

ImeetsØ mnogo drugih primerov psevdonorm. Naprimer, ‖x‖ =

|x|^s pri 0 ≤ s ≤ 1 (fftot primer prinadleßit N. Durovu). V

drugom primere dlØ 0 < λ ≤ 1 poloßim ‖x‖ = λ^{−1}|x|, 0 ≤ |x| ≤ λ; 1, λ ≤ |x| ≤ 1; |x|, esli |x| > 1. SoderßawaØsØ v pervom kvadrante qast~ R(2) izobraßena na risunke

Pri fftom pervaØ kartinka sootvetstvuet psevdonorme |x|^s, vtoraØ – psevdonorme, svØzannoæ s λ, a na tret~eæ kartine izobraßeno pereseqenie kolec iz pervyh dvuh primerov. Takim obrazom, podkol~ca Z_∞ mogut imet~ dovol~no zamyslovatyæ vid.

4.3. Podkol~ca Z

Naqnem s neskol~kih primerov. Vo-pervyh, ime¸tsØ kol~ca

Z^u ⊂ Z^s, gde Z^u(n) = {(a1, . . . , an) ∈ Z^n|∃j : ai = 0 pri i ≠ j}, Z^s(n) = {a = (a1, . . . , an) ∈ Z^n| libo a ∈ Z^u(n),_{libo GCD(a} 1, . . . , a_n) ≠ 1}.

238 A. L. SMIRNOV

Krome togo, imeetsØ kol~co A_N = Z_{(N )} ∩ Z_{(∞)} [1, 7.1.1] i dlØ

N ∈ Zkol~co

R_N – proobraz pri gomomorfizme R ⊂ Z→ Z/N

obraza F_12 v Z/N. (36)

Pri klassifikacii podkolec Zna pervom fftape bylo interesno vydelit~ osnovnye tipy takih podkolec, sootvetstvenno ih razmeru. Kol~ca Z^u i Z^s predstavlØ¸t soboæ naibol~xie primery “malyh” i “srednih” podkolec, sootvetstvenno.

Vozmoßno, naibol~xiæ interes predstavlØ¸t kol~ca R, nad kotorymi Zkoneqno. Moßno pokazat~, qto takoe kol~co ne moßet soderßat~sØ v Z^s. Inymi slovami, req~ idet o kol~cah, soderßawih hotØ by odnu operaci¸ (a_1, . . . , a_n), gde n ≥ 2, vse a_i ≠ 0 i GCD(a_1, . . . , a_n) = 1.

4.3.1. Teorema. Esli (a1, . . . , an) ∈ R(n), gde n ≥ 2, vse ai ≠ 0 i

GCD(a_1, . . . , a_n) = 1, to naædetsØ operaciØ (a, b) ∈ R(2), takaØ, qto a ≠ 0, b ≠ 0, GCD(a, b) = 1.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno rassmotret~ sluqaæ, kogda n ≥ 3

i a_1 – neqetno (ispol~zuØ podhodØwu¸ perestanovku). Pust~ {p_j} – mnoßestvo vseh prostyh deliteleæ qisla GCD(a_1, . . . , a_{n−2}) i N = ∏ (p_j − 1). Sredi p_j net 2 vvidu neqetnosti a_1. Rassmotrim

operaci¸ (b_1, . . . , b_{n−1}), gde b_1 = a_1, . . . , b_{n−2} = a_{n−2}, b_{n−1} = a^{2N}_{n−1} +

a^{2N}_n . Oqevidno, qto vse b_i ≠ 0. Pokaßem, qto GCD(b_1, . . . , b_{n−1}) = 1.

DlØ fftogo dostatoqno pokazat~, qto

a^{2N}_{n−1} + a^{2N}_n ≠ 0 mod p_j .

�to sledstvie togo, qto kaßdoe slagaemoe v fftoæ summe ravno libo 0, libo 1, po kraæneæ mere odno iz nih ravno 1, a p_j ≠ 2.

Ostalos~ zametit~, qto (b_1, . . . , b_{n−1}) ∈ R(n − 1). Deæstvitel~- no, a_{n−1}, a_n ∈ R(1), poskol~ku 0 ∈ R(0). Pofftomu

f(x_1, . . . , x_n) = a_1x_1 + · · · + a_{n−2}x_{n−2} + a^{2N}_{n−1}x_{n−1} + a^{2N}_n x_n ∈ R(n) i f(x_1, . . . , x_{n−2}, x_{n−1}, x_{n−1}) ∈ R(n − 1). ProdolßaØ ponißat~ arnost~ takim obrazom, moßno dobrat~- sØ do podhodØweæ 2-operacii. �

Vozmoßno, privedennaØ teorema ØvlØetsØ qastnym sluqaem nepostroennoæ teorii razmernosti obobwennyh kolec.

OBOBWENNYE PODKOL^CA ARIFMETIQESKIH KOLEC 239

4.3.2. Kongruffnc-gipoteza. Pust~ R – obobwennaØ F_12 -podal-

gebra Z, (a, b) ∈ R(2), priqem a ≠ 0, b ≠ 0, GCD(a, b) = 1. Konguffncgipoteza sostoit v tom, qto naædetsØ takoe N ≥ 1, qto R ⊃ R_N (sm. (36)).

Konguffnc-gipoteza ravnosil~na tomu, qto

v R(2) naædetsØ operaciØ vida (1, m), gde m ≠ 0. (37)

Deæstvitel~no, esli R ⊃ R_N , to (1, N ) ∈ R(2). Naoborot, pust~

(1, m) ∈ R(2). Po indukcii proverØetsØ, qto vse operacii vi-

da (1, m, . . ., m) leßat v R. Naprimer, 1 · (1, m, 0) + m · (0, 0, 1) =

(1, m, m). Ots¸da legko uvidet~, qto R ⊃ R_m.

Nißeprivedennu¸ gipotezu (38) i redukci¸ 4.3.2 k (38) avtor uznal ot N. Durova. Pust~ S – podkol~co Z, poroßdennoe F_12 i binarnoæ operacieæ (a, b). Togda gipoteza 4.3.2 vytekaet iz sledu¸weæ gipotezy 1 ∈ ⟨a, b⟩, (38) gde ⟨a, b⟩ – ideal v S(1), poroßdennyæ a i b. Inymi slovami, gipoteza (38) utverßdaet, qto a i b poroßda¸t ediniqnyæ ideal v S, to est~ poroßda¸t S(1) kak S-modul~.

DlØ proverki togo, qto (38) vleqet gipotezu 4.3.2, rassmotrim mnoßestvo I = {n ∈ Z|∃m ∈ Z, tak qto (n, m) ∈ S(2) i m ≠ 0}. Pokaßem preßde vsego, qto I – ideal. Tak kak S poroßdeno F_12 i (a, b), to dostatoqno proverit~ sledu¸wie utverßdeniØ: 0 ∈ I; esli u ∈ I, to −u ∈ I; u, v ∈ I ⇒ au + bv ∈ I. (39) Dostatoqno proverit~(39). Pust~ (u, s) ∈ S(2), s ≠ 0 i (v, t) ∈

S(2), t ≠ 0. Togda (u, s^α) ∈ R(2) i (v, t^β ) ∈ S(2). Pofftomu a(u, s^α) + b(v, t^β) = (au + bv, as^α + bt^β) ∈ S(2). Tak kak as^α + bt^β ≠ 0 pri

podhodØwih α, β, to au + bv ∈ I i I – ideal.

Tak kak a, b ∈ I po uslovi¸, to I ⊃ ⟨a, b⟩. Pofftomu, esli 1 ∈

⟨a, b⟩, to 1 ∈ I i, takim obrazom, (38), s uqetom (37), vleqet

gipotezu 4.3.2.

4.3.3. Svidetel~stva v pol~zu kongruffnc-gipotezy. Dalee

sqitaem, qto 0 < a < b. DlØ a = 1 utverßdenie iz 4.3.2 vytekaet iz (37). S pomow~¸ komp~¸tera provereno, qto (38) verno

240 A. L. SMIRNOV dlØ (a, b), gde libo a = 4, b ≤ 100, libo a = 5, b ≤ 100, libo a ≤ 40,

b ≤ 40.

Niße, pri proverke gipotez, nam potrebuetsØ sledu¸wee utverßdenie (a^n, a^{n−1}b, . . . , ab, b) ∈ S(n + 1). (40) Deæstvitel~no, a(a^n, a^{n−1}b, . . ., ab, b, 0) + b(0, . . ., 0, 1) = (a^{n+1}, a^nb, . . ., ab, b). Pokaßem, qto gipoteza 4.3.2 verna pri a = 2. S pomow~¸ (40) nahodim v S(n + 1) operaci¸ (2^n, 2^{n−1}b, . . ., 2b, b). Vyberem n tak, qto 2^n = 1 mod b. Togda 2^n − 1 = ub, gde u = (2^n − 1)/b ≤ (2^n − 1)/3 <

2^{n−1}. Rassmotrim 2-adiqeskoe razloßenie u = α_0 + α_1 · 2 + · · · + α_{n−2} · 2^{n−2}, gde α_i ∈ {0, 1}. Togda operaciØ (2^n, 2^{n−1}b, −α_{n−2}2^{n−2}b, . . . , −α_12b, −α_0b) ∈ S(n + 1), poskol~ku (2^n, 2^{n−1}b, . . . , 2b, b) ∈ S(n + 1) i −α_i ∈ F_12 (1). Ots¸da vytekaet, qto

(1, 2^{n−1}b) = (2^n − α_{n−2}2^{n−2}b − · · · − α_12b − α_0b, 2^{n−1}b) ∈ S(2),

qto i dokazyvaet v naxem sluqae gipotezy (37) i 4.3.2.

Pohoßim obrazom moßno pokazat~, qto gipoteza 4.3.2 verna i pri a = 3. Pri fftom poØvlØetsØ nebol~xoe osloßnenie, dlØ preodoleniØ kotorogo potrebuetsØ sledu¸wee utverßdenie:

{α_0 + α_1 · 3 + · · · + α_r · 3^r|α_i ∈ {0, ±1}} =

[−d, d] ∩ Z, gde d = (3^r − 1)/2. (41)

V samom dele, pri zamene kombinacii

α_0 + α_1 · 3 + · · · + α_r · 3^r na (α_0 + 1) + (α_1 + 1) · 3 + · · · + (α_r + 1) · 3^r

mnoßestvo vseh kombinaciæ iz (41) prevratitsØ, oqevidno, v

[0, d] ∩ Z.

Proverim teper~ gipotezu 4.3.2 pri a = 3. ZamenØØ operaci¸

(3, b) na operaci¸ (3, b^r), moßem sqitat~, qto b dostatoqno veli-

ko. V naxem sluqae dostatoqno neravenstva b > 6. S pomow~¸

OBOBWENNYE PODKOL^CA ARIFMETIQESKIH KOLEC 241 (40) nahodim v S(n + 1) operaci¸ (3^n, 3^{n−1}b, . . . , 3b, b). Vyberem n tak, qto 3^n = 1 mod b. Togda 3^n − 1 = ub, gde

u = (3^n − 1)/b ≤ (3^n − 1)/6 < (3^{n−1} − 1)/2. (42)

Rassmotrim “pravil~noe” 3-adiqeskoe razloßenie u, to est~ razloßenie u = α_0 + α_1 · 3 + · · · + α_{n−2} · 3^{n−2}, gde α_i ∈ {0, 1, −1} (vaßno, qto v ffto razloßenie ne vhodØt 3^{n−1} i bol~xie stepeni 3-ki – ffto vytekaet iz (41) i (42)). Togda (3^n, 3^{n−1}b, −α_{n−2}3^{n−2}b, . . . , −α_13b, −α_0b) ∈ S(n + 1), poskol~ku (3^n, 3^{n−1}b, . . . , 3b, b) ∈ S(n + 1) i −α_i ∈ F_12 (1). Ots¸da vytekaet, qto

(1, 3^{n−1}b) = (3^n − α_{n−2}3^{n−2}b − · · · − α_13b − α_0b, 3^{n−1}b) ∈ S(2),

qto i dokazyvaet v naxem sluqae gipotezy (37) i 4.3.2.

Drugim metodom (s pomow~¸ interpolØcionnoæ tehniki) moßno pokazat~, qto gipoteza 4.3.2 verna dlØ vseh par vida (a, a + 1).

Literatura 1. N. Durov, New Approach to Arakelov Geometry. arXiv: 0704.2030 v1 [math AG]

16 Apr (2007).

2. A. L. Smirnov, Graduirovannye monady i kol~ca polinomov. — Zap. nauqn. semin. POMI 349, (2007), 174–210.

3. ȷ.-P. Serr, Kurs arifmetiki. Mir, Moskva, 1972. 4. G. Birkgof, TeoriØ rexetok. Nauka, Moskva, 1984.

Smirnov A. L. Generalized subrings of arithmetic rings.

The generalized subrings of F_q are classified, generalized subrings of

Z/p^2 are investigated and their complete classification is obtained when

p = 2. Examples of F_∞ -similar generalized fields, a computation of F^{⊗n}_∞ , a description of cofinite subrings of Z_p and examples of subrimgs of Z_∞ are given. A conjecture on cofinite subrings of Zis proposed and arguments in its favour are considered.

Postupilo 30 oktØbrØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: smirnov@pdmi.ras.ru