Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 349, 2007 g.

A. L. Smirnov

GRADUIROVANNYE MONADY I KOL^CA POLINOMOV

Vvedenie

TeoriØ obobwennyh kolec i shem N. Durova [1] predstavlØet soboæ osnovu algebro-geometriqeskogo podhoda k arifmetike. DlØ priloßeniæ fftogo podhoda k konkretnym problemam osobenno vaßno ponimat~ strukturu proektivnyh spektrov graduirovannyh obobwennyh kolec. Naprimer, ves~ma interesnymi predstavlØ¸tsØ prosteæxie prostranstva takogo tipa, a imenno obobwennye proektivnye prostranstva. �ti prostranstva opredeleny kak proektivnye spektry kolec obobwennyh polinomov, poroßdennyh, naprimer, nad F_1, peremennymi proizvol~nyh arnosteæ.

TeoriØ graduirovannyh obobwennyh kolec i proektivnyh obobwennyh shem postroena v [1, 6.6]. Pri fftom suwestvovanie graduirovannyh kolec, zadannyh obrazu¸wimi i sootnoxeniØmi, podrazumevaetsØ, naprimer, v [1, 6.6.2], no Øvno ne provereno. Krome togo, dlØ prosteæxih vyqisleniæ trebuetsØ ne tol~ko suwestvovanie, no i Øvnye modeli svobodnyh graduirovannyh kolec i ih faktorov po sootnoxeniØm. Pervyæ razdel dannoæ raboty v osnovnom i posvØwen postroeni¸ takih modeleæ v terminah derev~ev.

Vo vtorom razdele nekotorye graduirovannye obobwennye kol~ca, i v qastnosti F_1n ⟨t⟩, gde t – svobodnaØ peremennaØ proizvol~noæ arnosti, realizovany kak podkol~ca klassiqeskih kolec nekommutativnyh polinomov. Preimuwestvo takogo opisaniØ sostoit v tom, qto s polinomami – daße nekommutativnymi – rabotat~ prowe, qem s derev~Ømi.

V tret~em razdele rassmatriva¸tsØ estestvennye gomomorfizmy kolec obobwennyh polinomov v kol~ca obyqnyh kommutativnyh polinomov. OkazyvaetsØ, takie gomomorfizmy kak pra-

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (grant 06–01–00471) i INTAS (grant 05-1000008-8118). 174

GRADUIROVANNYE MONADY I KOL^CA POLINOMOV 175

vilo ne ØvlØ¸tsØ vloßeniØmi. Naprimer, estestvennyæ gomomorfizm F_12 [t] → Z[A, B], t → (A, B), gde t – binarnaØ peremennaØ, ne ØvlØetsØ vloßeniem, daße esli naloßit~ na t sootnoxenie al~ternativnosti. �to oznaqaet, qto obobwennye affinnye prostranstva soderßatel~nee, qem ih klassiqeskaØ qast~.

Avtor blagodarit N. Durova za vozmoßnost~ oznakomit~sØ s rabotoæ [1] do ee publikacii, a takße za mnogoqislennye neformal~nye raz¨ØsneniØ, kommentarii i obsußdeniØ.

1. Obwie svedeniØ

V fftom razdele privedeny osnovnye opredeleniØ, postroeny svobodnye monady i ih faktory po sootnoxeniØm.

1.1. OpredeleniØ

S kategornoæ toqki zreniØ kol~co – monoid v ⊗-kategorii

ZMod. ImitaciØ na kategornom urovne ponØtiØ Δ-graduiro-

vannogo kol~ca (Δ – kommutativnyæ, additivno zapisyvaemyæ monoid) privodit k sledu¸wemu opredeleni¸ Δ-gradui-rovannogo monoida v monoidal~noæ kategorii C [1, 6.6.2]: Δgraduirovannyæ monoid Σ v C predstavlØet soboæ nabor ob¨- ektov {Σ_a}_{a∈Δ} i morfizmov ε : 1 → Σ_0, μ_{a,b} : Σ_a ⊗ Σ_b → Σ_{a+b} s estestvennymi usloviØmi associativnosti i neætral~nosti edinicy (sleva i sprava).

Tak kak monada nad S – monoid v Endof S, to ponØtie Δgraduirovannoæ monady estestvenno opredelit~ kak specializaci¸ ponØtiØ Δ-graduirovannogo monoida. Takim obrazom, ΔgraduirovannaØ monada Σ predstavlØet soboæ nabor ffndofunktorov {Σ_a}_{a∈Δ} i morfizmov ε : Id → Σ_0, μ_{a,b} : Σ_a ∘ Σ_b → Σ_{a+b} s sootvetstvu¸wimi svoæstvami.

1.1.1. DeæstviØ. Po umnoßeniØm μa,b stroØtsØ deæstviØ αa,b, to

est~ otobraßeniØ Σ_a(Y ) × Σ_b(X)^{Y αa,b}−−→ Σ_{a+b}(X), σ × f → μ_{a,b}[Σ_a(f)σ]. (1) Neætral~nost~ umnoßeniØ na edinicu sleva vleqet trivial~- nost~ deæstviØ obraza ε, to est~ kommutativnost~ diagrammy

(2)

176 A. L. SMIRNOV

gde ev(y × f) = f(y).

Neætral~nost~ umnoßeniØ na edinicu sprava vleqet trivial~nost~ deæstviØ na obraze ε, to est~ kommutativnost~ diagrammy

(3) gde ev(σ × f) = Σ_d(f)(σ).

Associativnost~ umnoßeniæ vleqet associativnost~ deæstviæ, to est~ kommutativnost~ diagrammy

Σ_a(Z) × Σ_b(Y )^Z × Σ_c(X)^{Y id ×α} Z b,c −−−−−→ Σ_a(Z) × Σ_{b+c}(X)^Z , (α_{a,b})×id a^{a,b+c} Σ_{a+b}(Y ) × Σ_c(X)^{Y αa+b,c}−−−−→ Σ_{a+b+c}(X), (4)

gde α^Z_{b,c}(u × v)(z) = α_{b,c}(u(z) × v). Po deæstviØm α_{a,b} vosstanavliva¸tsØ umnoßeniØ μ_{a,b}. Deæstvitel~no, μ_{a,b}(σ) = α_{a,b}(σ × f), gde Y = ΣX, a f : Y → ΣX – toßdestvennoe otobraßenie. Takim obrazom, zadanie deæstviæ so svoæstvami (2), (3), (4) predstavlØet soboæ inoæ (nesimmetriqnyæ) sposob zadaniØ monady.

Morfizm graduirovannyh monad φ : Λ → Σ opredelØetsØ kak nabor morfizmov φ_d : Λ_d → Σ_d, kommutiru¸wiæ so strukturnymi morfizmami, to est~ dolßny byt~ verny ravenstva ε ∘ φ_0 = φ_0 ∘ ε i φ_{a+b}μ_{a,b} = μ_{a,b}(φ_a ∘ φ_b). (5) Uslovie (5) ravnosil~no kommutativnosti diagrammy funkto- rov Λ_a(Y ) × Λ_b(X)^{Y αa,b}−−−−→ Λ_{a+b}(X) φ_a×φ^Y_b φ^{a+b} Σ_a(Y ) × Σ_b(X)^{Y αa,b}−−−−→ Σ_{a+b}(X). (6)

GRADUIROVANNYE MONADY I KOL^CA POLINOMOV 177

Deæstvitel~no, kommutativnost~ (6) vytekaet iz (5) i kommutativnosti diagrammy

Λ_a(Y ) × Λ_b(X)^{Y ev}−−−−→ Λ_a(Λ_bX) φ_a×φ^Y_b φa^Λa^φb Σ_a(Y ) × Σ_b(X)^{Y ev}−−−−→ Σ_a(Σ_bX).

gde ev : σ × f → Λ_a(f)σ. Kommutativnost~ fftoæ diagrammy – sledstvie togo, qto φ_d – morfizmy funktorov. Naoborot, qtoby poluqit~ (5), dostatoqno primenit~ kommutativnost~ (6) dlØ Y = Λ_b(X) i f = id_Y .

1.1.2. Graduirovannye moduli. Pust~ Σ – graduirovannaØ mo-

nada. PonØtie graduirovannogo (skaßem, levogo) Σ-modulØ vvedeno v [1, 6.6.2].

DlØ opredeleniØ takogo ponØtiØ rassmatrivaetsØ nekotoraØ kategoriØ M vmeste s (levym) deæstviem na neæ monoidal~- noæ kategorii Endof(Sets), (Σ, M ) → Σ ⊗ M . ImeetsØ, po men~- xeæ mere, dva estestvennyh vybora M: kategoriØ ffndofunktorov Endof(Sets) i kategoriØ mnoßestv Sets. V pervom sluqae Σ ⊗ M = Σ ∘ M , a vo vtorom Σ ⊗ M = Σ(M ). �ti dva vybora vedut sootvetstvenno k ponØti¸ bol~xogo Σ-modulØ i malogo Σ-modulØ. Dalee rassmatriva¸tsØ malye moduli.

Takim obrazom, graduirovannyæ Σ-modul~ M predstavlØet soboæ semeæstvo mnoßestv {M_d} (d ∈ Δ) vmeste s umnoßeniØmi μ_{a,b} : Σ_a(M_b) → M_{a+b}, udovletvorØ¸wimi estestvennym usloviØm associativnosti i neætral~nosti edinicy.

Naprimer, semeæstvo {M_d}, gde M_d = Σ_d(n), ØvlØetsØ Σmodulem otnositel~no strukturnyh morfizmov Σ. �tot modul~ traktuetsØ kak svobodnyæ modul~ ranga n.

Graduirovannym (levym) idealom v Σ nazyvaetsØ graduirovannyæ podmodul~ Σ(1), to est~ semeæstvo mnoßestv I_d ⊂ Σ_d(1), vyderßiva¸wee umnoßeniØ μ_{a,b}.

1.1.3. Algebraiqnost~. GraduirovannaØ monada Λ nazyvaet-

sØ algebraiqeskoæ, esli algebraiqny vse ffndofunktory Λ_a [1, 6.6.5]. Esli Λ – algebraiqeskaØ monada i diagramma (6) kommutativna dlØ vseh standartnyh koneqnyh mnoßestv X = m, Y = n, to (6) kommutativna i dlØ proizvol~nyh X, Y .

178 A. L. SMIRNOV

1.2. SvobodnaØ graduirovannaØ monada

Pust~ U = {U_d(n)} – bigraduirovannoe mnoßestvo, gde n ∈ N_0, d ∈ Δ, a U_d(n) rassmatrivaetsØ kak mnoßestvo operaciæ arnosti n i stepeni d. GraduirovannaØ monada, svobodno poroßdennaØ U , predstavlØet soboæ graduirovannu¸ monadu Λ vmeste s otobraßeniØmi U_d(n) → Λ_d(n) i ØvlØetsØ naqal~nym ob¨ektom kategorii graduirovannyh monad s takimi dopolnitel~nymi dannymi. GraduirovannaØ monada, svobodno poroßdennaØ U , oboznaqaetsØ

F∅⟨U ⟩._{Suwestvovanie} F∅⟨U ⟩ trebuet proverki. Analogiqnyæ vopros

dlØ negraduirovannogo sluqaØ rassmotren v [1, 4.5], gde svobodnaØ monada F_∅⟨U ⟩ stroitsØ kak podmonada v monade slov W_U , sostoØwaØ iz “pravil~nyh” slov – termov. Niße privedeno bolee tradicionnoe dlØ struktur takogo roda opisanie s pomow~¸ derev~ev [2, 4.1.11]. Nekotoroe otliqie sostoit v tom, qto niße operaciØmi markiru¸tsØ rebra (a ne verxiny). Krome togo, imeetsØ graduirovka, kotoru¸ udobno opisyvat~ s pomow~¸ graduirovki verxin (osobenno v sluqae, kogda monoid Δ ne obladaet svoæstvom sokraweniØ).

1.2.1. Derev~Ø. Derevom niße nazyvaetsØ koneqnoe orientiro-

vannoe lokal~no uporØdoqennoe derevo, rebra kotorogo mogut ne imet~ naqala ili konca.

Toqnee govorØ, graf T , predstavlennyæ koneqnymi mnoßestvami verxin V(T ), reber E(T ) i otobraßeniØmi source, target : E(T ) → V(T ) ⊔ {∅}, nazyvaetsØ derevom, esli T odnosvØzen, iz kaßdoæ verxiny vyhodit edinstvennoe rebro i suwestvuet rovno odno rebro out(T ), ne ime¸wee konca (target(e) = ∅). Arnost~¸ ar(v) verxiny v nazyvaetsØ qislo vhodØwih v v reber. Oboznaqim In(T ) mnoßestvo vhodØwih reber, to est~ reber e, ne ime¸- wih naqala (source(e) = ∅).

Derevo T lokal~no uporØdoqeno, esli dlØ kaßdoæ verxiny v fiksirovan polnyæ porØdok na mnoßestve In(v) = {e ∈ E(G)| target(e) = v} reber, vhodØwih v v.

Na mnoßestve reber lokal~no uporØdoqennogo dereva imeetsØ kanoniqeskiæ (global~nyæ) porØdok. �tot porØdok opredelen tem, qto vsØkoe rebro, ishodØwee iz verxiny, bol~xe vsØkogo rebra, vhodØwego v fftu verxinu, i e_1 ≤ e_2, esli dlØ kaßdoæ verxiny v ∈ V(T ) vypolneno sledu¸wee svoæstvo: zaverxa¸wee rebro puti k v, startu¸wego s e_1 (esli takoæ est~), ne prevosho-

GRADUIROVANNYE MONADY I KOL^CA POLINOMOV 179

dit zaverxa¸wego rebra puti k v, startu¸wego s e_2 (esli takoæ est~). Dalee sqitaetsØ, qto kaßdoe derevo snabßeno kanoniqeskim global~nym porØdkom.

1.2.2. Markirovannye derev~Ø. Pust~ U = {U (n)}n≥0 – gradu-

irovannoe mnoßestvo, ‖U ‖ = ∐ U (n) i ar : ‖U ‖ → N_0 – funkciØ, prinima¸waØ znaqenie n na komponente U (n). Derevo T nazyvaetsØ (U, X)-markirovannym (ili (U, X)-derevom), gde X – mnoßestvo, esli zadano otobraßenie σ : E(T ) → ‖U ‖ ⊔ X takoe, qto 1. σ(e) ∈ X togda i tol~ko togda, kogda e ∈ In(T ); 2. ar(σe) = ar(source e) dlØ vsØkogo rebra e /∈ In(T ). Primery takih derev~ev, gde g ∈ U (2), c ∈ U (0), x, y ∈ X, izobraßeny na kartinke

, (7)

priqem lokal~nyæ porØdok predstavlen raspoloßeniem na ploskosti (bol~xe to rebro, kotoroe levee).

Pust~ Trees^U (X) – mnoßestvo klassov izomorfizma nepustyh (U, X)-derev~ev.

1.2.3. Monada Trees^U . Rassmotrim sootvetstvie X → Trees^U (X)

kak ffndofunktor kategorii mnoßestv. DlØ prevraweniØ fftogo ffndofunktora v monadu vvedem morfizmy ε : Id → Trees^U i μ : Trees^U ∘ Trees^U → Trees^U .

Morfizm ε : X → Trees^U (X) sopostavlØet fflementu x ∈ X derevo T_x iz (7). �to derevo ne imeet verxin i sostoit iz odnogo rebra, markirovannogo x.

Morfizm μ : Trees^U (Trees^U (X)) → Trees^U (X) narawivaet (U, Trees^U (X))-markirovannoe derevo T , zamenØØ kaßdoe vhodØwee rebro e ∈ In(T ) na derevo σe, pripisannoe e markirovkoæ σ. Inaqe govorØ,

V(μT ) = V(T ) ⊔ ∐ e∈In(T ) V(σe), E(μT ) = E(T ) − In(T ) ⊔ ∐ e∈In(T ) E(σe), gde funkciØ source_{μT} nasleduetsØ iz funkciæ source_T i source_{σe}, a funkciØ target_{μT} nasleduetsØ iz funkciæ derev~ev target_T i

180 A. L. SMIRNOV

target_{σe}, za iskl¸qeniem reber vida out(σe). V fftom sluqae target_{μT} (out(σe)) = target_T (e). Krome togo, markirovka σ_{μT} nasleduetsØ iz markirovok σ_T i σ_{σe}. Nakonec, lokal~nyæ porØdok na μT inducirovan lokal~nymi porØdkami na derev~Øh T i σ(e).

Naprimer, dlØ (U, Trees^U (X))-markirovannogo dereva T

, gde f ∈ U (2), T_1 i T_2 – derev~Ø iz (7), derevo μT imeet vid

. (8)

Vvedennye morfizmy ε i μ prevrawa¸t Trees^U v monadu na kategorii mnoßestv. Bolee togo, Trees^U izomorfna svobodnoæ monade F_∅⟨U ⟩. Qtoby uvidet~ ffto, ustanovim izomorfizm Trees^U s model~¸ svobodnoæ monady W_{U,r} iz [1, 4.5.2]. Rassmotrim otobraßenie w : Trees^U (X) → W_U (X), T → σ(e_n) . . . σ(e_1), gde e_n > · · · > e_1 – vse rebra T , raspoloßennye v sootvetstvii s global~nym porØdkom (sm. 1.2.1). Naprimer, na dereve iz (8) otobraßenie w prinimaet znaqenie fcgxy, kotoroe moßet traktovat~sØ kak operaciØ f(c, g(x, y)). Moßno proverit~, qto w – gomomorfizm monad i biekciØ na mnoßestvo termov.

1.2.4. GraduirovannaØ monada derev~ev GrTrees^U . Pust~ U =

{U_d(n)} – bigraduirovannoe mnoßestvo (d ∈ Δ, n ≥ 0), ‖U ‖ = ∐ U_d(n), ar : ‖U ‖ → N_0 i deg_U : ‖U ‖ → Δ – funkcii, prinima¸wie znaqeniØ n i d, sootvetstvenno, na komponente U_d(n).

Derevo T nazyvaetsØ (U, X)-markirovannym, gde X – mnoßestvo, esli zadany otobraßeniØ σ : E(T ) → ‖U ‖⊔X i deg_T : V(T ) → Δ, takie qto

GRADUIROVANNYE MONADY I KOL^CA POLINOMOV 181

1. σ(e) ∈ X togda i tol~ko togda, kogda e ∈ In(T ); 2. ar(σe) = ar(source e) dlØ vsØkogo rebra e /∈ In(T ); 3. deg_T (s) + deg_U (σe) = deg_T (t) dlØ vsØkogo rebra e s naqalom s i koncom t;

4. deg_T (v) = 0 dlØ vsØkoæ verxiny, hotØ by odno iz vhodØwih reber kotoroæ ne imeet naqala.

Rasprostranim funkci¸ deg_U na ‖U ‖⊔X, polagaØ deg x = 0 dlØ x ∈ X. Rasprostranim takße funkci¸ deg_T s V(T ) na V(T ) ⊔ {∅}, polagaØ deg_T (∅) = 0. Dalee kak vmesto deg_U , tak i vmesto deg_T moßet byt~ ispol~zovano oboznaqenie deg.

DlØ (U, X)-markirovannogo dereva T poloßim

deg T = deg(σ(out T )) + deg(source(out T )).

Naprimer, rassmotrim derevo T

, (9)

gde Δ = Z, nadpisi vida [i] oboznaqa¸t stepen~ operacii, a nadpisi •_p – stepen~ verxin. Takim obrazom, c ∈ U_i(0), g ∈ U_j (2), f ∈ U_k(2), x, y ∈ X. �to derevo sqitaetsØ markirovannym, esli r = 0, q = p + i i q = r + j. V takom sluqae deg T = q + k.

Vot ewe neskol~ko primerov:

. (10)

Zdes~ deg T_x = 0 (po soglaxeni¸ o rasprostranenii funkcii deg_U na X), deg T_1 = p + i, deg T_2 = j.

Pust~ GrTrees^U_d (X) – mnoßestvo klassov izomorfizma nepustyh (U, X)-derev~ev stepeni d. Rassmotrim sootvetstvie X →

182 A. L. SMIRNOV

GrTrees^U_d (X) kak ffndofunktor kategorii mnoßestv. DlØ prevraweniØ nabora {GrTrees^U_d } v graduirovannu¸ monadu vvedem morfizmy ε : Id → GrTrees^U_0 i μ : GrTrees^U_a ∘ GrTrees^U_b → GrTrees^U_{a+b}.

Morfizm ε : X → GrTrees^U_0 (X) sopostavlØet fflementu x ∈ X derevo T_x iz (10). Morfizm μ : GrTrees^U_a (GrTrees^U_b (X)) → GrTrees^U_{a+b}(X), vo-pervyh, narawivaet (U, GrTrees^U (X))-markirovannoe derevo T , zamenØØ kaßdoe vhodØwee rebro e ∈ In(T ) na derevo σe, pripisannoe e markirovkoæ σ, a vo-vtoryh, sdvigaet podhodØwim obrazom stepeni verxin T . PervaØ procedura opisana v 1.2.3. Procedura sdviga, to est~ vvedeniØ funkcii deg_{μT} , takova: deg_{μT} sovpadaet s funkcieæ deg_{σe} na derev~Øh vida σe, vhodØwih v μT (to est~ dlØ e ∈ In(T )). DlØ v ∈ T polagaem deg_{μT} (v) = deg_T (v) + b.

Naprimer, dlØ (U, GrTrees^U_b (X))-markirovannogo dereva T

, gde T_1, T_2 – derev~Ø iz (10) i q = p + i = j, derevo μT ukazano v (9), priqem r = 0.

Vvedennye morfizmy ε i μ prevrawa¸t GrTrees^U v graduirovannu¸ monadu na kategorii mnoßestv. Monada GrTrees^U , oqevidno, algebraiqna.

1.2.5. Sdvig konstant po stepeni. Vo izbeßanie putanicy ot-

metim odnu tonkost~, otsutstvu¸wu¸ v negraduirovannom sluqae. A imenno, esli zabyt~ pro graduirovku, to operaci¸, sootvetstvu¸wu¸ derevu (9), moßno zapisat~ v vide f(c, g(x, y)). V graduirovannom sluqae takaØ zapis~ moßet privesti k putanice, poskol~ku vmesto x i y na vhod operacii mogut byt~ podany argumenty stepeni d iz graduirovannogo modulØ {M_d}. V fftom sluqae deg(g(x, y)) = d + deg g, qto protivoreqit fiksirovannosti stepeni c kak argumenta f. Pofftomu bolee korrektno oboznaqit~ ukazannu¸ operaci¸ kak f(c[p], g(x, y)) ili daße f(c[p](∗^{[?]}), g(x, y)), gde [p] : M^0_d → M^0_{d+p} – operaciØ, perevodØwaØ ∗^{[d]} (edinstvennyæ 0-arnyæ argument stepeni d) v ∗^{[d+p]}.

GRADUIROVANNYE MONADY I KOL^CA POLINOMOV 183

�to oboznaqenie soglasovano s tem, qto dlØ vsØkoæ graduirovannoæ monady Σ deæstvie Σ_a(0) × Σ_p(m)^0 → Σ_{a+p}(m) induciruet otobraßenie Σ_a(0) → Σ_{a+p}(m), kotoroe moßno oboznaqit~ c → c[p]. A imenno, imeetsØ associativnost~ c([p]∗^{[d]}) = (c[p])∗^{[d]}. Pri vyqislenii deæstviØ f na nabore argumentov iz M_d vmesto ∗^{[?]} sleduet podstavit~ ∗^{[d]} ∈ M^0_d . Togda c[p](∗^{[d]}) ∈ M_{d+p+deg c} imeet tu ße stepen~, qto i g(x, y).

1.2.6. Svobodnost~ GrTrees^U . Niße dokazyvaetsØ teorema 1.2.7,

utverßda¸waØ, qto GrTrees^U izomorfna svobodnoæ graduirovannoæ monade F_∅ ⟨U ⟩. Qtoby akkuratno sformulirovat~ i dokazat~ fftu teoremu, vremenno poloßim GrTrees^U = Λ i rassmotrim otobraßenie U_d(n) → Λ_d(n), u → T_u, gde

pri n > 0 i T_u = (•_0^u→) pri n = 0.

1.2.7. Teorema. UtverßdaetsØ, qto GrTrees^U izomorfna svobod-

noæ graduirovannoæ monade F_∅ ⟨U ⟩. Toqnee govorØ, utverßdaetsØ, qto para (Λ, u → T_u) svobodna, to est~ dlØ vsØkoæ graduirovannoæ monady Σ = {Σ_d} i vsØkogo otobraßeniØ ϕ_{d,n} : U_d(n) → Σ_d(n) suwestvuet edinstvennyæ gomomorfizm monad φ : Λ → Σ, soglasovannyæ s ϕ, to est~ takoæ, qto φ_d(T_u) = ϕ_{d,n}(u) dlØ vseh u ∈ U_d(n).

Dokazatel~stvo. Snaqala proverim edinstvennost~. Pust~ φ i

ψ – dva takih gomomorfizma. Pokaßem, qto φ(T ) = ψ(T ) dlØ vsØkogo dereva T ∈ Λ(X), indukcieæ po qislu verxin card V(T ). Pri card V(T ) = 0 (baza indukcii) T = (^x→) = ε_Λ(x), gde x ∈ X (sm. 1.2.4). Iz kommutativnosti diagrammy

(11)

poluqaem φ(T ) = ε_Σ(x) (12)

184 A. L. SMIRNOV

i analogiqno dlØ ψ. Takim obrazom, φ(T ) = ε_Σ(x) = ψ(T ).

Predpoloßim, qto card V(T ) > 0. V fftom sluqae edinstvennoe ishodØwee rebro T imeet naqalo – oboznaqim ego v.

Esli verxina v ne imeet vhodØwih reber, to T = (•_b^u→), gde u ∈ U_a(0). DlØ vyqisleniØ φ(T ) zametim, qto T = α_Λ(T_u × ∗^{[b]}_Λ ), gde T_u = (•_0^u→) ∈ U_a(0) (∗^{[d]}_M – edinstvennyæ fflement M^0_d dlØ graduirovannogo mnoßestva M ). Iz kommutativnosti (sm. 1.1) diagrammy Λ_a(n) × Λ_b(X)^{n αΛ}−−−−→ Λ_{a+b}(X) φ_a×φ^n_b φ^{a+b} Σ_a(n) × Σ_b(X)^{n αΣ}−−−−→ Σ_{a+b}(X)

(13)

pri n = 0 poluqaem

φ_{a+b}(T ) = α_Σ(ϕ_{a,0}(u) × ∗^{[b]}_Σ ). (14)

Tak kak analogiqnaØ formula verna i dlØ ψ(T ), to φ(T ) = ψ(T ).

Ostalos~ rassmotret~ sluqaæ, kogda verxina v imeet vhodØwie rebra e_1 < · · · < e_n, zanumerovannye v sootvetstvii s porØdkom na E(T ) (sm. 1.2.1). V fftom sluqae T = α_Λ(u × T_1 × · · · × T_n), gde u ∈ U_a(n) – znaqenie markirovki na ishodØwem rebre dereva T , a T_i – maksimal~noe podderevo T s ishodØwim rebrom e_i. Iz kommutativnosti diagrammy (13) pri b = deg T_1 = · · · = deg T_n poluqaem

φ_{a+b}(T ) = α_Σ(ϕ_{a,n}(u) × φ_b(T_1) × · · · × φ_b(T_n)). (15)

Tak kak analogiqnaØ formula verna i dlØ ψ, a po indukcionnomu predpoloßeni¸ φ(T_i) = ψ(T_i), to φ(T ) = ψ(T ). Takim obrazom, edinstvennost~ φ proverena.

Pokaßem suwestvovanie φ, opredeliv φ(T ) rekursivno: esli card V (T ) = 0, to primenØetsØ (12); esli card V (T ) > 0 i naqalo ishodØwego rebra out T ne imeet vhodØwih reber, to primenØetsØ (14). V ostal~nyh sluqaØh primenØetsØ (15).

Proverim uslovie soglasovannosti φ i ϕ, to est~ qto pri u ∈ U_d(n) φ_d(T_u) = ϕ_{d,n}(u). (16)

Esli n = 0, to T_u = (•_0^u→). Ravenstvo (14), ispol~zovannoe v fftom sluqae dlØ opredeleniØ φ, vleqet ravenstvo φ_{d,0}(T_u) =

GRADUIROVANNYE MONADY I KOL^CA POLINOMOV 185

α_Σ(g × ∗^{[0]}_Σ ), gde g = ϕ_{d,0}(u). Takim obrazom, (16) svoditsØ k ravenstvu α_Σ(g × ∗^{[0]}_Σ ) = g. �to ravenstvo verno dlØ vsØkoæ monady Σ i vsØkogo g ∈ Σ_d(0) vvidu trivial~nosti deæstviØ obraza ε (sm.(2)).

Esli n > 1, to ravenstvo (15), ispol~zovannoe v fftom sluqae dlØ opredeleniØ φ, vleqet ravenstvo φ_d(T_u) = α_Σ(g ×φ_0(T_1)×· · ·× φ_0(T_n)), gde g = ϕ_{d,n}(u), a T_i = (^i→). Krome togo, φ_0(T_i) = ε_Σ(i) vvidu (12), ispol~zovannogo v fftom sluqae dlØ opredeleniØ φ. Pofftomu (16) svoditsØ k ravenstvu α_Σ(g × ε_Σ(1) × · · · × ε_Σ(n)) = g. �to ravenstvo verno dlØ vsØkoæ monady Σ i vsØkogo g ∈ Σ_d(n) vvidu trivial~nosti deæstviØ na obraze ε (sm. (3)).

Proverim, qto ϕ – gomomorfizm, qto vvidu algebraiqnosti Λ svoditsØ (sm. 1.1) k kommutativnosti diagramm (11) i (13). Kommutativnost~ (11) prØmo sleduet iz ravenstva (12), ispol~- zovannogo dlØ rekursivnogo opredeleniØ φ.

Proverim kommutativnost~ (13) dlØ A ∈ Λ_a(n) i f : n → Λ_b(X), ispol~zuØ indukci¸ po card V(A). Baza indukcii – sluqai card V(A) = 0 i card V(A) = 1. V sluqae card V(A) > 0 pust~ v – naqalo edinstvennogo ishodØwego rebra dereva A.

Esli card V(A) = 0, to n > 0 (tak kak derev~ev bez verxin v Λ_a(∅) net), A = (^i→), gde i ∈ n i a = deg S = 0. Sledovatel~no, α_Λ(A × f) = μ_{a,b}(Λ_a(f)(A)) = T_i, gde T_i = f(i). Krome togo, S = ε_Λ(i), φ_a(S) = ε_Σ(i) (po uße ustanovlennomu vzaimodeæstvi¸ φ i ε) i kommutativnost~ (13) – sledstvie ravenstva μ : ε_Σ(i) × g_1 × · · · × g_n → g_i vernogo dlØ l¸boæ monady i primenennogo k g_j = φ_b(T_j ).

Esli card V(A) = 1 i A ne imeet vhodØwih reber, to A = (•_p^u→), gde u ∈ U_q (0) i p + q = a. V fftom sluqae φ_a(A) = α_Σ(ϕ_{q,0}(u) × ∗^{[p]}_Σ ) po ravenstvu (14), ispol~zovannomu dlØ opredeleniØ φ_{q+p}(A). Takim obrazom, (φ_a × φ^n_b )(A × f) = α_Σ(ϕ_{q,0}(u) × ∗^{[p]}_Σ ) × (φ_b ∘ f) i

α_Σ(φ_a × φ^n_b )(A × f) = α_Σ[α_Σ(ϕ_{q,0}(u) × ∗^{[p]}_Σ ) × (φ_b ∘ f)]. (17)

S drugoæ storony, ispol~zuØ opredelenie α (sm. (1)), poluqaem α_Λ(A×f) = μ_{a,b}(Λ_a(f)(A)) = μ_{a,b}(A^′), gde A^′ – to ße samoe derevo A, no rassmotrennoe kak fflement Λ_a(Λ_b(X)) (a ne Λ_a(n)). Ispol~zuØ opredelenie μ (sm. 1.2.4), poluqaem, qto α_Λ(A × f) = T ,

186 A. L. SMIRNOV

gde T = (•_{p+b}^u→) ∈ Λ_{a+b}(X). Sledovatel~no,

φ_{a+b}[α_Λ(A × f)] = φ_{a+b}(T ) = α_Σ(ϕ_{q,0}(u) × ∗^{[p+b]}_Σ ) (18)

po ravenstvu (14), ispol~zovannomu dlØ opredeleniØ φ_{q+(p+b)}(T ).

Takim obrazom, kommutativnost~ diagrammy (13) dlØ A × f svelas~ k ravenstvu α_{a,b}[α_{q,p}(g × ∗^{[p]}_Σ ) × h] = α_{q,p+b}(g × ∗^{[p+b]}_Σ ), gde α = α_Σ, g = ϕ_{q,0}(u) ∈ Σ_q(0), h = φ_b∘f ∈ [Σ_b(X)]^n. �to ravenstvo verno dlØ l¸boæ monady Σ i l¸byh g ∈ Σ_q(0), h ∈ Σ_b(X)^n vvidu associativnosti deæstviæ α (sm. 1.1), to est~ kommutativnosti diagrammy

Σ_q (0) × Σ_p(n)^0 × Σ_b(X)n^{id ×α0}−−−−→ Σ_q(0) × Σ_{p+b}(X)^0 α α Σ_{q+p}(n) × Σ_b(X)^{n α}−−−−→ Σ_{q+p+b}(X). Esli card V(A) = 1 i A imeet vhodØwie rebra, to A = T_u, gde u ∈ U_a(n). V fftom sluqae φ_a(A) = ϕ_{a,n}(u) po (16), (φ_a × φ^n_b )(A × f) = ϕ_{a,n}(u) × (φ_b ∘ f) i α_Σ(φ_a × φ^n_b )(A × f) = α_Σ(ϕ_{a,n}(u) × φ_b(T_1) × · · · × φ_b(T_n)), gde T_i = f(i) ∈ Λ_b(X). �ta ßa formula verna i dlØ φ_{a+b}α_Λ(A × f) vvidu ravenstva (15), ispol~zovannogo v fftom sluqae dlØ opredeleniØ φ. Takim obrazom, kommutativnost~ (13) v fftom sluqae proverena.

Provedem indukcionnyæ perehod pri card V (A) > 1. V fftom sluqae verxina v imeet vhodØwie rebra – zanumeruem ih e_1 < · · · < e_m v sootvetstvii s porØdkom na E(A) (sm. 1.2.1). V fftom sluqae A = α_Λ(u × A_1 × · · · × A_m), gde u ∈ U_q(m) – znaqenie markirovki na ishodØwem rebre dereva A, a A_i – maksimal~noe podderevo A s ishodØwim rebrom e_i. Togda a = q + p dlØ p = deg v, i po ravenstvu (15), ispol~zovannomu dlØ opredeleniØ φ_{q+p}(A), poluqaem φ_a(A) = α_Σ(ϕ_{q,m}(u)×φ_p (A_1)×· · ·×φ_p(A_m)). Takim obrazom, (φ_a × φ^n_b )(A × f) = α_Σ(ϕ_{q,m}(u) × φ_p(A_1) × · · · × φ_p(A_m)) × (φ_b ∘ f) i α_Σ(φ_a ×φ^n_b )(A×f) = α_Σ[α_Σ(ϕ_{q,n}(u)×φ_p(A_1)×· · ·×φ_p(A_m))×(φ_b ∘f)].

GRADUIROVANNYE MONADY I KOL^CA POLINOMOV 187

S drugoæ storony, α_Λ(A × f) = α_Λ(α_Λ(u × A_1 × · · · × A_m) × f) = α_Λ(u × α_Λ(A_1 × f) × · · · × α_Λ(A_m × f)) vvidu associativnosti deæstviæ α (sm. 1.1). Pofftomu

φ_{a+b}α_Λ(A × f) = φ_{q+p+b}α_Λ(u × α_Λ(A_1 × f) × · · · × α_Λ(A_m × f)) =

= α_Σ(φ_q (u) × φ_{p+b}(A_1 × f) × · · · × φ_{p+b}(A_m × f))

po indukcionnomu predpoloßeni¸, primenennomu k pare T_u × s, gde s ∈ Λ_p(n)^m takovo, qto s(i) = A_i (ffto vozmoßno, tak kak card V(T_u) = 1).

Takim obrazom, kommutativnost~ diagrammy (13) dlØ A × f svelas~ k ravenstvu

α_Σ[α_Σ(g × φ_p(A_1) × · · · × φ_p(A_m)) × (φ_b ∘ f)] = α_Σ(g × φ_{p+b}(A_1 × f) × · · · × φ_{p+b}(A_m × f)), gde g = ϕ_{q,n}(u). S uqetom togo, qto φ_{p+b}(A_i × f) = α_Σ[φ_p(A_i) × (φ_b ∘ f)] po indukcionnomu predpoloßeni¸, primenennomu k param A_i × f (ffto vozmoßno, poskol~ku card V(A_i) < card V(A)), ffto ravenstvo ravnosil~no ravenstvu

α_Σ[α_Σ(g × h_1 × · · ·× h_m) × f_Σ] = α_Σ(g × α_Σ[h_1 × f_Σ] × · · ·× α_Σ[h_m × f_Σ]),

gde h_i = φ_p(A_i), a f_Σ = φ_b ∘ f ∈ Σ_b(X)^n. �to ravenstvo vytekaet iz associativnosti deæstviæ α (sm. 1.1).

Takim obrazom, svobodnost~ Λ = GrTrees^U proverena.~

1.3. Predstavlenie obrazu¸wimi i sootnoxeniØmi

Cel~ fftogo razdela – opisat~ graduirovannu¸ monadu Σ⟨U |E⟩, poroßdennu¸ nad Σ obrazu¸wimi U i uravneniØmi E. DlØ fftogo potrebuetsØ neskol~ko xagov.

1.3.1. GraduirovannaØ monada Σ/R. Suwestvu¸t proizvol~-

nye predely i kopredely graduirovannyh ffndofunktorov kategorii mnoßestv – ih moßno vyqislit~ pokomponentno v kaßdoæ stepeni. V qastnosti, dlØ morfizma graduirovannyh ffndofunktorov i : R → Σ × Σ suwestvuet kouravnitel~ φ : Σ → Λ i ego ØdernaØ para EqRel(R) ⊂ Σ×Σ, priqem i(R) ⊂ EqRel(R). Inaqe govorØ, EqRel(R) – minimal~noe otnoxenie ffkvivalentnosti, poroßdennoe i(R) (otnoxenie ffkvivalentnosti R moßet byt~ opisano kak nabor otnoxeniæ ffkvivalentnosti R_d(X) ⊂ Σ_d(X) × Σ_d(X) –

188 A. L. SMIRNOV

funktorial~nyæ po X). DlØ otnoxeniØ ffkvivalentnosti R pust~ Σ/R – kouravnitel~ vloßeniØ R ⊂ Σ × Σ.

Pust~ Σ – graduirovannaØ monada, R – otnoxenie ffkvivalentnosti na Σ, p : Σ → Σ/R – proekciØ. Strelka p ∘ p – ffpimorfizm graduirovannyh funktorov i dlØ kaßdoæ pary a, b ∈ Δ suwestvuet ne bolee odnoæ punktirovannoæ strelki, dlØ kotoroæ kommutativny diagrammy Σ_a ∘ Σ_b^{μa,b}−−−−→ Σ_{a+b} p∘p p (Σ/R)_a ∘ (Σ/R)_b − − − > (Σ/R)_{a+b}. Esli takaØ strelka suwestvuet dlØ vseh a, b, to govorim, qto R soglasovano s umnoßeniem μ. V fftom sluqae Σ/R – monada, a p – gomomorfizm monad.

Kak i v negraduirovannom sluqae [1, 4.4.8], dlØ proverki togo, qto nekotoroe otnoxenie ffkvivalentnosti R sovmestimo s umnoßeniem, polezno sformulirovat~ kriteriæ na Øzyke deæstviæ: R sovmestimo s umnoßeniØmi togda i tol~ko togda, kogda σ ∼_{Ra} σ^′, f ∼_{Rb} f^′ ⇒ α_{a,b}(σ, f) ∼_{Ra+b} α_{a,b}(σ^′, f^′) (19) vsØkiæ raz, kogda σ, σ^′ ∈ Σ_a(Y ), f, f^′ ∈ Σ_b(X)^Y . Pri fftom sravnimost~ f i f^′ oznaqaet sravnimost~ f(y) i f^′(y) dlØ vseh y ∈ Y .

Deæstvitel~no, v fftom sluqae imeetsØ faktor-deæstvie i, sledovatel~no (sm. 1.1), faktor-umnoßenie.

Otmetim, qto esli R algebraiqno (ØvlØetsØ graduirovannym algebraiqeskim funktorom), to (19) dostatoqno proverØt~ tol~- ko dlØ koneqnyh Y . Deæstvitel~no, v fftom sluqae dlØ proizvol~- nogo Y suwestvuet koneqnoe mnoßestvo Z, otobraßenie i : Z → Y i τ, τ^′ ∈ Σ_a(Z), takie, qto σ i σ^′ inducirovany τ i τ^′ s pomow~¸ otobraßeniØ Σ_a(i), priqem τ ∼ τ^′ mod R_a. Togda sootnoxenie (19) dlØ σ, σ^′, f, f^′ vytekaet iz takogo ße sootnoxeniØ dlØ τ, τ^′, f ∘ i, f^′ ∘ i. 1.3.2. KonstrukciØ sovmestimogo otnoxeniØ ffkvivalentnosti. DlØ otnoxeniØ ffkvivalentnosti R ⊂ Σ × Σ na graduiro-

vannoæ monade pust~ (R) – pereseqenie vseh otnoxeniæ ffkvivalentnosti, soderßawih R i sovmestimyh s umnoßeniem.

GRADUIROVANNYE MONADY I KOL^CA POLINOMOV 189

DlØ konstruktivnogo opisaniØ (R) opredelim CR ⊂ Σ × Σ, polagaØ CR_d(X)= ⋃ Y, a+b=d γ^l_{a,b}(Σ_a(Y ) × R_b(X)^Y ) ∪ ⋃ Y, a+b=d γ^r_{a,b}(R_a(Y ) × Σ_b(X)^Y ),

gde γ^l_{a,b} : Σ_a(Y ) × Σ_b(X)^Y × Σ_b(X)^Y → Σ_{a+b}(X) perevodit (f, u, v) v μ_{a,b}(f, u) × μ_{a,b}(f, v), a γ^r_{a,b} : Σ_a(Y ) × Σ_a(Y ) × Σ_b(X)^Y → Σ_{a+b}(X) perevodit (f, g, u) v μ_{a,b}(f, u) × μ_{a,b}(g, u). Otmetim, qto R ⊂ CR. Deæstvitel~no, esli (x, y) ∈ R_d(X), to (x, y) = γ^l_{0,d}(f, u, v) ∈ CR_d(X), gde Y = {1}, f – toßdestvennaØ operaciØ (inducirovana edinstvennym fflementom Y pri otobraßenii ε : Id(Y ) → Σ_0(Y )), u, v : Y → Σ_d(X) perevodØt 1 v (x, y).

Rassmotrim cepoqku graduirovannyh podfunktorov Σ × Σ R ⊂ SR ⊂ S^2R ⊂ . . . , gde SR = EqRel(CR), i poloßim S^∞R = ∪S^iR.

1.3.3. Predloßenie. UtverßdaetsØ, qto v sluqae algebraiqno-

sti monady Σ i otnoxeniØ R (R) = S^∞R. Dokazatel~stvo. DlØ proverki vkl¸qeniØ S^∞R ⊂ (R) dostatoq-

no proverit~, qto vkl¸qenie graduirovannyh funktorov T ⊂ (R) vleqet vkl¸qenie CT ⊂ (R). �to verno, tak kak C(R) = (R) vvidu (19) i sovmestimosti (R) s umnoßeniem.

DlØ proverki vkl¸qeniØ (R) ⊂ S^∞R dostatoqno proverit~, qto S^∞R – otnoxenie ffkvivalentnosti, sovmestimoe s umnoßeniem, to est~ proverit~ sootnoxenie (19) dlØ S^∞R. SootnoxeniØ σ∼σ^′ mod [S^∞R]_b i f(y)∼f^′(y) mod [S^∞R]_b vypolneny na nekotorom koneqnom urovne. V silu algebraiqnosti Σ i R graduirovannyæ funktor S^∞R takße algebraiqen. V silu fftogo moßno sqitat~, qto Y – koneqno (sm. 1.3.1), i pofftomu sootnoxenie f∼f^′ mod [S^∞R]_b vypolneno uße na nekotorom koneqnom urovne. To est~ moßno sqitat~, qto σ∼σ^′ mod [S^lR]_a i f∼f^′ mod [S^lR]_b. No togda α_{a,b}(σ, f)∼α_{a,b}(σ, f^′) mod [S^{l+1}R]_{a+b}, poskol~ku v opredelenie C vkl¸qeny obrazy pri γ^l_{a,b}, i α_{a,b}(σ, f^′)∼α_{a,b}(σ^′, f^′) mod [S^{l+1} R]_{a+b}, poskol~ku v opredelenie C vkl¸qeny obrazy pri γ^r_{a,b}. Sledovatel~no, α_{a,b}(σ, f)∼α_{a,b}(σ^′, f^′) mod [S^{l+1} R]_{a+b}, poskol~ku S^{l+1} R – otnoxenie ffkvivalentnosti.

190 A. L. SMIRNOV

1.3.4. GraduirovannaØ monada Σ^{alg} . Pust~ Σ – graduirovan-

naØ monada i S – bigraduirovannoe mnoßestvo, dlØ kotorogo S_d(n) = Σ_d(n). Tavtologiqeskim morfizmom S_d(n) → Σ_d(n) induciruetsØ gomomorfizm monad ρ̃ : F_∅ ⟨S⟩ → Σ i, sledovatel~no, gomomorfizm ρ : F_∅⟨S⟩/R → Σ, gde R – ØdernaØ para ρ̃. Takim obrazom, ρ induciruet izomorfizm F_∅ ⟨S⟩/R → Σ^{alg} , gde Σ^{alg} ⊂ Σ – obraz ρ.

UtverßdaetsØ, qto dlØ vsØkogo gomomorfizma φ : Λ → Σ, gde Λ – algebraiqeskaØ monada, φ(Λ) ⊂ Σ^{alg} . V qastnosti, esli Σ algebraiqna, to Σ^{alg} = Σ i ρ – izomorfizm.

Deæstvitel~no, Λ_d(X) = lim−→ Λ_d(n), gde induktivnyæ predel beretsØ po kategorii strelok f : n → X. Takim obrazom, dostatoqno proverit~, qto obraz otobraßeniØ φ_dΛ_d(f) : Λ_d(n) → Σ_d(X) soderßitsØ v Σ^{alg}_d (X). �to tak, potomu qto fftot obraz nakryvaetsØ otobraßeniem Σ_d(f)ρ̃_d ϕ_{d,n} : S_d(n) → Σ_d(X), gde ϕ_{d,n} : S_d(n) →

F∅⟨S⟩d (n) – strukturnye otobraßeniØ svobodnoæ monady.

1.3.5. GraduirovannaØ monada Σ⟨∅|R⟩. Pust~ Σ – graduirovan-

naØ monada, a R = {R_d} – graduirovannyæ ffndofunktor kategorii mnoßestv, zadannyæ vmeste s morfizmom i : R → Σ × Σ.

GraduirovannaØ monada, svobodno poroßdennaØ nad Σ sootnoxeniØmi R, predstavlØet soboæ graduirovannu¸ monadu Λ vmeste s gomomorfizmom φ : Σ → Λ, takim, qto φ sovmestimo s R (to est~ φ_d(pr_1ir) = φ_d(pr_2ir) dlØ vsØkogo r ∈ R_d(X)), i ØvlØetsØ naqal~nym ob¨ektom kategorii graduirovannyh monad s takimi dopolnitel~nymi dannymi. GraduirovannaØ monada, svobodno poroßdennaØ nad Σ sootnoxeniØmi R, oboznaqaetsØ Σ⟨∅|R⟩ ili Σ⟨∅|R⟩_•. Suwestvovanie Σ⟨∅|R⟩ vytekaet iz Øvnoæ formuly Σ⟨∅|R⟩ = Σ/(EqRel R), gde EqRel R – otnoxenie ffkvivalentnosti na Σ, poroßdennoe R, a (EqRel R) – sovmestimoe s umnoßeniem otnoxenie ffkvivalentnosti na Σ, poroßdennoe EqRel R (sm. 1.3.1).

1.3.6. GraduirovannaØ monada Σ⟨U ⟩. Pust~ Σ – graduirovan-

naØ monada, a U = {U_d(n)} – bigraduirovannoe mnoßestvo, gde

n ∈ N0, d ∈ Δ. GraduirovannaØ monada, svobodno poroßdennaØ U

nad Σ, predstavlØet soboæ graduirovannu¸ monadu Λ vmeste s gomomorfizmom φ : Σ → Λ i otobraßeniØmi ϕ_{d,n} : U_d(n) → Λ_d(n) i ØvlØetsØ naqal~nym ob¨ektom kategorii graduirovannyh monad s takimi dannymi.

GRADUIROVANNYE MONADY I KOL^CA POLINOMOV 191

DlØ algebraiqeskoæ Σ suwestvovanie Λ vytekaet iz suwestvovaniØ svobodnoæ monady nad F_∅. Deæstvitel~no, poloßim

Λ = F∅ ⟨S ⊔ U ⟩/(^¯R), gde Sd(n) = Σd(n), a R – ØdernaØ para morfiz-

ma ρ̃ : F_∅ ⟨S⟩ → Σ (sm. 1.3.4).

Strukturnyæ morfizm φ : Σ → Λ ustroen tak: vloßenie S → S ⊔ U induciruet morfizm F_∅⟨S⟩ → F_∅⟨S ⊔ U ⟩/(R̄), priqem kompoziciØ R « F_∅⟨S⟩ → F_∅⟨S ⊔ U ⟩ perevodit R v R̄ po opredeleni¸ R̄. Takim obrazom, voznikaet morfizm ψ : F_∅⟨S⟩/R → F_∅ ⟨S⊔U ⟩/(R̄) i, v silu algebraiqnosti Σ, morfizm φ = ψρ^{−1} (sm. 1.3.4). Strukturnye otobraßeniØ ϕ_{d,n} inducirovany strukturnymi otobraßeniØmi U_d(n) → F_∅ ⟨S ⊔ U ⟩_d(n) svobodnoæ monady. Universal~- nost~ Λ oqevidna.

GraduirovannaØ monada, svobodno poroßdennaØ U nad Σ, oboznaqaetsØ Σ⟨U ⟩.

1.3.7. GraduirovannaØ monada Σ⟨U |E⟩. Pust~ Σ – algebraiqe-

skaØ graduirovannaØ monada, U = {U_d(n)}, {E_d(n)} – bigraduirovannye mnoßestva (n ∈ N_0, d ∈ Δ), priqem E_d(n) ⊂ F_∅ ⟨S ⊔ U ⟩ ×

F∅⟨S ⊔ U ⟩, gde Sd(n) = Σd(n). Poloßim Σ⟨U |E⟩ = Σ⟨U ⟩/(EqRel R),

gde R_d(X) = lim−→ E_d(n), a kopredel beretsØ po kategorii strelok f : n → X.

Σ⟨U |E⟩ nazyvaetsØ graduirovannoæ monadoæ, poroßdennoæ obrazu¸wimi U i uravneniØmi E, poskol~ku ona ØvlØetsØ naqal~nym ob¨ektom kategorii monad Λ, so sledu¸wimi dannymi: gomomorfizm φ : Σ → Λ i otobraßenie bigraduirovannyh mnoßestv ϕ_{n,d} : U_d(n) → Λ_d(n). �ti dannye dolßny udovletvorØt~ uslovi¸: E_d(n) soderßitsØ v Ødernoæ pare kompozicii

F∅⟨S ⊔ U ⟩ → Σ⟨U ⟩ → Λ, gde pervaØ strelka inducirovana tavto-

logiqeskim otobraßeniem S ⊔ U , a vtoraØ – φ i {ϕ_{d,n}}.

1.3.8. OboznaqeniØ. Pri predstavlenii monad v vide Σ⟨U |E⟩

uravneniØ iz E_d(n) obyqno zapisyva¸tsØ v vide f = g, gde (f, g) ∈ F_∅ ⟨S ⊔U ⟩×F_∅ ⟨S ⊔U ⟩ (sm. 1.3.7) – fflement E_d(n). Krome togo, tot fakt, qto nekotoraØ operaciØ ∨ imeet arnost~ n, moßet byt~ podqerknut libo oboznaqeniem ∨^{ar=n}, libo oboznaqeniem (∨, ar ∨ = n). Sootvetstvenno, tot fakt, qto nekotoraØ operaciØ ∨ imeet stepen~ d, moßet byt~ podqerknut libo oboznaqeniem ∨^{deg=d}, libo oboznaqeniem (∨, deg ∨ = n). Naprimer,

F12 ⟨∨^{deg=1,ar=2}|x ∨ x = 0[2]⟩ = F12 ⟨∨^{ar=2}, deg ∨ = 1|x ∨ x = 0[2]⟩,

gde 0[2] – rezul~tat sdviga 0 ∈ F_12 v stepen~ 2 (sm. 1.2.5).

192 A. L. SMIRNOV

V [1] tot fakt, qto nekotoraØ operaciØ ∨ imeet arnost~ n, otmeqaetsØ oboznaqeniem ∨^{[n]}. Budem izbegat~ takogo oboznaqeniØ, poskol~ku kvadratnye skobki estestvenno ispol~zovat~ dlØ operacii sdviga po stepenØm.

1.4. Kommutativnye graduirovannye monady. Kommutativ-

nost~ monady Σ vyraßaetsØ v terminah, vnexnih po otnoxeni¸ k kategorii Endof S [1, 5.1, 5.2.4], i oznaqaet kommutativnost~ diagrammy funktorov ΣX × ΣY^{ρX,Y}−−−−→ Σ(X × Y ) τΣ_{X,}Σ_Y Σ^{∘τ}X,Y ΣY × ΣX^{ρY,X}−−−−→ Σ(Y × X), (20)

gde τ – perestanovka, a strelka ρ^{X,Y} opredelena kompozicieæ ΣX × ΣY^{id ×Δ×e} −−−−−→ ΣX × (ΣY )^X × Z^{X×Y id ×ν}−−−−→ ΣX × [ΣY × Z^Y ]^X id ×α −−−−→ ΣX × Z^{X μ}−−−−→ Z, (21) Pri fftom Z = Σ(X × Y ), e ∈ Z^{X×Y} predstavleno strukturnym otobraßeniem monady ε_{X×Y} : X × Y → Σ(X × Y ), Δ : S → S^X – diagonal~, ν – estestvennyæ morfizm Hom(X, A) × Hom(X, B) → Hom(X, A × B) dlØ A = ΣY , B = Z^Y , a α ispol~zuetsØ dlØ oboznaqeniØ deæstviØ ΣX × (ΣS)^X → ΣS, gde α(f × ϕ) – rezul~tat primeneniØ kompozicii ΣX^{Σf}−−→ ΣΣS^μ−→ ΣS k ϕ ∈ ΣX.

1.4.1. Dannye dlØ kommutativnosti monady. PrivedennaØ

konstrukciØ ispol~zuet simmetriqesku¸ ⊗-strukturu (⊗ = × dlØ S = Sets), vnutrenniæ Hom i “diagonali” Δ : X → X^Y . Sredi takih diagonaleæ imeetsØ morfizm 1 → 1^Y , po soprØßennosti induciru¸wiæ morfizm p_Y : Y → 1. S drugoæ storony, esli imeetsØ p_Y , to morfizm X ⊗p_Y po soprØßennosti induciruet diagonal~ X → X^Y . Takim obrazom, ponØtie kommutativnosti moßet byt~ opredeleno dlØ monad na kategorii s simmetriqeskoæ ⊗- strukturoæ, vnutrennim Hom’om i ”strukturnymi” morfizmami Y → 1. Bolee obwo moßno bylo by govorit~ o kommutativnosti monoidov dlØ pary (A, M), gde A – ⊗-kategoriØ, M – levyæ A-modul~, snabßennyæ k tomu ße svoeæ simmetriqeskoæ ⊗- strukturoæ s podhodØwimi svoæstvami. Dalee ffta toqka zreniØ

GRADUIROVANNYE MONADY I KOL^CA POLINOMOV 193

ne razvivaetsØ, poskol~ku ne vidno estestvennyh primerov takih situaciæ (krome sluqaØ ⊗ = ×).

1.4.2. Kommutativnost~ graduirovannyh monad. Kommutativ-

nost~ graduirovannoæ monady Σ opredelena v [1, 6.6.5] po analogii s (20) i oznaqaet kommutativnost~ diagramm

Σ_aX × Σ_bY^ρ X,Y a,b −−−−→ Σ_{a+b}(X × Y ) τΣ_{a X,}Σ_{bY} Σa+b^{∘τ}X,Y Σ_bY × Σ_aX^ρ Y,X b,a −−−−→ Σ_{b+a}(Y × X), (22)

gde a, b ∈ Δ, τ – perestanovka, a strelka ρ^{X,Y}_{a,b} opredelena kompozicieæ

Σ_aX ×Σ_bY^{id ×Δ×e} −−−−−→ Σ_aX ×(Σ_bY )^X ×Z^{X×Y id ×ν}−−−→ Σ_aX ×[Σ_bY ×Z^Y ]^X id ×α −−−→ Σ_aX × Σ_b(X × Y )^{X μ}−→ Σ_{a+b}(X × Y ). Pri fftom Z = Σ_0(X × Y ), e = ε_{X×Y} ∈ Z, Δ i ν ukazany pri opisanii (21), a α ispol~zuetsØ dlØ oboznaqeniØ deæstviØ Σ_aX × (Σ_bS)^X → Σ_{a+b}S, gde α(f ×ϕ) – rezul~tat primeneniØ kompozicii Σ_aX^{Σaf}−−→ Σ_aΣ_bS^{μa,b}−−→ Σ_{a+b}S k ϕ ∈ Σ_aX. Otmetim, qto suwestvovanie pravoæ strelki v (22) opiraetsØ na ravenstvo Σ_{a+b} = Σ_{b+a}, vyteka¸wee iz kommutativnosti Δ.

1.4.3. Kommutirovanie operaciæ malyh arnosteæ. Kommuti-

rovanie operaciæ malyh arnosteæ dlØ negraduirovannyh monad opisano v [1, 5.1.7]. Graduirovannyæ sluqaæ otliqaetsØ tol~ko nekotorymi tonkostØmi, svØzannymi s konstantami. A imenno, kommutirovanie f ∈ Σ_a(n) (n > 0) i v ∈ Σ_b(0) oznaqaet, qto f(v, . . . , v) = v[a], gde v[a] ∈ Σ_{a+b}(0) – rezul~tat sdviga v na stepen~ a (sm. 1.2.5). Kommutirovanie u ∈ Σ_a(0) i v ∈ Σ_b(0) oznaqaet, qto u[b] = v[a].

V qastnosti, esli Σ kommutativna i Σ_0(0) ≠ ∅, to vse konstanty sovpada¸t v tom smysle, qto Σ_d(0) = {c[d]}, gde c – proizvol~nyæ fflement Σ_0(0) (sledovatel~no, vse konstanty odinakovoæ stepeni sovpada¸t bukval~no). V fftom sluqae nazyvaem c nulem i oboznaqaem 0.

194 A. L. SMIRNOV

Esli Δ – gruppa i Σ_d(0) ≠ ∅ hotØ by dlØ odnogo d, to i Σ_0(0) ≠ ∅. V nestabil~nom sluqae (Δ – ne gruppa) v Σ mogut byt~ razliqnye konstanty odinakovoæ stepeni pri uslovii Σ_0(0) = ∅. Naprimer, dlØ Δ = N_0 graduirovannaØ monada

R = F∅ ⟨u, v, ar u = ar v = 0, deg u = deg v = 1|u[1] = v[1]⟩ – kommuta-

tivna.

1.4.4. OboznaqeniØ. DlØ kommutativnoæ graduirovannoæ mona-

dy R graduirovannaØ monada R[U |E] (v oboznaqeniØh iz 1.3.8) opredelØetsØ kak R⟨U |E⟩/(C), gde C sostoit iz uravneniæ vida u ^ v ∼ v ^ u. Pri fftom u ^ v (sootvetstvenno, v ^ u) – rezul~tat dvißeniØ vpravo-vniz (sootvetstvenno, vniz-vlevo) po diagramme (22). Naprimer, R iz 1.4.3 moßno opisat~ kak

F∅[u, v, ar u = ar v = 0, deg u = deg v = 1].

2. Monady i nekommutativnye polinomy

Pust~ R – klassiqeskoe kol~co, vozmoßno nekommutativnoe, F – monada, poroßdennaØ operaciØmi arnosti ≤ 1, i ϕ_0 : F → R – monomorfizm. Dalee dlØ uproweniØ oboznaqeniæ sqitaem, qto ϕ_0 – vloßenie i F ⊂ R. DlØ Δ = N_0 i r ≥ 2 rassmotrim graduirovannu¸ monadu

Λ = F ⟨t, ar t = r, deg t = 1|t kommutiruet s F ⟩

i graduirovannoe kol~co nekommutativnyh polinomov Σ = R⟨t_1, . . ., t_r⟩, gde po opredeleni¸ konstanty, to est~ fflementy R, kommutiru¸t s t_i i deg t_i = 1. Rassmotrim gomomorfizm F - algebr ϕ : Λ → Σ, t → (t_1, . . . , t_r). Cel~ fftogo razdela – pokazat~, qto ϕ – vloßenie i opisat~ obraz ϕ. Preimuwestvo takogo opisaniØ sostoit v tom, qto s polinomami (daße nekommutativnymi) rabotat~ prowe, qem s derev~Ømi.

2.0.1. Sluqaæ 0 /∈ F (1). Pust~ Φd(0) = ∅, a pri n ≥ 1 mnoße-

stvo Φ_d(n) sostoit iz naborov f = (f_1, . . . , f_n) ∈ Σ_d(n), takih, qto kaßdyæ monom stepeni d vhodit rovno v odin iz f_i, priqem s kofffficientom iz F (1). UtverßdaetsØ, qto ϕΛ_d(n) = Φ_d(n).

Poskol~ku Φ – graduirovannaØ podmonada v Σ (oqevidno), F (n) ⊂ Φ_0(n) i ϕt ∈ Φ_1(r), to i ϕΛ_d(n) ⊂ Φ_d(n). DlØ proverki

GRADUIROVANNYE MONADY I KOL^CA POLINOMOV 195

togo, qto ϕ – in¨ektivno, i togo, qto ϕΛ_d(n) ⊃ Φ_d(n), rassmotrim svobodnu¸ graduirovannu¸ monadu Λ̃ = F_∅⟨U ⊔ {t}⟩, gde U sostoit iz simvolov [u] dlØ vseh u ∈ F (1). Pri fftom deg[u] = 0, deg t = 1, ar[u] = 1, ar t = r. Rassmotrim kommutativnu¸ diagrammu

gde π[u] = u, πt = t.

DlØ proverki in¨ektivnosti ϕ ukaßem morfizm graduirovannyh funktorov (ne ØvlØ¸wiæsØ, voobwe govorØ, gomomorfizmom monad) σ : Φ → Λ̃. Monada Λ̃, buduqi svobodnoæ, opisyvaetsØ v terminah derev~ev (sm. 1.2.4) i, v qastnosti, n-arnye operacii stepeni d predstavleny markirovannymi graduirovannymi derev~Ømi, priqem vhodØwie rebra dereva markiru¸tsØ n argumentami (skaßem, x_1, . . ., x_n).

Nam potrebuetsØ “polnoe r-arnoe derevo vysoty d” (oboznaqim ego T ), to est~ derevo, mnoßestvo verxin kotorogo zanumerovano nekommutativnymi monomami m stepeni ≤ d ot peremennyh t_1, . . ., t_r. Pri fftom iz verxiny [t_im] vyhodit odno rebro, zakanqiva¸weesØ v [m], iz [1] vyhodit odno rebro bez konca, a rebra, vhodØwie v [m], uporØdoqeny v sootvetstvii so sledu¸- wim porØdkom ih naqal [t_1m] > · · · > [t_rm]. Naprimer, pri d = 2 i r = 2 poluqaem derevo

196 A. L. SMIRNOV

DlØ f = (f_1, . . . , f_n) ∈ Φ_d(n) poloßim σ(f) = T̃_f , gde T̃_f – derevo T̃ , markirovannoe i graduirovannoe sledu¸wim obrazom. Rebru, ishodØwemu iz [m], pri deg m < d sopostavim t; rebru, ishodØwemu iz [m], pri deg m = d sopostavim [u], gde u ∈ F (1) – kofffficient pri monome m v polinome f_1 + · · · + f_n; rebru, vhodØwemu v [m], pri deg m = d sopostavim x_i, gde f_i – edinstvennyæ polinom iz nabora f, soderßawiæ m. Graduiruem T̃ , polagaØ deg[m] = d − deg m − 1 pri deg m < d i deg[m] = 0 pri deg m = d.

Naprimer, pri F (1) = {±1}, d = 2, r = 2 i f = (t^2 − t_1t_2, t^2_1, t_2t_1) derevo T̃_f imeet vid

V obwem sluqae oqevidno, qto ϕ̃(T̃_f ) = f. Takim obrazom, ϕΛ_d(n) = Φ_d(n), i opisanie obraza ϕ zaverxeno.

DlØ proverki in¨ektivnosti ϕ ubedimsØ, qto vsØkoe derevo Q ∈ Λ̃ ffkvivalentno derevu vida T̃_f otnositel~no otnoxeniØ ffkvivalentnosti, poroßdennogo usloviØmi: [u] kommutiruet s t i [u_2][u_1] ∼ [u_2u_1]. RedukciØ Q k T̃_f proishodit s pomox~¸ perestroek, zamenØ¸wih derevo na ffkvivalentnoe, i soderßit sledu¸wie xagi.

1. Poluqaem derevo, u kotorogo vse t-rebra vyxe [u]-reber, to est~ v dereve net fragmentov vida^t−→ •_a^{[u]}−→.

2. Poluqaem derevo, u kotorogo net dvuh podrØd iduwih [u]- reber.

Pri fftom kaßdyæ xag sohranØet svoæstva dereva, dostignutye na predyduwih xagah. ProverØetsØ, qto poluqennoe v itoge derevo izomorfno T̃_f , gde f = ϕ(Q).

S kaßdoæ verxinoæ v dereva Q svØzano podderevo Q(v), sosto- Øwee iz vseh predkov v i vseh reber, naqalo ili konec kotoryh

GRADUIROVANNYE MONADY I KOL^CA POLINOMOV 197

ØvlØetsØ odnim iz takih predkov.

DlØ provedeniØ pervogo xaga predpoloßim, qto Q soderßit verxinu v, okrestnost~ kotoroæ imeet vid^t−→ v_a^{[u]}−→. Takim obrazom, podderevo Q(v) imeet vid

, gde ~^{λ1}−→, . . . , ~^{λr}−→ – nekotorye derev~Ø. Rassmotrim derevo,

poluqennoe iz Q vkleækoæ vmesto Q(v) dereva

Poluqennoe derevo ffkvivalentno ishodnomu vvidu kommutirovaniØ t i [u]. PrimenØØ taku¸ perestroæku neskol~ko raz, zaverxim pervyæ xag.

DlØ provedeniØ vtorogo xaga predpoloßim, qto Q soderßit fragment w_a^{[u1]}−−→ v_a^{[u2]}−−→. Rassmotrim derevo, poluqennoe iz Q

zamenoæ ukazannogo fragmenta na w_a^{[u2u1]}−−−−→. Poluqennoe derevo ffkvivalentno ishodnomu vvidu sootnoxeniØ [u_2][u_1] ∼ [u_2u_1]. PrimenØØ taku¸ perestroæku neskol~ko raz, zaverxim vtoroæ xag.

DlØ zaverxeniØ proverki in¨ektivnosti ϕ ostalos~ ubedit~- sØ, qto poluqennoe v itoge derevo Q izomorfno T̃_f .

Dokaßem ffto indukcieæ po d. Pri d = 0 (baza indukcii) vsØkoe derevo iz Λ̃_0(n) ne soderßit [t]-reber i imeet vid^{xi}−→ •_0^{[u1]}−−→

198 A. L. SMIRNOV

· · · •_0^{[um]}−−−→. V silu usloviØ xaga 2 (sm. vyxe) derevo Q imeet vid^{xi}−→ •_0^{[u]}−→ i, takim obrazom, ϕ̃(Q) = (0, . . ., 0, u, 0, . . ., 0) i f = (0, . . . , 0, u, 0, . . ., 0). DlØ takogo f nahodim T̃_f i vidim, qto ono sovpadaet s Q.

Pust~ d ≥ 1. Togda v silu usloviØ xaga 2 (sm. vyxe) Q imeet vid

, gde Q_1 = ~^{λ1}−→, . . . , Q_r = ~^{λr}−→ – nekotorye derev~Ø. Inymi slovami, Q = t(Q_1, . . ., Q_r). Po indukcionnomu predpoloßeni¸, Q_i = T̃_{gi} , gde g_i = ϕ̃(Q_i). Ostalos~ ubedit~sØ, qto T̃_f = t(T̃_{g1} , . . . , T̃_{gr} ). �to vytekaet iz togo, qto f = ϕ̃(Q) = t(g_1, . . . , g_r).

2.0.2. Sluqaæ 0 ∈ F (1). V fftom sluqae vozmoßny dva varianta:

F (0) = ∅ i F (0) = {0}. Pokaßem snaqala, qto in¨ektivnost~ ϕ dlØ pervogo varianta svoditsØ k in¨ektivnosti ϕ dlØ vtorogo. Deæstvitel~no, pust~ F (0) = ∅. Rassmotrim monadu F̃ , dlØ kotoroæ F̃ (n) = F (n) pri n > 0 i F̃ (0) = {0}. Pokaßem, qto gomomorfizm

F ⟨t, ar t = r, deg t =1|t komm. s F ⟩ → F̃ ⟨t, ar t = r, deg t =1|t komm. s F̃ ⟩

ØvlØetsØ vloßeniem. �to vytekaet iz togo, qto kommutirovanie s F̃ ne dobavlØet usloviæ, poskol~ku edinstvennyæ 0-arnyæ fflement kommutiruet s qem ugodno.

Dalee sqitaem, qto 0 ∈ F (0). Pust~ Φ_d(0) = {0}, a pri n ≥ 1 mnoßestvo Φ_d(n) sostoit iz naborov f = (f_1, . . . , f_n) ∈ Σ_d(n), takih, qto kaßdyæ monom stepeni d vhodit ne bolee qem v odin iz f_i, priqem s kofffficientom iz F (1). UtverßdaetsØ, qto ϕΛ_d(n) = Φ_d(n).

Poskol~ku Φ – graduirovannaØ podmonada v Σ (oqevidno), F (n) ⊂ Φ_0(n) i ϕt ∈ Φ_1(r), to i ϕΛ_d(n) ⊂ Φ_d(n). DlØ proverki togo, qto ϕ – in¨ektivno, i togo, qto ϕΛ_d(n) ⊃ Φ_d(n), rassmotrim svobodnu¸ graduirovannu¸ monadu Λ̃ = F_∅ ⟨{z} ⊔ U ⊔ {t}⟩,

GRADUIROVANNYE MONADY I KOL^CA POLINOMOV 199

gde U sostoit iz simvolov [u] dlØ vseh u ∈ F (1). Pri fftom deg[u] = 0, deg t = 1, deg z = 0, ar[u] = 1, ar t = r, ar z = 0. ImeetsØ kommutativnaØ diagramma

gde π[u] = u, πt = t, πz = 0.

DlØ proverki in¨ektivnosti ϕ ukaßem morfizm graduirovannyh funktorov (ne ØvlØ¸wiæsØ, voobwe govorØ, gomomorfizmom monad) σ : Φ → Λ̃. Monada Λ̃, buduqi svobodnoæ, opisyvaetsØ v terminah derev~ev (sm. 1.2.4) i, v qastnosti, n-arnye operacii stepeni d predstavleny markirovannymi graduirovannymi derev~Ømi, priqem vhodØwie rebra dereva markiru¸tsØ n argumentami (skaßem, x_1, . . ., x_n).

Pust~ f = (f_1, . . . , f_n) ∈ Φ_d(n). Rassmotrim derevo T̃ iz 2.0.1 i dlØ monoma m stepeni d oboznaqim e_m rebro, vhodØwee v m. Postroim iz T̃ (s ispol~zovaniem f) derevo T̂ , dobavlØØ verxiny v naqalo teh reber e_m, dlØ kotoryh m ne vhodit ni v odin iz f_i. Poloßim σ(f) = T̂_f , gde T̂_f – derevo T̂ , markirovannoe i graduirovannoe sledu¸wim obrazom. Rebru, ishodØwemu iz [m], gde deg m < d, sopostavim t; rebru, ishodØwemu iz [m], gde deg m = d, sopostavim [u], gde u ∈ F (1) – kofffficient pri monome m v polinome f_1 + · · · + f_n; rebru, vhodØwemu v [m], gde deg m = d, sopostavim x_i, gde f_i – edinstvennyæ polinom iz nabora f, soderßawiæ m, esli takoæ est~, i z – esli takogo indeksa i net. Graduiruem T̂ , polagaØ deg[m] = d − deg m − 1 pri deg m < d, deg[m] = 0 pri

deg m = d i deg v = 0 dlØ verxin v, dobavlennyh k T̃ .

Naprimer, pri F (1) = {0, ±1}, d = 2, r = 2 i f = (−t_1t_2, t^2_1, t_2t_1)

200 A. L. SMIRNOV

derevo T̂_f imeet vid

V obwem sluqae oqevidno, qto ϕ̃(T̂_f ) = f. Takim obrazom, ϕΛ_d(n) = Φ_d(n), i opisanie obraza ϕ zaverxeno.

DlØ proverki in¨ektivnosti ϕ ubedimsØ, qto vsØkoe derevo Q ∈ Λ̃ ffkvivalentno derevu vida T̂_f otnositel~no otnoxeniØ ffkvivalentnosti, poroßdennogo usloviØmi: z kommutiruet s [u] i t, [u] kommutiruet s t i [u_2][u_1] ∼ [u_2u_1]. RedukciØ Q k T̂_f proishodit s pomox~¸ perestroek, zamenØ¸wih derevo na ffkvivalentnoe, i soderßit sledu¸wie xagi:

1. poluqaem derevo, vse verxiny kotorogo bez vhodØwih reber ime¸t stepen~ 0;

2. poluqaem derevo, u kotorogo vse t-rebra vyxe [u]-reber, to est~ v dereve net fragmentov vida^t−→ •_a^{[u]}−→;

3. poluqaem derevo, u kotorogo za kaßdym z-rebrom sleduet [0]-rebro;

4. poluqaem derevo, u kotorogo net dvuh podrØd iduwih [u]- reber.

Pri fftom kaßdyæ xag sohranØet svoæstva dereva, dostignutye na predyduwih xagah. ProverØetsØ, qto poluqennoe v itoge derevo izomorfno T̃_f , gde f = ϕ(Q).

DlØ provedeniØ pervogo xaga predpoloßim, qto Q soderßit verxinu v bez vhodØwih reber stepeni a > 0. Takim obrazom, podderevo Q(v) imeet vid v_a^z−→. Rassmotrim derevo, poluqennoe

GRADUIROVANNYE MONADY I KOL^CA POLINOMOV 201

iz Q vkleækoæ vmesto Q(v) dereva

Poluqennoe derevo ffkvivalentno ishodnomu vvidu kommutirovaniØ t i z. PrimenØØ taku¸ perestroæku neskol~ko raz, zaverxim pervyæ xag. Vtoroæ xag provoditsØ tak ße, kak i v 2.0.1. DlØ provedeniØ tret~ego xaga fragmenty vida •_0^z−→ zamenØ¸tsØ na fragmenty vida •_0^z−→ •_0^{[0]}−→. Poluqennoe derevo ffkvivalentno ishodnomu vvidu kommutirovaniØ z i [0]. Qetvertyæ xag provoditsØ tak ße, kak i v 2.0.1. Zaverxenie dokazatel~stva in¨ektivnosti ϕ provoditsØ tak ße, kak i v 2.0.1.

3. Polinomy ot odnoæ r-arnoæ peremenoæ

3.1. IstinnaØ arnost~ operaciæ i uravneniæ

Pri opisanii konkretnyh monad s pomow~¸ obrazu¸wih i sootnoxeniæ udobno ispol~zovat~ ponØtie istinnoæ arnosti operaciæ i sootnoxeniæ.

Pust~ R – ffndofunktor kategorii mnoßestv. Govorim, qto otobraßenie mnoßestv ϕ : Y → X dominiruet f ∈ R(X), esli f leßit v obraze otobraßeniØ R(ϕ) : R(Y ) → R(X). Poloßim

Supp f = {x ∈ X|x leßit v obraze vsØkogo otobraßeniØ, dominiru¸wego f}

i opredelim istinnu¸ arnost~ f formuloæ

tr. ar(f) = card Supp f. (23)

DlØ algebraiqnyh R istinnaØ arnost~ vsegda koneqna. �lement f ∈ R(X) nazyvaetsØ nevyroßdennym, esli Supp f = X. DlØ koneqnogo X nevyroßdennost~ f ravnosil~na ravenstvu tr. ar(f) = card X.

202 A. L. SMIRNOV

3.1.1. Nositel~ i arnost~ inducirovannogo fflementa. Pust~

ϕ : X → Y – otobraßenie mnoßestv, f ∈ R(X), g = R(ϕ)(f) ∈ R(Y ). Tavtologiqeskoe sledstvie opredeleniØ nositelØ sostoit v tom, qto Supp g ⊂ ϕ(Supp f).

Ots¸da vytekaet, qto

tr. ar(g) ≤ tr. ar(f).

Nositel~ obraza moßet byt~ men~xe obraza nositelØ. Naprimer, pust~ R – ffndofunktor, sootvetstvu¸wiæ obobwennomu kol~cu Z, X = {1, 2}, Y = {1}, ϕ – edinstvennoe otobraßenie X → Y , f = (1, −1) ∈ R(2). Togda g = 0 ∈ R(1), Supp g = ∅ ≠ Y .

3.1.2. Lemma. Pust~ R algebraiqen, f ∈ R(X), S = Supp α. Togda

f leßit v obraze R(S) pri otobraßenii R(i), gde i – vkl¸qenie S ⊂ X. Dokazatel~stvo. Vvidu algebraiqnosti R moßno sqitat~, qto

X koneqno. Po indukcii dostatoqno proverit~, qto esli S ≠ X, to f inducirovano operacieæ iz R(T ) dlØ nekotorogo T , takogo, qto S ⊂ T ⊂ X i T ≠ X. Pust~ x ∈ X − S. Po opredeleni¸ nositelØ naædetsØ otobraßenie ϕ : Y → X − {x} i g ∈ R(Y ), tak qto R(ϕ) : g → f. Pust~ T = Im ϕ i h – obraz g v R(T ), poluqennyæ s pomow~¸ otobraßeniØ ϕ : Y → T . Togda T ≠ X, tak kak T ⊂ X − {x}, operaciØ f prihodit iz h ∈ R(T ) i T ⊃ S po opredeleni¸ nositelØ.

3.1.3. Sledstvie. DlØ algebraiqeskogo R, in¨ekcii ϕ : Y → X i

f ∈ R(Y ) nositel~ obraza f pri otobraßenii R(ϕ) sovpadaet s obrazom nositelØ f.

3.2. Kol~co F_∅ [t], ar t = r, deg t = 1

Pust~ Δ = N_0, a t – peremennaØ arnosti r (r ≥ 2) i stepeni 1. Rassmotrim gomomorfizm ψ : F_∅ [t] → Z[T_1, . . . , T_r], pri kotorom t → (T_1, . . ., T_r). Cel~ fftogo razdela – opisat~ obraz ψ i pokazat~, qto ψ – vloßenie dlØ r = 2 (fftot fakt avtor uznal ot N. Durova) i ne ØvlØetsØ vloßeniem pri r ≥ 3.

GRADUIROVANNYE MONADY I KOL^CA POLINOMOV 203

Rassmotrim diagrammu Φ^⊂−−−−→ Σ = Z⟨T_1, . . . , T_r⟩ π ρ L = F∅ [t]^ψ−−−−→ S = Z[T1, . . . , Tr], gde Φ – obraz F_∅⟨t⟩ pri gomomorfizme ϕ, dlØ kotorogo ϕ(t) = (T_1, . . . , T_r). Gomomorfizm π – kompoziciØ ϕ^{−1} i estestvennoæ proekcii (ϕ^{−1} opredelen na Φ vvidu in¨ektivnosti ϕ – sm. razdel 2). Takim obrazom, in¨ektivnost~ ψ ravnosil~na ravenstvu πu = πv dlØ vsØkih u, v ∈ Φ_d(n), takih, qto ρu = ρv. Dalee n ≥ 1, tak kak pri n = 0 ffto uslovie propadaet (Φ_d(0) = ∅).

Napomnim (sm. 2.0.5), qto Φ_d(n) sostoit iz naborov f = (f_1, . . . , f_n) ∈ Σ_d(n), takih, qto kaßdyæ monom stepeni d vhodit rovno v odin iz f_i, priqem s kofffficientom 1. Ots¸da, v qastnosti, vytekaet, qto tr. ar(f) ≤ r^d (24)

dlØ f ∈ Φ_d(n) (ponØtie istinnoæ arnosti fflementa vvedeno v 3.1).

3.2.1. Nein¨ektivnost~ ψ pri r ≥ 3. Provedem dokazatel~stvo

nein¨ektivnosti ψ pri r = 3 (sluqaæ bolee vysokoæ arnosti rassmatrivaetsØ analogiqno). Pust~ T_1 = A, T_2 = B, T_3 = C. Rassmotrim operacii iz Φ_2(9) u = (AA, AB, AC, BA, BB, BC, CA, CB, CC), v = (AA, BA, AC, AB, BB, BC, CA, CB, CC). ˚sno, qto ρu = ρv. Pokaßem, qto πu ≠ πv.

DlØ fftogo nado proverit~, qto sootnoxenie u ∼ v ne leßit v otnoxenii ffkvivalentnosti Q, poroßdennom sootnoxeniem avtokommutirovaniØ operacii (A, B, C) = ϕ(t) i sovmestimom s umnoßeniem. Sootnoxenie avtokommutirovaniØ s toqnost~¸ do perestanovki argumentov imeet vid u ∼ (AA, BA, CA, AB, BB, CB, AC, BB, CC). (25) Smysl sledu¸wih rassußdeniæ sostoit v tom, qto v stepeni 2 vse sledstviØ (25) poluqa¸tsØ iz usloviØ funktorial~nosti

204 A. L. SMIRNOV

(vytekaet iz konstruktivnogo opisaniØ Q v 1.2.3), hotØ v stepeni ≥ 3 imeetsØ mnogo netrivial~nyh sledstviæ. Sootnoxenie u ∼ v ne proishodit, takim obrazom, iz (25), naprimer, potomu, qto v u i v imeetsØ dva razliqiØ, a v levoæ i pravoæ qasti (25) – xest~. Pereædem k bolee akkuratnomu izloßeni¸.

Pokaßem snaqala, qto dlØ f, g ∈ Φ_d(n)

tr. ar(f ∼ g) ≤ r^d, (26)

gde f ∼ g simvoliziruet paru (f, g) ∈ Q_d(n), a ponØtie istinnoæ arnosti fflementa (f, g) vvedeno v 3.1. Deæstvitel~no, esli f ∼ g, to ρf = ρg. Poskol~ku tr. ar(f) ≤ r^d (sm. (24)), to pri n > r^d naædetsØ indeks i, takoæ, qto f_i = 0, gde f = (f_1, . . . , f_n). Togda ρg_i = ρf_i = 0 i, sledovatel~no, g_i = 0, tak kak g_i – summa monomov s neotricatel~nymi kofffficientami. Pust~ f^′ = (f_1, . . . , f̂_i, . . . , f_n) i g^′ = (g_1, . . . , ĝ_i, . . . , g_n), gde komponenty ^∗ propuweny. Sootnoxenie f^′ ∼ g^′ leßit v Q_d(n − 1), buduqi inducirovannym iz sootnoxeniØ f ∼ g s pomow~¸ otobraßeniØ φ : n → {1, . . ., n − 1}, dlØ kotorogo φ(j) = j pri j < i, φ(j) = j − 1 pri j > i i φ(i) = ∗, gde ∗ – proizvol~nyæ indeks v {1, . . ., n − 1}. S drugoæ storony, sootnoxenie f ∼ g inducirovano iz sootnoxeniØ f^′ ∼ g^′ s pomow~¸ otobraßeniØ φ : {1, . . ., n−1} → n, dlØ kotorogo φ(j) = j pri j < i, φ(j) = j + 1 pri j ≥ i. Takim obrazom, pri n > r^d arnost~ sootnoxeniØ f ∼ g moßno umen~xit~, qto i dokazyvaet (26).

Pust~ dlØ kaßdogo n ≥ 0 v Q_2(n) vydeleno podmnoßestvo E_2(n). Pust~ R_2(n) – minimal~noe funktorial~noe otnoxenie ffkvivalentnosti (bez sovmestimosti s umnoßeniem), dlØ kotorogo E_2(n) ⊂ R_2(n).

Esli ni odno iz(r^2)! − sootnoxeniæ, inducirovannyh iz u ∼ v

perestanovkami mnoßestva r^2, ne leßit v E_2(r^2),

to ni odno iz fftih sootnoxeniæ ne leßit i v R_2(r^2). (27)

�to utverßdenie vytekaet iz (26), poskol~ku tr. ar(u ∼ v) = r^2 – maksimal~no vozmoßnaØ istinnaØ arnost~ v stepeni 2 i, takim obrazom, sootnoxenie u ∼ v pri funktorial~nom rasxirenii E_2 moßet byt~ poluqeno tol~ko iz sootnoxeniæ arnosti r^2 s pomow~¸ biekciæ. Vse sootnoxeniØ istinnoæ arnosti r^2 libo trivial~ny, libo poluqa¸tsØ iz sootnoxeniæ, leßawih v E_2(r), s pomow~¸ perestanovok argumentov. Poskol~ku sootnoxenie u ∼ v ne takovo, to ono ne leßit v R_2(r^2).

GRADUIROVANNYE MONADY I KOL^CA POLINOMOV 205

Iz konstruktivnogo opisaniØ Q (sm. 1.3.2) vytekaet, qto Q – ob¨edinenie posledovatel~nosti otnoxeniæ ffkvivalentnosti (bez sovmestimosti s umnoßeniem)

Q^0 ⊂ Q^1 ⊂ . . . .

Pri fftom Q^0 – funktorial~noe otnoxenie ffkvivalentnosti, poroßdennoe (25), a Q^{i+1} – funktorial~noe otnoxenie ffkvivalentnosti, poroßdennoe CQ^i (funktor CQ^i opisan v 1.3.2 i predstavlØet soboæ, neformal~no govorØ, rezul~tat rasxireniØ Q^i s pomow~¸ levyh i pravyh umnoßeniæ na operacii iz Φ).

Pokaßem indukcieæ po i, qto sootnoxenie u ∼ v ne leßit v Q^i. V sluqae i = 0 (baza indukcii) funktor Q^0 poroßden E_2(n), gde E_2(r^2) sostoit iz sootnoxeniØ avtokommutirovaniØ (25), a E_2(n) = ∅ pri n ≠ r^2. Iz (27) vytekaet, qto sootnoxenie u ∼ v ne leßit v Q^0_2(r^2), poskol~ku ni odna iz perestanovok argumentov v fftom sootnoxenii ne privodit k sootnoxeni¸ avtokommutirovaniØ (v u i v – dva razliqiØ, a v levoæ i pravoæ qastØh (25) – xest~).

Predpoloßim, qto sootnoxenie u ∼ v i vse sootnoxeniØ, poluqennye iz nego perestanovkoæ argumentov, ne leßat v Q^i_2(r^2). Proverim, qto oni ne leßat i v Q^{i+1}_2 (r^2). Vvidu (27) dostatoqno proverit~, qto oni ne leßat v CQ^i_2(r^2). Soglasno 1.3.2,

CQ^i_2(r^2) = ⋃ Y, a+b=2 γ^l_{a,b}(Φ_a(Y ) × Q^i_b(r^2)^Y ) ∪ ⋃ Y, a+b=2 γ^r_{a,b}(Q^i_a(Y ) × Φ_b(r^2)^Y ).

Takim obrazom, nado pokazat~, qto sootnoxenie u ∼ v (i sootnoxeniØ, poluqennye iz nego perestanovkoæ argumentov) ne leßat ni v odnoæ iz komponent ob¨edineniØ. Komponenty γ^l_{0,2}(Φ_0(Y )×Q^i_2(r^2)^Y ) i γ^r_{2,0}(Q^i_2(Y )×Φ_0(r^2)^Y ) ravny Q^i_2(r^2), poskol~- ku Φ_0(Y ) = F_∅ (Y ). Komponenty γ^l_{1,1}(Φ_1(Y ) × Q^i_1(r^2)^Y ), γ^l_{2,0}(Φ_2(Y ) × Q^i_0(r^2)^Y ), γ^r_{1,1}(Q^i_1(Y ) × Φ_1(r^2)^Y ), γ^r_{0,2}(Q^i_0(Y ) × Φ_2(r^2)^Y ) sostoØt iz trivial~nyh sootnoxeniæ, poskol~ku Q^i_1 i Q^i_0 sostoØt iz trivial~nyh sootnoxeniæ (sledstvie togo, qto sootnoxenie avtokommutativnosti imeet stepen~ 2).

Takim obrazom, sootnoxenie u ∼ v ne prinadleßit Q = ∪Q_i, qto i zaverxaet dokazatel~stvo nein¨ektivnosti ψ.

3.2.2. In¨ektivnost~ ψ pri r = 2. Pust~ T1 = A, T2 = B, Q

– sovmestimoe s umnoßeniem otnoxenie ffkvivalentnosti, poroßdennoe sootnoxeniem avtokommutirovaniØ operacii t. Uslovie

206 A. L. SMIRNOV

avtokommutirovaniØ t imeet vid (AA, AB, BA, BB) ∼ (AA, BA, AB, BB). (28) Nado proverit~, qto dlØ f = (f_1, . . . , f_n), g = (g_1, . . . , g_n) ∈ Φ_d(n) uslovie ρf = ρg vleqet ravenstvo f ∼ g mod Q.

Pokaßem, qto ffto utverßdenie dostatoqno proverØt~ dlØ “special~nyh” f i g, to est~ v sluqae, kogda n = r^d, a f_i (i, sootvetstvenno, g_i) probegaet vse nekommutativnye monomy stepeni d. Deæstvitel~no, esli f_i = f^′_i + u dlØ nekotorogo monoma u, to iz usloviØ ρf = ρg i opisaniØ Φ (sm. naqalo 3.2) vytekaet, qto g_i = g^′_i + v dlØ nekotorogo monoma v, takogo, qto ρu = ρv. No togda operacii f i g inducirovany operaciØmi f^′ = (f_1, . . ., f_n, u) i g^′ = (g_1, . . ., g_n, v), priqem ρf^′ = ρg^′. IteraciØ raswepleniØ na monomy svodit situaci¸ k sluqa¸ “special~nyh” f i g. Dalee f i g special~ny.

Pokaßem, qto v Q leßit sootnoxenie f ∼ g, gde g poluqaetsØ iz f perestanovkoæ dvuh sostavlØ¸wih, priqem ffti sostavlØ¸- wie poqti sovpada¸t, to est~ f = (. . . , U ABV, . . . , U BAV, . . . ) i g = (. . . , U BAV, . . . , U ABV, . . . ), gde U, V – monomy, a na poziciØh, otmeqennyh mnogotoqiem, f i g sovpada¸t. Proverim ffto utverßdenie indukcieæ po d. Pri d = 2 (baza indukcii) utverßdenie svoditsØ k sootnoxeni¸ avtokommutirovaniØ (28). Pri d > 2 libo U , libo V – nepustoe slovo. Razberem sluqaæ, kogda U – nepusto i naqinaetsØ s A (ostal~- nye sluqai razbira¸tsØ analogiqno). V fftom sluqae s pomow~¸ podhodØweæ perestanovki moßno sqitat~, qto f = (Au, Bu) i g = (Av, Bu), gde u,v udovletvorØ¸t indukcionnomu predpoloßeni¸. Pofftomu g = (Av, Bu) ∼ (Au, Bu) = f.

Pokaßem teper~, qto v Q leßit sootnoxenie f ∼ g, gde g poluqaetsØ iz f perestanovkoæ dvuh proizvol~nyh sostavlØ¸wih, to est~ f = (. . . , U, . . . , V, . . . ) i g = (. . . , V, . . . , U, . . .), gde U, V – monomy s usloviem ρU = ρV , a na poziciØh, otmeqennyh mnogotoqiem, f i g sovpada¸t. �to utverßdenie vytekaet iz predyduwego, poskol~ku ot U k V moßno dobrat~sØ transpoziciØmi sosednih vhoßdeniæ A i B v sootvetstvu¸wie monomy.

Obwee utverßdenie vytekaet iz tol~ko qto dokazannogo, poskol~ku l¸bye dve rasstanovki monomov s odinakovymi znaqeniØmi ρ na kaßdoæ pozicii moßno soedinit~ transpoziciØmi monomov, sohranØ¸wimi znaqeniØ ρ.

GRADUIROVANNYE MONADY I KOL^CA POLINOMOV 207

3.2.3. Obraz ψ. Rassmotrim otobraßenie S → S, f =^∑ amT^m → ‖f‖ = ∑ |a_m|T^m, gde m ∈ N^l_0 – mul~tistepen~. Tak ße oboznaqaem i otobraßenie S_d(n) → S_d(1), f = (f_1, . . . , f_n) → ‖f‖ = ‖f_1‖ + · · · + ‖f_n‖, gde S_d(n) = S_1(1)^n, a S_d(1) – mnoßestvo polinomov v S stepeni d.

Iz opisaniØ Φ (sm. naqalo 3.2) totqas vytekaet, qto ψL_d(n)= {f =(f_1, . . . , f_n) ∈ S_d(n)|f_1, . . ., f_n ⪯ 0 i ‖f‖ =(T_1+· · ·+T_r )^d}, gde f ⪯ g togda i tol~ko togda, kogda f ne prevoshodit g pokofffficientno.

3.3. Kol~co F1[t], ar t = r, deg t = 1 Pust~ Δ = N0, a t – pere-

mennaØ arnosti r (r ≥ 2) i stepeni 1. Rassmotrim gomomorfizm

ψ : F1[t] → Z[T1, . . . , Tr], pri kotorom t → (T1, . . . , Tr). Cel~ fftogo

razdela – opisat~ obraz ψ i pokazat~, qto ψ – vloßenie dlØ r = 2 (fftot fakt avtor uznal ot N. Durova) i ne ØvlØetsØ vloßeniem pri r ≥ 3.

Rassmotrim diagrammu Φ^⊂−−−−→ Σ = Z⟨T_1, . . . , T_r⟩ π ρ L = F1[t]^ψ−−−−→ S = Z[T1, . . . , Tr], gde Φ – obraz F_1⟨t|t kommutiruet s F_1⟩ pri gomomorfizme ϕ, dlØ kotorogo ϕ(t) = (T_1, . . . , T_r). Gomomorfizm π – kompoziciØ ϕ^{−1} i estestvennoæ proekcii (ϕ opredelen na Φ vvidu in¨ektivnosti ϕ – sm. razdel 2).

Takim obrazom, in¨ektivnost~ ψ ravnosil~na ravenstvu πu = πv dlØ vsØkih u, v ∈ Φ_d(n), takih, qto ρu = ρv. Dalee n ≥ 1, tak kak pri n = 0 ffto uslovie propadaet (Φ_d(0) = {0}).

Napomnim (sm. 2.0.6), qto Φ_d(n) sostoit iz naborov f = (f_1, . . . , f_n) ∈ Σ_d(n), takih, qto kaßdyæ monom stepeni d vhodit ne bolee qem v odin iz f_i, priqem s kofffficientom 1.

Tot ße primer, qto i v 3.2.1, pokazyvaet nein¨ektivnost~ ψ pri r ≥ 3. In¨ektivnost~ ψ pri r = 2 proverØetsØ analogiqno 3.2.2.

Iz opisaniØ Φ (sm. naqalo 3.3) totqas vytekaet, qto ψL_d(n)= {f =(f_1, . . . , f_n) ∈ S_d(n)|f_1, . . ., f_n ⪰ 0 i ‖f‖ ⪯ (T_1 +· · ·+T_r )^d}.

208 A. L. SMIRNOV

3.4. Kol~co F_12 [t|alt], ar t = r, deg t = 1

Pust~ Δ = N_0, a t – peremennaØ arnosti r (r ≥ 2) i stepeni 1. Rassmotrim kol~co F_12 [t|alt], gde alt – uslovie al~ternirovannosti operacii t (sm. [1, 5.5.4] i niße), i gomomorfizm ψ : F12 [t|alt] → Z[T1, . . . , Tr], t → (T1, . . . , Tr). Kol~co F12 [t|alt] ØvlØ- etsØ al~terniru¸wim, kak i vsØkoe kol~co, poroßdennoe al~- terniru¸wimi operaciØmi [1, 5.5.5].

Cel~ fftogo razdela – opisat~ obraz ψ i pokazat~, qto ψ ne ØvlØetsØ vloßeniem.

3.4.1. Al~terniru¸wie operacii. Pust~ R/F – kommutativ-

noe obobwennoe kol~co i t ∈ R(n). OperaciØ t – al~terniru¸waØ (sm. [1, 5.5.4]), esli dlØ nee vypolneno sootnoxenie w(x, y, z, u, . . ., v) = 0, gde w prowe vsego opisyvaetsØ kartinkoæ 0 x y ... ... z → w1 = t(0,x,y,.....,z) −x 0 u ... ... ... → w2 = t(−x,0,u,......) −y −u 0 ... ... ... → w3 = t(−y,−u,0,...) ... ... ... ... ... ... → ... ... ... ... ... 0 v → w_n�1 = t(.............,0,v) −z ... ... ... −v 0 → w_n = t(−z,....,−v,0) ↓ w = t(w1,.........,w_n). V silu kommutativnosti R znaqenie w(x, y, z, u, . . ., v) moßno vyqislØt~ snaqala po stolbcam, a zatem po strokam. Krome togo, konstanty i 1-operacii ØvlØ¸tsØ al~terniru¸wimi.

Pri rassmotrenii graduirovannogo sluqaØ po suwestvu niqego ne menØetsØ, za iskl¸qeniem togo, qto vmesto sootnoxeniØ w = 0 bolee korrektno pisat~ sootnoxenie w = 0[2 deg t] (sm. 1.2.5).

3.4.2. Nein¨ektivnost~ ψ. Rassmotrim diagrammu Φ^⊂−−−−→ Σ = Z⟨T_1, . . . , T_r⟩ π ρ L = F1[t|alt]^ψ−−−−→ S = Z[T1, . . . , Tr], gde Φ – obraz F_12 ⟨t|t kommutiruet s F_12 ⟩ pri gomomorfizme ϕ, dlØ kotorogo ϕ(t) = (T_1, . . ., T_r ). Gomomorfizm π – kompoziciØ ϕ^{−1} i estestvennoæ proekcii (ϕ opredelen na Φ vvidu in¨ektivnosti ϕ – sm. razdel 2).

GRADUIROVANNYE MONADY I KOL^CA POLINOMOV 209

Napomnim (sm. 2.0.2), qto Φ_d(n) sostoit iz naborov f = (f_1, . . . , f_n) ∈ Σ_d(n), takih, qto kaßdyæ monom stepeni d vhodit ne bolee qem v odin iz f_i, priqem s kofffficientom 1 ili −1.

Tot ße primer, qto i v 3.2.1, pokazyvaet nein¨ektivnost~ ψ pri r ≥ 3. Dalee r = 2, T_1 = A, T_2 = B. Pust~ Q – otnoxenie ffkvivalentnosti, poroßdennoe sootnoxeniØmi avtokommutirovaniØ i al~ternirovannosti operacii t i sovmestimoe s umnoßeniem. Uslovie avtokommutirovaniØ t imeet vid (AA, AB, BA, BB) ∼ (AA, BA, AB, BB). (29) Sootnoxenie al~ternirovannosti imeet vid AB − BA ∼ 0[2]. (30) Rassmotrim operacii f =(AA, AB−BA, BB) i g =(AA, 0[2], BB) iz Φ_2(3). ˚sno, qto ρf = ρg. Pokaßem, qto πf ≠ πg, to est~ qto sootnoxenie f ∼ g ne leßit v Q.

RassußdaØ kak v 3.2.1, vidim, qto sootnoxenie al~ternativnosti (30) imeet istinnu¸ arnost~ 1 i ne uqastvuet v formirovanii sootnoxeniæ stepeni 2 istinnoæ arnosti ≥ 2. Utverßdenie o tom, qto istinnaØ arnost~ l¸bogo sootnoxeniØ stepeni 2 ne prevoshodit 4, verno, hotØ ego dokazatel~stvo slegka otliqaetsØ ot dokazatel~stva (26). A imenno, istinnaØ arnost~ l¸bogo sootnoxeniØ stepeni 2 ne prevoshodit 8, poskol~ku istinnaØ arnost~ operacii stepeni 2 ne prevoshodit 4. Posle fftogo trebuetsØ nebol~xoæ perebor v arnostØh 8, 7, 6, 5. Takim obrazom, vse netrivial~nye sootnoxeniØ stepeni 2 i istinnoæ arnosti 3 inducirovany s pomow~¸ otobraßeniæ 4 → 3 i 3 → 3 iz sootnoxeniØ avtokommutativnosti (29) i sootnoxeniæ, poluqennyh iz (29) primeneniem unarnyh operaciæ stepeni 0 k komponentam (29) (naprimer, sootnoxeniØ (AA, −AB, BA, −BB) ∼ (AA, −BA, AB, −BB)). Prostoæ perebor pokazyvaet, qto sootnoxenie f ∼ g ne moßet byt~ poluqeno takim obrazom.

3.4.3. Obraz ψ. Iz opisaniØ Φ (sm. naqalo 3.4.2) totqas vyte-

kaet, qto ψL_d(n) = {f = (f_1, . . . , f_n) ∈ S_d(n) | ‖f‖ ⪯ (T_1 + · · · + T_r )^d}. Po opredeleni¸, kol~co ψL koneqnoporoßdeno. Vopros o ego koneqnopredstavimosti ostaetsØ otkrytym.

210 A. L. SMIRNOV

Literatura

1. N. Durov, New Approach to Arakelov Geometry. arXiv: 0704.2030 v1 [math AG]

16 Apr 2007.

2. T. Leinster, Higher Operads, Higher Categories. arXiv: math.CT/0305049 v1,2

May 2003.

Smirnov A. L. Graded monads and rings of polynomials. Models for free graded monads over the category of sets are constructed. Certain rings of generalized noncommutative polynomials, generated by an operation of arbitrary arity, are implemented as subrings of classical rings of noncommutative polynomials. It is shown, that natural homomorphisms from rings of generalized polynomials to rings of the usual commutative polynomials are not inclusions as a rule. For instance, a natural homomorphism F_12 [t] → Z[A, B], t → (A, B), where t is a binary variable, isn’t an inclusion, even if t is subjected to the alternating condition.

Postupilo 30 oktØbrØ 2007 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: smirnov@pdmi.ras.ru