Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 349, 2007 g.

A. N. Panov

INVOLıCII V Sn I ASSOCIIROVANNYE KOPRISOEDIN´NNYE ORBITY

1. Vvedenie i osnovnye utverßdeniØ

Koprisoedinœnnye orbity igra¸t vaßnu¸ rol~ v teorii predstavleniæ, garmoniqeskom analize i teorii simplektiqeskih mnogoobraziæ [1, 6]. DlØ poluprostyh grupp Li koprisoedinœnnye orbity sovpada¸t s prisoedinœnnymi i ih klassifikaciØ horoxo izvestna. Klassiqeskiæ primer nil~potentnoæ gruppy Li – unitreugol~naØ gruppa. Problema opisaniØ koprisoedinœnnyh orbit fftoæ gruppy po preßnemu daleka ot svoego rexeniØ [1, 2]. Opisanie regulØrnyh orbit (t.e orbit maksimal~noæ razmernosti) dlØ UT(n, K) bylo poluqeno A. A. Kirillovym v ego osnovopolaga¸weæ rabote po metodu orbit [3]. SubregulØrnye orbity dlØ proizvol~nogo n i vse orbity dlØ razmera n 6 7 byli klassificirovany v [4].

Cel~ fftoæ raboty – rasxirit~ klass orbit, dopuska¸wih polnoe opisanie. Proizvol~noæ invol¸cii σ v simmetriqeskoæ gruppe S_n my stavim v sootvetstvie semeæstvo koprisoedinœnnyh orbit {Ω(f)| f ∈ X_σ }. Postroena polØrizaciØ dlØ kanoniqeskoæ formy na fftoæ orbite (teorema 1.1). Poluqena formula dlØ razmernosti fftih orbit (teorema 1.2).

Orbity regulØrnogo deæstviØ algebraiqeskoæ unipotentnoæ gruppy na proizvol~nom affinnom algebraiqeskom mnogoobrazii zamknuty [6, 11.2.4]. V rabote naædena sistema obrazu¸wih v opredelØ¸wem ideale orbity Ω(f) (teorema 1.4). Zametim, qto kaßdyæ iz postroennyh obrazu¸wih imeet vid P − c, gde P – kofffficient minora harakteristiqeskoæ matricy i c ∈ K. Klass orbit, associirovannyh s invol¸ciØmi, soderßit vse regulØrnye i nekotorye subregulØrnye orbity (sm. primery 2,3 v §1 i [4]). Otmetim takße, qto moßno ustanovit~ sootvetstvie meßdu invol¸ciØmi i semeæstvami prisoedinœnnyh orbit, udovletvorØ¸wih uravneni¸ X^2 = 0 [5].

Stat~Ø podderßana grantami RFFI 05-01-00313 i 06-01-00037. 150

INVOLıCII V Sn 151

Pereædœm k formulirovke osnovnyh rezul~tatov raboty. Unitreugol~noæ gruppoæ nazyva¸t gruppu N = UT(n, K), sostoØwu¸ iz nißnetreugol~nyh matric nad polem K s edinicami po diagonali. Budem sqitat~, qto pole K imeet nulevu¸ harakteristiku. Algebra Li n = ut(n, K) gruppy N sostoit iz nißnetreugol~- nyh matric s nulØmi po diagonali. S pomow~¸ formy Killinga (·, ·) my otoßdestvim soprØßennoe prostranstvo n^∗ s podprostranstvom n_+, kotoroe sostoit iz verhnetreugol~nyh matric s nulØmi po diagonali. My takße otoßdestvim simmetriqesku¸ algebru S(n) s algebroæ K[n^∗] regulØrnyh funkciæ na n^∗. Gruppa N deæstvuet v n^∗ po formule

Ad^∗_g f(x) = f(Ad^{−1}_g x), g ∈ N, f ∈ n^∗.

Podalgebra p v n nazyvaetsØ polØrizacieæ dlØ f ∈ n^∗, esli p – maksimal~noe izotropnoe podprostranstvo po otnoxeni¸ k kososimmetriqeskoæ forme f([x, y]). SleduØ metodu orbit, dlØ l¸boæ lineænoæ formy na proizvol~noæ nil~potentnoæ algebre Li moßno naæti ee polØrizaci¸. Suwestvovanie polØrizacii daœt vozmoßnost~ postroit~ primitivnyæ ideal v universal~- noæ obœrtyva¸weæ algebre U (n) [6] i v sluqae K = R – neprivodimoe unitarnoe predstavlenie gruppy N [1].

Oboznaqim qerez Δ^+ mnoßestvo poloßitel~nyh korneæ algebry Li gl(n, K) [7]. Otnoxenie > v Δ^+ – leksikografiqeskiæ porØdok. Kaßdyæ poloßitel~nyæ koren~ ξ imeet vid α_{ji} = ε_j −ε_i, gde j < i. My oboznaqim j = j(ξ) i i = i(ξ). Po poloßitel~nomu korn¸ ξ opredelØetsØ otraßenie r_ξ ∈ S_n.

Pust~ σ – invol¸ciØ v S_n (t.e. σ^2 = id). Invol¸ciØ σ edinstvennym obrazom razlagaetsØ v proizvedenie kommutiru¸wih otraßeniæ

σ = r_1r_2 · · · r_s, (1)

gde kaßdoe r_m est~ otraßenie po otnoxeni¸ k poloßitel~nomu korn¸ ξ_m. Predpoloßim, qto ξ_1 > ξ_2 > . . . > ξ_s. Poskol~ku otraßeniØ r_m poparno kommutiru¸t, to j(ξ_1) < j(ξ_2) < . . . < j(ξ_s). Obrazuem podmnoßestvo S = {ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_s}. Pust~ {y_{ij}}_16_{j<i}6_n – standartnyæ bazis v n. V dal~neæxem my takße budem ispol~zovat~ oboznaqenie y_γ dlØ y_{ij}, esli γ = ε_j −ε_i.

152 A. N. PANOV

Rassmotrim podmnoßestvo X_σ ⊂ n^∗, kotoroe sostoit iz f ∈ n^∗ takih, qto f(y_{ξm} ) ≠ 0, 1 6 m 6 s, i f ravno nul¸ na ostal~nyh vektorah standartnogo bazisa.

Osnovnoe opredelenie. Budem nazyvat~ orbitu Ω(f) dlØ f ∈ Xσ

koprisoedinœnnoæ orbitoæ, associirovannoæ s invol¸cieæ σ.

Naxa pervaØ cel~ – postroit~ polØrizaci¸ dlØ l¸bogo f ∈

X_σ . Razloßim mnoßestvo poloßitel~nyh korneæ:

Δ^+ = ⨆ 16t6n−1^Δ

(t), gde Δ^{(t)} = {γ ∈ Δ^+| j(γ) = t}.

DlØ l¸bogo 1 6 t 6 n − 1 oboznaqim

σ_t = ∏ j(ξ_m)6t r_m. Legko videt~, qto σ_{n−1} = σ. Poloßim σ_0 = id. Oboznaqim qerez

Π_σ sledu¸wee podmnoßestvo mnoßestva poloßitel~nyh korneæ

Π = Π_σ = ⨆ 16t6n−1^Π (t), gde Π^{(t)} = {η ∈ Δ^{(t)}| σ_{t−1}(η) > 0}.

Oboznaqim qerez p_σ lineænoe podprostranstvo, natØnutoe na {y_{it} : ε_t − ε_i ∈ Π}. Teorema 1.1. pσ – polØrizaciØ dlØ l¸bogo f ∈ Xσ.

Kak obyqno l(σ) (sootv. s(σ)) – qislo prostyh (sootv. proizvol~nyh) otraßeniæ v reducirovannom razloßenii σ v proizvedenie prostyh (sootv. proizvol~nyh) otraßeniæ. Legko videt~, qto s(σ) = s (sm. (1)).

Teorema 1.2. DlØ l¸bogo f ∈ Xσ razmernost~ orbity Ω(f) ravna l(σ) − s(σ). Naxa sledu¸waØ cel~ – naæti sistemu obrazu¸wih v opredelØ¸wem ideale I(Ω(f)) orbity Ω(f) (t.e. v ideale, sostoØwem iz vseh mnogoqlenov, kotorye ravny nul¸ na Ω(f)). Rassmotrim

INVOLıCII V Sn 153

sledu¸wu¸ formal~nu¸ matricu Φ i eœ harakteristiqesku¸ matricu Φ(τ ): Φ = 0 0 . . . 0 y_{21} 0 . . . 0 . . . . ... . . y_{n1} y_{n2} . . . 0 ,

Φ(τ ) = τ Φ + E =

1 0 . . . 0 τ y_{21} 1 . . . 0 . . . . ... . . τ y_{n1} τ y_{n2} . . . 1 . DlØ l¸byh podmnoßestv J, I ⊂ {1, . . . , n}, |I| = |J|, oboznaqim qerez M^J_I minor matricy Φ s uporØdoqennymi po vozrastani¸ sistemami stolbcov ord(J) i strok ord(I).

Oboznaqim qerez M^J_I (τ ) sootvetstvu¸wiæ minor harakteristiqeskoæ matricy Φ(τ ). Minor M^J_I (τ ) ØvlØetsØ mnogoqlenom po τ s kofffficientami v simmetriqeskoæ algebre S(n):

M^J_I (τ ) = τ^m(P^J_{I,0} + P^J_{I,1}τ + P^J_{I,2}τ^2 + . . . ), (2)

gde m ravno |J \ I| = |I \ J|. Kofffficient P^J_{I,0} s toqnost~¸ do znaka sovpadaet s minorom M^{J\I}_{I\J} matricy Φ (v dal~neæxem fftot znak my qasto budem opuskat~).

Zameqanie 1. Esli I > J (v smysle opredeleniØ 3.4), to M^J_I (τ ) ≠ 0 i ego pervyæ kofffficient P^J_{I,0} takße otliqen ot nulØ. Esli

I ff J, to M^J_I (τ ) = 0.

Zametim, qto dlØ l¸bogo f ∈ n_+ = n^∗ znaqenie M^J_I v toqke f sovpadaet s transponirovannym minorom dlØ f, predstavlennym verhnetreugol~noæ matriceæ. Analogiqno, znaqeniØ

P^J_{I,0}, P^J_{I,1}, P^J_{I,2}, · · · v toqke f sovpada¸t s kofffficientami sootvet-

stvu¸wego minora harakteristiqeskoæ matricy τ f + E.

DlØ l¸boæ pary 1 6 k, t 6 n my rassmotrim sistemy J^′(k, t) = {1 6 j < t : σ(j) > k}, I^′(k, t) = σJ^′(k, t), J(k, t) = J^′(k, t) ⊔ {t}, I(k, t) = I^′(k, t) ⊔ {k}. Oboznaqim qerez D_{k,t} (sootv. D_{k,t}(τ )) minor matricy Φ (sootv.

Φ(τ )) s sistemami stolbcov J(k, t) i strok I(k, t).

154 A. N. PANOV

Kak i v (2), my razloßim D_{k,t}(τ ) = τ^m(P_{k,t,0} + P_{k,t,1}τ + P_{k,t,2}τ^2 + . . . ), (3) gde kofffficienty P_{k,t,i} – fflementy S(n) = K[n^∗] i P_{k,t,0} ≠ 0. Zametim, qto esli k > t, to D_{k,t}(τ ) = τ^mP_{k,t,0}. Oboznaqim

M = {γ ∈ Δ^+| σ_t(γ) > 0, gde t = j(γ)}.

Kaßdomu korn¸ v M my predpixem mnogoqlen na n^∗. Opredelenie 1.3. Pust~ i > t i η = εt − εi ∈ M. Budem govorit~,

qto η imeet tip 0, esli ne suwestvuet ξ ∈ S takogo, qto j(ξ) 6 t − 1 i i(ξ) = i. V protivnom sluqae budem govorit~, qto η v M imeet tip 1.

Poloßim k = σ_{t−1}(i). Oboznaqim Q_{i,t} = { P_{k,t,0}, esli η imeet tip 0, P_{k,t,1}, esli η imeet tip 1.

Zametim, qto, esli η imeet tip 0, to k = i i Q_{it} = P_{i,t,0} sovpadaet (s toqnost~¸ do znaka) s minorom D_{i,t} matricy Φ . Esli η imeet tip 1, to k < t i k = σ(t). DlØ kaßdogo 1 6 m 6 s oboznaqim D_m = D_{i(ξm ),j(ξm)}. Legko videt~, qto D_m(f) ≠ 0 dlØ l¸bogo f ∈ X_σ. Teorema 1.4. DlØ l¸bogo f ∈ Xσ opredelØ¸wiæ ideal kopriso-

edinœnnoæ orbity Ω(f) poroßdaetsØ Q_{i,t}, gde ε_t − ε_i ∈ M, i D_m − D_m(f), gde 1 6 m 6 s.

Sledstvie 1.5. DlØ l¸bogo f ∈ Xσ pereseqenie Ω(f) ∩ Xσ sovpa-

daet s edinstvennym fflementom f.

DlØ l¸bogo 1 6 t 6 n − 1 razloßim invol¸ci¸ σ = σ_tσ^′_t, gde

σ^′_t = ∏ j(ξ_m)>t r_m. Oboznaqim

Δ^+_σ = {ζ ∈ Δ^+ : σ(η) > 0}.

Iz opredeleniØ |Δ^+_σ | = |Δ^+| − l(σ).

INVOLıCII V Sn 155

Zameqanie 2. Poloßitel~nyæ koren~ ζ soderßitsØ v Δ^{(t)}σ = Δ^+_σ ∩

Δ^{(t)} togda i tol~ko togda, kogda σ_t(η) > 0, gde η = σ^′_t(ζ). �to

pokazyvaet, qto σ^′_t biektivno otobraßaet Δ^{(t)}σ na M^{(t)} = M∩Δ^{(t)}. Ots¸da vytekaet, qto |M^{(t)}| = |Δ^{(t)}σ | i, sledovatel~no, |M| =

|Δ^+_σ | = |Δ^+| − l(σ). Iz zameqaniØ 2 i teorem 1.2 i 1.4 poluqaem

Sledstvie 1.6. KaßdaØ koprisoedinœnnaØ orbita Ω(f), f ∈ Xσ,

ØvlØetsØ polnym pereseqeniem.

Teoremy 1.1 i 1.2 dokazany v §2. Sledu¸wiæ §3 polnost~¸ posvØwen dokazatel~stvu teoremy 1.4. V zakl¸qenie fftogo paragrafa my vvedœm Øzyk dopustimyh diagramm i pereformuliruem teoremy v novyh terminah. �tot podhod imeet svoi preimuwestva. My privedœm primery invol¸ciæ, postroim ih dopustimye diagrammy i obrazu¸wie fflementy v opredelØ¸wem ideale ih associirovannyh orbit.

Kak i vyxe, σ – invol¸ciØ v S_n. Rassmotrim sledu¸wie podmnoßestva v sisteme poloßitel~nyh korneæ Δ^+:

C_+ = {γ ∈ Δ^+ \ S| σ_{t−1}(γ) > 0, σ_t(γ) < 0, gde t = j(γ)},

C_− = {γ ∈ Δ^+| σ_{t−1}(γ) < 0, gde t = j(γ)}.

Mnoßestvo poloßitel~nyh korneæ Δ^+ i ego podmnoßestvo Π razlaga¸tsØ: Δ^+ = Π ⊔ C_− i Π = S ⊔ M ⊔ C_+.

My naqnœm postroenie dopustimoæ diagrammy s pustoæ n × nmatricy. My ne budem zapolnØt~ kletki (i, j), i 6 j. Kaßdomu poloßitel~nomu korn¸ γ = α_{ji}, i > j my postavim v sootvetstvie kvadrat (i, j). My postavim v kvadrat (i, j) odin iz sledu¸wih simvolov ⊗, +, −, •, sleduØ sledu¸wim pravilam: ⊗, esli γ ∈ S, +, esli γ ∈ C_+, −, esli γ ∈ C_−, •, esli γ ∈ M. �tu dopustimu¸ diagrammu moßno postroit~ drugim sposobom [4]. Rassmotrim pervyæ koren~ ξ_1 v S. Pomestim simvol ⊗ v kletku (i(ξ_1), j(ξ_1)). Dalee my pomestim simvol + vo vse kvadraty, kotorye leßat v stolbce j(ξ_1), niße diagonali i vyxe kvadrata (i(ξ_1), j(ξ_1)). My pomestim simvol − vo vse kvadraty,

156 A. N. PANOV

kotorye leßat v stroke i(ξ_1), niße diagonali i pravee kvadrata

(i(ξ_1), j(ξ_1)).

Posle fftoæ procedury my voz~mœm sledu¸wiæ koren~ ξ_2 v S. My pomestim simvol ⊗ v kvadrat (i(ξ_2), j(ξ_2)), kotoryæ, kak legko videt~, ne zapolnen posle pervogo xaga. Analogiqno sluqa¸ kornØ ξ_1 my pomestim simvoly + i − v matricu, ispol~zuØ sledu¸wee dopolnitel~noe pravilo: esli dlØ nekotorogo k odna iz dvuh kletok (k, j(ξ_2)), (i(ξ_2), k) uße zapolnena, to my ne zapolnØem drugu¸ kletku.

My prodolßaem fftu proceduru dlØ vseh ostal~nyh korneæ

ξ ∈ S. My pomestim simvol • vo vse nezapolnennye kletki niße

diagonali. Zametim, qto kornØm iz Π otveqa¸t kletki, zapolnennye simvolami ⊗, + i •.

Primer 1 (naqalo). σ = (1, 4)(2, 7)(3, 6) v simmetriqeskoæ gruppe

S_7 otveqaet dopustimoæ diagramme

+ + + ⊗ − − • + + • • + ⊗ • − • ⊗ − • − − Diagramma stroitsØ v 4 xaga:

+ + ⊗ − − ⇒ + + + ⊗ − − + + ⊗ − − −

⇒

INVOLıCII V Sn 157

⇒

+ + + ⊗ − − + + + ⊗ − ⊗ − − −

⇒

+ + + ⊗ − − • + + • • + ⊗ • − • ⊗ − • − − V fftom primere S = {α_{14}, α_{27}, α_{36}}, M = {α_{15}, α_{16}, α_{17}, α_{45}, α_{46}, α_{47}},

Π = Δ^+ \ {α_{24}, α_{34}, α_{37}, α_{56}, α_{57}, α_{67}}. V sledu¸wih zameqaniØh 3-5

my pereformuliruem teoremy fftogo paragrafa v terminah dopustimyh diagramm.

Zameqanie 3. V sootvetstvii s teoremoæ 1.1 polØrizaciØ pσ natØnuta na {y_{it}}, dlØ kotoryh kvadrat (i, t) zapolnen odnim iz simvolov ⊗, • ili + v sootvetstvu¸weæ dopustimoæ diagramme. Zameqanie 4. Iz teoremy 1.2 i zameqaniØ 2, dim Ω(f) = l(σ)−s =

|Δ^+|−|M |−s. My vidim, qto dim Ω(f) ravna qislu ± v dopustimoæ

diagramme.

Zameqanie 5. Pust~ kvadrat (i, t), t < i, zapolnen simvolom • (t.e. ε_t − ε_i ∈ M). Budem govorit~, qto (i, t) imeet tip 0 (sootv. tip 1), esli koren~ ε_t −ε_i iz M imeet tip 0 (sootv. tip 1). Legko videt~, qto (i, t) imeet tip 0, esli net simvola ⊗ v i-oæ stroke, sleva ot (i, t). Esli takoæ simvol ⊗ suwestvuet, to (i, t) imeet tip 1. V primere 1 (5, 4) imeet tip 0, no (6, 4) i (7, 4) ime¸t tip 1. Zametim, qto, esli (i, t) zapolnen simvolom • i imeet tip 1, to

a < k < t < i gde a = σ(t) i kak vyxe k = σ_{t−1}(i) = σ(i). Kvadraty (t, a) i (i, k) zapolneny simvolom ⊗. V primere 1 kvadrat (7, 4)

zapolnen simvolom • i imeet tip 1, a = 1 i k = 2. Kvadraty (4, 1) i (7, 2) zapolneny simvolom ⊗. Konec zameqaniØ. Primer 1 (okonqanie). OpredelØ¸wiæ ideal I(Ω(f)) v primere 1 poroßdaetsØ fflementami D_m − c_m, gde 1 6 m 6 3 i c_m ≠ 0, i

Q_{i,t}, sootvetstvu¸wimi param {(i, t)}, zapolnennym simvolom •.

Vot poroßda¸wie mnogoqleny v primere 1:

D_1 = y_{41}, Q_{5,1} = y_{51}, Q_{6,1} = y_{61}, Q_{7,1} = y_{71},

158 A. N. PANOV

D_2 = y_{72}, D_3 = | | | | y_{62} y_{63} y_{72} y_{73} | | | | , Q^{5,4} = | | | | | | y_{52} y_{53} y_{54} y_{62} y_{63} y_{64} y_{72} y_{73} y_{74}

| | | | | | ,

Q_{6,4} = | | | y_{62} y_{64} y_{72} y_{74} | | | y^{41} + | | | y_{62} y_{63} y_{72} y_{73} | | | y^{31},

Q_{7,4} = y_{74}y_{41} + y_{73}y_{31} + y_{72}y_{21}.

Primer 2. σ – podstanovka maksimal~noæ dliny, t.e. σ =

(1, n)(2, n − 1) · · ·(k, n − k + 1), gde k = [^n_2 ]. AssociirovannaØ kopri-

soedinœnnaØ orbita ØvlØetsØ regulØrnoæ orbitoæ (t.e. orbitoæ maksimal~noæ razmernosti). OpredelØ¸wiæ ideal I(Ω(f)) poroßdaetsØ D_{i,n−i+1} − D_{i,n−i+1}(f), 1 6 i 6 k.

Primer 3. σ = (1, n−1)(2, n)(3, n−3) · · ·(k, k+1). AssociirovannaØ koprisoedinœnnaØ orbita fftoæ invol¸cii ØvlØetsØ subregulØrnoæ orbitoæ (t.e. orbitoæ razmernosti dim(reg. orbit)−2, sm. [4]). OpredelØ¸wiæ ideal I(Ω(f)) poroßdaetsØ D_{i,n−i+1} − D_{i,n−i+1}(f), 3 6 i 6 k, y_{n1}, y_{n−1,1} − f(y_{n−1,1}), y_{n2} − f(y_{n2}), z = y_{n,n−1}y_{n−1,1} + y_{n,n−2}y_{n−2,1} + . . . + y_{n2}y_{21}. Niße privedeny dopustimye diagrammy dlØ prime-

rov 2 i 3 dlØ n = 6.

+ + + + + ⊗ + ⊗ − − ⊗ − − − −

+ + + + + ⊗ ⊗ − − − • ⊗ − − • 2. PolØrizaciØ i razmernost~ orbity

Cel~ fftogo paragrafa – dokazat~ teoremy 1.1 i 1.2. S pomow~¸ formy Killinga otoßdestvim podalgebru Kartana h so svoim soprØßennym prostranstvom. �to otoßdestvlenie pozvolØet opredelit~ formu Killinga na h^∗. Zametim, qto iz usloviØ

σ^2 = id vytekaet (ξ_i, ξ_j) = 0 dlØ vseh razliqnyh ξ_i, ξ_j v S.

INVOLıCII V Sn 159

Lemma 2.1. Pust~ η ∈ Δ^+ i t = j(η). My utverßdaem:

1) esli σ_{t−1}(η) > 0 (t.e. η ∈ Π^{(t)}), to σ_k(η) > 0 dlØ vseh 0 6 k 6 t − 1; 2) esli σ_t(η) > 0, to σ_{t−1}(η) > 0.

Dokazatel~stvo. My dokaßem utverßdenie 1). Utverßdenie 2) dokazyvaetsØ analogiqno. Esli η ∈ S, to r_m(η) = η dlØ vseh m. Ots¸da vytekaet 1).

Predpoloßim, qto η ∈ Δ^+ \S. Imeet mesto odin iz sledu¸wih sluqaev:

i) (η, ξ) = 0 dlØ vseh ξ ∈ S;

ii) suwestvuet edinstvennyæ ξ^′ ∈ S takoæ, qto (η, ξ^′) ≠ 0 i

(η, ξ) = 0 dlØ vseh ξ ∈ S \ {ξ^′};

iii) suwestvu¸t rovno dva ξ^′, ξ^{′′} ∈ S takie, qto (η, ξ^′) ≠

0, (η, ξ^{′′}) ≠ 0 i (η, ξ) = 0 dlØ vseh ξ ∈ S \ {ξ^′, ξ^{′′}}.

Utverßdenie 1) trivial~no v sluqae i). V sluqae ii) vloßim

y_η v podalgebru span{y_γ | γ ∈ Δ^+, γ ∈ Zη + Zξ^′}, kotoraØ izomorf-

na ut(3, K). Dokazatel~stvo svoditsØ k rassmotreni¸ qastnogo sluqaØ n = ut(3, K) i S = {α}, gde α – odin iz poloßitel~nyh korneæ α_{12}, α_{13}, α_{23}.

V sluqae iii) vloßim y_η v podalgebru span{y_γ | γ ∈ Δ^+, γ ∈ Zη +

Zξ^′ + Zξ^{′′}}, kotoraØ izomorfna ut(4, K). Dokazatel~stvo svoditsØ

k rassmotreni¸ qastnogo sluqaØ n = ut(4, K) i S sovpadaet s odnim iz sledu¸wih podmnoßestv S_1 = {α_{14}, α_{23}}, S_2 = {α_{13}, α_{24}},

S_3 = {α_{12}, α_{34}}. �

Lemma 2.2. DlØ l¸bogo γ^′ ∈ C− suwestvuet edinstvennyæ γ ∈ C+

takoæ, qto γ + γ^′ ∈ S. Sootvetstvie γ^′ → γ biektivno.

Dokazatel~stvo provoditsØ analogiqno lemme 2.1 s primeneniem redukcii k unitreugol~noæ podalgebre Li men~xego razmera. � Dokazatel~stvo teoremy 1.1.

1) Pokaßem, qto p_σ – podalgebra. Dostatoqno pokazat~, qto esli γ, γ^′ ∈ Π i γ + γ^′ ∈ Δ^+, to γ + γ^′ ∈ Π. Pust~ j(γ) = t, j(γ^′) = t^′ i t < t^′. Togda j(γ + γ^′) = t. Poskol~ku γ ∈ Π, to σ_{t−1}(γ) > 0. Iz lemmy 2.1 zakl¸qaem σ_{t−1}(γ^′) > 0. Sledovatel~no, σ_{t−1}(γ +γ^′ ) > 0 i γ + γ^′ ∈ Π.

2) Pokaßem, qto p_σ ØvlØetsØ izotropnym podprostranstvom. Dostatoqno pokazat~, qto (P + P ) ∩ S = ∅. Predpoloßim protivnoe: ξ = γ + γ^′, gde ξ ∈ S, γ, γ^′ ∈ Π. Pust~ t = j(γ) < t^′ = j(γ^′).

160 A. N. PANOV

Iz lemmy 2.1 vytekaet σ_t(γ^′) > 0. S drugoæ storony, poskol~ku

γ ∈ Π, to σ_t(γ^′) = σ_{t−1}r_ξ(γ^′) = −σ_{t−1}(γ) < 0.

Protivoreqie.

3) Pokaßem, qto p_σ – maksimal~noe izotropnoe podprostranstvo. Predpoloßim protivnoe. Pust~ p_σ + Ka – izotropnoe podprostranstvo, gde a = ∑ γ^′ ∈C_− c_γ′ y_γ′ ≠ 0. Predpoloßim, qto c_γ′_0 ≠ 0 dlØ nekotorogo γ^′_0 ∈ C_−. Suwestvuet koren~ γ_0 ∈ C_+ ⊂ Π takoæ, qto γ_0 + γ^′_0 ∈ S i γ_0 + γ^′ /∈ S dlØ vseh

γ^′ ∈ C_− \ {γ^′_0}. Togda

0 = f([y_{γ0} , a]) = f ( ∑ γ^′∈C_− c_γ′ y_{γ0+γ}′ ) = c_γ′_0 f(y_{γ0 +γ}′_0 ).

�to protivoreqit f(y_{γ0 +γ}′_0 ) ≠ 0. Nakonec, iz punktov 1,2,3 zakl¸qaem, qto p_σ – polØrizaciØ dlØ vseh f ∈ X_σ . � Dokazatel~stvo teoremy 1.2. Razmernost~ l¸bogo maksimal~- nogo izotropnogo podprostranstva dlØ kososimmetriqeskoæ formy ⟨x, y⟩_f = f([x, y]) ravna^1_2 (dim n + dim n^f ), gde n^f – algebra Li stabilizatora f. Ots¸da

dim Ω(f) = dim n − dim n^f = 2 codim p_σ = 2|C_−| = |C_+| + |C_−| = |Δ^+| − |M| − |S|. (4) Iz zameqaniØ 4 |M| = |Δ^+_σ |. Sledovatel~no, |M| = |Δ^+| − l(σ).

PodstavlØØ v (4), poluqaem dim Ω(f) = l(σ) − |S| = l(σ) − s(σ). �

3. OpredelØ¸wiæ ideal orbity

V fftom paragrafe my dokaßem teoremu 1.4 ob opredelØ¸wem ideale orbity, associirovannoæ s invol¸cieæ. Pust~ f ∈ X_σ . Oboznaqim qerez I ideal v simmetriqeskoæ algebre S(n), poroßdœnnyæ Q_{i,t}, ε_t − ε_i ∈ M, i D_m − D_m(f), 1 6 m 6 s.

Naxa cel~ – dokazat~, qto I sovpadaet s opredelØ¸wem idealom I(Ω(f)) orbity Ω(f). Dokazatel~stvo razbivaetsØ na neskol~ko xagov:

1) ideal I annuliruetsØ v f (predloßenie 3.1);

INVOLıCII V Sn 161

2) ideal I prostoæ i dim(Ann I) = dim Ω (predloßenie 3.7); 3) ideal I v S(n) invarianten otnositel~no prisoedinœnnogo deæstviØ gruppy N (predloßenie 3.8). Predloßenie 3.1. Ideal I annuliruetsØ v f.

Dokazatel~stvo. Legko vidno, qto fflementy Dm − Dm(f) annuliru¸tsØ v f. Esli kvadrat (i, t), i > t, zapolnen simvolom • i imeet tip 0, to Q_{i,t} = D_{i,t}. Vse fflementy i-oæ stroki D_{i,t} annuliru¸tsØ v f. Ots¸da Q_{i,t}(f) = 0.

Predpoloßim, qto kvadrat (i, t), i > t, zapolnen simvolom • i imeet tip 1. Kak v zameqanii 5, k = σ_{t−1}(i) = σ(i), a = σ(t) i

a < k < t < i. Poloßim J = J(k, t), I = I(k, t) (sm. §1). Razloßim

J = {a, t} ⊔ Λ_1 ⊔ Λ_2, gde Λ_1 = {j ∈ J : k < σ(j) < t} Λ_2 = {j ∈ J : σ(j) > t}. (5)

Predstavim Λ_1 v vide ob¨edineniæ Λ_1 = Λ_{1,0} ⊔ Λ_{1,1}, gde

Λ_{1,0} = {j ∈ Λ_1 : 1 6 j < k},

Λ_{1,1} = {j ∈ Λ_1 : k < j < t}.

Podmnoßestvo Λ_{1,1} invariantno otnositel~no deæstviØ σ.

Zametim, qto poskol~ku σ(i) = t, to i = σ(t) i k ∈ Λ_2. Imeem

J = J(k, t) = {a, t} ⊔ Λ_{1,0} ⊔ Λ_{1,1} ⊔ Λ_2, I = I(k, t) = {k, t} ⊔ σΛ_{1,0} ⊔ Λ_{1,1} ⊔ σΛ_2, I ∩ J = {k, t} ⊔ Λ_{1,1}. (6) Kak v (3), razloßim D_{k,t}(τ ) po stepenØm τ . Oboznaqim

J_0 =J \ I = {a} ⊔ Λ_{1,0} ⊔ Λ_2 \ {k}, I_0 =I \ J = σΛ_{1,0} ⊔ σΛ_2. (7)

Poluqaem Q_{i,t} = P_{k,t,1} = ∑ j∈I∩J ϵ(j)M^{J0⊔{j}} I0⊔{j} = ϵ(t)M^{J0⊔{t}} I0⊔{t} + ∑ j∈I∩J, j≠t ϵ(j)M^{J0⊔{j}} I0⊔{j} , (8)

162 A. N. PANOV

gde ϵ(j) = ±1. Minor M^{J0⊔{t}}_{I0⊔{t}} annuliruetsØ v f, poskol~ku ego

t-yæ stolbec annuliruetsØ v f. Kaßdyæ minor M^{J0⊔{j}}_{I0⊔{j}} , j ∈ I ∩ J i j ≠ t, annuliruetsØ v f, poskol~ku ego a-yæ stolbec annuliruetsØ v f. Poluqaem Q_{i,t}(f) = 0. �

Zameqanie 6. Esli kvadrat (i, t) zapolnen simvolom • i imeet tip 1, to mnogoqlen P_{k,t,0} sovpadaet s M^{J0}_{I0} . �tot minor annuliruetsØ v f, poskol~ku vse ego fflementy a-go stolbca annuliru¸tsØ v f.

Pust~ A = (a_{ij}) – n × n-matrica s fflementami a_{ij} iz nekotoroæ kommutativnoæ oblasti C.

Lemma 3.2. Pust~ I, J – dva podmnoßestva v {1, . . . , n} i |I| = |J|.

Predpoloßim, qto J = J_1 ⊔ J_2, I = I_1 ⊔ I_2, gde |I_1| = |J_1|.

1) Pust~ S ⊂ J_2. Sledu¸wee toßdestvo imeet mesto dlØ minorov matricy A:

M^{J1}_{I1} M^J_I = ∑ T ⊂I2, |T |=|S| ϵ(T, S)M^{J1 ⊔S}_{I1 ⊔T} M^{J\S}_{I\T} . (9) 2) Pust~ T ⊂ I_2. Sledu¸wee toßdestvo imeet mesto dlØ minorov matricy A:

M^{J1}_{I1} M^J_I = ∑ S⊂J2, |T |=|S| ϵ(T, S)M^{J1 ⊔S}_{I1⊔T} M^{J\S}_{I\T} . (10) Zdes~ ϵ(T, S) = ±1. Znak zavisit ot vybora T , S, I_1, I_2, J_1, J_2.

Dokazatel~stvo. My moßem predpoloßit~, qto aij – peremennye. Pust~ M^J_I – minor matricy A s sistemoæ stolbcov J i sistemoæ strok I. Rassmotrim opredelitel~

~M^J2_{I2} = det (ã_{ij})

razmera |I_2| = |J_2| s fflementami ã_{ij} = M^{J1⊔{j}} I1⊔{i} , gde j ∈ J2, i ∈ I2. Primenim formulu Laplasa:

~M^J2_{I2} = ∑ T ⊂I2, |T |=|S| ± ~M^S_T ~M^{J2\S}_{I2\T} . (11)

INVOLıCII V Sn 163

Imeet mesto formula ( M^{J1}_{I1} )_{|J2|−1} M^J_I = ± ~M^{J2}_{I2} . (12)

Dokaßem (12). �lementarnymi preobrazovaniØmi moßno poluqit~ nuli v mestah I_1 × J_2 i I_2 × J_1, sohranØØ fflementy v I_1 × J_1. Togda

M^J_I = ±M^{J1}_{I1} M^{J2}_{I2} ,

gde M^{J2}_{I2} = det(a_{ij}), a_{ij} ∈ Fract(C) i ã_{ij} = ±a_{ij} M^{J1}_{I1} . Poluqaem

~M^J2_{I2} = ± ( M^{J1}_{I1} )_{|J2|} M^{J2}_{I2} = ± ( M^{J1}_{I1} )_{|J2|−1} M^{J1}_{I1} M^{J2}_{I2} = ( M^{J1}_{I1} )_{|J2|−1} M^J_I . �to dokazyvaet (12). PodstavlØØ (12) v (11), poluqaem: ( M^{J1}_{I1} )_{|J2|−1} M^J_I = ∑ T ⊂I2, |T |=|S| ϵ(T, S) ( M^{J1}_{I1} )_{|S|−1} M^{J1⊔S}_{I1⊔T} ( M^{J1}_{I1} )_{|J2\S|−1} M^{J\S}_{I\T} . SokrawaØ na ( M^{J1}_{I1} )_{|J2|−2} v levoæ i pravoæ qastØh fftogo ravenstva, my poluqaem (9). Utverßdenie 2) dokazyvaetsØ analogiq-

no. �

Pust~ C = τ^m(c_0+c_1τ +c_2τ^2+. . . ), c_0 ≠ 0, – nenulevoæ mnogoqlen otnositel~no τ s kofffficientami v nekotoroæ kommutativnoæ oblasti C. Budem nazyvat~ m nißneæ stepen~¸ C. Legko videt~, qto m(AB) = m(A)m(B). Opredelenie 3.3. Budem nazyvat~ predstavlenie C v vide sum-

my C = A_1 + . . . + A_k mnogoqlenov A_i ∈ C[τ ] dopustimym predstavleniem, esli m(C) 6 m(A_i) dlØ vseh nenulevyh A_i.

Zameqanie 7. Pust~ D = τ^m(d0 +d1τ +d2τ^2 +. . . ), Ai = τ^{m(Ai)}(ai,0 +

a_{i,1}τ + . . . ), B_i = τ^{m(Bi)}(b_{i,0} + b_{i,1}τ + . . . ) i C kak vyxe. Pust~ D, C ≠ 0. Esli DC = ∑ A_iB_i – dopustimoe predstavlenie, to

d_0c_0 = ∑_′ a_{i,0}b_{i,0}, (13)

164 A. N. PANOV

d_0c_1 = −d_1c_0 + ∑_′ (a_{i,1}b_{i,0} + a_{i,0}b_{i,1}) + ∑_{′′} a_{i,0}b_{i,0}, (14)

gde summa ∑_′ oznaqaet summu po tem i, qto m(D)+m(C) = m(A_i)+

m(B_i); summa ∑_{′′} oznaqaet summu po tem i, qto m(D) + m(C) + 1 =

m(A_i) + m(B_i).

Zameqanie 8. Pust~ A, B, C, D kak vyxe. Esli vse ai,0, ai,1 leßat v nekotorom ideale I kol~ca C i esli d_0 obratim po modul¸ I, to c_0, c_1 leßat v ideale I.

Opredelenie 3.4. Pust~ v = (v1 < . . . < vn) i u = (u1 < . . . < un) –

dva vozrasta¸wih n-mernyh vektora. Budem govorit~, qto v 6 u, esli v_i 6 u_i dlØ vseh i. Sootvetstvenno, v < u, esli v 6 u i v ≠ u. DlØ I, J ⊂ {1, . . . , n}, |I| = |J|, budem govorit~, qto I > J, esli ord(I) > ord(J) v ukazannom vyxe smysle.

Lemma 3.5. Pust~ I1, J1, I, J kak v lemme 3.2. Predpoloßim,

qto I > J i I_1 > J_1. UtverßdaetsØ, qto razloßeniØ (9) i (10) ØvlØ¸tsØ dopustimymi razloßeniØmi nad S(n).

Dokazatel~stvo daœtsØ dlØ (9). Sluqaæ formuly (10) analogiqen. V silu predpoloßeniæ levaØ qast~ (9) otliqna ot nulØ (sm. zameqanie 1). Pust~ m (sootv. m_T ) nißnØØ stepen~ levoæ qasti (9) (sootv. nenulevogo T -go slagaemogo v pravoæ qasti). Pokaßem, qto m 6 m_T . Po opredeleni¸ m = |J_1| + |J| − |I_1 ∩ J_1| − |I ∩ J|, m_T = |J_1 ⊔ S| + |J \ S| − |(I_1 ⊔ T ) ∩ (J_1 ⊔ S)| − |(I \ T ) ∩ (J \ S)|. Poskol~ku |J_1| + |J| = |J_1 ⊔ S| + |J \ S|, |(I_1 ⊔ T ) ∩ (J_1 ⊔ S)| = |I_1 ∩ J_1| + |I_1 ∩ S| + |T ∩ J_1| + |T ∩ S|, (I \ T ) ∩ (J \ S)| = |I ∩ J| − |I ∩ S| − |T ∩ J| + |T ∩ S|, to m_T − m = |I ∩ S| + |T ∩ J| − |I_1 ∩ S| − |T ∩ J_1| − 2|T ∩ S| = |I_2 ∩ S| + |T ∩ J_2| − 2|T ∩ S| = |T ∩ (J_2 \ S)| + |(I_2 \ T ) ∩ S| > 0. � Lemma 3.6. Pust~ J ⊂ {1, . . . , n}. Predpoloßim, qto J obladaet

sledu¸wim svoæstvom: esli j ∈ J i j^′ < j, σ(j^′) > σ(j), to j^′ ∈ J. Oboznaqim P_μ = P^J_{I,μ}, μ ∈ {0, 1} (sm. (2)). Pust~ I ⊂ {1, . . . , n} i |I| = |J|. UtverßdaetsØ:

1) esli I = σ(J), to P_0 − P_0(f) ∈ I, P_0(f) ≠ 0 dlØ l¸bogo f ∈ X_σ;

INVOLıCII V Sn 165

2) esli I > σ(J), to P_μ ∈ I dlØ μ ∈ {0, 1}.

Dokazatel~stvo. Vo pervyh, otmetim, qto iz usloviØ na J vytekaet, qto σ(J) > J v smysle opredeleniØ 3.4. Iz zameqaniØ 1 vytekaet, qto M^J_I (τ ) ≠ 0 i ego nißnØØ stepen~ ravna |J \I| = |I \J|.

Budem dokazyvat~ utverßdenie, primenØØ indukci¸ po |I|. Legko videt~, qto utverßdenie verno dlØ |I| = 1. Predpoloßim, qto utverßdenie verno dlØ |I| < m. Dokaßem utverßdenie dlØ |I| = m. Sluqaæ 1. Pust~ I = σ(J). Legko videt~, qto P0(f) ≠ 0. Poloßim t = max J, σ(t) = a. Oboznaqim

J_1 = {j ∈ J : σ(j) > a}, I_1 = σ(J_1).

Punkt 1a. |J1| < |J| − 1. Oboznaqim

M^{(1)}(τ ) = M^{J1}_{I1} (τ ), M (τ ) = M^J_I (τ ), M^{(β)}(τ ) = M^{J1⊔{t}}_{I1⊔{β}}(τ ), M^{(∗β)}(τ ) = M^{J\{t}}_{I\{β}} (τ ). Esli J_1 = ∅, to poloßim M^{(1)}(τ ) = 1. Vypixem dopustimoe razloßenie (9) s S = {t} dlØ matricy Φ(τ ):

M^{(1)}(τ )M (τ ) = ∑ β∈I(τ), β6a ϵ(β)M^{(β)}(τ )M^{(∗β)}(τ ) =

±M^{(a)}(τ )M^{(∗a)}(τ ) + ∑ β∈I(τ), β>a ϵ(β)M^{(β)}(τ )M^{(∗β)}(τ ). (15)

Oboznaqim qerez P^{(1)}_0 , P^{(β)}_0 , P^{(∗β)}_0 mladxie kofffficienty dlØ

M^{(1)}(τ ), M^{(β)}(τ ), M^{(∗β)}(τ ). Napomnim, qto P_0 – mladxiæ koffffi-

cient M (τ ). Iz (13) poluqaem

P^{(1)}_0 P_0 = ∑_′ β∈I(τ), β6a P^{(β)}_0 P^{(∗β)}_0 . (16)

Podmnoßestvo J_1 takße udovletvorØet usloviØm lemmy. Po predpoloßeni¸ indukcii P^{(1)}_0 − P^{(1)}_0 (f) ∈ I, P^{(1)}_0 (f) ≠ 0. LevaØ qast~ (16) otliqna ot nulØ v f.

Podmnoßestvo J \ {t} takße udovletvorØet usloviØ lemmy. Esli β < a, to I \ {a} < I \ {β} (v smysle opredeleniØ 3.4). Po predpoloßeni¸ indukcii P^{(∗β)}_0 ∈ I dlØ β < a. Iz lemmy 3.1

166 A. N. PANOV

P^{(∗β)}_0 (f) = 0. RassmatrivaØ znaqeniØ levoæ i pravoæ qasti (16)

v f ∈ X_σ , my zakl¸qaem, qto qlen β = a vstreqaetsØ v ∑_′ : P^{(1)}_0 P_0 = ±P^{(a)}_0 P^{(∗a)}_0 + ∑_′ β∈I,β<a P (β) 0 P^{(∗β)}_0 . (17)

Po predpoloßeni¸ indukcii ±P^{(a)}_0 , ±P^{(∗a)}_0 udovletvorØ¸t 1). To est~ P −P (f) ∈ I, P (f) ≠ 0 dlØ l¸bogo iz fftih dvuh mnogoqlenov. �to dokazyvaet P_0 − P_0(f) ∈ I i P_0(f) ≠ 0 v punkte 1a.

Punkt 1b. |J1| = |J|−1. Kak vyxe, t = max J, a = σ(t) = min I. V punkte 1b J = J(a, t), I = I(a, t) (sm. §1). Esli a > t, to P_0 ØvlØetsØ odnim iz minorov D_p, 1 6 p 6 s. �to dokazyvaet utverßdenie 1).

Pust~ a 6 t. Opredelim I_1 i J_1 kak v punkte 1a. V punkte 1b J_1 = J − {t}, I_1 = I − {a} i P_0 = P^{(1)}_0 . Podmnoßestva I_1, J_1 udovletvorØ¸t predpoloßeniØm indukcii. Utverßdenie 1) verno dlØ P^{(1)}_0 . Sledovatel~no, 1) verno dlØ P_0.

Sluqaæ 2. I > σ(J). Suwestvu¸t k ∈ I i b ∈ J takie, qto

k /∈ σ(J) i k > σ(b). Analogiqno sluqa¸ 1 oboznaqim

J_1 = {j ∈ J : σ(j) > k}, I_1 = σ(J_1), P^{(1)} = P^{J1}_{I1,0}.

Punkt 2a. |J1| < |J| − 1. Vypixem dopustimoe razloßenie (10) s T = {k} dlØ matricy Φ(τ ):

M^{J1}_{I1} (τ )M^J_I (τ ) = ∑ α∈J\J1 ϵ(k)M^{J1⊔{α}} I1⊔{k} (τ )M J\{α} I\{k} (τ ). (18) Pary podmnoßestv I_1, J_1 i I_1⊔{k}, J_1⊔{α} udovletvorØ¸t uslovi- Øm lemmy 1) i 2) sootvetstvenno. Sledovatel~no, P^{(1)}_0 − P^{(1)}_0 (f) ∈ I, P^{(1)}_0 (f) ≠ 0 i P^{J1⊔{α}} I1⊔{k},μ ∈ I dlØ μ ∈ {0, 1}. Iz (18) i zameqaniØ 8, P_μ ∈ I.

Punkt 2b. |J1| = |J| − 1. V fftom sluqae I = I1 ⊔ {k} i k = min I. Kak vyxe, t = max J.

Esli b < t, to my rassmotrim J_2 = {j ∈ J : 1 6 j < b} i

I_2 = σJ_2. Vypixem (9) dlØ podmnoßestv I_2 ⊂ I, J_2 ⊂ J i S = {b}.

Dokazatel~stvo moßet byt~ zaverxeno analogiqno punktu 2a.

Pust~ b = t. Ots¸da J = J(k, t), I = I(k, t). Esli k > t, to kvadrat (k, t) zapolnen simvolom • v dopustimoæ diagramme; kvadrat

INVOLıCII V Sn 167

(k, t) imeet tip 0. Minor M^J_I (τ ) ØvlØetsØ odnorodnym mnogoqle-

nom po τ . Imeem P_0 = Q_{k,t} ∈ I i P_1 = 0.

Esli k 6 t, to kvadrat (i, t), gde i = σ(k), zapolnen simvolom • v dopustimoæ diagramme; kvadrat (i, t) imeet tip 1. �to dokazyvaet P_1 = Q_{i,t} ∈ I.

Qtoby dokazat~ P_0 ∈ I, my napomnim, qto para I_1, J_1 udovletvorØet predpoloßeniØm indukcii. Oboznaqim I_∗ = (I_1\{t})⊔{k}. Zametim, qto I_∗ > I_1 i P_0 = P^{J1}_{I∗,0}. Predpoloßenie indukcii zaverxaet dokazatel~stvo. �

Predloßenie 3.7. I – prostoæ ideal i dim(Ann I) = dim Ω(f).

Dokazatel~stvo. Rassmotrim lineænyæ porØdok na mnoßestve kvadratov {(i, t) : t < i} dopustimoæ diagrammy takoæ, qto 1) esli t_1 < t, to (i_1, t_1) < (i, t);

2) esli kvadrat (i, t) zapolnen simvolom • ili simvolom ⊗, to

(i, t) > (i_1, t) dlØ l¸bogo kvadrata (i_1, t) zapolnennogo simvolom

+ ili −.

3) (i_1, t) < (i, t), esli i_1 > i v l¸bom drugom sluqae, ne upomØnutom v 1) i 2).

Postroim sistemu fflementov {ỹ_{it}| i > t} taku¸, qto i) l¸boæ ỹ_{it} imeet vid ỹ_{it} = y_{it} + v_{it}, gde v_{it} leßit v podalgebre v S(n), poroßdœnnoæ y_{i1,t1}, (i_1, t_1) < (i, t);

ii) ideal I poroßdaetsØ fflementami ỹ_{it} − ỹ_{it}(f), gde kvadrat

(i, t) zapolnen simvolom ⊗, i fflementami ỹ_{it}, gde kvadrat (i, t)

zapolnen simvolom •.

Iz usloviØ i) vytekaet, qto sistema fflementov {ỹ_{it}| i > t} poroßdaet simmetriqesku¸ algebru S(n), i iz ii) vytekaet, qto faktoralgebra S(n) po idealu I izomorfna algebre mnogoqlenov, poroßdœnnoæ {y_{it}}, gde kvadrat (i, t) zapolnen simvolom + ili − v dopustimoæ diagramme. �to dokazyvaet, qto ideal I prostoæ i dim(Ann I) ravna qislu ± v dopustimoæ diagramme. V silu zameqaniØ 4 dim(Ann I) = dim Ω(f).

Takim obrazom, dostatoqno postroit~ trebuemu¸ sistemu

{ỹ_{it}| i > t}, udovletvorØ¸wu¸ i) i ii). Vo-pervyh, my poloßim ỹ_{it} = y_{it}, esli kvadrat (i, j) zapolnen simvolom + ili −.

Predpoloßim, qto kvadrat (i, t) zapolnen simvolom ⊗ ili simvolom • tipa 0. RazlagaØ D_{i,t} po stolbcu t, my poluqaem

D_{k,t} = Ay_{it}+u_{it}, gde u_{it} kak v i), i A sovpadaet s nekotoroæ nenule-

voæ konstantoæ a po modul¸ modI (sm. lemmu 3.6(1)). Poloßim

168 A. N. PANOV ỹ_{it} = y_{it} + a^{−1}u_{it}.

Predpoloßim, qto kvadrat (i, t) zapolnen simvolom • i imeet tip 1. Kak v zameqanii 5, my oboznaqim k = σ(i) < t. Sohranim oboznaqeniØ (5). PrimenØØ (6) i (7), poluqaem (8). Ots¸da Q_{i,t} = ±M^{J0⊔{t}}_{I0⊔{t}} + u_{it}, (19) gde u_{it} leßit v podalgebre, poroßdœnnoæ y_{cd}, d < t. Pust~, kak v lemme 3.1, a = σ(t). Napomnim, qto J_0 = {a} ⊔ Λ_{10} ⊔ (Λ_2 \ k), I_0 =

σΛ_{10} ⊔ σΛ_2. Razloßim Λ_2 = Λ_{2,0} ⊔ Λ_{2,1}, gde

Λ_{2,0} = {j ∈ Λ_2 : 1 6 j < a}, Λ_{2,1} = {j ∈ Λ_2 : a < j < t}.

Pust~ Λ_{2,1} = {k_1, . . . , k_p} i σΛ_{2,1} = {i_1, . . . , i_p}, gde kaßdyæ i_b =

σ(k_b). Po opredeleni¸, k ∈ Λ_{2,1} i i ∈ σΛ_{2,1}. Zametim, qto vse

kvadraty {(i_m, t)} zapolneny simvolami • i ime¸t tip 1. DlØ udobstva qitatelØ my privedœm prØmo seæqas

Primer 4. PrivedœnnaØ niße 10×10-diagramma – dopustimaØ dlØ invol¸cii σ = (1, 10)(2, 5)(3, 7)(4, 9)(6, 8). My pomestili nomera stolbcov v kvadraty pervoæ stroki i nomera storok v kvadraty pervogo stolbca. Zdes~ my vypisyvaem razloßeniØ dlØ

t = 7 i i = 9. Ots¸da, a = 3 i k = 4.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 + 3 + + 4 + + + 5 + ⊗ − − 6 + • + + • 7 + • ⊗ − • − 8 + • • + • ⊗ • 9 + • • ⊗ • − • − 10 ⊗ − − − − − − − − Λ_1 = Λ_{1,0} = {2}, σΛ_{1,0} = {5},

Λ_{2,0} = {1}, σΛ_{2,0} = {10}, Λ_{2,1} = {6}, σΛ_{2,1} = {8},

J_0 = {1, 2, 3, 7}, I_0 = {5, 8, 9, 10}, M^{J0}_{I0} = M^{1,2,3,6}_{5,8,9,10},

INVOLıCII V Sn 169

Q_{9,7} = −M^{1,2,3,6,7} 5,7,8,9,10 − M 1,2,3,4,6 4,5,8,9,10. PoslednØØ formula dlØ Q_{9,7} est~ razloßenie (19) dlØ i = 9 i

t = 7. Konec primera.

My prodolßim dokazatel~stvo. PrimenØØ formulu (9) s S =

Λ_{1,0} ⊔ {a} dlØ matricy Φ, poluqaem M^{Λ2,0}_{σΛ2,0} M^{J0⊔{t}} I0⊔{t} = ∑ T ⊂σΛ1_,0⊔σΛ2_,1⊔{t} ±M^{Λ2,0⊔Λ1,0⊔{a}} σΛ2_,0⊔T M (Λ2\{k})⊔{t} I0⊔{t}\T . (20) Poskol~ku t bol~xe l¸bogo qisla iz σΛ_{1,0} i men~xe l¸bogo qisla iz σΛ_{2,1}, to vse minory M_T := M^{Λ2,0⊔Λ1,0⊔{a}} σΛ2_,0⊔T , gde T ⊂ σΛ_{1,0} ⊔ σΛ_{2,1} ⊔ {t} i T ≠ σΛ_{1,0} ⊔ {t}, leßat v ideale I. Poluqaem M^{Λ2,0}_{σΛ2,0} M^{J0⊔{t}} I0⊔{t} = ±M Λ2_,0⊔Λ1_,0⊔{a} σΛ2_,0⊔σΛ1_,0⊔{t}M (Λ2\{k})⊔{t} σΛ2 mod I. (21)

Pervye minory v pravoæ i levoæ qastØh (21) sut~ nenulevye konstanty po modul¸ ideala I (sm. lemmu 3.6(1)). My imeem M^{J0⊔{t}} I0⊔{t} = const ·Mi, gde Mi = M (Λ2\{k})⊔{t} σΛ2 mod I. (22)

PodstavlØØ (22) v (19), my poluqaem Q_{it} = c_{i,t}M_i + u_{i,t} mod I gde c_{i,t} ∈ K^∗. Togda c^{−1}_{i,t} Q_{it} = M_i + c^{−1}_{i,t} u_{i,t}. (23) RazlagaØ M_i po poslednemu t-omu stolbcu, my poluqaem

M_i = p∑ r=1 A^{(r)}_i y_{ir ,t} + v_{i,t}, (24) gde v_{it} leßit v podalgebre, poroßdœnnoæ y_{c,d}, d < t, i y_{c,t}, gde kvadrat (c, t) zapolnen simvolom −. Sledovatel~no, v_{i,t} leßit v podalgebre, poroßdœnnoæ y_{c,d}, gde (c, d) men~xe (i, t) v smysle porØdka, opredelœnnogo v naqale dokazatel~stva.

Zametim, qto matrica A = det(A^{(r)}_{im} )^p_{r,m=1} obratima po modul¸ ideala I (sm. lemmu 3.6 i formulu (12)). Oboznaqim qerez B =

170 A. N. PANOV

(B^{(r)}_m ) obratnu¸ matricu k A. Vypixem (23) i (24) dlØ i = i_m, 1 6

m 6 p, zatem podstavim (24) v (23). Dalee, umnoßim (23) na B^{(q)}s

i prosummiruem: p∑ q=1 B^{(q)}_m c^{−1}_{iq,t}Q_{iq,t} = y_{im,t} + w_{im,t} ∈ I. Nakonec, poloßim ỹ_{i,t} = y_{i,t} + w_{i,t} dlØ l¸bogo i ∈ σΛ_{21} =

{i_1, . . . .i_p}. Sistema {ỹ_{i,t}} udovletvorØet i), ii). �

Predloßenie 3.8. Ideal I v S(n) invarianten otnositel~no

prisoedinœnnogo deæstviØ gruppy N .

Dokazatel~stvo. Utverßdenie predloßeniØ ffkvivalentno utverßdeni¸, qto ideal I – puassonov ideal v S(n) (otnositel~- no skobki Puassona, dlØ kotoroæ {x, y} = [x, y], x, y ∈ n). Pust~

y = y_{p+1,p}, gde 1 6 p 6 n − 1. Dostatoqno dokazat~, qto {y, P } ∈ I

dlØ l¸bogo standartnogo obrazu¸wego fflementa P . Napomnim, qto, po opredeleni¸, ideal I poroßdaetsØ Q_{i,t}, ε_t − ε_i ∈ M, i

D_m − D_m(f), 1 6 m 6 s.

Sluqaæ 1. P raven Dm ili Qi,t, gde kvadrat (i, t) zapolnen simvolom • i imeet tip 0. Togda P – minor M^J_I matricy Φ, gde kvadraty I × J raspoloßeny niße diagonali i I > σ(J). Legko videt~, qto

{y, M^J_I } = ϵ_1M^J_{I∗} − ϵ_2M^{J∗}_I , gde

ϵ_1 = { 1, esli p ∈ I, p + 1 /∈ I, 0, v ostal~nyh sluqaØh,

ϵ_2 = { 1, esli p + 1 ∈ J, p /∈ J, 0, v ostal~nyh sluqaØh, I_∗= (I \ {p}) ∪ {p + 1}, J_∗ =(J \ {p + 1}) ∪ {p}. Moßno videt~, qto I_∗ > I > σ(J) i I > σ(J_∗). Iz lemmy 3.2, minory M^J_{I∗} , M^{J∗}_I leßat v I. Ots¸da, {y, M^J_I } ∈ I.

Sluqaæ 2. Predpoloßim, qto P = Qit i kvadrat (i, t) zapolnen simvolom • i imeet tip 1.

Punkt 2a. Oboznaqim [t] = {1, . . . , t} i Pμ = P^{[t]}_{I,μ}, gde μ ∈ {0, 1}. Iz lemmy 3.6, P_μ, μ ∈ {0, 1}, leßat v ideale I. V fftom punkte my pokaßem, qto {y, P_μ} ∈ I, μ ∈ {0, 1}.

INVOLıCII V Sn 171

Bolee toqno,

{y, P_0} = c_0(P_∗)_0, (25)

{y, P_1} = c_1(P_∗)_1 + c_2yP_0, (26)

gde c_0, c_1, c_2 ∈ {0, 1, −1}, P_∗ = P^{[t]}_{I∗} , I_∗ = (I \ {p}) ∪ {p + 1}. V (25) i (26) c_0 = c_1 = 0, esli uslovie p ∈ I, p + 1 /∈ I ne vypolnØetsØ.

Dokazatel~stvo provoditsØ otdel~no v kaßdom iz 12-ti sluqaev, kasa¸wihsØ vhoßdeniØ p, p + 1 v I, [t] (zametim, qto sluqaæ

p /∈ [t], p + 1 ∈ [t] nevozmoßen).

Zdes~ my privodim polnoe dokazatel~stvo (25) i (26) v sluqae

p ∈ I, p + 1 /∈ I, p, p + 1 ∈ [t]. V ostal~nyh sluqaØh dokazatel~stvo

analogiqno.

Predpoloßim, qto nabor I uporØdoqen po vozrastani¸. Oboznaqim Λ = [t], Λ_0 = Λ \ I, I_0 = I \ Λ. Mnogoqlen P_0 sovpadaet s minorom M^{Λ0}_{I0} . Poskol~ku p, p + 1 /∈ I_0 i p + 1 ∈ Λ_0, p /∈ Λ_0, to

{y, P_0} = −M^{(Λ0)∗}_{I0} , gde (Λ_0)_∗ = (Λ_0 \ {p + 1}) ∪ {p}.

Minor M^{(Λ0)∗}_{I0} sovpadaet s (P_∗)_0.

Oboznaqim F_0 = Λ ∩ I. Iz predpoloßeniæ p ∈ F_0, p + 1 /∈ F_0. Imeem

P_1 = ∑ α∈F0 ϵ(α)M^{Λ0⊔{α}} I0⊔{α} = ϵ(p)M Λ0⊔{p} I0⊔{p} + ∑ α∈F0, α≠p ϵ(α)M^{Λ0⊔{α}} I0⊔{α} . Zdes~ ϵ(α) = (−1)^{i+j} , gde i raven nomeru α v Λ i j raven nomeru α v I. PrØmymi vyqisleniØmi poluqaem {y, P_1} = ϵ(p) ( M^{Λ0⊔{p}} I0⊔{p+1} ± yM J0 I0 ) − ∑ α∈F0, α≠p ϵ(α)M^{(Λ0\{p+1})⊔{p,α}} I0⊔{α} . (27) S drugoæ storony,

(P_∗)_1 = ϵ^′(p + 1)M^{Λ0⊔{p}}_{I0⊔{p+1}} + ∑ α∈F0, α≠p ϵ^′(α)M^{(Λ0\{p+1})⊔{p,α}} I0⊔{α} . (28) Zdes~ ϵ^′(α) = (−1)^{i′+j′} , gde i^′ raven nomeru α v Λ i j^′ raven nomeru α v I_∗ = (I \ {p}) ∪ {p + 1}. Analogiqno, ϵ^′(p + 1) = (−1)^{i′+j′} , gde i^′ raven nomeru p + 1 v Λ i j^′ raven nomeru p + 1 v I_∗. SravnivaØ

172 A. N. PANOV

(27) i (28), my zakl¸qaem, qto ϵ(p) = −ϵ^′(p + 1) i ϵ(α) = ϵ^′(α) dlØ

α ≠ p, α ∈ F_0. Poluqaem

{y, P_1} = −(P_∗)_1 ± yP_0.

�to dokazyvaet (26).

Punkt 2b. My zaverxaem dokazatel~stvo sluqaØ 2. Oboznaqim, kak vyxe, k = σ(i). Oboznaqim J_1 = J^′(k, t), I_1 =

I^′(k, t), J(k, t) = J_1 ⊔ {t}, I(k, t) = I_1 ⊔ {k} (sm. §1). Napomnim,

qto Q_{i,t} est~ vtoroæ kofffficient minora s sistemoæ stolbcov

J(k, t) i sistemoæ strok I(k, t) matricy Φ(τ ). To est~ Q_{i,t} = P^{J1⊔{t}} I1⊔{k},1. Primenim (9) dlØ J_1 ⊂ [t], I_1 ⊂ I = σ[t] ⊔ {k} i S = {t}:

M^{J1}_{I1} (τ )M^{[t]}_I (τ ) = ∑ β¿k, β∈I^{ϵ(β)M} J1⊔{t} I1⊔{β}(τ )M [t−1] I\{β}(τ ) = ϵ(k)M^{J1⊔{t}} I1⊔{k} (τ )M [t−1] σ[t−1](τ ) + ∑ β>k, β∈I ϵ(β)M^{J1⊔{t}} I1⊔{β}(τ )M [t−1] I\{β}(τ ). (29) Oboznaqim m_1 = |I_1| = |J_1|, m = |I| = |J|, q_1 = |I_1 ∩ J_1|, q = |I ∩ J|.

V sootvetstvii s lemmoæ 3.5, razloßenie (29) – dopustimoe razloßenie. �to oznaqaet, qto mladxaØ stepen~ kaßdogo slagaemogo v pravoæ qasti (29) bol~xe ili ravna mladxeæ stepeni levoæ qasti.

My pokaßem, qto mladxaØ stepen~ pervogo qlena v pravoæ qasti sovpadaet s mladxeæ stepen~¸ levoæ qasti. V samom dele:

ldeg ( M^{J1}_{I1} (τ )M^{[t]}_I (τ ) ) = ldeg ( M^{J1}_{I1} (τ ) )

+ ldeg ( M^{[t]}_I (τ ) ) = (m_1 − q_1) + (m − q),

ldeg ( M^{J1⊔{t}} I1⊔{k} (τ )M [t−1] σ[t−1](τ ) ) = ldeg ( M^{J1⊔{t}} I1⊔{k} (τ ) )

+ ldeg ( M^{[t−1]}_{σ[t−1]}(τ ) ) = [(m_1 + 1) − (q_1 + 2)] + [(m − 1) − (q − 2)]

= (m_1 − q_1) + (m − q).

�to dokazyvaet sovpadenie mladxih stepeneæ. Iz lemmy 3.6, pervye kofffficienty M^{J1}_{I1} (τ ) i M^{[t−1]}_{σ[t−1]}(τ ) obratimy po modul¸

INVOLıCII V Sn 173

I. SravnivaØ kofffficienty v (29), my poluqaem formuly tipa (13) i (14). Formula (14) daœt vyraßenie Q_{i,t} kak summu mnogoqlenov vida P^{[t]}_{I,μ} i P^{[t−1]}_I′_{,μ} , gde I > σ[t] i I^′ > σ[t−1], s kofffficientami v S(n). PrimenØØ punkt 1a, my zakl¸qaem, qto {y, Q_{i,t}} ∈ I.

�

Dokazatel~stvo teoremy 1.4 neposredstvenno vytekaet iz predloßeniæ 3.1, 3.7 i 3.8.

Literatura

1. A. A. Kirillov, Lectures on the orbit method. Novosibisk (2002). 2. A. A. Kirillov, Variations on the triangular theme. — Amer. Math. Soc., Transl., 169 (1995), 43–72.

3. A. A. Kirillov, Unitarnye predstavleniØ nil~potentnyh grupp Li. — UMN, 17 (1962), 57–110.

4. M. V. Ignatev and A. N. Panov, Coadjoint orbits for the group UT(7; K).

Math.RT/0603649.

5. A. Melnikov, B-Orbits in solutions to the equation X^2 = 0 in triangular matrices.

— J. Algebra, 223 (2000), 101–108.

6. ȷ. Diksm~e, Universal~nye obœrtyva¸wie algebry. Mir, M. (1978). 7. M. Goto, F. Grosshans, Poluprostye algebry Li, Mir, M. (1981).

Panov A. N. Involutions in S_n and associated coadjoint orbits. In the paper we study the coadjoint orbits of the group UT(n, K) associated with involutions. We obtain a formula for dimension of the orbit. We construct a polarization for the canonical element of the orbit. We find a system of generators in the defining ideal of the orbit.

Postupilo 25 sentØbrØ 2007 g. Samarskiæ gosudarstvennyæ universitet E-mail: apanov@list.ru