Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 349, 2007 g.

V. A. Koæbaev

GRUPPA, DE`STVUıWA˚ NA TREUGOL^NYH SET˚H

1. Vvedenie

Seti nad polem [1] predstavlØ¸tsØ kak kvadratnye matricy porØdka n, fflementami kotoryh ØvlØ¸tsØ 0 ili 1. SimmetriqeskaØ gruppa S_n deæstvuet na mnoßestve vseh seteæ (sm.[1]), i ffto daet vozmoßnost~ poluqeniØ informacii o qisle seteæ [2]. Dalee, moßno pokazat~ ([1, 2]), qto izuqenie vseh D-seteæ svoditsØ k issledovani¸ mnoßestva treugol~nyh seteæ. S drugoæ storony, gruppa S_n ne deæstvuet na mnoßestve treugol~nyh seteæ.

V nastoØweæ zametke my predlagaem svoæ vzglØd na kriteriæ seti, pozvolØ¸wiæ opredelit~ gruppu G(n), deæstvu¸wu¸ na mnoßestve vseh treugol~nyh seteæ. Kak okazalos~, gruppa G(n) sovpadaet s diffdral~noæ gruppoæ (teorema 2). V zakl¸qenie my privodim primer, pokazyva¸wiæ kak vvedennaØ gruppa daet vozmoßnost~ izvleqeniØ koliqestvennoæ informacii o nekotoryh mnoßestvah treugol~nyh seteæ.

V rabote prinØty sledu¸wie oboznaqeniØ.

Otoßdestvim nekotoroe mnoßestvo s 1, a pustoe podmnoßestvo s 0, opredeliv porØdok 0 < 1, i rassmotrim mnoßestvo F = {0, 1}, na kotorom operacii sloßeniØ i umnoßeniØ opredelim sootvetstvu¸wimi ob¨edineni¸ i pereseqeni¸, poloßiv ab = min(a, b), a + b = max(a, b), a, b ∈ F . Vse rassmatrivaemye matricy ØvlØ- ¸tsØ {0, 1}-matricami, to est~ matricami s fflementami iz F . Umnoßenie matric my opredelØem obyqnoæ formuloæ dlØ fflementov matricy proizvedeniØ. DlØ matric A i B odinakovogo razmera budem pisat~ A ≤ B, esli a_{ij} ≤ b_{ij} dlØ vseh i, j.

Na F opredelim “otricanie”, polagaØ ¯0 = 1, ¯1 = 0. DlØ vsØkoæ matricy B = (b_{ij}) qerez B̄ my oboznaqaem matricu s fflementami (B̄)_{ij} = b̄_{ij}.

DlØ matricy A qerez A^T my oboznaqaem transponirovannu¸ matricu.

π_m – kvadratnaØ matrica porØdka m, u kotoroæ na poboqnoæ 146

GRUPPA, DE`STVUıWA˚ NA TREUGOL^NYH SET˚H 147 diagonali stoØt 1, a na ostal~nyh mestah nuli. DlØ vsØkogo

m 6 n poloßim π^{(m)} = diag(πm, πn�m) .

§2. Seti Pust~ A = (a_{ij}) – kvadratnaØ matrica porØdka n, a_{ij} ∈ {0, 1}.

Oqevidno, qto uslovie a_{ir}a_{rj} 6 a_{ij}, 1 6 i, r, j 6 n, na fflementy matricy A ffkvivalentno uslovi¸ AA 6 A. Opredelenie. KvadratnaØ matrica A porØdka n, A = (aij), aij ∈

F = {0, 1}, nazyvaetsØ set~¸ porØdka n, esli ona udovletvorØet odnomu iz dvuh privedennyh usloviæ. Set~ A = (a_{ij}) nazyvaetsØ D-set~¸, esli a_{ii} = 1 dlØ vseh i = 1, n. V dal~neæxem vse rassmatrivaemye seti ØvlØ¸tsØ D-setØmi.

Predloßenie 1. Pust~ A = (aij ), aii = 1, i = 1, n. Matrica A

ØvlØetsØ D-set~¸ togda i tol~ko togda, kogda A^2 = A.

Pust~ n = n_1 + n_2 + ... + n_k – razbienie qisla n. Togda vsØkaØ matrica A = (a_{ij}) porØdka n moßet byt~ zapisana v kletoqnom vide A = (A^{ij}), sootvetstvu¸wim razbieni¸, gde A^{rs} – (n_r × n_s)- matrica.

Predloßenie 2. Matrica A ØvlØetsØ set~¸ togda i tol~ko to-

gda, kogda A^{ir}A^{rj} 6 A^{ij}, 1 6 i, r, j 6 k. ZaæmemsØ teper~ formirovaniem seti po zadannoæ bloqnoæ seti. Pust~(m, n − m) – razbienie natural~nogo qisla n, 1 ≤ m ≤ n, X = `_{A B} 0 C ´_{, (1)}

– bloqnaØ matrica porØdka n, sootvetstvu¸waØ fftomu razbieni¸.

Teorema 1. Matrica X ØvlØetsØ set~¸ togda i tol~ko togda,

kogda set~¸ ØvlØetsØ matrica `_{πmAT πm πmB̄πn} �m 0 π_n�_mC^T π_n�_m

´_{= π(m)} `_{AT B̄} 0 C^T ´_{π(m) .}

148 V. A. KO`BAEV

Lemma 1. Pust~ x, y, z ∈ F = {0, 1}. Togda uslovie xy 6 z ffkviva-

lentno uslovi¸ xz̄ 6 ȳ.

Lemma 2. Pust~ A, B, C – proizvol~nye (ne obØzatel~no kvadrat-

nye) matricy. Togda uslovie AB 6 C ffkvivalentno uslovi¸ A^T C̄ 6 B̄ (ili uslovi¸ C̄B^T 6 Ā).

DlØ dokazatel~stva teoremy 1 teper~ dostatoqno vospol~zovat~sØ lemmoæ 2, zametiv pri fftom, qto tak kak matrica X ØvlØetsØ set~¸, to X^2 = X, a potomu AA ≤ A, CC ≤ C, AB ≤ B, BC ≤ B. §3. Diffdral~naØ gruppa, deæstvu¸waØ na treugol~nyh setØh

Opredelenie. Set~ A = (aij) nazyvaetsØ treugol~noæ, esli aij =

0 dlØ vseh i > j. Mnoßestvo vseh treugol~nyh seteæ oboznaqim qerez T_0(n).

Pust~ m ∈ N i 1 6 m 6 n. Opredelim biektivnoe otobraßenie Ω_m, deæstvu¸wee na mnoßestve vseh treugol~nyh seteæ T_0(n) porØdka n.

DlØ proizvol~noæ treugol~noæ seti X ∈ T_0(n) porØdka n, zapisannoæ v bloqnom vide (1), poloßim (sm. (2))

Ω_m(X) = π^{(m)} `_{AT B̄} 0 C^T ´_{π(m).} Netrudno videt~, qto esli X – treugol~naØ matrica, to Ω_m(X) takße ØvlØetsØ treugol~noæ. Soglasno teoreme 1 matrica Ω_m(X) ØvlØetsØ set~¸, Ω_m(X) ∈ T_0(n). Dalee, netrudno videt~, qto Ω^2_m(X) = X, a potomu Ω�^1_m = Ω_m.

Dokazatel~stvo sledu¸wego utverßdeniØ provoditsØ neposredstvennymi vyqisleniØmi.

Predloßenie 3. Poloßim Ωn = Ω. Togda

(a) esli 1 6 m 6 n − 1, to

ΩΩ_mΩ = Ω_n�_m

(b) esli 2 6 m 6 n, to

Ω_1Ω_mΩ_1 = Ω_n�_{(m}�_{2)}

GRUPPA, DE`STVUıWA˚ NA TREUGOL^NYH SET˚H 149

Predloßenie 4. Poloßim a = Ω1Ωn, b = Ω1. Togda abab = baba =

b^2 = 1. Dalee, esli 1 6 m 6 n, to a^m = Ω_1Ω_n�_{(m}�_{1)}, v qastnosti, |a| = n, priqem Ω_i ∈ ⟨a, b⟩, 1 6 i 6 n, pri fftom ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ = {1} i ⟨a⟩ E ⟨a, b⟩. Dokazatel~stvo predloßeniØ 4 provoditsØ s ispol~zovaniem predloßeniØ 3.

V gruppe vseh biektivnyh otobraßeniæ mnoßestva T (n) rassmotrim podgruppu G(n), poroßdennu¸ vsemi otobraßeniØmi Ω_m:

G(n) = ⟨Ω_m : 1 6 m 6 n ⟩.

Iz predloßeniØ 4 vytekaet sledu¸waØ teorema.

Teorema 2. Gruppa G(n) izomorfna diffdral~noæ gruppe, v qastno-

sti, |G(n)| = 2n.

Primer. Pust~ k < l. Qerez Skl oboznaqim mnoßestvo vseh tre-

ugol~nyh seteæ A = (a_{ij}) porØdka n, dlØ kotoryh a_{kl} = 0. Pokaßem, qto |S_{kl}| ≥ |S_{rp}| v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda l − k ≤ p − r. Deæstvitel~no, netrudno videt~, qto |S_{1i}| ≥ |S_{1j}| togda i tol~ko togda, kogda i ≤ j. Naxe utverßdenie vytekaet teper~ iz togo, qto Ω_l(S_{kl}) = S_{1l}�_{k+1}, Ω_p(S_{rp}) = S_{1 p}�_{r+1} .

Literatura 1. Z. I. Boreviq, Opisanie podgrupp polnoæ lineænoæ gruppy, soderßawih

gruppu diagonal~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. LOMI 64 (1976),

12–29.

2. Z. I. Boreviq, K voprosu pereqisleniØ koneqnyh topologiæ. — Zap. nauqn. semin. LOMI 71 (1977), 47–65.

Koibaev V. A. A group acting on the triangle nets.

In the present paper a group G(n), acting on the set of the all triangle nets is determined.

Postupilo 8 oktØbrØ 2007 g. Severo-Osetinskiæ gosudarstvennyæ universitet