Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 349, 2007 g.

V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e

O ZADAQE POGRUȷENI˚ S ˚DROM PSL (2, p^2)

V rabote [1] avtory issledovali zadaqu pogrußeniØ s Ødrom A6 (znakoperemennaØ gruppa xesti fflementov). �ta gruppa izomorfna PSL (2, 9), i ffto pozvolilo doslovno perenesti poluqennyæ rezul~tat na zadaqi pogrußeniØ s Ødrom PSL (2, p^2), gde p ≡

±3(mod 8).

V nastoØweæ rabote rexaetsØ zadaqa pogrußeniØ s Ødrom

PSL (2, p^2) pri proizvol~nom neqetnom prostom p, zadannaØ nad

polØmi algebraiqeskih qisel.

1^∘. Pust~ B = PSL (2, p^2) (proektivnaØ special~naØ lineænaØ

gruppa nad polem iz p^2 fflementov) i zadana toqnaØ posledovatel~nost~ koneqnyh grupp 1 → B → G^φ→ F → 1. Kak izvestno, PSL (2, p^2) ØvlØetsØ prostoæ gruppoæ i tem bolee imeet ediniqnyæ centr. Pofftomu v kaqestve gruppy G dostatoqno rassmatrivat~ gruppu avtomorfizmov Ødra (sm. [2]), qto my v dal~neæxem i predpolagaem. Gruppa vnexnih avtomorfizmov naxego Ødra PSL (2, p^2) dostatoqno bedna – na proobrazah iz SL (2, p^2) ona poroßdena avtomorfizmom Frobeniusa (t.e. vozvedeniem vseh fflementov matricy v p-¸ stepen~) i soprØßeniem posredstvom matricy iz GL (2, p^2), qeæ opredelitel~ ne ØvlØetsØ kvadratom (sm. [3]).

Takim obrazom, gruppa vnexnih avtomorfizmov Ødra ØvlØetsØ qetvernoæ gruppoæ.

Zafiksiruem kaku¸-libo silovsku¸ 2-podgruppu G_2 gruppy G (razumeetsØ, vse oni soprØßeny).

PorØdok gruppy B = PSL (2, p^2) raven^1_2 (p^2 + 1)(p^4 − p^2), pofftomu silovskaØ 2-podgruppa Ødra imeet porØdok q, ravnyæ maksimal~noæ stepeni dvoæki, delØweæ p^2 − 1. Inaqe govorØ, q = 8 pri

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke fonda RFFI, grant 06- 01-00741a. 135

136 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E

p ≡ ±3(mod 8), q = 16 pri p ≡ ±7(mod 16) i t.d. Sootvetstvenno,

porØdok gruppy G_2 = (Aut B)_2 raven 4q.

Oboznaqim qerez α obraz matricy

(_{w 0}

0 w�1 ) , gde w – kakoæ-li-bo fflement maksimal~nogo 2-porØdka v pole F = GF (p^2). Takim obrazom w = v^m, gde v – obrazu¸waØ cikliqeskoæ gruppy F^∗, a m – maksimal~nyæ neqetnyæ delitel~ qisla p^2 − 1. Poskol~- ku w^{q/2} = −1, fflement α imeet v PSL (2, p^2) porØdok q/2. Qerez β oboznaqim obraz matricy

(_{0 1}

−1 0 ) , tak qto β^2 = 1. ˚sno, qto

β^{−1}αβ ravno obrazu matricy

(_{−w}�_{1 0} 0 −w ) , t.e. β^{−1}αβ = α^{−1}. Takim obrazom, gruppa D = B_2 est~ obobwennaØ gruppa diffdra porØdka 2 ·^q_2 .

˚sno, qto avtomorfizm Frobeniusa Φ kommutiruet s β. Esli

p ≡ 1(mod 4), vybrannyæ fflement w ∈ F otobraßaetsØ avtomor-

fizmom Φ v −w, poskol~ku w^2 prinadleßit pol¸ iz p fflementov; togda Φ kommutiruet i s α.

Pust~ teper~ p ≡ −1(mod 4). V fftom sluqae qislo m (maksimal~nyæ neqetnyæ delitel~ qisla p^2 − 1) delitsØ na^{p−1}_2 , pofftomu m(p + 1) delitsØ na^{p2−1}_2 (i ne delitsØ na p^2 − 1). Znaqit,

w^{p+1} = v^{m(p+1)} = −1. Pofftomu w^p = −w^{−1} i α^Φ = α^{−1}.

Oboznaqiv qerez τ avtomorfizm Φ pri p ≡ 1(mod 4) i kompozici¸ Φ i β pri p = −1( mod 4), poluqaem: τ^2 = 1, α^τ = α, β^τ = β.

Pust~ teper~ σ – soprØßenie na GL (2, p^2), zadavaemoe matri- ceæ (_{0 w} 1 0 ) . Opredelitel~ fftoæ matricy – ne kvadrat v F, i σ opredelØet vnexniæ avtomorfizm na PSL (2, p^2) = B. Tak kak kvadrat matricy

(_{0 w} 1 0 ) ØvlØetsØ skalØrnoæ matriceæ, imeem σ^2 = 1.

Nesloßnyæ podsqet pokazyvaet, qto

α^σ = α^{−1}, β^σ = βα^{−1}.

Na 2-gruppe D = B_2 kommutator [σ, τ ] deæstvuet trivial~no. No proizvol~naØ matrica (_{x y} z t ) pri deæstvii kommutatora [σ, τ ] perehodit v matricu (_{x −y} −z t ) (ffto proverØetsØ prØmym sqetom;

pri fftom nado uqityvat~, qto c^p = c pri p ≡ 1(mod 4) i c^{p+1} = −1 pri p ≡ −1(mod 4)). Takim obrazom, v gruppe Aut PSL (2, p^2) – ffto avtomorfizm, inducirovannyæ matriceæ (_{i −0} 0 −i ) , gde i ∈ F,

i^2 = −1. Takim obrazom, kommutator [σ, τ ] raven α^{q/4}.

O ZADAQE POGRUȷENI˚ 137 Itak, oboznaqiv q = 2^{n+1} dlØ gruppy D i ee rasxireniØ G_2, imeem sledu¸wie sootnoxeniØ:

α^2 n = 1, β^2 = 1, α^β = α^{−1}, τ^2 = 1, α^τ = α,

β^τ = β, σ^2 = 1, α^σ = α^{−1}, β^σ = βα^{−1}, τ^σ = τ α^2 n�1 . Rassmotrim zadaqu pogrußeniØ, svØzannu¸ s posledovatel~- nost~¸

1 → B = PSL (2, p^2) → G = Aut B^φ→ F = Gal (K/k) → 1, (1)

i prisoedinennu¸ silovsku¸ zadaqu

1 → D = B_2 → G_2^{φ2}→ F = Gal (K/k) → 1. (2)

Kak bylo pokazano ranee, K – rasxirenie polØ k s gruppoæ Kleæna: K = k( √ c, √ d), gde c, d ∈ k^∗. Deæstvie Gal (K/k) zadadim formulami √ c^σ = − √ c, √ c^τ = √ c, √ d^σ = √ d, √ d^2 = − √ d. Kak izvestno, razreximost~ prisoedinennoæ zadaqi (2) garantiruet razreximost~ i zadaqi (1).

2^∘. Budem rexat~ zadaqu (2) v dva fftapa.

Oboznaqim qerez A cikliqesku¸ podgruppu D, poroßdennu¸ fflementom α. ˚sno, qto G_2/A – prØmoe rasxirenie D/A posredstvom F , pofftomu vsØkoe rexenie soputstvu¸weæ zadaqi

(K/k, G_2/A, φ) imeet vid L = K( √ x), gde x ∈ K^∗ i √ x^β = − √ x, √ x^σ = √ x^τ = √ x. Qtoby byla razrexima zadaqa (2), nußno naæti takoe x ∈ k^∗, dlØ kotorogo razrexima zadaqa pogrußeniØ, svØzannaØ s posledovatel~nost~¸ grupp

1 → A → G_2^{φ3}→ Gal (L/k) → 1. (3)

Vyqislim “vtoroe prepØtstvie” dlØ zadaqi (2), t.e. usloviØ, pri kotoryh vypolnØetsØ uslovie soglasnosti dlØ zadaqi (3).

GruppovaØ algebra K[A] soderßit sledu¸wie idempotenty,

138 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E central~nye v skrewennom proizvedenii G × L:

E_0 =

1 + α^2 n�1 2 · 1 + α^2 n�2 2 · · · 1 + α 2 , E_1 =

1 + α^2 n�1 2 · 1 + α^2 n�2 2 · · · 1 + α^2 2 1 − α 2 , · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · E_j =

1 + α^2 n�1 2 · · · 1 + α^2 j+1 2 · 1 − α^2 j 2 , · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

E_{n−2} =

1 + α^2 n�1 2 1 − α^2 n�2 2 , E_{n−1} =

1 − α^2 n�1 2 . Vse ffti idempotenty ortogonal~ny drug drugu, a ih summa ravna 1. Rassmotrim algebry Λ_j = (G × L)E_j i naædem centr kaßdoæ iz fftih algebr. DlØ Λ_0 i Λ_1 centrom slußit pole k. Centrom algebry Λ_2 ØvlØetsØ k(α^2 √ cx E_2) ≈ k( √ −cx). Centr al-

gebry Λ_3 poroßden nad k fflementami α^4 √ cx E_3, (α + α^{−1})E_3, t.e.

izomorfen k( √ −cx, √ 2). Sootvetstvenno, centr algebry Λ_j poroßden nad k fflementami

α^2 j�1 √

cx E_j, (α + α^{−1})E_j, (α^2 + α^{−2})E_j, . . . , (α^2 j�3 + α^{−2} j�3 )E_j . Rassmotrim posledovatel~nost~

θ_2 = 0, θ_3 = √ 2, θ_4 = √ 2 + √ 2, . . . , θ_{j+1} = √ 2 + θ_j .

Togda centr algebry Λ_j pri j > 2 izomorfen k( √ −cx, θ_j ) (qisla θ_j mogut byt~ predstavleny kak θ_j = 2 cos^π_2j�_1 ; sootvetstvenno k(θ_j , √ −1) soderßit pervoobraznyæ koren~ iz 1 stepeni 2^j).

Pust~ H = {g ∈ G_2 : (α^g = α, β^g = β) ili (α^g = α^{−1}, β^g = βα^{−1})} – podgruppa gruppy G_2. ˚sno, qto φ(H) = F i H_1 ∩ D = ⟨ α^{2n}�^1 ⟩.

Skrewennoe proizvedenie (H × K)E_j ØvlØetsØ klassiqeskim skrewennym proizvedeniem polØ K i ego gruppy Galua F . DlØ

j = 0, 1, . . . , n − 2 sistema faktorov v fftom skrewennom proizve-

denii ediniqnaØ (tak kak σ^2 = τ^2 = 1, [σ, τ ] = α^{2n}�^1 ), pofftomu

O ZADAQE POGRUȷENI˚ 139 vse algebry (H × K)E_j – matriqnye. Pri j = n − 1 (H × K)E_{n−1} ØvlØetsØ tenzornym proizvedeniem matriqnoæ algebry k(τ, √ d) i kvaternionnoæ algebry k(σ √ d, √ c) so strukturnymi konstantami c, d. Inaqe govorØ (H ×K)E_{n−1} podobna (v gruppe Brauffra) algebre k[c, d].

Centralizator algebry (H × K)E_j v algebre Λ_j = (G × L)E_j poroßden ukazannym vyxe centrom i paroæ antikommutiru¸wih fflementov √ x E_j, (β + βα^{−1})E_j. Poskol~ku

(β + βα^{−1})^2E_j = (2 + α + α^{−1})E_j i (α + α^{−1})E_j = θ_j E_j,

fftot centralizator izomorfen k( √ −cx, θ_j)[2 + θ_j , x] (algebra kva-

ternionov s konstantami 2 + θ_j , x nad centrom). Zdes~ j =

2, . . . , n − 1. Krome togo, algebra Λ_0 – matriqnaØ; algebra Λ_1 izomorfna tenzornomu proizvedeni¸ (H × K)E_1 i algebry k(β √ c E_1, √ x E_1), t.e. podobna algebre k[c, x].

Kak izvestno, uslovie soglasnosti dlØ zadaqi pogrußeniØ (v dannom sluqae, dlØ zadaqi (3)) sostoit v tom, qto algebra G × L izomorfna algebre matric porØdka (L : k) nad svoeæ podalgebroæ (sm. [4]). Takim obrazom, dlØ zadaqi (3) uslovie soglasnosti sostoit v tom, qto ØvlØ¸tsØ matriqnymi sledu¸wie algebry: k[c, x] k( √ −cx) [2, x] · · · · · · · · · · · · · · · k( √ −cx, θ_j )[2 + θ_j , x] (j = 2, 3, . . . , n − 2) · · · · · · · · · · · · · · · k( √ −cx, θ_{n−1})[2 + θ_{n−1}, x] [c, d]. V nahoßdenii takogo x ∈ k^∗ i sostoit “vtoroe prepØtstvie” dlØ zadaqi (2).

Pri n = 2 (t.e. kogda p ≡ ±3(mod 8)), naxi usloviØ ime¸t vid: k[c, x] i k( √ −cx) [c, d] – matriqnye algebry. Uslovie pogru-

ßeniØ v fftom sluqae sostoit v tom, qto c ØvlØetsØ normoæ kvaterniona iz k[c, d] (sm. [1, 4]). Pri n > 3 dolßny byt~ matriqnymi po kraæneæ mere tri algebry. Moßno pokazat~, qto pri n > 3 dostatoqno ograniqit~sØ rassmotreniem treh algebr – pervoæ i dvuh poslednih iz ukazannyh. No fftot fakt nam ne potrebuetsØ.

140 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E

3^∘. Pust~ teper~ K/k – rasxirenie qislovyh poleæ. V

fftoæ situacii uslovie soglasnosti ravnosil~no fftomu uslovi¸ dlØ vseh soputstvu¸wih lokal~nyh zadaq pogrußeniØ

(K_p/k_p, G_2, φ_p), gde p – proizvol~nyæ prostoæ divizor polØ k

(vkl¸qaØ i beskoneqnye toqki), k_p – popolnenie polØ k v toqke p, K_p ⊗_k k_p (sm. [4, 5]). Pri fftom, razumeetsØ, dostatoqno rassmatrivat~ lix~ kritiqeskie dlØ naxeæ situacii toqki polØ k, t.e. deliteli qisel c, d, 2, x i beskoneqnye toqki.

Odnako, esli Ødro – cikliqeskaØ 2-gruppa porØdka 8 ili bol~- xe, uslovie soglasnosti ne garantiruet pogrußaemosti. Dopolnitel~noe uslovie, garantiru¸wee pogrußaemost~, sformuliruem v forme Demuxkina–Xafareviqa (sm. [5]).

Prisoedinim k pol¸ K pervoobraznyæ koren~ ζ iz 1 stepeni, ravnoæ porØdku A, t.e. 2^n. Oboznaqim K = K(ζ), L = L(ζ) = K( √ x), F − Gal (K/k), G_2 – proizvedenie grupp G_2 i F s ob¨- edinennoæ faktorgruppoæ F . ˚dro ffpimorfizma F → F imeet v obwem sluqae dve obrazu¸wie γ, δ, kotorye deæstvu¸t na korne ζ po pravilam ζ^γ = ζ^{−1}, ζ^δ = ζ^5 (pri fftom γ i δ soderßatsØ v centre gruppy G_2).

Zadaqa (3) ravnosil~na zadaqe (4) (L/k, G_2, φ_4), zadannoæ posledovatel~nost~¸

1 → A → G_2^{φ4}→ F^∗ = Gal (L/k) → 1, (4)

poskol~ku poluqena iz zadaqi (3) pod¨emom. DlØ fftih zadaq takße ffkvivalentny i usloviØ soglasnosti (sm. [4]). Gruppa F^∗ – prØmoe proizvedenie grupp F i D/A.

Pust~ ^A = Hom (A, K^∗) – gruppa harakterov A, ~F – gruppa avtomorfizmov Ødra. Oboznaqim qerez F_0 podgruppu gruppy F^∗, fflementy kotoroæ deæstvu¸t na A trivial~no, togda ~F ≈ F^∗/F_0. Gruppa ~A prevrawaetsØ v F^∗-operatornu¸, esli opredelit~ harakter χ^f (χ ∈ ^A, f ∈ F^∗) po pravilu χ^f (α) = (χ(α^f�^1 ))^f . Gruppa ~F poroßdaetsØ obrazami β_1 i δ_1 avtomorfizmov β i δ sootvetstvenno (poskol~ku γ deæstvuet na A tak ße, kak β). Qerez L_0 oboznaqim pole L^{F0} . Budem sqitat~, qto pole k ne soderßit ni √ −1, ni θ_n = 2 cos^π_{2n}�_1 , tak qto fflementy γ, δ real~no prisutstvu¸t v naxem issledovanii – v protivnom sluqae rassmotrenie vyglØdit prowe.

Naædem pole L_0. Gruppa F_0 soderßit fflementy τ , σβ i γβ. Krome togo, F_0 moßet soderßat~ fflement δ v kakoæ-libo stepe-

O ZADAQE POGRUȷENI˚ 141 ni, no samo δ v F_0 ne soderßitsØ. Pofftomu L_0 poroßdeno nad k qislami √ c · √ x √ −1 = √ −cx i θ_n, t.e. L_0 = k( √ −cx, θ_n). Soglasno [5], dlØ razreximosti zadaqi (4) (pomimo soglasnosti) dostatoqno, qtoby byla ediniqnoæ gruppa kogomologiæ

H^3( ~F , L^∗_0) (napomnim, qto ~F = F^∗/F_0 = Gal (L_0/k)).

PorØdok gruppy H^3( ~F , L^∗_0) raven qastnomu ot deleniØ porØdka ~F na naimen~xee obwee kratnoe porØdkov grupp razloßeniØ dlØ vseh koneqnyh toqek polØ k. Takim obrazom, zadaqa (4) razrexima, esli suwestvuet takoæ fflement x ∈ k^∗ i takaØ toqka p polØ k, qto gruppa razloßeniØ v fftoæ toqke sovpadaet s ~F (i, razumeetsØ, vypolnØetsØ uslovie soglasnosti dlØ (4)). Gruppa razloßeniØ v toqke p sovpadaet s ~F , kogda (L_0)_p = L_0 ⊗_k k_p ostaetsØ polem.

4^∘. Teorema 1. Zadaqa pogrußeniØ (2) razrexima togda i tol~ko togda, kogda razreximy soputstvu¸wie lokal~nye zadaqi, otveqa¸wie beskoneqnym toqkam polØ k.

Dokazatel~stvo. Neobhodimost~ oqevidna. Budem dokazyvat~

dostatoqnost~. V sootvetstvii s programmoæ, nameqennoæ ranee, nam nußno naæti takoæ fflement x ∈ k^∗, qto vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

1) k[c, x] – matriqnaØ algebra, 2) k( √ −cx, θ_j )[2 + θ_j , x] – matriqnye algebry (j = 0, 1, . . . , n − 2),

3) k( √ −cx, θ_{n−1})[2 + θ_{n−1}, x] ⊗ [c, d] – matriqnaØ algebra,

4) suwestvuet koneqnaØ toqka p polØ k, dlØ kotoroæ L_0 ⊗_k k_p = k( √ −cx, θ_n) ⊗_k k_p ostaetsØ polem.

Domnoßiv fflementy c, d na kvadraty, dob~emsØ togo, qto oni – celye fflementy polØ k. Pust~ l – takoe qislo, qto θ_2 = 0, . . . , θ_l ∈ k, no θ_{l+1} /∈ k (Øsno, qto 0 6 l 6 n − 1). Oboznaqim qerez S_1 mnoßestvo koneqnyh toqek polØ k, delØwih 2, c ili d, a qerez S_2 – mnoßestvo beskoneqnyh toqek (t.e. arhimedovyh normirovaniæ) polØ k. Opredelim lokal~noe povedenie x_p fflementa x v fftih toqkah.

1. Pust~ p | θ_l , priqem −c – ne kvadrat v k_p i (2 + θ_l)(−c) – ne kvadrat v k_p. Poloßim togda x_p = 1. Togda algebra k_p[c, x_p] raspadaetsØ, t.k. x_p = 1, ostal~nye algebry raspada¸tsØ, t.k. opredeleny nad k_p(θ_j ), a k_p(√−cx_p) – kvadratiqnoe rasxirenie

k_p. Pokaßem, qto k_p( √ −cx_p, θ_n) ØvlØetsØ polem.

142 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E

Deæstvitel~no, k_p(θ_n) – pole, poskol~ku p | θ_l i uße k_p(θ_l) – pole. Ostalos~ dokazat~, qto √−cx_p = √ −c ne soderßitsØ v

k_p(θ_n). Predpoloßim protivnoe. Togda √ −c ∈ k_p(θ_{l+1} ). Znaqit, −c = (u + vθ_{l+1} )^2, gde u, v ∈ k_p: ots¸da uv = 0 i libo −c = u^2,

libo −c = (vθ_{l+1} )^2 = v^2(2 + θ_l) v protivoreqii s predpoloßeniem.

2. Pust~ p | θ_l, priqem −c – ne kvadrat v k_p, no (2 + θ_l)(−c) – kvadrat v k_p. Poloßim v fftom sluqae x_p = 1 + (2 + θ_l )π^2, gde π – prostoæ fflement k_p. Togda −cx_p ≡ 2 + θ_l (mod π^2), znaqit, −cx_p – ne kvadrat v k_p i, po postroeni¸, k_p[c, x_p] – matriqnaØ algebra. Kak i ranee, predpoloßenie √−cx_p ∈ k_p(θ_n) privodit k tomu, qto libo −cx_p ØvlØetsØ kvadratom v k_p, libo −cx_p = v^2(2 + θ_l ), gde

v ∈ k_p. I to i drugoe nevozmoßno, poskol~ku x_p = 1 + (2 + θ_l)π^2 –

ne kvadrat v k_p. Takim obrazom, i v fftom sluqae vse trebovaniØ k lokal~nomu povedeni¸ x_p vypolneny.

3. Pust~ p | θ_l, priqem −c – kvadrat v k_p (t.e. my vprave sqitat~ c = −1). Poloßim v fftom sluqae x_p = 1 + π^2, gde π – prostoæ fflement polØ k_p. Dokaßem, qto x_p nel~zØ predstavit~ v vide

(2 + θ_l)v^2 (v ∈ k_p) – proverka vseh ostal~nyh trebovaniæ k x_p oqe-

vidna. Pust~ x_p = 1 + π^2 = (2 + θ_l)v^2. Rassmotrim absol¸tnu¸ normu (nad Q_2) dlØ fftogo ravenstva. ˚sno, qto norma qisla 2+θ_l ravna 2, pofftomu ukazannoe ravenstvo nevozmoßno.

4. Pust~ p - θ_l, no p | 2. Poloßim v fftom sluqae x_p = 1, esli −c – ne kvadrat v k_p. Esli ße −c – kvadrat v k_p, to vyberem x_p ∈ k_p tak, qtoby x_p ne bylo kvadratom, no bylo summoæ dvuh kvadratov v k_p. Togda uslovie soglasnosti (t.e. pervye tri usloviØ) v toqke p vypolnØ¸tsØ.

5. Pust~ p - 2, no p | c. Poloßim x_p = 1. Togda k_p(√−cx_p) =

k_p(−c) – kvadratiqnoe rasxirenie polØ k_p, pofftomu uslovie so-

glasnosti v toqke p vypolneno.

6. Pust~ p - 2, p - c, p | d. V fftom sluqae c – edinica v k_p. Vyberem v kaqestve x_p edinicu polØ k_p taku¸, qto −cx_p – ne kvadrat v k_p. Algebra k_p[c, x_p] raspadaetsØ, t.k. c, x_p – lokal~nye edinicy, a ostal~nye algebry raspada¸tsØ, poskol~ku opredeleny nad k_p.

7. Pust~ teper~ p ∈ S_2, t.e. beskoneqnaØ toqka polØ k. Esli pri vloßenii k v R, otveqa¸wem normirovani¸ p, fflementy c i d okazyva¸tsØ otricatel~nymi, to lokal~naØ soputstvu¸waØ zadaqa pogrußeniØ nerazrexima. V samom dele, uslovie k_p[c, x]

O ZADAQE POGRUȷENI˚ 143 oznaqaet v fftom sluqae, qto x_p > 0, no togda R( √ −cx) = R i

R[c, d] est~ telo kvaternionov, i zadaqa nerazrexima. No ffto

protivoreqit uslovi¸ teoremy. Kogda c ili d poloßitel~ny pri vloßenii k v R (otveqa¸wem toqke p), poloßim x_p > 0.

Itak, dlØ l¸bogo p ∈ S_1 ∪S_2 my naxli fflementy x_p ∈ k_p takie, qto vse lokal~nye zadaqi pogrußeniØ, otveqa¸wie fftim toqkam, razreximy.

V sootvetstvii s teoremoæ Qebotareva o plotnosti, suwestvuet prostoæ fflement x polØ k, q~e lokal~noe povedenie v toqkah p ∈ S_1 ∪ S_2 sovpadaet s x_p (s toqnost~¸ do lokal~nyh kvadratov). Oboznaqim q = (x) – glavnyæ divizor prostogo qisla x. Dokaßem, qto fflement x – iskomyæ, t.e. rexaet zadaqu (4), a sootvetstvenno, zadaqi (3) i (2).

Poskol~ku dlØ p /∈ S_1 ∪S_2 ∪{q} fflementy c, d, x, θ_j , 2·θ_j ØvlØ¸tsØ edinicami polØ k_p, uslovie soglasnosti dlØ sootvetstvu¸weæ lokal~noæ zadaqi vypolneno, ostalos~ proverit~ ego dlØ edinstvennoæ toqki q. Algebry k_q( √ −cx, θ_j) [2+θ_j , x] (j < n−1), a tak-

ße k_q(−cx, θ_{n−1}) [2+θ_{n−1}, x] [c, d] raspada¸tsØ, poskol~ku k_q( √ −cx) – kvadratiqnoe rasxirenie k_q. Ostalos~ proverit~ raspadenie algebry k_q[c, x]. No dlØ vseh toqek p (koneqnyh i beskoneqnyh), otliqnyh ot q, algebry k_p[c, x] raspada¸tsØ. Znaqit, po zakonu vzaimnosti, raspadaetsØ i algebra k_q[c, x].

Takim obrazom, dlØ zadaq pogrußeniØ (3) i (4) vypolnØetsØ global~noe uslovie soglasnosti. Krome togo, dlØ p | θ_l gruppa razloßeniØ (po postroeni¸) sovpadaet s ~F , a znaqit, gruppa kogomologiæ H^3( ~F , L_0) trivial~na. Teorema dokazana. �

Zameqanie. Kak vidno iz dokazatel~stva, zadaqa (2) nerazrexi-

ma togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet vloßenie polØ k v R, pri kotorom oba fflementa c, d otricatel~ny.

Sootvetstvenno, dlØ razreximosti zadaqi (2) dostatoqno, qtoby qisla c ili d byli total~no poloßitel~ny. Zadaqa (2) razrexima takße, esli qislo c d total~no otricatel~no.

5^∘. VernemsØ k ishodnoæ zadaqe (1) s Ødrom B = PSL (2, p^2).

Teorema 2. Zadaqa pogrußeniØ s Ødrom PSL (2, p^2) nad qislovymi

polØmi razrexima togda i tol~ko togda, kogda razrexima otveqa¸waØ eæ prisoedinennaØ 2-zadaqa, ili, qto to ße samoe, razreximy soputstvu¸wie lokal~nye zadaqi v beskoneqnyh toqkah.

Dokazatel~stvo. Razreximost~ prisoedinennoæ zadaqi pogru-

144 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E ßeniØ dostatoqna dlØ razreximosti ishodnoæ.

Pust~ prisoedinennaØ silovskaØ 2-zadaqa (s Ødrom, izomorfnym obobwennoæ gruppe diffdra) nerazrexima. �to oznaqaet, qto suwestvuet vloßenie k v R, pri kotorom ukazannye fflementy c, d – oba otricatel~ny. No togda pole K prevrawaetsØ v algebru Galua, izomorfnu¸ prØmoæ summe dvuh poleæ kompleksnyh qisel s idempotentami

e_1 =

1 +^{√c} √ d √_{|c| |d|} 2 , e_2 = 1 −^{√c} √ d √_{|c| |d|} 2 . Podgruppa gruppy F , ostavlØ¸waØ invariantnymi ffti idempotenty, poroßdena fflementom στ . Sootvetstvenno, lokal~naØ zadaqa pogrußeniØ, otveqa¸waØ dannoæ beskoneqnoæ toqke, ravnosil~na zadaqe pogrußeniØ rasxireniØ C /R v gruppu, poroßdennu¸ Ødrom i avtomorfizmom στ . Poskol~ku proobraz avtomorfizma στ v fftoæ gruppe ne moßet imet~ porØdok 2 (inaqe ffto realizovalos~ by v silovskoæ podgruppe), rasxirenie PSL (2, p^2) posredstvom avtomorfizma (στ ) – ne poluprØmoe. No zadaqa nad algebraiqeskim zamknutym polem razrexima lix~ togda, kogda ona poluprØmaØ. Sledovatel~no, pri c < 0, d < 0 zadaqa (1) nerazrexima. Teorema dokazana. �

Literatura 1. V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e, Zadaqa pogrußeniØ nad p-rasxireniem. — Algebra i analiz 9, No. 4 (1997), 87–97.

2. B. B. Lur~e, K zadaqe pogrußeniØ s Ødrom bez centra. — Izv. AN SSSR, Ser. mat. 28, No. 5 (1964), 1135–1138.

3. R. Steænberg, Lekcii o gruppah Xevalle. Mir, M., 1975. 4. V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e, D. K. Faddeev, Zadaqa pogrußeniØ v teorii

Galua. Nauka, M., 1990.

5. S. P. Demuxkin, I. R. Xafareviq, Vtoroe prepØtstvie dlØ zadaqi po-

grußeniØ poleæ algebraiqeskih qisel. — Izv. AN SSSR, Ser. mat. 26, No. 6 (1962), 911–914.

6. S. P. Demuxkin, I. R. Xafareviq, Zadaqa pogrußeniØ dlØ lokal~nyh

poleæ. — Izv. AN SSSR, Ser. mat. 23, No. 6 (1959), 823–840.

Ishkhanov V. V., Lur’e B. B. The embedding problem with kernel PSL (2, p^2).

The embedding problem of number fields is considered. It is proved that it is solvable if and only if all the associated local problems at the

O ZADAQE POGRUȷENI˚ 145 infinite points are solvable. It is also proved that the solvability of an adjoint with Sylow 2-group is equivalent to the solvability of the original problem.

Postupilo 10 noØbrØ 2007 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN